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1. 引言

所有物质都具有某种尺度的不均匀性, 最基本的不均匀性是原子尺度的不均匀, 这是任何一种材

料都具有的. 除此之外, 很多材料也具有宏观尺度上的不均匀性. 我们日常生活中所看到的金属就是

由微晶颗粒构成的. 复合材料都具有宏观尺度上的不均匀, 在每个小的区域 (颗粒) 内其性质是均匀

的, 具有对应分量大块物质的物质参数, 颗粒的大小和分布定义了复合材料的微结构. 在更大尺度的

应用上, 复合材料可以看作均匀材料, 但其材料参数将与其组分不同. 复合材料理论的一个中心问题

就是从组分的性质出发计算等效的材料参数. 这一问题与凝聚态物理的理论研究具有很大的相似性,

在凝聚态物理中, 我们是从材料的微观规律 (量子力学) 出发, 应用统计物理原理和各种各样精确或

近似方法, 计算材料的宏观参数, 研究这些宏观参数与微观结构, 组成元素等的关系以及随外场 (温

度,电场,磁场,压力等)的变化关系. 原则上复合材料的理论应该简单很多,这是因为 “微观”和宏观

满足同样的物理规律和方程 (经典物理), 而凝聚态物理中微观和宏观满足不同的物理规律 (量子力

学与经典物理). 自从量子力学发现以来, 人们为了理解凝聚态物质的性质而做了大量研究工作, 取

得了辉煌成就, 相对而言, 对于宏观非均匀材料的研究则投入较小, 而且通常限于材料物理学家和应

用数学家进行研究, 理论物理学家很少考虑这类问题. 鉴于这一问题在应用和科学上的重要性, 也鉴

于理论物理学已经积累了相当多非常有效的研究方法和技巧, 因此应该及时开展对于这一问题的研

究.

从理论上研究宏观非均匀物质的性质是一个很大的课题, 下面将以二元 (由两种均匀材料构成)

复合材料的介电性质为例做一些理论介绍, 在本文的结尾部分, 将对一般非均匀介质的理论研究做一

简短评论. 为了进行理论研究, 我们首先要对所研究的问题给出一个确切的定义. 我们的目的是计算

复合介质的有效介电常数, 有效介电常数可以下面的方式定义. 考虑一个无限大平板电容器, 电容器

极板间的距离为 L(L 远大于复合介质的不均匀尺度, 并在计算中趋于无穷大), 把我们所要研究的复

合介质充入此电容器, 得到的电容设为 C, 如果在电容器中充入另一介电常数为 ϵ 的介质, 同样也得

到电容 C, 则 ϵ 就定义为复合介质的有效介电常数. 有效介电常数可以表示为不同的形式, 为此, 考

虑在电容器的极板间加一电压 V = LE0, E0 为外加电场强度, 垂直于极板方向. 为了确定起见, 规
∗ 国家自然科学基金资助课题

1



1. 引言 2

定在电容器的侧边上, 电场强度的法向分量为 0. 取极板为 xy 平面, z 方向垂直于极板. 在上述第二

种情况下, 有

D0 ≡ ϵE0 = 4πσ ≡ 4πQ

A
, (1)

而在第一种情况下,
1

A

∫
dADz =

4πQ

A
, (2)

这里 D0 为电位移矢量沿外加电场方向的分量, Q 为极板上所带的总电荷, A 为极板的面积 (趋于无

穷大), Dz 为电位移矢量的法向分量, 积分沿一个极板进行. 按照定义, 两种情况下电容相同, 从而极

板上的总电荷相同, 于是有效介电常数可表示为:

ϵE0 =
1

A

∫
dADz. (3)

可以证明:

1

V

∫
EdV = E0ez,

1

V

∫
DzdV =

1

A

∫
DzdA, (4)

这里, 对面积的积分可沿任一与极板平行的平面进行. 证明如下: 记 ez 为 z 方向的单位矢量, 取边

界条件为 ϕ(x, y, z = ±L/2) = ∓L/2E0, 考虑第一个等式, 对 z 分量有∫
EzdV =

∫
ez · EdV

= −
∫

ez · ∇ϕdV

= −
∫

∇ · (ezϕ)dV

= −
∮
ϕez · dA

= E0LA = E0V,

同理可证,
∫
ExdV =

∫
EydV = 0. 对第二个等式,∫
DzdV =

∫
ez · DdV

=

∫
∇ · (zD)dV −

∫
z∇ · DdV

=
L

2

∫
Dz(x, y,

L

2
)dA+

L

2

∫
Dz(x, y,−

L

2
)dA

= L

∫
Dz(

L

2
)dA,

上式的推导中使用了在介质内 ∇ · D = 0 及 Dz(L/2) = Dz(−L/2)(上下极板上电荷量相等, 符号相

反). 若考虑对由 z = z0,−L/2 < z0 < L/2 和 z = z1, z0 < z1 < L/2 平面所包含的体积, 通过计算∫
dV∇ · D = 0, 可得

∫
Dz(x, y, z)dA 与 z 无关. 利用 (4), 式 (3) 可改写为

ϵE0 =
1

V

∫
dV Dz. (5)



2. 有效介电常数的 BERGMAN–MILTON 表示 3

上式两边乘以 E0, 注意到 E = −∇ϕ, 及当 z = −L/2 时, ϕ = ϕ∗ = ϕ0 = L/2E0, 当 z = L/2 时,

ϕ = ϕ∗ = ϕ0 = −L/2E0, 这里 ϕ0, ϕ 分别为等效介质和复合介质内的电势, ϕ∗ 为 ϕ 的复共轭 (当介

电常数为复数时, 电势一般是复的). 可以得到

ϵE2
0 =

1

V

∫
dV (DzE0)

=
1

V

∫
dV (D · E0)

= − 1

V

∫
dV (D · ∇ϕ0)

= − 1

V

∮
dA · Dϕ0

= − 1

V

∮
dA · Dϕ

=
1

V

∫
dV (D · E)

=
1

V

∫
dV (D · E∗). (6)

式 (3), (5) 和 (6) 均可作为有效介电常数的定义使用.

本文的安排如下, 第二节引进有效介电常数的 Bergman–Milton 表示; 第三节讨论一些有效介质

理论及其在 Bergman–Milton 表示下的形式; 第四节给出由介电小球嵌入一均匀电介质内并排成规

则结构时有效介电常数的计算; 第五节讨论在电流变液体理论研究中的应用; 第六节介绍任意周期微

结构下有效介电常数的计算方法; 第七节一般地讨论当系统的微结构信息不完整时有效介电常数的

界; 第八节简单讨论复合介质微结构对三阶非线性光学系数的增强作用; 最后的第九节将对有关其他

问题做一简短评论.

本文的大部分内容是自足的, 因此除确有必要外, 不给出原始参考文献. 在 Bergman 和 Stroud

的总结性文章中 [1], 给出了比较完整的原始文献, 有兴趣的读者可以参阅.

2. 有效介电常数的 Bergman–Milton 表示

有效介电常数的定义已经在上节给出, 这一节我们将介绍由 Bergman, Milton 等人发展出来的

一套有效介电常数的表示理论, 对由两种介质构成的复合介质, 这一表示给出了有效介电常数的解析

性质, 同时也清楚地显示了有效介电常数与微结构的关系及与组分的物质参数的关系, 是进一步计算

和研究的基础. 从 Maxwell 方程出发, 为了计算有效介电常数, 在准静态近似下, 只需求解下述方程

组:

∇ · D = 0,

∇× E = 0. (1)

为简单起见,我们只考虑各向同性介质,即 D = ϵE的介质. 由第二个方程,可以定义电势 E = −∇ϕ,

代入第一式得到

∇(ϵ∇ϕ) = 0, (2)
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边界条件为

ϕ(x, y, z = −L
2
) =

L

2
E0,

ϕ(x, y, z =
L

2
) = −L

2
E0. (3)

对于由两种介质构成的复合介质, 用 ϵ1, ϵ2 分别代表两种介质的介电常数, 则

ϵ = ϵ1η(r) + ϵ2(1− η(r)) = ϵ2(1−
1

s
η(r)), (4)

这里,

s =
ϵ2

ϵ2 − ϵ1
,

η(r) =

 1 当 r 在介质 1 内,

0 其它情形.

从而方程 (2) 变为

∇2ϕ =
1

s
∇(η(r)∇ϕ). (5)

为了求解这一方程, 引进 Laplace 算符的格林函数, 定义如下:

∇2G(r, r′) = −δ(r − r′),

G(r, r′) = 0 当 z = −L
2
, L

2
时,

∂G

∂n
= 0 在侧边上, (6)

利用上述定义及格林函数的对称性 G(r, r′) = G(r′, r), 可知∫
dV∇G(r, r′) =

∫
dV ′∇′G(r, r′) = 0. (7)

当体积趋于无穷时, 格林函数可近似为

G(r − r′) = 1

4π

1

|r − r′| .

方程 (2) 的形式解为

ϕ = −E0 z +
1

s

∫
dV ′η(r′)∇′G(r − r′) · ∇′ϕ(r′). (8)

定义算子 Γ 如下:

Γϕ ≡
∫
dV ′η(r′)∇′G(r − r′) · ∇′ϕ(r′), (9)

如果定义两个函数的内积为

< ϕ|ψ >≡
∫
dV η(r)∇ϕ∗(r) · ∇ψ(r), (10)

则 Γ 算子是一个厄米算子. 这可很容易验证如下

< ϕ|Γ|ψ > =

∫
dV η(r)∇ϕ∗(r) · ∇

∫
dV ′η(r′)∇′G(r − r′) · ∇′ψ(r′)

=

∫
dV dV ′η(r)η(r′)∇ϕ∗(r) · ∇∇′G(r − r′) · ∇′ψ(r′)

= < ψ|Γ|ϕ >∗ .
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利用 Γ 算子, 取外加电场为 −1, 方程 (8) 可写为

ϕ(r) = z +
1

s
Γϕ(r). (11)

若 Γ 的本征值和本征函数分别为 sn 和 ϕn(r), 即

Γϕn(r) = snϕn(r), (12)

则在介质 1 内, 电势 ϕ 可用 Γ 的本征函数展开为

ϕ(r) =
∑
n

< n|ϕ > ϕn(r), (13)

由方程 (11) 可得

< n|ϕ > = < n|z > +
sn
s
< n|ϕ >,

< n|ϕ > =
s < n|z >
s− sn

,

于是

ϕ(r) =
∑
n

s < n|z >
s− sn

ϕn(r). (14)

在介质 2 内, 由 (11) 式, 注意到 Γ 算子作用到一函数时, 只用到介质 1 内的值, 从而

ϕ(r) = z +
∑
n

sn < n|z >
s− sn

ϕn(r). (15)

现在考虑有效介电常数, 由定义 (3),

ϵ = − 1

V

∫
dV Dz

= ϵ2
1

V

∫
dV

(
1− 1

s
η(r)

)
∂ϕ

∂z

= ϵ2
1

V

∫
dV

(
1− 1

s
η(r)

)
ez · ∇ϕ

= ϵ2

(
1

V

∫
dV ez · ∇ϕ− 1

s

1

V

∫
dV η(r))ez · ∇ϕ

)
.

上式的第一个积分可计算如下, ∫
dV ez · ∇ϕ =

∫
dV∇ · (ezϕ)

=

∮
dA · (ezϕ)

= LA = V.

第二个积分为 ∫
dV η(r))ez · ∇ϕ =

∑
n

s < n|z >
s− sn

∫
dV η(r))∇z · ∇ϕn(r)

=
∑
n

s| < n|z > |2

s− sn
,
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从而有效介电常数为

ϵ = ϵ2(1− F (s)), (16)

F (s) 定义为

F (s) ≡ 1

s

1

V
< z|ϕ >= 1

V

∑
n

| < n|z > |2

s− sn
≡
∑
n

Fn

s− sn
. (17)

方程 (16) 和 (17) 称为有效介电常数的谱表示形式, 最先由 Bergman 给出. Milton 也得到了类似的

形式, 因此这一表示通常称为 Bergman-Milton 表示.

Γ 的本征值和本征函数的计算通常非常困难, 我们先对其做一些一般讨论, 在后面我们将给出两

种常用的计算方法.

利用本征方程和格林函数在两种介质界面上的连续性, 可知 ϕn 在介质的分界面上连续. 本征方

程 (12) 可以改写为一些等价的方式, 对 (12) 两边用 Laplace 算符作用, 注意到格林函数的性质并通

过分部积分, 得到

∇ · (η(r)∇ϕn(r)) = sn∇2ϕn, (18)

把上式分别在材料 1 和材料 2 中写出, 可知当 sn ̸= 0 或 sn ̸= 1 时, ϕn 分别在两种材料中满足

Laplace 方程, 且在分界面上连续, 即 ϕn 为一调和函数. 当 sn ̸= 0 时, 由 (12) 可以得到 ϕn 的边界

条件为:

ϕn(x, y, z = ±L
2
) = 0,

∂ϕn

∂n
= 0 在侧边上.

另一方面, 注意到

Γϕ =

∫
Ω1

dV ′∇′G(r − r′) · ∇′ϕ(r′)

=

∫
Ω1

dV ′∇′ · (∇′G(r − r′)ϕ(r′))−
∫
Ω1

dV ′∇′2G(r − r′)ϕ(r′)

=

∫
∂Ω1

dA′ · (∇′G(r − r′)ϕ(r′)) + η(r)ϕ(r),

可以得到另一个表示:

(sn − η(r))ϕn(r) =
∫
∂Ω1

dA′ · (∇′G(r − r′)ϕn(r′)). (19)

现在讨论 Γ 的本征值的一般性质, 首先, Γ 的本征值只能位于区间 [0, 1], 证明如下:

由方程 (18) 出发, 两边乘以 ϕ∗
n 并分部积分, 得到

sn

∫
|∇ϕn(r)|2dV =

∫
η(r)|∇ϕn(r)|2dV. (20)

方程的右边大于 0, 为了左边也大于 0, 要求 sn > 0; 对非 0 的 ∇ϕn, 方程右边的积分必小于左边的

积分, 从而 sn < 1. 再注意到方程 (18) 只对 sn ̸= 0 及 sn ̸= 1 成立, 以上论断得证.

本征方程 (12) 的解可以分为四类:
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1. 任意仅在介质 1 内不为零的函数, 如果在 1 和 2 的界面上函数连同其法向导数为 0, 则这样的

函数是本征值为 1 的本征函数.

2. 在每一个相连的介质 1 的区域为常数的函数, 如果在 1 和 2 的界面上其法向导数为 0, 则这样

的函数满足本征值为 0 的本征方程.

3. 满足 0 < sn < 1 的所有解. 这些解是非平庸的.

4. 当介质 1 形成连同通路时, 具有对应于本征值为 0 的非平庸解 ϕ0.

第 1,2,3 类是显然的, 现在对第四类做一说明. 当 s0 = 0 时, 本征方程成为

Γϕ0(r) = 0

这一方程并不要求奇次边界条件. 显然, 上述第二类解满足奇次边界条件, 而不满足奇次边界条件

的解 ϕ0 也是可以存在的. 这一点可通过考察有效介电常数的表达式得到一个更清楚的说明. 当

ϵ1/ϵ2 ≫ 1 时, 若介质 1 形成两极板间的联通通道, 则有效介电常数应正比于 ϵ1. 由

ϵ = ϵ2

(
1−

∑
n

Fn

s− sn

)
可见, 若所有 sn ̸= 0, 当 s → −0 (对应于 ϵ1/ϵ2 → ∞) 时, ϵ 并不趋于无穷, 而当存在一个 0 本征值

时, 可以得到

ϵ ≈ ϵ2(
F0

s
) ≈ F0ϵ1.

第一类解与任一调和函数 (满足 Laplace 方程) 的内积为零,

< ϕn|ψ > =

∫
Ω1

dV∇ϕ∗
n · ∇ψ

=

∫
∂Ω1

dA · (∇ϕ∗
nψ)−

∫
Ω1

dV ϕ∗
n∇2ψ

= 0,

式中面积分因解在介质 1 和 2 的界面上的边界条件而为 0, 而体积分则因 ψ 为一调和函数而为 0.

在我们的问题中, 只用到本征解与调和函数的内积, 因而第一类解是平庸的, 今后将不再考虑. 第二

类解与任何函数的内积均为 0, 因此不必考虑. 从而我们只要寻找第三类和第四类解.

谱密度 Fn 和 sn 满足一些求和关系, 如∑
n

Fn =
∑
n

1

V
| < z|n > |2 = 1

V
< z|z >= 1

V

∫
dV η(r)(ez · ez) = p, (21)

这里 p 为介质 1 的体积分数. 对于具有立方对称的微结构, 可进一步证明∑
n

snFn =
1

d
p(1− p), (22)

这里 d 为空间维数. 上式可证明如下∑
n

snFn =
1

V
< z|Γ|z >

=
1

V

∫
dV dV ′η(r)η(r′)ez · ∇∇′G(r, r′) · ez, (23)
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利用 (7), 上式中的 η 可替换为 η − p. 因为
∫
dV (η(r)− p) = 0, 从而可以对 η(r)− p 做付里叶变换

η(r)− p =

∫
ddk

(2π)d
η̃(k)e−ik·r. (24)

格林函数 G 的付里叶变换为 1
k2 , 从而式 (23) 成为

∑
n

snFn =
1

V

∫
ddk

(2π)d
|η̃(k)|2 k

2
z

k2
, (25)

若系统具有立方对称性, 则上式中的 k2
z

k2 可换为
1
d
, 于是,

∑
n

snFn =
1

V d

∫
ddk

(2π)d
|η̃(k)|2

=
1

V d

∫
dV (η(r)− p)2

=
1

V d

∫
dV (η(r)2 − 2η(r)p+ p2)

=
1

d
(p− 2p2 + p2)

=
p(1− p)

d
. (26)

Bergman-Milton 表示的一个最大特点是微结构信息和物质参数的分离, 从上面的计算可知, sn
和 ϕn 只与介质的微结构 (通过指示函数 η) 有关, 而物质参数则包含在参数 s 中. 这一表示的另一

个特点是给出了有效介电常数的解析形式, 如果我们把 s 看作一个复变数, 则除了实轴上区间 [0, 1)

之外, F (s) 在复平面上解析. F (s) 的所有极点位于区间 [0, 1). 这些性质对于分析有效介电常数的一

般性质, 特别是在微结构信息不全时分析其上下限 (或在复平面上的取值区域) 有很大帮助, 有关这

一点, 我们将在后面讨论.

这样, 一旦求得了 Γ 的本征值和本征函数, 我们就可以得到电场分布和有效介电常数. 同时也可

讨论一系列其它性质.

在 Bergman-Milton表示中的一个关键函数是前面定义的 F (s),它可以写为一个极点的求和,这

对应于分立谱情形, 实际的微结构所对应的 Γ 算子的谱可以是分立的, 也可以是连续的, 计算和分析

表明, 当两种介质的分界面为光滑曲面时, 其谱结构通常是分立的. 如把小球作为介质 1 嵌入介质 2,

若小球互相不接触, 则其谱结构是分立的. 而由两种方块相间构成的棋盘结构, 其谱结构是连续的.

如果已经知道了函数 F (s), 则可很容易得到系统的谱结构, 这只要注意到不论对于连续谱或分立谱,

F (s) 都可表示为

F (s) =

∫ 1

0

dx
µ(x)

s− x
(27)

我们称 µ(x) 为系统的谱密度, 它只与微结构有关, 当只有分立谱时, µ(x) 为一系列 δ 函数之和, 当

只有连续谱时为一连续函数; 而当系统即有连续谱又有分立谱时, µ(x) 为一连续函数加对应于分立

谱的 δ 函数之和. 因此, µ(x) 包含了谱结构的全部信息. 从 (27) 显见, µ(x) 可通过 F (s) 表示为

µ(x) = − 1

π
ImF (x+ i0+). (28)
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3. 一些特殊微结构的精确结果

本节我们将讨论一些可以得到有效介电常数解析结果的特殊微结构, 给出他们的谱表示, 从而对

上节的概念有一个感性认识.

3..1 柱状微结构

由沿 z 方向, 分别为介质 1 和介质 2 的柱子 (柱子的截面形状任意) 构成的复合介质, 其有效介

电常数为

ϵ = pϵ1 + (1− p)ϵ2, (1)

这一结果可变为

ϵ = ϵ2

(
1− p

s

)
, (2)

从而

F (s) =
p

s
,

谱密度 µ(x) = pδ(x). 这种微结构只有一个本征值 s0 = 0, 来源于介质 1 的联通结构.

3..2 层状结构

由沿 xy 平面各个任意厚度的介质 1 和介质 2 的板叠合而成的复合介质, 有效介电常数为

1

ϵ
=

p

ϵ1
+

1− p

ϵ2
, (3)

其谱表示形式为

ϵ = ϵ2

(
1− p

s− (1− p)

)
, (4)

于是

F (s) =
p

s− (1− p)
, µ(x) = pδ (x− (1− p)) .

这一微结构也只有一个本征值 s1 = 1− p.

3..3 散布微结构 (Maxwell-Garnett 理论)[2]

这一微结构由介质 1 的颗粒散布于介质 2 中而成, 介质 1 的颗粒间总有介质 2 相隔, 不能形成

联通结构. 对于这种微结构, 若把每个颗粒在电场作用下的响应近似为电偶极子, 则其有效介电常数

可由下面方程的解给出
ϵ− ϵ2
ϵ+ 2ϵ2

= p
ϵ1 − ϵ2
ϵ1 + 2ϵ2

, (5)

函数 F (s) 为

F (s) =
p

s− (1− p)/3
, (6)

谱密度为

µ(x) = pδ

(
x− 1

3
(1− p)

)
. (7)
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3..4 对称微结构 (Bruggeman 自洽理论)[3]

对称微结构是指介质 1 和介质 2 以对称的形式构成的复合介质, 当把 ϵ1 和 ϵ2 互换且同时互换

p 和 1− p 时, 复合介质不变. 在自洽场近似下, Bruggeman 得到有效介电常数满足下述方程

p
ϵ1 − ϵ

ϵ1 + 2ϵ
+ (1− p)

ϵ2 − ϵ

ϵ2 + 2ϵ
= 0, (8)

这一方程一般有两个解, 正确的解可由物理条件决定. F (s) 函数为

F (s) =
1

4s

(
−1 + 3p+ 3s− 3

√
(s− x1)(s− x2)

)
, (9)

式中 s− xi 的位相限于 [0, 2π), x1 和 x2 由如下方程的解给出:

(1− 3p)2 − 6(1 + p)x+ 9x2 = 0, (10)

结果为

x1 =
1

3

(
1 + p− 2

√
2p(1− p)

)
,

x2 =
1

3

(
1 + p+ 2

√
2p(1− p)

)
, (11)

利用 (28), 可求得谱密度为

µ(x) =
3p− 1

2
θ(3p− 1) +

 3
4πx

√
(x− x1)(x2 − x) x1 < x < x2

0 其它情形.
(12)

3..5 散粒金属微结构 (沈平理论)[4]

为了描述散粒金属 ( granular metals) 的特殊性质, 沈平建议了一种微结构模型, 这一模型综合

了 Maxwell-Garnett理论和 Bruggeman理论的特点, 对散粒金属的电学和光学性质给出了最好的描

述. 沈平理论的有效介电常数为下述方程的解

fD1 + (1− f)D2 = 0, (13)

这里

D1 =
(ϵ− ϵ2) (ϵ1 + 2 ϵ2) + (ϵ2 − ϵ1) (ϵ+ 2 ϵ2) p

(2 ϵ+ ϵ2) (ϵ1 + 2 ϵ2) + 2 (ϵ− ϵ2) (ϵ2 − ϵ1) p
,

D2 =
(ϵ− ϵ1) (2 ϵ1 + ϵ2) + (ϵ+ 2 ϵ1) (ϵ1 − ϵ2) (1− p)

(2 ϵ+ ϵ1) (2 ϵ1 + ϵ2) + 2 (ϵ− ϵ1) (ϵ1 − ϵ2) (1− p)
,

f =

(
1− p

1
3

)3
(
1− (1− p)

1
3

)3
+
(
1− p

1
3

)3 , (14)

在 s = ϵ2/(ϵ2 − ϵ1) 表示下的解可写为

ϵ

ϵ2
=

−b(s)
2 a(s)

±
√
b(s)2 − 4a(s)c(s)

2 a(s)
, (15)
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这里

a(s) = 2 s (3 s− 3 + p) (3 s− 1 + p) ,

b(s) = 2 (2− 3 f) (1− p) p+ s
(
−3− 5 p+ 2 p2 + 12 s+ 3 p s− 9 s2

)
,

c(s) = (1− s)
(
2 p+ 4 p2 − 3 s− 12 p s+ 9 s2

)
. (16)

函数 F (s) 由下式给出

F (s) = 1 +
b(s)

2a(s)
− 27

√
(s− x1−)(s− x1+)(s− x2−)(s− x2+)(s− x3−)(s− x3+)

2a(s)
. (17)

同前, s− xi± 的位相限于 [0, 2π). 此处 x1±, x2±, x3± 是方程 b2 − 4 ac = 0 的解. 这一方程是一个 6

阶多相式方程

s6 + c5s
5 + c4s

4 + c3s
3 + c2s

2 + c1s+ c0 = 0, (18)

这里

c0 =
4 (3 f − 2)

2
(1− p)

2
p2

729
,

c1 =
4 (f − 2) (1− p) (3− p) p (1 + 2 p)

243
,

c2 =
1

9
+

2 (31− 8 f) p

81
+

(12 f − 11) p2

81
+

4 (f − 7) p3

81
+

4 p4

81
,

c3 = −8

9
+

2 (2 f − 27) p

27
+

2 (7− 2 f) p2

27
+

4 p3

27
,

c4 =
22

9
+ 2 p− p2

3
,

c5 = −8

3
− 2 p

3
. (19)

上述方程的解无法用解析形式写出, 数值计算表明所有 6 个根均为位于区间 [0, 1) 的实根. 在 p = 0

的极限下, 方程 (18) 简化为

s2(s− 1

3
)2(s− 1)2 = 0, (20)

其 6 个根为 x1− = x1+ = 0, x2− = x2+ = 1
3
, x3− = x3+ = 1. 当 p = 1, 我们有

s2(s− 2

3
)2(s− 1)2 = 0, (21)

它的 6 个根为 x1− = x1+ = 0, x2− = x2+ = 2
3
, x3− = x3+ = 1. 谱密度函数求出为

µ(x) =
(2− 3 f) p

3− p
θ(2− 3 f) δ(x)

+
(3 f − 1) p

2
θ(3 f − 1) δ(x− 1− p

3
)

+
(2− 3 f) (1− p) p

2 (3− p)
θ(2− 3 f) δ(x− (1− p

3
))

+
27

2|a(x)|π
√
(x− x1−)(x1+ − x)(x− x2−)(x2+ − x)(x− x3−)(x3+ − x) ·

[(θ(x− x1−)− θ(x− x1+)) + (θ(x− x2−)− θ(x− x2+))

+(θ(x− x3−)− θ(x− x3+)) ]. (22)
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3..6 级联微结构 (微分有效介质理论)

级联微结构可以用一种构造的方式来定义, 首先对于一个完全是介质 2 的系统加入少量介质 1

的微粒, 使其散布于介质 2 中并均匀化, 然后再加入介质 1 微粒, 均匀化, 重复这一过程直至达到要

求的体积分数 p. 这一微结构的有效介电常数可求出为 [3, 5]

1− p =
ϵ− ϵ1
ϵ2 − ϵ1

(ϵ2
ϵ

)1/3
, (23)

其谱密度是

µ(x) =


√
3(1−p)(1−x)

1
3

(2x)
4
3 π

(
(1 +B)

1
3 − (1−B)

1
3

)
xl < x < xu

0 其它情形,
(24)

其中

B =

√
1− 4 (1− p)3

27 (1− x)
2
x
. (25)

xl 和 xu 通过要求 B 为实数来决定:

xl =
2

3

(
1− cos(π − ϕ

3
)

)
, (26)

xu =
2

3

(
1− cos(π + ϕ

3
)

)
, (27)

这里 ϕ = arccos(2(1− p)3 − 1), 0 ≤ ϕ ≤ π.

3..7 二维棋盘

对于由介质 1 和介质 2 的二维正方块相间构成的国际象棋棋盘状的微结构, 可以精确求得其有

效介电常数. 取 z 方向垂直于平面, 电场在 xy 平面上, 静电学方程为:

∇ · D = 0,

∇× E = 0,

D = ϵE, (28)

式中

ϵ =

 ϵ1 介质 1 内

ϵ2 介质 2 内.
(29)

定义另外一组矢量 D∗, E∗ 如下:

D∗ =
√
ϵ1ϵ2ez × E,

E∗ =
1

√
ϵ1ϵ2

ez × D,

则

∇ · D∗ =
√
ϵ1ϵ2∇ · (ez × E) = −

√
ϵ1ϵ2ez · ∇ × E = 0,

∇× E∗ =
1

√
ϵ1ϵ2

∇× (ez × D) =
1

√
ϵ1ϵ2

(ez∇ · D − D∇ · ez + (D · ∇)ez − (ez · ∇)D) = 0,

D∗ =
√
ϵ1ϵ2ez × E =

√
ϵ1ϵ2
ϵ

ez × D =
ϵ1ϵ2
ϵ

E∗ ≡ ϵ′E∗,
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其中

ϵ =
ϵ1ϵ2
ϵ

=

 ϵ2 介质 1 内

ϵ1 介质 2 内
(30)

由于介质 1 和介质 2 对称, 所以

< D > = ϵ < E >,

< D∗ > = ϵ < E∗ >,

从而
√
ϵ1ϵ2ez× < E >=

ϵ
√
ϵ1ϵ2

ez× < D >=
ϵ2

√
ϵ1ϵ2

ez× < E >,

即

ϵ2 = ϵ1ϵ2,

最终得到

ϵ =
√
ϵ1ϵ2, (31)

把上式改写为

ϵ = ϵ2 (1− F (s)) , (32)

则 F (s) 为

F (s) = 1−
√
s− 1

s
, (33)

谱密度可求出为

µ(x) =
1

π

√
1− x

x
. (34)

4. 有效介电常数的计算: 本征函数方法

这一节给出将介质 1 的小球嵌入介质 2 并形成规则结构时有效介电常数的计算方法. 首先考虑

只有一个小球的情形, 此时, 本征方程为

ΓRϕn = snϕn, (1)

这里 ΓR 定义为

ΓRϕ ≡
∫
dV ′ηR(r′)∇′G(r, r′) · ∇′ϕ(r′), (2)

ηR 是位于 R 的小球的指示函数, 在小球内为 1, 其它点为 0. (1) 可如下求解, 记小球的半径为 a, 则

方程 (1) 的左边变为∫
dV ′ηR(r′)∇′G(r, r′) · ∇′ϕ(r′) =

∫
dS · ∇′G(r, r′)ϕ(r′) + ϕ(r)ηR(r),

选坐标原点为小球的中心, 上式可进一步简化为

a2
∫
dΩ′ ∂

∂r′
G(r, r′)|r′=aϕ(r

′,Ω′) + ϕ(r)η(r). (3)
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在体积趋于无穷的极限下, 格林函数为

G(r, r′) = 1

4π|r − r′| =
∑
lm

1

2l + 1

rl<
rl+1
>

Ylm(Ω)Y ∗
lm(Ω′), (4)

这里 r< = min(r, r′), r> = max(r, r′). 为求解 (1), 我们首先把 ϕ(r,Ω) 展开为

ϕ(r,Ω) =
∑
lm

flm(r)Ylm(Ω), (5)

代入 (1), 利用 (3) 得到

a2
∑
lm

 l
2l+1

al−1

rl+1

− l+1
2l+1

rl

al+2

 flm(a)Ylm(Ω) +

 0∑
lm flm(r)Ylm(Ω)

 = s
∑
lm

flm(r)Ylm(Ω). (6)

从这一方程我们得到本征值和归一化的本征函数为

slm =
l

2l + 1
, (7)

ϕlm =

 1√
lal+1/2

rlYlm(Ω) 对于 r < a

al+1/2
√
lrl+1

Ylm(Ω) 对于 r > a,
(8)

这里 l = 1, 2, · · · ; −l ≤ m ≤ l. 位于 R 的一个小球的本征值与上面得到的相同, 而其本征函数为

ϕlm(r − R).

下面考虑多个小球的情形, 设小球中心的坐标为 R, 引进小球的指示函数

ηR(r) =

 1 r ∈ R小球

0 其它情形,
(9)

定义单个小球的 ΓR 算符如下

ΓRϕ =

∫
ηR(r)∇′G(r − r′) · ∇′ϕ(r′)dV ′, (10)

这样, 有

η(r) =
∑

R
ηR, Γ =

∑
R

ΓR, (11)

再定义 η+R, η+ 为扩展的指示函数, 它们在介质 1 外边的无穷小区域也为 1. 这样, 对任一函数 ϕ(r),

η+ϕ(r) 限制在介质 1 中 (和介质 1 的一个无穷小外部区域) 取值, 而 η+Rϕ 则限制在小球 R 中取值.

利用小球的本征函数, 可将 η+Rϕ(r) 展开如下:

η+Rϕ(r) =
∑
lm

ARlmη
+
Rϕlm(r − R), (12)

两边对 R 求和得

η+ϕ(r) =
∑

R

∑
lm

ARlmη
+
Rϕlm(r − R). (13)

考虑方程

ϕ(r) = z +
1

s
Γϕ(r),
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两边乘以 η+, 注意到 η+ 可与 Γ 对易*, 将 η+ϕ(r) 的展开式 (13) 代入得∑
R′

∑
l′m′

AR′l′m′η+R′ϕR′l′m′(r) =
∑
R′

∑
l′m′

zR′l′m′η+R′ϕR′l′m′(r) + 1

s

∑
R′

∑
l′m′

AR′l′m′Γη+R′ϕR′l′m′(r),

上式两边与 ϕRlm 取内积, 得到

ARlm = zRlm +
1

s

∑
R′

∑
l′m′

ΓRlm;R′l′m′AR′l′m′ , (14)

式中

zRlm = < η+RϕRlm|z >

=

∫
dV η(r)η+R∇ϕ∗

Rlm · ∇z

= −ez ·
∫
dV∇η+R ϕ

∗
Rlm

=

∫
ez · r̂δ(r − a)

rl√
lal+

1
2

Y ∗
lm(Ω)r2drdΩ

=

(
4π

3
a3
)1/2

δl1δm0,

ΓRlm;R′l′m′ = < η+RϕRlm|Γ|η+R′ϕR′l′m′ >

=

∫
dV dV ′η(r)η(r′)η+R(r)η+R′(r′)∇ϕ∗

Rlm(r) · ∇∇′G(r − r′) · ∇′ϕR′l′m′(r′)

=

∫
dV dV ′ηR(r)ηR′(r′)∇ϕ∗

Rlm(r) · ∇∇′G(r − r′) · ∇′ϕR′l′m′(r′)

= sl′m′

∫
dV ηR(r)∇ϕ∗

Rlm(r) · ∇′ϕR′l′m′(r),

代入单个小球的本征值 slm = l
2l+1

, 得到

ΓRlm;R′l′m′ =
l′

2l′ + 1

∫
dV ηR(r)∇ϕ∗

Rlm(r) · ∇′ϕR′l′m′(r′). (15)

若 R = R′, 则

ΓRlm;R′l′m′ =
l

2l + 1
δll′δmm′ , (16)

若 R ̸= R′, 我们有

ΓRlm,R′l′m′ = (−1)l
′+m′

(
a

|R − R′|
)l+l′+1

(
ll′

(2l + 1)(2l′ + 1)

)1/2

×
(

(l + l′ +m−m′)!

[(l +m)!(l −m)!(l′ +m′)!(l′ −m′)!]1/2

)
×Pm′−m

l+l′ (cos ηR′−R) exp[i(m′ −m)φR′−R]

≡ Γlm;l′m′(R − R′). (17)

当小球形成周期结构时, 可对式 (14) 中的 ARlm 做付里叶展开

ARlm =
∑

K
Alm(k) exp(ik · R), (18)

*η 与 Γ 不对易, 这就是引入 η+ 的原因
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这里 k 取第一布里渊区的值, Alm(k) 的方程成为

Alm(k) = zlmδk,0 +
1

s

∑
l′m′

Γlm,l′m′(k)Al′m′(k), (19)

这里

Γlm,l′m′(k) =
∑

R
Γ0lm,Rl′m′ exp(ik · R). (20)

由上式我们可把 F (s) 写为

F (s) =
1

s

1

V
< z|ϕ >

=
1

s

1

V

∑
Rlm

zlmARlm

=
1

s

1

v

∑
lm

zlmAlm(0)

=
1

v

∑
lm,l′m′

zlm(s− Γ̂)−1
lm,l′m′ zl′m′ , (21)

这里 v 是原胞的体积, Γ̂ 的矩阵元由 (20) 取 k = 0 而得到.

当 k = 0 时, 式 (20) 可重写为

Γ̂lm,l′m′ =
∑

R
Γ0lm,Rl′m′

= (−1)l
′+m′

(
ll′

(2l + 1)(2l′ + 1)

)1/2

×
(

(l + l′ +m−m′)!

[(l +m)!(l −m)!(l′ +m′)!(l′ −m′)!]1/2

)
×σ(l + l′,m′ −m) +

l

2l + 1
δll′δmm′ , (22)

σ(L,M) =
∑
R ̸=0

(
a

R
)L+1PM

L (cos ηR) exp[iMϕR]. (23)

式 (22) 中的求和当 l + l′ > 2 时绝对收敛. 当 l + l′ = 2 时, 对应于 l = 1 及 l′ = 1, 式 (22) 中的求

和仅条件收敛, 因此需要仔细处理. 一种处理这一问题的方法是 Ewald 求和方法. 这一方法不仅可

以计算 l+ l′ = 2 的情形, 也可用于计算 l+ l′ 较小的情况, 而此时直接求和通常收敛很慢. 这一方法

的精神在于把求和分为两部分, 分别在实空间和倒空间计算, 每一部分都很快收敛. Ewald 求和方法

和直到 l + l′ = 3 的计算公式在附录中给出.

如果我们求得了矩阵 Γ̂ 的本征值 sn 和对应的本征矢量 Ulm,n, 则公式 (21) 可进一步写为

F (s) =
∑
n

Fn

s− sn
, (24)

而

Fn = p|U10,n|2.

注意到如果取 l 到某一合适的数值, 矩阵 Γ̂ 可保持在一个合理的大小, 从而可直接对角化得到有效

介电常数. 在实际计算时, 对于给定的晶格结构, 可利用晶格的对称性对矩阵进行约化, 使矩阵的阶

数大大降低. 对于对称性较高的晶格, 如立方对称或四方对称, 可以很容易算到 l = 185.
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5. 在电流变液体研究中的应用

电流变液体是把电介质或铁电颗粒悬浮于电介质液体中而形成的一种复杂液体, 在外加电场下,

电流变液体的粘度发生巨大变化, 从而在传动, 机器人等领域具有现实的和潜在的应用.

为了简单起见, 我们考虑一个电介质电流变液体模型, 其中颗粒为均匀大小的电介质小球, 其介

电常数为 ϵ1, 液体的介电常数为 ϵ2. 在外加电场作用下, 电介质小球将被极化, 而极化的电介质小球

的相互作用将驱使小球形成有序结构, 导致悬浮液粘度的变化. 小球的排列结构由自由能的极小决

定, 而电场下电介质的自由能密度由下式给出

f = − 1

8π
ϵE2, (1)

这里沿 z 方向的 E 为外加电场, ϵ 为系统的有效介电常数. 显然自由能的极小由有效介电常数的极

大给出.

利用上节的方法, 我们计算了几种结构的有效介电常数, 发现在每种结构下, 当小球靠在一起形

成柱子时, 对应的有效介电常数比小球均匀分散于液体中时的介电常数大, 而在柱子中, 小球形成

BCT 结构.

静屈服模量是一个电流变液体的重要参数. 为了计算静屈服模量, 必需给系统一个扰动使其偏

离基态, 通过计算各个偏离状态的有效介电常数, 利用数值微分方法, 可以求得静屈服模量. 用此方

法, 我们计算了电介质电流变液体的静屈服模量, 得到了与实验符合的结果 [6, 7, 8].

6. 有效介电常数的计算: 付里叶变换方法

这一节介绍另外一种计算有效介电常数的方法, 付里叶展开方法. 从如下方程出发

ϕ(r) = z +
1

s
Γϕ(r), (1)

定义 ψ(r) = ϕ(r)− z, 上述方程变为

sψ(r) = Γψ(r) + Γz. (2)

对于一个周期性系统, ψ(r) 也是周期的. 把 ψ(r) 展开为格点付里叶级数

ψ(r) =
∑

g
ψge

ig·r,

ψg =
1

Ω

∫
Ω

dV ψ(r)e−ig·r, (3)

这里 g 为倒格矢, Ω 是单胞的体积. 格林函数为

G(r − r′) = 1

4π

1

|r − r′| =
∫

d3k

(2π)3
eik·(r−r′)

k2 + ε2
, (4)
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ε 是一个小参量, 引入的目的在于使得后面的计算有意义, 在计算完成后趋于零. 从上面公式可得

Γψ(r) =

∫
dV ′η(r′)∇′G(r − r′) · ∇′ψ(r′)

=
∑
g1g2

∫
d3k

(2π)3
η̃(g1)ψg2

k · g2

k2 + ε2
eik·r

∫
dV ′ei(g1+g2−k)·r′

=
∑
g1g2

∫
d3k

(2π)3
η̃(g1)ψg2

k · g2

k2 + ε2
eik·r(2π)3δ(k − g1 − g2)

=
∑
g1 g2

η̃(g1)ψg2

(g1 + g2) · g2

(g1 + g2)2 + ε2 e
i(g1+g2)·r. (5)

做代换 g2 → q, g1 + g2 → k, 我们有

Γψ(r) =
∑
k,q

η̃(k − q)ψq
k · q
k2 + ε2

eik·r, (6)

Γz =
∑

k
η̃(k)−ik · ez

k2 + ε2
eik·r, (7)

最后得到

sψk =
∑
q̸=0

k · q
k2 + ε2

η̃(k − q)ψq +
−ik · ez

k2 + ε2
η̃(k). (8)

定义 ak = ikψk, 我们有,

sak −
∑
q̸=0

k̂ · q̂ η̃(k − q)aq = k̂ · ez η̃(k), (9)

这里 k̂ 为 k 方向的单位矢量. 记 Γ 为一具有矩阵元 Γkq = k̂ · q̂ η̃(k − q) 的矩阵及 |z⟩ 为一具有分

量 |z⟩k = k̂ · ez η̃(k) 的矢量. 上述方程可形式地写为

(s− Γ)|a⟩ = |z⟩, (10)

其形式解为

|a⟩ = (s− Γ)−1|z⟩ =
∑
n

⟨n|z⟩
s− sn

|n⟩, (11)

sn 和 |n⟩ 为矩阵 Γ 的本征值和本征矢量. 为了建立上述结果和有效介电常数的联系, 注意到

F (s) =
1

s

1

V

∫
dV η(r)∂ϕ

∂z
, (12)

做 |z⟩ 与 |ψ⟩ 的内积, 有

⟨z|ψ⟩ =
1

V

∫
dV η(r)∂ψ

∂z

=
1

V

∫
dV η(r)∂ϕ

∂z
− p

= sF (s)− p, (13)
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p 为介质 1 的体积分数. 另一方面,

⟨z|ψ⟩ =
1

V

∫
dV η(r)∂ψ

∂z

=
∑

k
ik · ezψk

1

V

∫
dV η(r)eik·r

=
∑

k
k̂ · ez η̃(−k)ak

= ⟨z|a⟩

=
∑
n

|⟨z|n⟩|2

s− sn
. (14)

由上式可见, 在 Γ 矩阵的本征矢量中, 与矢量 |z⟩ 正交的本征矢量对有效介电常数的计算没有贡献,

因此只要寻找 Γ 矩阵的一个包含矢量 |z⟩ 的子空间. 为了这一目的, 我们利用递推方法来计算本征

值和本征矢量. 选择一正比于 |z⟩ 的矢量作为初始矢量, 然后用递推规则生成其它矢量. 定义

|0⟩ = 1

α
|z⟩, α2 = ⟨z|z⟩. (15)

由下式生成 |1⟩

Γ|0⟩ = b1|1⟩+ a0|0⟩, (16)

a0 = ⟨0|Γ|0⟩, b21 = ⟨0|(Γ− a0)
2|0⟩. (17)

然后用如下的三项公式递推求得各个后续的矢量.

Γ|i⟩ = bi+1|i+ 1⟩+ ai|i⟩+ bi−1|i− 1⟩, (18)

ai = ⟨i|Γ|i⟩,

b2i+1 = (⟨i|Γ− ai⟨i| − bi−1⟨i− 1|)(Γ|i⟩ − ai|i⟩ − bi−1|i− 1⟩). (19)

由构造过程可知这样生成的一组矢量互相正交, 且已归一化. 在这样的基下, 矩阵 Γ 是三对角的, 其

本征值和本征矢量可以方便算出. 记第 n 个本征矢量为

|n⟩ =
∑
i

Cn
i |i⟩, (20)

则

|⟨z|n⟩|2 = α2|Cn
0 |2, (21)

sF (s)− p =
∑
n

α2|Cn
0 |2

s− sn
. (22)

在递推计算中, 我们需要计算矩阵 Γ 与一矢量 |i⟩ 的乘积, 如果我们在每一方向取 N 个倒格矢,

对于三维问题, 需要 N6 乘法运算. 利用矩阵 Γ 的特点, 这一计算量可以减少到 N4 或更小. 方法如

下, 注意到

Γkq = k̂ · q̂ η̃(k − q)

=
k

2q
η̃(k − q) + q

2k
η̃(k − q)− (k − q)2

2kq
η̃(k − q), (23)
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当把 Γ 作用到一矢量 |i⟩ 上时, 我们定义两个新的矢量 |ia⟩q = |i⟩q/q, |ib⟩q = q |i⟩q, 于是∑
q̸=0

Γkq|i⟩q =
∑
q̸=0

(
k

2q
η̃(k − q)|i⟩q +

q

2k
η̃(k − q)|i⟩q − (k − q)2

2kq
η̃(k − q)|i⟩q

)
=

∑
q̸=0

k

2
η̃(k − q)|ia⟩q +

∑
q̸=0

1

2k
η̃(k − q)|ib⟩q

−
∑
q ̸=0

1

2k
(k − q)2 η̃(k − q)|ia⟩q. (24)

除了因子 k/2 和 1/2k 外, 上述方程的三项均具有卷积的形式, 因而可以用付里叶变换来计算. 为此,

我们必须把 q = 0 的项包含在内, 这只要定义 |ia⟩ 和 |ib⟩ 的 q = 0 分量为 0 即可. 三维付里叶变换

最多需要 3N4 次乘法, 而 η̃(k) 和 k2η̃(k) 的付里叶变换只需要计算一次, 因此每一递推我们需要计

算两次正付里叶变换,做 N3 次乘法,两次逆付里叶变换,总的乘法次数为 4 ·3N4+3N3. 当 N = 100

时, 我们有 12 × 108/1012 ∼ 10−3, 这意味着这一快速方法比直接方法快 1000 倍以上. 如果 N 可以

分解为素数的乘积, 通过应用快速付里叶变换, 计算时间还可进一步缩小.

本节介绍的方法的优点在于它可以用来计算任意周期结构的有效介电常数, 我们用此方法计算

了二维棋盘结构并得到了与精确解一致的结果, 也计算了小球嵌入到介质中的结构并与前面介绍的

方法得到的结果比较, 同样是一致的, 同时还计算了三维棋盘结构, 椭球嵌入到介质中的结构等. 它

的缺点是计算量大, 收敛慢. 对于小球问题, 为了达到与本征值展开方法同样的精度, 计算量要大数

十倍.

7. 有效介电常数的界

前面讨论了在给定微结构情况下有效介电常数的计算. 在实际问题中, 常常会遇到介质的微结

构无法完全确定或微结构虽能确定, 但过于复杂, 从而使得计算难以进行. 在这种情况下, 利用已知

的微结构信息, 给出有效介电常数的界, 对实际应用同样具有重要意义. 这一节我们将给出寻找这一

界限的一个较为系统的方法并给出一些重要结果.

为了讨论有效介电常数的界, 需要引进一些有用的辅助函数和变量, 这里的讨论将针对二元复合

介质进行, 多元情形一般要复杂得多, 而且研究的也不是十分透彻. 对多元问题感兴趣的读者可参看

Bergman 的文章 [11]. 定义无量纲变量和函数

h =
ϵ1
ϵ2
,

h̃ =
1

h
=
ϵ2
ϵ1
,

m(h) =
ϵ

ϵ2
,

m̃(h̃) =
1

m(h)
=
ϵ2
ϵ
, (1)

由以上变量, 可进一步定义

θh(r) =
ϵ(r)
ϵ2

= 1 + (h− 1) η(r). (2)
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为了研究 m(h) 和 m̃(h̃) 的性质, 考虑如下的边值问题

∇(θh∇ϕ) = 0,

ϕ(x, y, z = ±L/2) = ±L/2,
∂ϕ

∂n
= 0 在侧边;

(3)

以及

∇(θh∇ϕ̃) = 0,

ϕ̃(x, y, z = ±L/2) = ±常数,
∂ϕ̃

∂n
= 0 在侧边,

1

A

∫
dAθh

∂ϕ̃

∂n
= 1 在极板上. (4)

由方程 (3) 所定义的问题是外加电场为 −1(沿 z 方向) 时的静电势方程, 而方程 (4) 则定义了极板上

带有电荷密度为 ϵ
4π
时的静电势. 显然有

ϕ̃(r) = 1

m
ϕ(r). (5)

由有效介电常数的定义, 可以把 m(h) 和 m̃(h̃) 用 ϕ 和 ϕ̃ 表示出来

m(h) =
1

V

∫
dV θh(∇ϕ)2,

m̃(h̃) =
1

V

∫
dV θh(∇ϕ̃)2. (6)

现在计算 m(h) 和 m̃(h̃) 的一阶变分,

δm =
1

V

∫
dV δθh(∇ϕ)2 +

2

V

∫
dV θh∇ϕ · ∇δϕ,

δm̃ =
1

V

∫
dV δθh̃(θh∇ϕ̃)

2 +
2

V

∫
dV∇ϕ̃ · δ(θh∇ϕ̃), (7)

在得到上述第二式时, 我们应用了 θhθh̃ = 1, 这一等式可由直接代入 θh 的定义而证明. 可以证明, 式

(7) 中两个式子右边的第二项均等于 0. 对于第一式, 有∫
dV θh∇ϕ · ∇δϕ =

∮
dA · θh∇ϕδϕ−

∫
dV δϕ∇ · (θh∇ϕ) = 0,

上式中的面积分因在上下极板上 δϕ = 0, 在侧边上 ∇ϕ 的法向分量为 0 而为 0, 体积分因 ∇ ·

(θh∇ϕ) = 0 而恒为 0. 对于 (7) 中的第二式, 有∫
dV∇ϕ̃ · δ(θh∇ϕ̃) =

∮
dA · ϕ̃δ(θh∇ϕ̃)−

∫
dV ϕ̃δ(∇ · (θh∇ϕ̃)),

上式中的体积分和侧边上的面积分显然为 0, 而对于极板上的面积分, 因 ϕ̃ 在极板上为常数, 因而可

以拿出积分号外, 而留下

δ(

∫
dAθh

∂ϕ̃

∂n
),
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由边界条件, 上式为 0.

这样, 从 δm 和 δm̃ 的最终表达式出发, 利用

δθh =
dθh
dh

δh = ηδh,

及

δθh̃ =
dθh̃
dh̃

δh̃ = ηδh̃,

可得

∂m

∂h
=

1

V

∫
dV η(∇ϕ)2,

∂m̃

∂h̃
=

1

V

∫
dV η(θh∇ϕ̃)2 =

h2

V

∫
dV η(∇ϕ̃)2. (8)

通过计算 m 和 m̃ 的高阶变分, 我们也可求得 m(h) 和 m̃(h̃) 的高阶导数, 并通过 ϕ 和 ϕ̃ 及其变分

来表示. 当 h→ 1 时, ϕ→ z, ϕ̃→ z, 从而

∂m

∂h |h=1
=
∂m̃

∂h̃ |h̃=1

=
1

V

∫
dV η = p. (9)

前面引入的函数 F (s) 与 m(h) 的关系为

m(h) = 1− F (s), s =
1

1− h
. (10)

我们知道, F (s) 可以写为一个极点展开的形式,

F (s) =
∑
n

Fn

s− sn
, 0 ≤ sn < 1. (11)

现定义另一函数 H(t),

H(t) =
F (s)

F (s)− 1
, t = 1− s, (12)

则对于每一 F (s) 的极点, 有一对应的 H(t) 的极点, 极点的位置由 F (1− t)− 1 = 0 的解给出. 因此,

H(t) 也可写为一个极点展开的形式

H(t) =
∑
n

Hn

t− tn
, 0 ≤ tn < 1. (13)

注意到式 (10), 可得

m̃(h̃) =
1

m(h)
=

1

1− F (s)
= 1− F (s)

F (s)− 1
= 1−H(t), (14)

这里

t =
1

1− h̃
.

已经证明 ∑
n

Fn = p,
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且当介质满足立方对称时 ∑
n

snFn =
p(1− p)

d
,

d 为空间维数. 同样可以证明, ∑
n

Hn = p,

及 ∑
n

tnHn =
d− 1

d
p(1− p).

上述第一个等式只要注意到
∑

nHn为把H(t)对 1/t展开时线性项的系数,这一系数应等于 1−m̃(h̃)

对 (1 − h̃) 展开时线性项的系数, 利用已经求得的 m̃(h̃) 导数的公式, 即可得证. 第二个等式的证明

要用到 m̃(h̃) 的二阶导数, 这里不再讨论.

如果交换 ϵ1 和 ϵ2 的地位, 还可以引入两个函数 E(s) 和 G(t), 分别定义为

E(s) ≡ 1− ϵ1
ϵ

=
1− sF (s)

s(1− F (s))
=
∑
n

En

s− s̃n
, (15)

式中 0 ≤ s̃n < 1, En > 0,
∑

nEn = (1− p). 对立方对称介质,
∑

n s̃nEn = d−1
d
p(1− p).

G(t) ≡ 1− ϵ

ϵ1
=

1− sF (s)

1− s
=
∑
n

Gn

t− t̃n
, (16)

式中 0 ≤ t̃n < 1, Gn > 0,
∑

nGn = (1− p). 对立方对称介质,
∑

n t̃nGn = 1
d
p(1− p).

现在讨论有效介电常数的界. 首先, 如果我们对于微结构的信息一无所知, 则可以给出一个最粗

的界:

Min(ϵ1, ϵ2) ≤ ϵ ≤ Max(ϵ1, ϵ2). (17)

如果已知介质 1 的体积分量为 p, 则可得到一个较好的非平庸界. 若 ϵ1 和 ϵ2 均为实数, 则 s 及

t = 1− s 均位于区间 (0, 1) 之外. 利用 F (s) 的极点展开, 当 s > 1 或 s < 0 时,

F (s) >
1

s

∑
n

Fn =
p

s

对应于 1−m(h) > p
s
, 换为 ϵ1, ϵ2 表示, 这一不等式变为

ϵ < pϵ1 + (1− p)ϵ2 (18)

同样, 当 t > 1 或 t < 0 时,

H(t) >
1

t

∑
n

Hn =
p

t

对应于 1− m̃(h̃) > p
t
, 换为 ϵ1, ϵ2 表示, 这一不等式变为

1

ϵ
<

p

ϵ1
+

(1− p)

ϵ2
(19)

如果知道更多的信息, 如已知介质具有立方对称, 则可得到更好的界. 下面我们推导这一界. 对

F (s) 求变分,

δF =
∑
n

δFn

s− sn
+
∑
n

Fnδsn
(s− sn)2

, (20)
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各个 δFn 和 δsn 并不独立, 而是受已知条件的约束. 在目前的条件下, 我们有约束条件
∑

n Fn = p

及
∑

n snFn = 1
d
p(1− p). 对这两个条件取变分, 得到∑

n

δFn = 0,∑
n

(snδFn + Fnδsn) = 0, (21)

由上式可把 δF0 及 δs0 用其余 δFn 及 δsn 表示出来, 代入式 (20) 得,

δF =
∑
n̸=0

δFn
(sn − s0)

2

(s− sn)(s− s0)2
+
∑
n̸=0

Fnδsn
(s0 − sn)(s0 + sn − 2s)

(s− sn)2(s− s0)2
. (22)

若 s > 1, 则上式表明我们可以通过减小 Fn 来减小 F (s), 又 Fn 应满足 Fn ≥ 0, 因此我们可选择

Fn = 0, (n > 0), 得到

F (s) >
F0

s− s0
, (23)

利用两个已知的约束条件, 可定出 F0 和 s0, 最后得到

F (s) >
p

s− 1−p
d

, s > 1. (24)

若 s < 0, 则 F (s) 随 Fn 减小而增加, 选择 Fn = 0, (n > 0), 得到

F (s) <
p

s− 1−p
d

, s < 0. (25)

对 G(t) 进行同样的分析, 得到

G(t) >
1− p

t− p
d

, t > 1. (26)

G(t) <
1− p

t− p
d

, t < 0. (27)

将上述结果用 ϵ1, ϵ2 表示出来, 得到

ϵ2 +
p

1/(ϵ1 − ϵ2) + (1− p)/dϵ2
< ϵ < ϵ1 +

1− p

1/(ϵ2 − ϵ1) + p/dϵ1
(ϵ1 > ϵ2),

ϵ1 +
1− p

1/(ϵ2 − ϵ1) + p/dϵ1
< ϵ < ϵ2 +

p

1/(ϵ1 − ϵ2) + (1− p)/dϵ2
(ϵ1 < ϵ2).

(28)

这就是著名的 Hahsin-Shtrikman 界 (HS bounds).

8. 微结构对非线性光学系数的增强效应

在复合介质中, 由于局域场的作用和共振散射效应, 它的非线性光学系数可比其组成成分增强很

多. 局域场和共振散射都对微结构十分敏感. 这一节我们将讨论对应于四种不同微结构的非线性光

学系数的增强效应并指出通常理论方法的一个缺陷.

对于非线性介质, 具有下述内禀关系

D = ϵE +A|E|2E +BE2E∗, (1)
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这里 ϵ 为介电常数, A 和 B 为三阶 Kerr 非线性极化率. 我们将证明在准静态近似下 A 和 B 的增强

系数相同, 因此我们将考虑下述常用的简化形式

D = (ϵ+ χ(3)|E|2)E, (2)

有效介电常数 ϵ 和有效三阶非线性 Kerr 系数 χ(3) 由对 D 的空间平均给出.

1

V

∫
dV D =

1

V

∫
dV (ϵE + χ(3) |E|2E) ≡ ϵE0 + χ(3) |E0|2E0. (3)

这里 E0 = (1/V )
∫
dV E 为外加 (平均) 电场, 取为实数, 位相因子 e−iωt 在后面的讨论中将不明确

写出. 在准静态近似下

∇ · D = 0,

∇× E = 0. (4)

对应的线性问题为

∇ · Dlin = 0,

∇× Elin = 0. (5)

这里

Dlin = ϵElin. (6)

由方程 (4) 和 (5) 我们可以引入势 ϕ 和 ϕlin

E = −∇ϕ,

Elin = −∇ϕlin. (7)

再定义 E = Elin + δE, ϕ = ϕlin + δϕ, 此处 δE = −∇δϕ. ϕ 和 δϕ 的边界条件为

ϕ|z=0 = ϕlin|z=0 = 0, ϕ|z=L = ϕlin|z=L = −E0L. (8)

由此可得

δϕ|在边界上 = 0. (9)

用 E0 = −∇ϕ0 = ∇(E0z) 乘以方程 (3) 并注意到在边界上 ϕ = ϕ0, 方程 (3) 的左边可以重写为

1

V

∫
dV D · E0 = − 1

V

∫
dV D · ∇ϕ0

= − 1

V

∫
dV ∇ · (Dϕ0) +

1

V

∫
dV ϕ0 ∇ · D

= − 1

V

∫
dS · Dϕ0

= − 1

V

∫
dS · Dϕ

= − 1

V

∫
dV D · ∇ϕ

=
1

V

∫
dV D · E, (10)
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从而
1

V

∫
dV D · E = ϵE2

0 + χ(3) |E0|2E2
0 (11)

因为 ϕ 和 ϕ∗ 的边界条件相同, 所以方程 (10) 中的 ϕ 可以换为 ϕ∗, 我们由此得到

1

V

∫
dV D · E∗ = ϵE2

0 + χ(3) |E0|2E2
0, (12)

或 ∫
dV D · E∗ =

∫
dV D · E. (13)

这一结果已经在引言中给出, 它对于非线性情形也是正确的. 从这一推导过程我们可以看出 A 和 B

的增强因子是相同的.

到此为止的结果在准静态近似下是精确的. 一般来说, 计算有效非线性光学系数非常困难, 这是

因为求解由非线性介质而导致的非线性微分方程是极其困难的. 但是, 非线性系数通常比较小, 这意

味着我们可以用微扰方法来处理. 到非线性项的最低阶, 有

1

V

∫
dV ϵE2

lin + 2
1

V

∫
dV ϵElin · δE +

1

V

∫
dV χ(3) |Elin|2E2

lin = ϵE2
0 + χ(3) |E0|2E2

0. (14)

上式左边的第二项为 0, 这是因为∫
dV ϵElin · δE = −

∫
dV ϵElin · ∇δϕ

= −
∫
dV ∇ · (ϵElinδϕ) +

∫
dV δϕ∇ · (ϵElin). (15)

方程 (15) 右边的第一项可以转换为一个面积分, 由于在边界上 δϕ = 0, 因而此项为 0. 第二项恒为

0. 由此
1

V

∫
dV ϵE2

lin +
1

V

∫
dV χ(3) |Elin|

2E2
lin = ϵE2

0 + χ(3) |E0|2E2
0, (16)

这意味着

ϵE2
0 =

1

V

∫
dV ϵE2

lin, (17)

χ(3) |E0|2E2
0 =

1

V

∫
dV χ(3) |Elin|2E2

lin

= χ
(3)
1

1

V

∫
1

dV |Elin|2E2
lin + χ

(3)
2

1

V

∫
2

dV |Elin|2E2
lin

≡ p1χ
(3)
1 ⟨|Elin|2E2

lin⟩1 + p2χ
(3)
2 ⟨|Elin|2E2

lin⟩2

≡ (β1χ
(3)
1 + β2χ

(3)
2 ) |E0|2E2

0, (18)

这里 ⟨...⟩i 代表在介质 i 中的体积平均. χ(3)
1 , χ(3)

2 , β1 和 β2 定义为介质 1 和介质 2 的三阶非线性极

化率和增强因子. 一种计算方程 (18) 中的平均值的方法是把上述平均做切断近似.

⟨|Elin|2E2
lin⟩i ≈ ⟨|Elin|2⟩i⟨E2

lin⟩i, (19)

这意味着

χ(3) = β1χ
(3)
1 + β2χ

(3)
2 , (20)
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而

βi = pi
⟨|Elin|2⟩i⟨E2

lin⟩i
|E0|2E2

0

. (21)

这一近似当介质 i 中的场强分布为常数时精确成立, 而当场强变化较大时, 这一近似将变差.

现在我们建立 ⟨|Elin|2⟩i 和 ⟨E2
lin⟩i 与有效介电常数之间的关系. 考虑线性静电问题

∇ · (ϵ∇ϕlin) = 0. (22)

如果 ϵ 变为 ϵ+∆ϵ, 则 ϕlin 变为 ϕlin +∆ϕ, 方程 (22) 导致

∇ · (ϵ∇∆ϕ) = −∇ · (∆ϵ∇ϕlin), (23)

这里, 在边界上 ∆ϕ = 0. 有效介电常数的感应变化为

∆ϵE2
0 =

1

V

∫
dV (∆ϵE2

lin + 2ϵElin ·∆E). (24)

如同前面证明 (15) 一样, 可以证明项
∫
dV ϵElin ·∆E 为 0. 因此我们有

∆ϵE2
0 =

1

V

∫
dV ∆ϵE2

lin. (25)

令 ∆ϵ = ∆ϵ1η1(r), 这里 η1(r) 是介质 1 的指示函数, 于是

∆ϵE2
0 = ∆ϵ1

1

V

∫
1

dV E2
lin, (26)

或
∂ϵ

∂ϵ1
E2

0 =
1

V

∫
1

dV E2
lin = p1 ⟨E2

lin⟩1. (27)

同样的过程给出

p2⟨E2
lin⟩2 =

∂ϵ

∂ϵ2
E2

0. (28)

这里 p1 和 p2 分别为介质 1 和介质 2 的体积分数方程 (27) 和 (28) 在文献上被广泛用于电场强度平

均值的计算. 下面我们将证明当介电常数为复数时, 它们不能用来计算 ⟨|Elin|2⟩i.

为了计算 ⟨|Elin|2⟩i, 我们需要使用前面介绍的谱表示. 在谱表示下, 线性静电问题的解可写为

ϕ = − s

s− Γ
zE0

= −
∑
n

s ⟨n|z⟩
s− sn

ϕnE0, (29)

这里 sn 和 ϕn 分别为 Γ 算子的第 n 个本征值和本征函数. 利用这一表示

p1⟨|Elin|2⟩ =
1

V

∫
1

dV |Elin|2

=
1

V

∫
1

dV ∇ϕ∗ · ∇ϕ

=
1

V

∑
n

∑
m

|s|2 ⟨z|n⟩⟨m|z⟩
(s∗ − sn)(s− sm)

∫
1

dV ∇ϕ∗
n · ∇ϕmE

2
0

=
∑
n

|s|2 fn
|s− sn|2

E2
0 . (30)
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由方程 (12), 我们有
1

V

∫
dV ϵ |Elin|2 = ϵE2

0, (31)

这意味着

ϵ1
1

V

∫
1

dV |Elin|2 + ϵ2
1

V

∫
2

dV |Elin|2 = ϵE2
0. (32)

另一方面,

p2 ⟨|Elin|2⟩2 =

(
ϵ

ϵ2
E2

0 −
ϵ1
ϵ2
p1⟨|Elin|2⟩1

)
=

(
1−

∑
n

fn
s− sn

− |s|2fn
|s− sn|2

)
E2

0

=

(
1−

∑
n

(|s|2 − sn)fn
|s− sn|2

)
E0

2. (33)

为了看出这一表达式与 ⟨E2
lin⟩ 的差别, 我们写出 ⟨E2

lin⟩ 在谱表示下的形式. 有效介电常数可以写为

ϵ = ϵ2

(
1−

∑
n

fn
s− sn

)
≡ ϵ2[1− F (s)], (34)

由方程 (27) 和 (28) 可得

p1⟨E2
lin⟩1 =

∑
n

s2 fn
(s− sn)2

E2
0, (35)

p2⟨E2
lin⟩2 =

(
1−

∑
n

(s2 − sn)fn
(s− sn)2

)
E0

2. (36)

显然当 ϵ 为实数时, 方程 (30) 和 (33) 与方程 (35) 和 (36) 相同. 但是, 当 ϵ 为复数时, |⟨E2
lin⟩| ̸=

⟨|Elin|2⟩.

当 Γ 算子具有连续谱结构时, 方程 (30), (33), (35) 和 36) 可以写为

p1⟨|Elin|2⟩1 =
∫
dx

|s|2 µ(x)
|s− x|2

E2
0, (37)

p2⟨|Elin|2⟩2 =
(
1−

∫
dx

(|s|2 − x)µ(x)

(|s− x|2

)
E0

2. (38)

p1⟨E2
lin⟩1 =

∫
dx

s2 µ(x)

(s− x)2
E2

0, (39)

p2⟨E2
lin⟩2 =

(
1−

∫
dx

(s2 − x)µ(x)

(s− x)2

)
E0

2. (40)

这里 µ(x) 为 Γ 算子的谱密度.

代入第 3 节给出的谱密度, 利用本节的公式, 可以算出对应的微结构的三阶非线性光学系数的

增强效应. 我们利用此方法计算了把金注入 SiO2 玻璃时三阶非线性光学系数的增强效应, 得到了与

实验一致的结果.
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9. 讨论和说明

本文主要讨论了有效介电常数的性质和一些计算方法, 这些讨论对于下面的问题是完全相同的.

1. 热导率. 只要把电场强度 E 换为温度梯度 ∇T , 电位移矢量 D 换为热流密度 j, 则所有前面关

于有效介电常数的讨论都可用于热导率.

2. 电导率. 对应于电位移矢量 D 换为电流密度 j.

3. 磁导率. 对应于电场强度 E 换为磁场强度 H, 电位移矢量 D 换为磁感应强度 B.

4. 扩散率. 对应于电场强度 E 换为密度梯度 ∇n, 电位移矢量 D 换为粒子流密度 j.

对于另外一些问题, 则有所不同, 这些问题中比较重要的有:

1. 霍尔电导率. 在这一问题中, 电流的方向与电场的方向垂直, 无法直接套用前面的公式, 但可以

建立这一问题的 Bergman 表示, 并推广前面介绍的方法用于实际计算, Bergman 等已在这一

方面做了不少研究.

2. 弹性问题. 这是一个极其重要的问题, 它比有效介电常数的计算问题要复杂的多, Bergman 等

很早就注意到这一问题并试图发展一套类似的理论, 且有很多文章发表, 但进展不是很大, 因此

在这一领域还有很多理论研究工作可做.

3. 光学问题. 前面我们在准静态近似下讨论了微结构对三阶非线性光学系数的增强效应, 但准静

态近似只有在长波极限下才成立, 这意味着微结构的不均匀性要远小于光的波长, 这在实际应

用中并不总能够满足, 当不均匀性比光波长小的不太多时, 需要从 Maxwell 方程出发进行研究.

这一方面的工作已经有一些, 还有大量的工作要做.

4. 波的散射问题. 当波长与不均匀性的线度可比拟时, 波在介质中的传播和散射问题是一个重要

而且被广泛研究的问题, 由于这一问题的复杂性, 有关这一问题的研究将是今后相当长一断时

间内的热点课题.

5. 一般非线性问题. 当非线性的贡献较大或起主导作用时, 已经不能用微扰论进行研究, 这类问

题的一个典型代表是铁电和铁磁问题, 其中 D 与 E 的关系及 B 与 H 的关系是非线性的, 如

何正确处理这类问题是目前亟待解决的课题.

我们在本文中介绍了发展较为成熟的有效介电常数的理论, 指出了一些有趣而还未解决的问题,

希望能对打算进入这一研究领域的同志有所帮助.



10. 附录 30

10. 附录

10..1 式 (17) 的证明

为了证明 (17), 我们把 (15) 改写为

Γ0lm;Rl′m′(−R) = sl′m′

∫
dV θ0(r)∇ϕ∗

0lm(r)∇ϕRl′m′(r −R) (1)

= sl′m′

∫
dA · ∇ϕ∗

0lm(r)ϕRl′m′(r −R), (2)

这里我们利用了 ∇2ϕ0lm(r) = 0. 积分沿位于原点的小球的表面进行. 当 R ̸= 0, 我们有

ϕRl′m′(r −R) ≡ al
′+1/2

√
l′|r −R|l′+1

Yl′m′(Ωr−R). (3)

因此, 我们只要证明:∫
1

|r − R|l′+1
Y ∗
lm(Ωr)Yl′m′(Ωr−R)dΩr

= (−1)l
′+m′

[
(2l + 1)(2l′ + 1)

(l +m)!(l −m)!(l′ +m′)!(l′ −m′)!

]1/2
rl

Rl+l′+1

(l + l′ +m−m′)!

2l + 1
Pm′−m
l+l′ (θR)ei(m

′−m)ϕR ,

(4)

这里 Pm
l (x) 及 Ylm(Ω) 定义为:

Pm
l (x) = (1− x2)

m
2
dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l,

Ylm(Ω) = (−1)m

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ)eimϕ.

(5)

证明如下. 假定 |r| < |R|, 利用下述恒等式 [9],

nl′(k|r − R|)Yl′m′(Ωr−R) =
∑

LMλµ

iλ+L−l′(−1)L+m′
[4π(2L+ 1)(2l′ + 1)(2λ+ 1)]

1
2

L l′ λ

0 0 0

L l′ λ

M −m′ µ

nL(kR)YLM (ΩR) jλ(kr)Yλµ(Ωr),

(6)

当 k → 0 时, 利用球 Bessel 函数的渐进展开式, 把上式两边展开并保留主导项,

− (2l′ − 1)!!

kl′+1|r − R|l′+1
Yl′m′(Ωr−R) =

∑
LMλµ

iλ+L−l′(−1)L+m′
[4π(2L+ 1)(2l′ + 1)(2λ+ 1)]

1
2

L l′ λ

0 0 0

L l′ λ

M −m′ µ


(
− (2L− 1)!!

kL+1RL+1

)
YLM (ΩR)

(
1

(2λ+ 1)!!
kλrλ

)
Yλµ(Ωr),

(7)
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把与 k 有关的项合并到一起, 我们有,

1

|r − R|l′+1
Yl′m′(Ωr−R) =

∑
LMλµ

iλ+L−l′(−1)L+m′
[4π(2L+ 1)(2l′ + 1)(2λ+ 1)]

1
2

L l′ λ

0 0 0

L l′ λ

M −m′ µ


kλ−L+l′rλ

RL+1

(2L− 1)!!

(2λ+ 1)!!(2l′ − 1)!!
YLM (ΩR)Yλµ(Ωr),

(8)

上式左边与 k 无关, 为了使右边也与 k 无关, 必须 λ− L+ l′ = 0, 或 L = λ+ l′, 代入这一结果并考

虑到 3j 符号只有当第二行的和为 0 时才不为 0, 我们得到

1

|r − R|l′+1
Yl′m′(Ωr−R) =

∑
λµ

iλ+L−l′(−1)L+m′
[4π(2λ+ 2l′ + 1)(2l′ + 1)(2λ+ 1)]

1
2

λ+ l′ l′ λ

0 0 0

 λ+ l′ l′ λ

m′ − µ −m′ µ


rλ

Rλ+l′+1

(2L− 1)!!

(2λ+ 1)!!(2l′ − 1)!!
Yλ+l′ m′−µ(ΩR)Yλµ(Ωr),

(9)

上面特殊情形下 3j 符号的具体表达式为 [10]λ+ l′ l′ λ

0 0 0

 = (−1)l
′+λ

[
(2l′)!(2λ)!

(2λ+ 2l′ + 1)!

] 1
2 (λ+ l′)!

l′!λ!
, (10)

 λ+ l′ l′ λ

m′ − µ −m′ µ


= (−1)(l

′−m′−λ+µ)

[
(2l′)!(2λ)!(λ+ l′ + µ−m′)!(λ+ l′ − µ+m′)!

(2λ+ 2l′ + 1)!(l′ +m′)!(l′ −m′)!(λ+ µ)!(λ− µ)!

] 1
2

.

(11)

用 Ylm(Ωr)
∗ 乘以方程 (9) 的两边并对 Ωr 积分, 利用下述正交关系,∫

dΩYlm(Ω)∗Yλµ(Ω) = δlλδmµ, (12)

代入方程 (10) 和 (11), 我们最终得到 (4).

10..2 式 (22) 中求和的计算

定义:

T 0 =
1

R , (13)

T̃ 0 =
∑

T
T 0, (14)

这里 R = T + r, T 为给定晶格的平移矢量. 把上式对 r 求导, 我们可以得到高阶张量

T 1
i = −Ri

R3
, (15)
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T 2
ij =

3RiRj

R5
− δij
R3

, (16)

T 3
ijk = − 15

R7
RiRjRk +

3

R5
(δijRk + δikRj + δjkRi), (17)

T 3
xxx = −15x3

R7
+

9x

R5
,

T 3
xxy = −15x2y

R7
+

3y

R5
,

T 3
xyz = −15xyz

R7
,

(18)

等等. 它们与球谐函数的关系为:

1

R2
Y11(ΩR) = −T 1

x − iT 1
y ,

1

R2
Y10(ΩR) = T 1

z , (19)

1

R3
Y22(ΩR) = T 2

xx − T 2
yy + i2T 2

xy,

1

R3
Y21(ΩR) = T 2

xz + iT 2
yz,

1

R3
Y20(ΩR) =

1

2
T 2
zz, (20)

1

R4
Y33(ΩR) = −

(
T 3
xxx − 3T 3

xyy + i(3T 3
xxy − T 3

yyy)
)
,

1

R4
Y32(ΩR) = T 3

yyz − T 3
xxz − iT 3

xyz,

1

R4
Y31(ΩR) = −

(1
2
T 3
zzx + i

1

2
T 3
zzy

)
,

1

R4
Y30(ΩR) = −1

6
T 3
zzz. (21)

现在计算求和, 我们从 0 阶张量 T̃ 0 做起. 由下述恒等式:

1

x
≡ 2√

π

∫ ∞

0

e−x2t2dt, (22)

将右边的积分分为两部分,

1

R
=

2√
π

∫ η

0

e−R2t2dt+
2√
π

∫ ∞

η

e−R2t2dt

=
2√
π

∫ η

0

e−R2t2dt+
1

R
erfc(ηR),

(23)

在最后一步利用了余误差函数的定义

erfc(x) = 2√
π

∫ ∞

x

e−t2dt.

方程 (23) 两边对 T 求和, 右边的第二项由于余误差函数的性质而快速收敛, 我们现在考虑第一项

I(r) =
∑

T

2√
π

∫ η

0

e−R2t2dt,
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显然 I(r) 是格矢的周期函数, I(r) = I(r + T), 因此可以展开为格点付里叶级数

I(r) =
∑

G
I(G)e−iG·r, (24)

这里 G 是倒格矢.

I(G) =
1

V

∫
d3rI(r)eiG·r

=
1

V

∑
T

2√
π

∫ η

0

dt

∫
d3re−R2t2eiG·R

=
1

v

2√
π

∫ η

0

dte−
G2

4t2
(π)3/2

t3

=
4π

vG2
e
− G2

4η2 ,

(25)

在上式的第二行我们插入了因子 eiG·T = ei2π = 1, 在第三行利用了被求和量与 T 无关从而给出 N ,

与 V 一起给出因子 1
v
. 把方程 (25) 代入 (24), 我们有

I(r) =
∑

G

4π

vG2
e
− G2

4η2 e−iG·r, (26)

这一表达式因有一指数因子, 从而快速收敛. 从而 T̃ 0 为:

T̃ 0 =
∑

T

1

R
erfc(ηR) +

∑
G

4π

vG2
e
− G2

4η2 e−iG·r. (27)

这一求和本身是发散的, 我们应该把其发散部分分离出来. 如果 r ̸= 0, 实空间的求和是收敛的, 唯一

的发散部分来源于倒空间求和中的 G = 0 项. 因此上述方程应写为

T̃ 0 =
∑

T

1

R
erfc(ηR) +

∑
G ̸=0

4π

vG2
e
− G2

4η2 e−iG·r + lim
g→0

4π

vg2
− π

vη2
, (28)

当 r = 0, 我们应当计算 ∑
T̸=0

1

T
= lim

r→0
(T̃ 0 − 1

r
)

=
∑
T=0

1

R
erfc(ηR) +

∑
G ̸=0

4π

vG2
e
− G2

4η2 e−iG·r

+ lim
g→0

4π

vg2
− π

vη2
+ lim

r→0

1

r
(erfc(rη)− 1).

(29)

利用关系式

erfc(x) ≈ 1− 2√
π
x+

2√
π

x3

3
+ · · · ,

有 ∑
T̸=0

1

T
=
∑
T̸=0

1

T
erfc(ηT ) +

∑
G ̸=0

4π

vG2
e
− G2

4η2 e−iG·r + lim
g→0

4π

vg2
− π

vη2
− 2√

π
η. (30)

方程 (28) 两边对 ri 求导, 利用

∂ erfc(ηR)
∂ ri

= − 2√
π

ηRi

R
e−η2R2

, (31)
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得到,

T̃ 1
i = −i

∑
G ̸=0

4π

vG2
Gie

− G2

4η2 e−iG·r −
∑

T
erfc(ηR)Ri

R3
−
∑

T

2η√
π

Ri

R2
e−η2R2

, (32)

T̃ 2
ij = −

∑
G ̸=0

4π

vG2
GiGje

− G2

4η2 e−iG·r

−
∑

T

(
erfc(ηR) + (

4(ηR)3

3
√
π

+
2ηR√
π
)e−η2R2

)
T 2
ij +

∑
T

4η2

3
√
π
δije

−η2R2

,

(33)

T̃ 3
ijk = i

∑
G̸=0

4π

vG2
GiGjGke

− G2

4η2 e−iG·r

−
∑

T

(
erfc(ηR) + (

4(ηR)3

3
√
π

+
2ηR√
π
)e−η2R2

)
T 3
ijk

−
∑

T

8η5√
π

RiRjRk

R2
e−η2R2

.

(34)
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