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这本讲义目前还只能是资料的堆积. 1988 年起, 我在上海交通大学断断续续为研究
生上过几次《高等统计物理》课程, 讲课内容主要参考北京大学物理系编《量子统计物
理学》, 那几届研究生都非常优秀. 在讲课过程中, 有一份手写的讲课笔记, 这份笔记后
来由孙雯帮忙输入为 Word 文件. 最近两年, 因在云南大学上同一名称的课程, 就把这
个讲义的 Word 文件找了出来, 并转为 LaTeX(因原来的文档中公式是用 Mathtype 输
入的, 转为 LaTeX 时没有特别麻烦), 加入了一些解释文字, 调整删除了若干内容（主要
是关于非理想气体集团展开和高温展开的内容），增加了复习热力学和独立粒子统计的

第一章和关于数值计算以及热力学涨落的两章. 因学时所限及教学进度较慢, 只能讲解
讲义的一部分内容. 讲解的内容, 在讲解中做了较多修正; 没讲的部分, 大致还是保持原
始状况. 有些内容, 可能只有几句, 或一个题目, 这些都是当年讲课时大概只简单提了一
下的内容, 或因手写讲义遗失.
目前, 讲义就以这个样子推出, 以后如有时间和精力, 或许会把它修订完整.
在上海交通大学上课时, 没有安排习题, 要求把课堂上跳过的推导补足即可. 那几

届学生的考试状况都非常好, 这说明对于研究生的理论课程, 只要把讲授的内容仔细过
一遍, 就能较好掌握, 而无需练习和刷题. 但现在的状况似乎有所不同, 适当的练习还是
很有必要. 在云南大学上课期间, 讲过的章节都安排了少量习题, 其中部分习题实际上
就是讲义中的内容, 只是以此方式请同学们能仔细地重复一下讲义的推导.

讲义参考了诸多书籍和他人的讲义, 大多没有能够即时引用, 而放了若干年之后, 很
难再判别出原始出处, 在此谨向原始资料的作者们表示深切的歉意和衷心的谢意.

讲义中一定包含很多错误, 若能指出, 将非常感谢！

2024 年 6 月 25 日于云南大学

原打算把这个所谓的讲义变成讲义, 放了几个月, 似乎没有了再去动它的动力. 与
其留在已经使用了 12 年的计算机里等待随时消失, 不如将其发出来, 让或许想看的人看
到, 或者能存活更长一点时间. 与半年前发给修课同学的相比, 略有调整和改动.

2025 年 1 月 2 日于青浦家中
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第一章 热力学和统计物理复习

在我们周围的一切宏观物质, 都是由大量微观粒子构成的. 粒子数目的典型数量级
为 1023. 微观粒子的运动满足力学规律, 原则上, 用力学的方法 (经典力学或量子力学),
就可以完整描述这些粒子的运动. 为此, 在经典情形, 就需要求解与系统的自由度同样
数目的运动方程; 在量子情形, 需要求解多粒子薛定谔 (Schödinger) 方程. 实际上, 求解
自由度数目如此巨大的力学问题, 完全无法做到. 众所周知, 求解多体系统的力学运动
极端困难, 例如由太阳, 地球和月球构成的三体问题, 就折磨了一百多年来的许多优秀的
物理学家和数学家, 而且直到现在, 也还未求得三体问题的严格解 (或许永远都找不到？
). 对于一个由 1023个粒子构成的系统来说, 其求解的困难程度就可想而知了. 另一方面,
即使我们能够写出如此多自由度的问题的一般解 (这对于某些特殊问题也许是可能的),
我们也不可能把 1023个粒子的初始条件一一代入解中.

这样, 人类似乎在大自然面前就束手无策了. 前述得到的结论是, 当粒子数不段增
加, 从而力学系统的复杂性也随之增加时, 完全不可能通过力学方法求解. 但事实并非
如此, 当粒子数足够多时, 一种新的规律性—统计规律性便表现了出来.

对一个宏观物体来说, 我们并不想知道每一个粒子的运动情况, 而只是希望了解有
限的热力学量. 从热力学知道, 对于一块宏观物质 (固体, 液体, 气体, 辐射场, ... ... ), 只
要知道了温度, 体积, 压强, 比热等几个热力学量, 物体的热力学性质就定下来了. 因此,
我们无需去求解 1023个粒子的运动方程, 而只需从微观理论出发, 计算出所需的宏观热
力学量即可.

统计物理的研究对象, 是大数粒子所组成的宏观系统, 其目的是以物质微观结构的
动力学行为作依据, 运用统计的方法, 解释物体在宏观上, 整体上表现出来的物理性质.
物质的微观粒子的动力学状态遵从量子力学规律, 在此基础上建立的统计力学称为量子
统计力学. 而建立在经典力学基础上的统计力学称为经典统计力学, 它是量子统计力学
的经典极限. 这里需强调指出, 统计力学的一般规律并不依赖于出发点是经典力学或量
子力学.

1



2 第一章 热力学和统计物理复习

1.1 微观状态的经典描述和宏观状态

1.1.1 微观状态

为了从微观粒子的动力学研究物质的宏观性质, 我们先以经典力学为依据, 确切说
明微观状态的概念.
在经典力学中, 最基本的出发点是质点. 我们考察 N个单原子分子构成的系统, 每

个单原子分子可以看成一个质点. 在本书中, 我们用粒子来指明一个有质量的经典粒子,
而不用质点这个名词.
按照经典力学, 每个粒子的状态由其位置矢量 r和和动量 p来指定. N个粒子有

N个位置矢量和 N个动量矢量. 在此后的一般论述中, 位置矢量和动量矢量均用其分量
来表示, 并把 N个位置矢量的 3N个分量以 q1, q2, . . ., q3N表示, 对应的动量记为 p1, p2,
. . ., p3N . 在有约束的情况下, 这些 q和 p可以看作是广义坐标和广义动量. 这样, N个

粒子具有 3N个坐标 ( q1, q2, ¨ ¨ ¨, q3N) 和 3N个动量 ( p1 , p2, ¨ ¨ ¨, p3N), 这 6N个

数的给定值确定了系统的一个状态À. 为了简化符号, 在不引起混淆的情况下, 我们将用
(q, p)代表这 6N个数的集合.
接下来, 引进相空间的概念, 我们把由 (q, p)张成的 6N维空间称为系统的相空间,

系统的状态由相空间的点来表示. 也就是说, 系统的一个状态, 是指给定了一组 6N个数

(q, p), 这在相空间给定了一个点, 所以, 相空间的每一个点代表一个状态. 对于一个给
定的系统, 粒子的坐标和动量都是时间 t的函数, 随着时间的推移, 代表系统状态的相点
(q, p)在相空间描出一条曲线, 这条曲线被称为相轨道.
系统的所有物理量都可以通过系统的状态表示出来, 例如, 系统的能量可以写为

E =
ÿ

i

p2i
2m

+ U(tqiu), (1.1.1)

其中 U(tqiu)是系统的势能. 包括外势能和粒子之间的相互作用势能. 对于一个孤立系
统, 系统的总能量是常数, 所以相点均位于相空间中 E =常数的曲面上.

对于任意一个物理量 A, 它是系统的状态的函数, 即 A = A(q, p), 如果系统受到外
界的作用, 则 A应该还与外界作用有关, 所以, 一般情况下它也可以通过外界的作用而依
赖于时间 t, 即 A = A(q, p, t), 当时间变化时, A也随之演化, A = A(q(t), p(t), t) = A(t).
在时间段 T上, A的平均值可以定义为

xAy =
1

T

ż T

0

A(t)dt. (1.1.2)

宏观测量总是在一段时间内完成, 如果测量的时间是 T , 那么, 由 (1.1.2)定义的平均值
就是宏观测量得到的值.

À 为什么是位置和动量的给定值确定状态, 在经典物理中很难说清楚, 如果从量子力学退回来, 似乎也很难说清楚, 这
也许是需要从量子力学说清楚的问题.
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A的时间演化由哈密顿方程来描写. 设系统的哈密顿量为 H(q, p), 则坐标和动量的
运动方程为

q̇i =
BH

Bpi
, ṗi = ´

BH

Bqi
, i = 1, 2, . . . , 3N. (1.1.3)

物理量 A(t)的运动方程为

dA
dt =

BA

Bt
+

3N
ÿ

i=1

(
BA

Bqi
q̇i +

BA

Bpi
ṗi

)

=
BA

Bt
+

3N
ÿ

i=1

(
BA

Bqi

BH

Bpi
´

BA

Bpi

BH

Bqi

)
”

BA

Bt
+ tA,Hu .

(1.1.4)

这里 tA,Hu为 A和 H的泊松括号, 由上式的第二行的第二项定义. 当 A为哈密顿量本

身时, 有 tH,Hu = 0, 若哈密顿量不显含时间, 则

dH
dt = 0, (1.1.5)

在这种情况下, 哈密顿量不随时间变化, 系统的能量守恒.
由上述对于微观状态的定义, 一个系统在一个观察的时间段内的微观状态数目是无

限大, 这是因为一段观察时间 ∆t对应于系统相轨道的一段, 而有限长曲线上的点有无限
多个. 从经典角度分析, 相轨道上相距很近的点对应的状态也应该非常接近, 可以用一
个状态来代表, 这样就可以把一段相轨道分为小的间隔, 每个间隔取一个状态做为代表,
从而获得有限个代表性的状态. 另一方面, 从量子力学的角度来看, 粒子的坐标和动量
之间必须满足不确定关系 À

∆qi∆pi ą h. (1.1.6)

因此代表一个状态的相点不能是一个几何点, 任何两个处于体积为 h3N内的相点, 在量
子力学意义下无法区分. 所以, 一个微观状态应该是相空间中的一个体积元, 其 “体积”
为 h3N的量级. 在以后我们会看到, 基于量子力学的量子统计, 在取经典极限时, 恰好给
出这个结果. 这样, 相空间中一个体积元

dqdp ” dq1dq2 ¨ ¨ ¨dq3Ndp1dp2 ¨ ¨ ¨dp3N

中能够容纳的状态数为

dΓ =
dqdp
h3N

. (1.1.7)

À 严格的不确定关系是 x∆qiyx∆piy ě h̄
2

, 这里 x∆qiy和 x∆piy分别是 qi 和 pi的期望值的方差. 这里讨论的是经典
意义下的位置和动量, 其量子力学的对应应该是其期望值. 使用(1.1.6)的原因在于它恰好能给出量子统计极限下的结果.
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这里需要特别提醒的是：相空间中的体积元 dqdp是比 h3N大很多的体积. 这里
h3N对应的是微观的体积元, 是一个极小的量, 引入相空间的体积元 dqdp的目的是为了
把对于微观状态的求和变为积分, 这种变换的前提是微观状态的分立性可以忽略不计.

1.1.2 宏观状态

至此, 我们在经典力学的层面分析了微观状态, 现在考虑宏观状态, 对于一个几乎平
衡的宏观系统, 如果不关心其微观状态, 则指定这一系统一般只需要很少几个宏观量, 例
如, 对于前一小节的 N个粒子的系统, 可以通过它的体积 V , 压强 P来指定这个系统的

状态, 而压强和体积之间通常满足一个关系, 称为物态方程. 这里需要认真分析一下平
衡的概念, 粗略地说, 平衡态是指在恒定的外界约束下, 系统各部分的宏观性质在长时
间内不发生变化且系统中没有宏观流动的状态.

在这里需要注意区分平衡态和稳定态. 例如, 一个物体, 不同的部分和不同温度的
热源接触, 一定时间后在物体中建立起稳定的温度分布, 不再随时间变化, 但这一物体整
体并不处于平衡状态, 而是处于稳定状态. 这个稳定态与平衡态的显著区别是, 在此稳
定态有确定的能量流, 而平衡态则不存在任何形式的宏观流.

物体可以处于电场和磁场之中, 所以为了描述平衡态下的物体, 还需要电磁参数, 通
常用到的参数有物体中的电场强度, 磁场强度, 电极化, 磁化等.

化学反应是宏观物体经常发生的一种变化, 描述化学反应需要引入与化学反应有关
的参数, 即化学参数, 这包括系统中每一组分的化学势和粒子数等.

宏观参数可以分为两类, 一类与系统的粒子数成正比, 称为广延量, 另一类与系统的
大小无关, 称为强度量. 有没有即非广延量, 也非强度量的参量？如果系统很小, 则描述
其性质的参量会超出广延量和强度量的范围; 如果构成系统的微观粒子之间的相互作用
非短程作用, 则也会导致广延性的丧失, 例如, 没有正电荷背景的电子系统, 万有引力作
用下的系统等等.

这里还需要强调一下平衡态和时间的关系. 前面关于平衡态定义中所说的长时间,
大致可以理解为观测时间的量级, 也就是我们研究这个系统时的时间尺度. 理想的定义
对应于无穷长的时间, 而研究任何一个系统, 都是在有限时间内进行. 这样, 在理想定义
中处于非平衡的系统, 在研究的时间段内, 则可以按照平衡系统来处理. 一个典型的例
子是碳的两种常见结构, 石墨和金刚石, 其中的石墨是平衡态结构, 而金刚石是亚稳态,
即非平衡态结构, 但金刚石在任何实际的时间尺度上都满足这里的平衡态的定义, 完全
可以使用平衡态的理论去描述和研究. 马上庚的《统计力学》一书对此做了非常清晰和
仔细的分析, 建议读者参考.
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1.2 微观状态的量子力学描述

这一节简单介绍量子力学中描述微观状态的方法, 并引进态密度的概念.
一个量子力学系统的状态由一组相互对易的力学量的共同本征态描述. 我们先从单

个无结构的粒子开始介绍. 设粒子的质量为 m, 处于一个限定的体积 V内, 为简单起见,
假定体积是一个立方体, 边长为 L. 粒子满足的定态薛定谔方程为：

´
h̄2∇2

2m
ψ = εψ.

一组显而易见的边界条件是：

ψ(0, y, z) = ψ(x, 0, z) = ψ(x, y, 0) = ψ(L, y, z) = ψ(x, L, z) = ψ(x, y, L) = 0,

满足这个边界条件的解为

ψ(x, y, z) „ sin(kxx) sin(kyy) sin(kzz) (x, y, z) P V

ψ(x, y, z) = 0 其它情形,

对应的能量本征值

ε(k) =
h̄2k2

2m
,

其中, 为了满足边界条件, k的取值为

k =
π

L
(nx, ny, nz),

nx = 1, 2, ¨ ¨ ¨, ny = 1, 2, ¨ ¨ ¨, nz = 1, 2, ¨ ¨ ¨. 每一个 k对应于一个状态. 如果取 kx, ky,
kz为坐标轴, 则每一个状态可以用 k空间 1/8卦限内均匀分布的点来代表. 考虑能量为
ε到 ε+ dε之间的状态数, 由能量的表达式可以看到, 等能面是球面, 于是 dε能量壳层的
体积为：

1

8

4π

3
((k + dk)3 ´ k3) =

π

2
k2dk,

而每一个状态所占的体积为 π3

L3 = π3

V
, 于是, 能量壳层内的状态数

dµ =
V

π3

π

2
k2dk =

V

2π2
k2dk.

利用 ε = h̄2k2

2m
, 得到

dµ =
2πV

h3
(2m)3/2ε1/2dε = D(ε)dε.

D(ε) = 2πV
h3 (2m)3/2ε1/2称为单粒子态密度, 代表单位能量间隔內的单粒子微观状态数.

另一种更为方便的做法是利用周期性边界条件,

ψ(x+ L, y, z) = ψ(x, y, z),

ψ(x, y + L, z) = ψ(x, y, z),

ψ(x, y, z + L) = ψ(x, y, z).
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在这个边界条件下, 动量是好量子数, 本征函数为

ψ(x, y, z) „ eik¨r,

本征能量是

ε =
h̄2k2

2m
,

其中, 由于周期性边界条件对 k的限制, k 的取值为

k =
2π

L
(nx, ny, nz),

nx = 0, ˘1, ˘2, ¨ ¨ ¨, ny = 0, ˘1, ˘2, ¨ ¨ ¨, nz = 0, ˘1, ˘2, ¨ ¨ ¨. 在 k空间, 每一个状态
可用一个点表示, 点的密度是 V

(2π)3
, 于是, 在 k空间一个体积元 d3k内的状态数为

dµ =
V

(2π)3
d3k, (1.2.1)

再利用 ε = h̄2k2

2m
, 得到

dµ =
2πV

h3
(2m)3/2ε1/2dε.

这与前面固定边界条件得到的结果是一样的.
这里再说明一下上节关于相空间一个状态的体积为何选为 h3N . 在周期性边界条

件下, 动量是好量子数, 在单个粒子情况下, p = h̄k, 动量小于 p的相空间的总体积是

V 4π
3
p3, 其中 V = L3, 而其中包含的状态数为 4π

3
p3

h̄3 ˆ L3

(2π)3
, 于是, 每个状态所占的相空

间体积为二者之比, 为
(2π)3h̄3 = h3,

即, 单粒子相空间中一个状态的体积是 h3, 由此可外推出 N个粒子相空间中一个状态的

体积为 h3N .
对于由 N个粒子构成的系统, 其定态薛定谔方程通常无法解析求解. 在这一课程中,

我们不系统研究量子多体问题, 因此不做详细介绍. 需要指出的是, 在量子多体问题中,
人们并不是先求解量子力学问题, 然后再做统计, 而是把两者合在一起. 常用的工具是
格林函数理论. 另一类方法是计算机模拟.
如果粒子之间的相互作用可以忽略, 那么, N个粒子的薛定谔方程可以一般解出, 简

单的推论就可以得出如下结论：其状态可以表示为 3N维 k空间的点. 前面的分析表明,
单个粒子的状态可以用一组分立的 k表示, 那么, 如果没有相互作用, N个粒子的运动是
独立的, 于是, N粒子的状态应该可以由 N个 k表示, 例如, 第一个粒子处于 k1, 第二个
粒子处于 k2, . . ., 第 N个粒子处于 kN 就表示一个 N粒子状态 (k1,k2, ¨ ¨ ¨ ,kN ). 但这
个简单推论是有问题的！按照量子力学, 全同粒子不可区分, 例如, 如果系统由 N个电子

构成, 我们只能说系统有 N个电子, 有一个处于 k1, 有一个处于 k2等等, 而不能说第一
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个电子处于 k1, 第二个电子处于 k2. 也就是说, 对于给定的一组矢量 tk1,k2, ¨ ¨ ¨ ,kNu,
(k1,k2, ¨ ¨ ¨ ,kN )和 (k2,k1, ¨ ¨ ¨ ,kN )等实际上表示的是同一个状态,对于 N个粒子,这样
的交换有 N !种. 另一方面, 用一组矢量 tk1,k2, ¨ ¨ ¨ ,kNu表示状态既比较清楚, 也方便
计算, 为此, 我们仍然保留这种表示状态的方式, 但在状态数中除以 N !, 于是, N个全同
粒子的状态数可以写为

dΓ =
V N

(2π)3NN !
d3k1 d3k2 ¨ ¨ ¨d3kN .

当过渡到经典统计时, 这个 N !的因子会保留下来. 历史上, 统计物理建立于量子力学之
前, 由于没有考虑粒子的全同性, 曾经出现过著名的吉布斯 (Gibbs) 佯谬, 而解决这个
佯谬的办法就是引进了 N !因子. 在量子力学的框架下, 出现这个因子是自然的. 但另一
方面, 即使没有量子力学, 在对于统计物理所得结果的物理要求的前提下, 也需要这个
N !因子.

粒子一般具有自旋, 在没有磁场的情况下, 自旋自由度是简并的, 在态密度中乘上自
旋简并的因子 (2s+ 1), 就可以计入自旋的效果. 这里 s是粒子的自旋.
我们看几个计算态密度的例子, 并通过例子介绍若干计算态密度的方法.

例题 1.1. 简谐振子的态密度

解：

单个简谐振子的哈密顿量为

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2.

其本征值为：

εn =

(
n+

1

2

)
h̄ω,

能级间距为 h̄ω, 没有简并. 于是, 在 dε区间内的状态数为

dµ =
dε
h̄ω

.

由此得到态密度为

D(ε) =
1

h̄ω
.

另一方面, 在经典近似下, 简谐振子的哈密顿量与 p和 x的关系可以变为

1 =
p2

2mH
+

x2

2H
mω2

,



8 第一章 热力学和统计物理复习

相空间中等能面是半轴分别为 2mH和 2H
mω2 的椭圆, 椭圆面积为

S = π

c

(2mH)(
2H

mω2
) = 2π

H

ω
.

能量 ε 到 ε+ dε之间的相空间的面积为：

dS =
2π

ω
dε,

状态数为此面积除以每个状态所占的面积 h,

dµ =
dS
h

=
dε
h̄ω

.

所得结果是正确的.
这是一种简单地计算态密度的方法, 可以推广到一般情况. 利用这个方法, 不需要

求解量子力学的本征值问题, 只需要计算相空间的体积. 在上一节, 我们的讨论就是基
于这种方法. 解法的具体过程是：考虑能量小于 ε的相空间内的状态数 µ, 它等于对应
的相空间的体积除以 h, 即

µ =
1

h

ż

Hďε

dpdx =

ż

θ(ε´H)dpdx.

这里, θ(x)为阶跃函数, 当 x ě 0时为 1, 当 x ă 0时为 0. 态密度为上述状态数对于 ε的

导数, 利用
dθ(x)
dx = δ(x),

得到
dµ
dε =

1

h

ż

δ(ε´H)dpdx.

代入简谐振子的哈密顿量, 做变换：x1 =
b

1
2
mωx, p1 = p

2m
, 上式成为

dµ
dε =

1

h

2

ω

ż

δ(ε´ (p12 + x12))dp1dx1 =
2π

hω

ż

δ(ε´ r2)dr2 = 1

h̄ω
.

例题 1.2. N个无相互作用的简谐振子的态密度

解：

N个无相互作用的简谐振子的哈密顿量为

H =
N
ÿ

i

(
p2i
2m

+
1

2
mω2x2i

)
,
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态密度是

D(E) =
dΩ
dE =

1

hN

ż

δ(E ´H)dp1 ¨ ¨ ¨dpNdx1 ¨ ¨ ¨dxN .

做变换: x1
i =

b

1
2
mωxi, p1

i =
pi

2m

dΩ
dE =

1

hN

ż

δ(E ´H)dp1 ¨ ¨ ¨dpNdx1 ¨ ¨ ¨dxN

=
1

hN

(
2

ω

)N ż

δ(E ´ r2)r2N´1drdΩ2N

=
1

hN

(
2

ω

)N

Ω2N

ż

δ(E ´ r2)r2N´1dr

=
1

hN

(
2

ω

)N

Ω2N
1

2
EN´1.

这里 Ω2N是 2N维空间的立体角.
为了计算 Ω2N , 考虑如下积分

ż 8

´8

e´x2
1´x2

2´¨¨¨´x2
Ndx1dx2 ¨ ¨ ¨dxN = πN/2,

这一积分可以写成

ΩN

ż 8

0

e´r2rN´1dr = ΩN
1

2
Γ

(
N

2

)
,

由此得到：

ΩN = 2
πN/2

Γ
(
N
2

) .
于是

dΩ
dE =

1

hN

(
2

ω

)N
πN

Γ (N)
EN´1 =

(
1

h̄ω

)N
EN´1

(N ´ 1)!
.

例题 1.3. 单个相对论粒子的态密度

解：

先考虑极端相对论情形, 单个粒子的哈密顿量为

H = c|p|,

态密度

dµ
dE =

1

h3

ż

δ(E ´ c|p|)dpdr =
4πV

h3

ż

δ(E ´ cp)p2dp = 4πV

h3c3
E2.
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一般情形下

H =
a

c2p2 +m2c4,

态密度
dµ
dE =

V

h3

ż

δ(E ´H)dp

=
4πV

h3

ż

δ(E ´H)p2dp

=
4πV

h3c2

ż

δ

(
p´

c

E2

c2
´m2c2

)
a

c2p2 +m2c4pdp

=
4πV

h3c3
E

?
E2 ´m2c4.

当 m Ñ 0, 对应于极端相对论情形, 上式成为
dµ
dE =

4πV

h3c3
E2,

在非相对论极限下, 把粒子的动能记为 ε, E = ε+mc2, ε ! mc2.
dµ
dE =

4πV

h3c3
(ε+mc2)

a

(E +mc2)(E ´mc2) =
2πV

h3
(2m)3/2

?
ε.

1.3 温度与物态方程

从这一节开始, 将复习热力学和独立粒子统计, 这基本上是本科《热力学与统计物
理》的内容.
从经验知道, 物体有冷热之分. 不同的冷热程度, 用不同的温度来区分. 同样, 从经

验中知道, 不同冷热程度的物体放在一起, 经过足够长的时间, 就达到了热平衡, 其冷热
程度就一样了. 由此, 我们可以引进温度这个量, 做为定量描述冷热程度的一个参量. 处
于平衡态的物体, 具有一个唯一确定的温度. 进一步, 我们假定, 当两个物体互相接触时,
最终会达到热平衡, 有一个共同的温度. 对于三个物体 A, B, C, 如果 A 和 B 平衡, 有
共同的温度, A 和 C 平衡, 有共同的温度, 则 B 和 C 也平衡, 有共同的温度. 这一假定
意味着, 如果 A 和 B 接触时, 宏观状态不变, A 和 C 接触时, 宏观状态也不变, 那么, 把
B 和 C 放在一起相接触时, B 和 C 的宏观状态也不会改变, 这些讨论就构成了热力学
第零定律: 如果 A 与 B 处于热平衡, A 与 C 处于热平衡, 则 B 与 C 处于热平衡.
这样定义的温度还有一定的任意性, 为了定量化, 我们必须引进某种温标, 在实用

上, 应该用某种物体的对温度敏感的性质做为温标, 在理论上, 我们需要一个不依赖于具
体物体性质的绝对温标. 以后我们会看到, 这两条都是可以做到的.
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实用温标可以用水来确定, 定义水的冰点 (标准状况下) 为 0度, 沸点为 100度. 在
0度和 100度之间的分割取决于测温物质, 例如, 汽油温度计, 水银温度计等把体积做为
测温标记, 通过把 0度到 100度时体积的变化划分成 100等分, 每一等分对应于 1度. 这
样定出来的温标, 除了 0度和 100度之外, 其它地方不同的温度计 (使用不同物质) 给出
的温度会有差异.
在压强很小时, 气体温度计测出的温度与所用气体的关系很小, 我们可以通过压强

趋于 0而引进一套气体温标, 这样的温标在实际使用上非常接近于理想的绝对温标. 在
理论上, 通过引入理想气体的概念, 由理想气体的气体温度计决定的温标称为理想气体
温标, 后面将证明理想气体温标就是绝对温标.
理想气体是这样的气体, 对于一定量的气体, 它的压强和体积的乘积在确定的温度

下是一个常数

PV = C(T ). (1.3.1)

这里我们用 T代表温度. 常数 C是温度的函数, 与气体的摩尔数 (物质的量)À成正比.
令

C(T ) = nRT, (1.3.2)

则这样得到的 T就是理想气体温标. 于是, 利用理想气体温标, (1.3.1) 式可以写成

PV = νRT. (1.3.3)

这里, ν是所考虑气体的摩尔数, R是一个常数, 称为气体常数, 理想气体温度的单位是
K, 为了与经验温标尽可能一致, 规定水的三相点的温度为 273.15K(最新的 K通过规
定玻尔兹曼常数 k = 1.380649 ˆ 10´23 J/K的数值来定义), 这样可以定出气体常数为
R = 8.314 J/K.

热力学第零定律说明处在热平衡的系统具有共同温度, 每一个系统的温度是该系统
其他状态变量的函数, 也就是说: 温度 T和系统的其他状态变量 x1, x2, ¨ ¨ ¨, xn之间, 满
足一个函数关系:

F (T, x1, x2, ¨ ¨ ¨xn) = 0 (1.3.4)

(1.3.4) 式被称为该热力学系统的状态方程, 或物态方程. 我们所熟知的理想气体的状态
方程, 范德瓦尔斯 ( Van der Waals) 气体状态方程, 铁磁体的居里-外斯 (Curio-Weiss)
定律等等, 都是热力学系统状态方程的例子. 存在物态方程是热力学第零定律的一个重
要结果. 虽然热力学不能给出物态方程, 但仅从其存在性就可以得到一些非常重要的结
果. 以后会看到, 从微观角度上看, 温度是微观粒子热运动剧烈程度的表现.

À 摩尔的传统定义, 热力学: 与 12g 碳 12 同位素化学对等的物质; 统计力学：12g 碳 12 的原子数. 新定义：规定 1 摩
尔的原子数为：N0 = 6.02214076 ˆ 1023.
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在热力学范畴内, 状态方程只能通过实验来得到. 以常见的 PV T系统为例, 可以通
过测量膨胀系数 α、压强系数 β和等温压缩系数 KT来决定状态方程. 这三个系数的定
义是:

α =
1

V

(
BV

BT

)
P

, β =
1

P

(
BP

BT

)
V

, KT = ´
1

V

(
BV

BP

)
T

. (1.3.5)

这三个系数不是独立的. 利用偏导数的基本性质À, 容易证明:

α = KTβP (1.3.8)

证明如下：由定义,

α =
1

V

(
BV

BT

)
P

= ´
1

V

(
BP

BT

)
V

(
BV

BP

)
T

= ´P
1

V

(
BV

BP

)
T

1

P

(
BP

BT

)
V

= KTβP

第二个等号利用了偏微分关系(1.3.7).
所以, 只要知道了(1.3.5)中任意两个, 第三个就完全确定了. 实验上压强系数 β比较

难于测量, 原因是在温度改变了以后, 实验上很难保持体积不变. 所以一般都采用测量
膨胀系数 α和压缩系数 KT的方法确定物态方程.
在统计物理中, 状态方程可以通过计算得到, 我们后面会给出简单的例子. 但是, 由

于统计物理的计算需要给定微观粒子的相互作用, 同时由于计算本身非常困难, 所以要
从统计物理得到准确的物态方程通常非常困难.

1.4 准静态过程和功

热力学系统处于平衡态时, 其宏观状态由状态参量给定. 当状态发生变化, 从一个
状态变到另一个状态时, 我们说系统经历了一个过程. 状态的改变实际上是老的平衡态

À 对于三个变量 x, y, z. 若满足一函数关系
z = z (x, y) , (1.3.6)

则有如下微分关系 (
Bz

Bx

)
y

(
Bx

By

)
z

(
By

Bz

)
x

= ´1. (1.3.7)

证明如下. 方程 (1.3.6) 表明三个变量之间有函数关系, 只有两个是独立的, 至于哪一个是函数, 哪两个是自变量并不重要.
于是由

dz =

(
Bz

Bx

)
y

dx +

(
Bz

By

)
x

dy

得到 (
Bx

By

)
z

= ´

(
Bz

By

)
x

(
Bx

Bz

)
y

,

即 (
Bz

Bx

)
y

(
Bx

By

)
z

(
By

Bz

)
x

= ´1.
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的破坏和新的平衡态的建立, 中间必然经历非平衡状态. 如果一个过程进行的足够缓慢,
以至于在过程的每一时刻, 系统都可以被认为处于平衡态, 这样的一个过程称为准静态
过程 (Quasi-static process). 准静态过程是一个理想过程, 很多实际过程都可以用
准静态过程来近似. 在理论分析上, 准静态过程非常有用. 由于在准静态过程中系统始
终处于平衡态, 也就是在过程进行中始终可以由状态参量描述系统的状态, 因此一个准
静态过程可以用热力学系统参数空间中的一条曲线来描写. 例如理想气体的等温过程就
可以用 PV图中的一条曲线描写.

对于实际发生的过程, 系统总是要偏离平衡态, 再在新的条件下建立平衡, 建立平衡
需要时间, 这个时间为系统的弛豫时间 τ . 改变系统的状态可以通过改变外界条件来实
现, 如果这个改变所用的时间远大于系统趋于平衡的弛豫时间, 则这样的过程就可以很
好的用准静态过程来描述.
准静态过程的好处在于: 在一个微小的准静态过程中, 外界对系统所做的微功

đW可以用系统的状态变量及其微分来表达. 我们用符号 đ而不是 d来表示微小的准
静态过程中的微功, 是要特别强调这个物理量与该微小的准静态过程有关, 而不是一个
函数的微分. 例如, 理想气体在一个微小的等温过程和一个微小的等压过程中的微功就
不同. 与过程无关的微分量一定是系统的某个状态参数的函数的微分 (或状态参数的微
分), 我们用符号 d来表示, 例如能量的微分 dE, 体积的微分 dV , 温度的微分 dT等等.
下面给出常见的几种准静态过程及其微功的表达式, 有关这些表达式的推导, 应该

在热力学和其它相关课程中已经学过, 如果不是很清楚的话, 建议读者自己给出推导或
参阅相关教材.
流体的膨胀压缩功: 设流体的压强为 P , 体积变化为 dV , 则外界对流体所做的微功为:

đW = ´PdV. (1.4.1)

磁性介质中的功: 体积为 V的均匀磁介质, 当磁感应强度 B有一变化 dB时, 磁场 H所做
的微功为:

đW = VH ¨ dB. (1.4.2)

电介质中的功: 体积为 V的均匀电介质, 当电位移强度 D有一变化 dD时, 电场 E所做的
微功为:

đW = V E ¨ dD. (1.4.3)

二维表面扩张收缩功: 当一个二维表面的面积 A发生一个微小变化 dA时, 外界对表面
所做的微功为:

đW = σdA. (1.4.4)

其中 σ为该表面的表面张力.
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上面的这些表达式可以推广到普遍情况, 一个普遍的准静态过程中外界对系统所做
的功的形式可以写为:

đW =
ÿ

i

Yidyi. (1.4.5)

其中 yi称为该系统的 (热力学) 广义坐标, 而 Yi称为相应的广义力.

1.5 热力学第一定律

热力学第一定律就是能量守恒定律, 这个定律说能量是一个守恒量, 它不会消失,
也不会产生, 而只能在各种形式之间转换, 在转换的过程中能量的数量不变. 这一重要
的规律是由买尔 (R. J. Mayer) 在 1842 年发现的. 能量守恒定律在物理上是一个非常
基本的定律. 我们现在知道, 这一定律来源于时间的平移对称性. 到目前为止, 在从宏观
到微观的整个尺度内, 还没有发现任何违背能量守恒的现象.

一个宏观的热力学系统具有确定的能量, 这个能量称为系统的内能, 在热力学中, 习
惯用 E或 U表示内能, 我们用 E. 根据爱因斯坦的质能关系, 这个能量严格等于其总质
量乘以光速的平方. 然而, 对于大多数实际的热力学过程, 系统能量的变化相对于其总
的能量都是很小的, 在普通的热力学过程中, 系统的原子核的内部状态几乎肯定不会发
生变化, 因此, 使用系统的总能量显然是不方便的. 为此, 在热力学研究中, 我们总是选
择一个合适的能量零点, 主要考虑系统的能量在热力学过程中的变化. 在一个热力学过
程中系统的能量变化由两部分构成, 一部分是功, 即系统可以通过外界做功而改变能量,
这种功可以是压缩 (膨胀) 功, 也可以是电场, 磁场等做功; 另一部分是热量, 也就是说,
系统可以通过吸热和放热改变能量. 在热力学的框架内, 热量的概念是很难说清楚的,
但从微观角度来看, 这个概念并不神秘, 当我们说系统从外界吸热的时候, 实际上是外界
分子的无规运动能量通过系统与外界的相互作用而传递给系统而已.
在给定的状态参量下, 系统具有确定的内能, 因此内能一定是状态参量的函数. 如

果系统的状态参量发生了变化, 那么内能也相应会发生变化. 这种变化过程可以是准静
态过程, 也可以是非静态过程. 如果系统的状态发生无穷小的改变, 相应地内能也改变
一个无穷小量, 这个变化我们用 dE来表示. 系统内能的改变由两个部分构成, 一部分来
源于对系统做的功, 而另一部分为给予系统的热量, 在热力学上热量定义为内能的变化
及功的差. 在系统经历的任何一个无限小过程中,

dE = đW + đQ. (1.5.1)

其中 đW为该无限小过程中外界对系统所做的功, đQ为该过程中系统所吸收的热量,
dE为系统内能的变化. 这里 đQ和 đW都是与过程有关的量, 而且一般不能用状态参数
表示出来, 只有当该过程是准静态过程时, đW才可以用上一节的公式计算. đQ和 đW不
是某个函数的微分, 所以我们不写 d而写 đ, 另一方面, dE则是内能函数 E的全微分.
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上节已经指出, 对于准静态过程, 外界对系统所做的功可以用系统状态变量表示出
来, 对于一个 PV T系统, 这个功为

đW = ´PdV.

所以热力学第一定律成为

dE = đQ´ PdV. (1.5.2)

热容量是热力学中的一个重要物理量, 定义为热力学系统在某一特定过程中 (因此
它的数值与过程有关) 升高单位温度时所吸收的热量:

Cy = lim
∆TÑ0

∆Qy

∆T
. (1.5.3)

其中 ∆Qy是系统保持某一参量 y(例如压强、体积、磁场、电场等等) 不变, 而温度改变
∆T时所吸收的热量. 最常用的是定容 (体积不变) 热容量和定压 (压强不变) 热容量. 对
于一个简单的 PV T系统, 当体积不变时, 外界所做功为零 (假定系统没有电磁功等的贡
献), 系统所吸收的热量就等于内能的增加, 所以定容热容量 CV为:

CV =

(
BE

BT

)
V

. (1.5.4)

当压强不变时, 外界所做的功为 ´P∆V , 系统吸收的热量等于内能的增加减去外界所做
的功, 所以定压热容量 CP为:

CP =

(
BH

BT

)
P

. (1.5.5)

其中函数 H称为系统的焓 (enthalpy), 定义为:

H = E + PV. (1.5.6)

焓与内能一样也是态函数.
历史上, 许多人都曾幻想建造一种不需要任何动力, 不断自动做功的机器, 这种机器

被称为第一类永动机. 所有制造第一类永动机的企图最终都以失败而告终. 这是由于第
一类永动机违背能量守恒定律这个自然界的基本规律. 因此, 热力学第一定律的另一种
表述形式为: 第一类永动机是不可能造成的.

1.6 理想气体及其卡诺循环

理想气体是一个理想化的模型系统, 它是实际气体在压强趋于 0时的极限状态, 当
气体的压强足够小时, 实际气体与理想气体非常接近. 在大约一个大气压下的空气, 与
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理想气体的偏离已经相当小, 所以在大多数情况下可以近似处理为理想气体. 理想气体
的物态方程为:

PV = νRT, (1.6.1)

式中 ν为摩尔数, R为气体常数. 理想气体的分子之间的相互作用可以忽略, 其内能只与
温度有关, 而与体积没有关系. 从而 (

BE

BV

)
T

= 0.

后面会严格证明这个结论. 这里, E, P , V , T分别为理想气体的内能, 压强, 体积和温度.
容易证明, 理想气体的热容量也只是温度的函数. 比如, 理想气体的定容热容量为:

CV =

(
BE

BT

)
V

=
dE
dT . (1.6.2)

对于定压热容量, 利用状态方程, 我们有:

CP =

(
BH

BT

)
P

=

(
BE

BT

)
P

+ νR. (1.6.3)

利用偏微分的换元公式: À(
BE

BT

)
P

=

(
BE

BT

)
V

+

(
BE

BV

)
T

(
BV

BT

)
P

, (1.6.4)

对理想气体, 上式中的第二项为零, 于是我们得到

CP ´ CV = νR. (1.6.5)

这说明理想气体的定压和定容热容量的差是一个常数.
卡诺 (Carnot) 对于热力学的发展做出了巨大贡献. 他的很多看法和论证已经接近

了热力学第二定律的本质. 在卡诺的理论论证中, 引进了一个重要的辅助过程–卡诺循
环. 利用这一辅助过程, 卡诺证明了两个重要定理. 虽然卡诺的证明基于热质说, 但基于
热力学第一定律和热力学第二定律, 也可以证明这两个定理, 从而可以建立起热力学的
理论体系.
卡诺循环由一个工作于两个恒温热源之间的热机的两个等温和两个绝热过程组成,

参见示意图1.6.1. 如果热机的工作物质为理想气体, 这样的热机就称为理想气体卡诺热
机, 对应的卡诺循环为理想气体的卡诺循环. 这一循环在《热学》课程中有仔细分析, 我

À 设有三个变量 x, y, z, 满足关系式 f(x, y, z) = 0, 从而只有二个是独立的. 设函数 g是其中任意二个独立变量的函

数, 则 (
Bg

Bx

)
y

=

(
Bg

Bx

)
z

+

(
Bg

Bz

)
x

(
Bz

Bx

)
z

.

上式左边取 x, y为独立变量, 但也可以取 x, z为独立变量, 即 g(x, y) = g(x, z(x, y), 上式在固定 y时, 对 x求导数, 并
利用复合函数的求导规则, 即得上述公式. 这个公式无需记住, 只要记住这里的证明思路, 需要时可方便导出所需公式.
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图 1.6.1: 卡诺循环在 PV图上的表示, 由两条等温线和两条绝热线围成.

们不再做重复的计算. 热机的效率定义为在一个循环中热机对外所做的功与在高温热源
所吸的热之比. 理想气体卡诺热机的效率由下式给出

η ”
W

Q
= 1 ´

T2

T1

(1.6.6)

循环的效率只依赖于高温热源和低温热源的温度. 这个结论实际上是更为一般的卡诺定
理的特例, 在下一节中, 利用热力学第二定律, 我们将证明该效率与工作物质也无关.

V

P
1

2

3
4

图 1.6.2:

1.7 热力学第二定律

1.7.1 热力学第二定律

如果把一个高温物体与一个低温物体接触, 经过一段时间后二者会达到热平衡. 常
识告诉我们: 这个过程具有不可逆性. 也就是说, 如果不施加外部的影响, 热不会自动地
从一个温度较低物体流向另一个温度较高的物体. 这个事实说明, 制造所谓第二类永动
机的尝试也将是徒劳的.
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图 1.7.1: 证明热力学第二定律的开尔文表述与克劳修斯表述等价.

所谓第二类永动机是指能够从单一的大热源吸热而把它完全转化为功的机器. 如
果第二类永动机可以造成的话, 人类可以尝试使海洋的温度降低一个很小的量而获得几
乎是取之不尽, 用之不竭的能源. 但是制造第二类永动机的尝试也象制造第一类永动机
的尝试一样, 总是以失败而告终. 这使人们逐渐认识到: 一定有某个新的物理规律在起
作用. 这个规律实际上就是热力学第二定律. 最先提出热力学第二定律的是德国物理
学家克劳修斯 (Rudolph Clausius) 和英国物理学家开尔文 (Lord Kelvin, 原名 William
Thomson). 热力学第二定律从热力学角度确定了体系的态函数–熵.

热力学第二定律有各种等价的表述. 最常用的是如下两个表述.

克劳修斯表述: 不可能把热从低温物体传到高温物体而不引起其它变化.

开尔文表述: 不可能从单一热源吸热把它变成有用的功而不产生其它影响. 即第
二类永动机是不可能造成的.

热力学第二定律的上述两种表述完全等价. 参照图1.7.1, 用反证法. 在图1.7.1的 (a)
中, 如果克劳修斯的表述正确, 假定开尔文表述不正确, 也就是说, 我们可以制造某个热
机 (在图中, 我们把这个假想的热机记为 B), 它从某个单一热源 T1吸热 W并把它完全

变成有用功. 于是, 我们可以利用这部分功来带动另一个卡诺热机 A, 使得热机 A 从另
一个低温热源 T2 ă T1吸热 Q2而向热源 T1放热 Q1. 这样, 两个热机联合作用的结果是
热量 Q2从低温热源被吸收并传递给高温热源 T1并且没有引起其它变化, 这与克劳修斯
表述矛盾, 因此, 必有开尔文表述正确. 在图1.7.1的 (b) 中, 如果开尔文表述正确, 假定
克劳修斯表述不正确, 也就是说, 我们有某种方法使得热量 Q2可以从低温热源 T2处传

递到高温热源 T1而且不引起其它变化. 我们可以取一个可逆卡诺热机, 让它工作于高温
热源 T1和低温热源 T2之间, 并且在低温热源处正好放出热量 Q2. 于是, 两个热机联合
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作用的结果是, 我们从单一热源 T1吸收了热量 Q1 ´ Q2, 并把它完全转化成有用功且没
有产生其它影响, 这与开尔文表述矛盾, 因此必有克劳修斯表述正确.
这样就证明了热力学第二定律的克劳修斯表述和开尔文表述在逻辑上是完全等价

的.

1.7.2 卡诺定理和绝对热力学温标

利用热力学第二定律, 我们来证明著名的卡诺定理:
定理 1(Carnot, 1824): 所有工作于两个恒温热源之间的热机, 以可逆热机的效

率最大, 所有可逆热机的效率都相同, 它只与两个恒温热源温度有关, 与工作物质无关.
设想有高温热源 T1和低温热源 T2. 我们取两个热机 A 和 B, 其中 A 是可逆卡诺热

机. 这两个热机分别从高温热源吸热 Q1A和 Q1B, 而在低温热源放热 Q2A和 Q2B. 它们
的效率分别为

ηA =
WA

Q1A

= 1 ´
Q2A

Q1A

, ηB =
WB

Q1B

= 1 ´
Q2B

Q1B

. (1.7.1)

现在证明 ηA ě ηB. 为了方便起见, 我们假设 Q1A = Q1B, 假定卡诺定理不对, 即
ηA ă ηB, 则 WB ą WA. 于是我们可以利用热机 B 输出的功来推动热机 A 来进行逆向
循环. 由于热机 A 是可逆热机, 它逆向循环必定从低温热源吸收热量 Q2A而在高温热源

放出热量 Q1A = Q1B. 同时, 由于 WB ą WA, 所以热机 B 除了推动热机 A 逆向循环
以外, 还可以净向外界输出功 WB ´ WA ą 0. 于是, 两个热机联合作用的结果是, 我们
实现了从单一热源 Q2吸收热量并把它完全变成有用功, 同时没有带来其它变化, 这与热
力学第二定律的开尔文表述矛盾. 因此, 必定有 ηA ě ηB. 显然如果热机 B 也是可逆的,
我们可以类似地证明 ηA ď ηB. 所以, 所有可逆热机的效率必定相等, 它只与两个热源
的温度有关, 与工作物质无关. 这就证明了卡诺定理.
利用这一定理, 可以定义所谓的绝对热力学温标. 假定一个可逆热机工作于两个热

源之间, 它们的温度在某一指定温标下分别为 θ1和 θ2, 按照卡诺定理,
Q2

Q1

= F (θ1, θ2) , (1.7.2)

其中 Q1和 Q2分别为从高温热源吸收的热及向低温热源放出的热. 现在考虑另一个可逆
热机, 它工作于一个温度为 θ3的高温热源及 θ1之间. 它从 θ3的高温热源吸收热 Q3而向

热源 θ1放出热 Q1. 按照卡诺定理, 我们又有
Q1

Q3

= F (θ3, θ1) . (1.7.3)

现在将两个热机联合工作, 其净效果等效于一个单一的热机, 它工作于高温热源 θ3和低

温热源 θ2之间, 从 θ3的高温热源吸收热 Q3, 并在 θ2的低温热源放出热 Q2. 于是, 卡诺
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定理再次告诉我们,
Q2

Q3

= F (θ3, θ2) . (1.7.4)

从上述三式中, 我们可以推得:

F (θ1, θ2) =
F (θ3, θ2)

F (θ3, θ1)
. (1.7.5)

由 θ3的任意性可知, 上式只有在函数 F取下列形式时方能成立

F (θ1, θ2) =
f (θ2)

f (θ1)
. (1.7.6)

于是, 卡诺定理指出可逆热机的效率中

Q2

Q1

=
f (θ2)

f (θ1)
. (1.7.7)

现在我们可以定义新的温标 T , 称之为绝对热力学温标, 或开尔文温标, 或简称为绝对温
标. 它与上面的函数 f (θ)成比例, 于是, 卡诺定理可改写成

η = 1 ´
T2

T1

, (1.7.8)

其中 T1和 T2分别为高温热源和低温热源的绝对热力学温度. 注意, 上面的定义并没有
把绝对热力学温标完全确定, 因为我们只要求 T与 f (θ)成比例, 而比例系数还没有确定.
通常, 可以选水的三相点的绝对热力学温度为 273.15K. À 这样, 绝对热力学温标就完
全确定了. 把卡诺定理的结论与上节的理想气体的卡诺循环的结论进行比较, 我们发现
绝对热力学温标与理想气体温标是完全一致的.

1.7.3 克劳修斯不等式和熵

把卡诺定理的结果推广到系统所经历的任意一个循环过程, 便可以推导出著名的克
劳修斯 (Glausius) 不等式.

定理 2 (Clausius, 1854): 在任意循环过程中, 记 đQ为循环中的一个微过程从
热源吸收的热量, T为对应的微过程中热源的温度, 则

¿

đQ
T

ď 0, (1.7.9)

其中等号仅对可逆循环过程成立. 在可逆过程中, T同时也是系统的温度.
假设系统与 n个热源接触, 温度分别为 T1, T2, ¨ ¨ ¨, Tn, 并且分别从这 n个热源吸收

热量 Q1, Q2, ¨ ¨ ¨, Qn. (当 Qi ă 0时意味着在该热源放出热量). 在系统完成一个循环后,
将从这些热源吸收热量, 并对外做功. 现在, 再构造另一个热源 T0, 并使 n个可逆卡诺热

À 最新标准通过规定玻尔兹曼常数 k的数值而确定温度的数值.
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图 1.7.2: 克劳修斯不等式的证明: 用许多卡诺热机与任意一个循环联合运行.

机工作于 T0和 T1, T2, ¨ ¨ ¨, Tn之间, 参见图1.7.2. 这些可逆卡诺热机分别从热源 T0 吸收

热量 Q10, Q20, ¨ ¨ ¨, Qn0, 而在热源 T1, T2, ¨ ¨ ¨, Tn分别放出热量 Q1, Q2, ¨ ¨ ¨, Qn. 于是,
当系统和这些可逆卡诺热机经过一个联合的循环以后, 净效果是我们从单一热源 T0吸

收了热量 Q0并对外做了功. 这里

Q0 =
ÿ

i

Q0i =
ÿ

i

T0

Ti

Qi, (1.7.10)

其中上面第二个等式利用了卡诺定理. 根据热力学第二定律的开尔文表述,必有Q0 ď 0,
由于 T0 ą 0, 所以我们得到:

ÿ

i

Qi

Ti

ď 0. (1.7.11)

显然如果系统经历的是一个可逆过程, 我们可以把上面的 Qi换成 ´Qi; 并得到同样的不
等式. 所以对于可逆过程必定有:

ÿ

i

Qi

Ti

= 0. (1.7.12)

对于可逆过程, 系统从第 i个热源吸收热量时, 必须与该热源的温度相同 (严格的讲, 是
与热源的温度相差无限小), 否则无法满足可逆的条件.
也可以通过把任意一个可逆循环过程用许多 Cannot 循环来逼近来证明这个定理.
最后, 如果系统经历一个任意的循环过程 (可以与无穷多个热源接触), 则只要将上

面的求和取极限换成积分即可. 这样我们就证明了克劳修斯不等式.
这里需要指出, 如果循环过程是不可逆过程, 则上面(1.7.11)中的等号应该排除, 即

不可逆过程对应的应该是严格的不等式. 这可以论证如下：前面的论证表明, 如果等式
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成立, 则 Q0 = 0, 这意味着在循环结束时, 所有的热源均恢复原状, 对外做的功为 0, 也
就是说循环过程没有对外界留下任何痕迹, 一切都恢复了, 这只能对应于可逆循环. 不
可逆循环必须留下不能通过逆向循环消除的痕迹. 如果不等式严格成立, 则 Q0 ă 0, 即
循环结束时, 热源 T0得到了一些热量, 这些热量来源于外界做的功.
当过程是可逆的时候, 由积分与路径的无关性, 说明可以定义一个态函数熵 (En-

tropy);

S ´ S0 =

ż (P )

(P0)

dE ´ đW
T

, (1.7.13)

这里 (P )和 (P0)分别代表两个状态. 其微分形式是:

TdS = dE ´ đW. (1.7.14)

注意, 虽然熵是通过可逆过程定义的, 但是它是态函数, 与过程无关. 从数学意义上讲,
态函数熵的存在说明: 虽然 dE ´ đW并不是一个全微分, 但是乘上一个积分因子后就变
成了全微分, 这个积分因子就是 1/T , 而相应的全微分就定义了态函数熵. 由(1.7.13)可
知, 熵只定义到相差一个任意常数, 在纯粹热力学的意义下, 熵常数由热力学第三定律来
确定.

例题 1.4. 理想气体的熵函数

解：

对于理想气体, 有: dE = CV dT , PV = νRT , 于是

dS = CV
dT
T

+ νR
dV
V
. (1.7.15)

将上式积分, 注意到理想气体的热容量也只是温度的函数, 得到

S (V, T ) = S0 +

ż

CV
dT
T

+ νR lnV, (1.7.16)

其中 S0为一个积分常数, 当用温度和压强表示时, 理想气体的熵可以写成

S (P, T ) = S0 +

ż

CP
dT
T

´ νR lnP. (1.7.17)

当温度变化范围不大, 理想气体的热容量可以看成与温度无关时, 以上两式可以简化为:
À

S (V, T ) = S0 + CV lnT + νR lnV,

S (P, T ) = S0 + CP lnT ´ νR lnP.
(1.7.18)

À 这种写法不是很合适, 但很多教材都这样写, 这里也遵循这一惯例. V , P , T都是有量纲的物理量, 出现在对数 ln下
有毛病, 我们可以理解为出现在对数下的这些量是在给定单位制下的数值.



1.7 热力学第二定律 23

1.7.4 熵增加原理

根据前面的讨论, 我们可以得到一个非常著名的原理, 即熵增加原理:
定理 3 当系统由一个平衡态经绝热过程到达另一个平衡态时, 系统的熵不减少.

如果过程可逆, 它的熵不变, 如果过程不可逆, 它的熵增加.
熵增加原理的证明十分简单. 假定系统在任意一个微小过程 (可以是可逆的或不可

逆的) 中吸收的热量为 đQ, 热源温度为 T0, 系统的温度为 T . 将初态与终态用另一个可
逆的准静态过程连接起来, 在可逆准静态过程中吸收的热量为 đQr. 按照克劳修斯不等
式, 有:

đQ
T0

´
đQr

T
ď 0 (1.7.19)

根据熵的定义, 在可逆准静态过程中 đQr = TdS, 于是我们得到:

đQ ď T0dS (1.7.20)

其中等号对应于可逆过程而不等号对应于不可逆过程. 所以, 如果过程是绝热的, 即
đQ = 0, 得到 dS ě 0, 这就是熵增加原理. 需要指出的是, 有许多理由相信熵增加原理
的应用范围远远比我们这里所讲的要宽泛. 实际上它在非平衡态统计中起十分重要的作
用. 因此, 可以认为它是自然界中与热力学第二定律等价的一个基本原理.
一个更为常见的表述是孤立系统的熵不会减少. 孤立系统自然是绝热的, 但这里没

有指出孤立系统的熵如何定义, 因为孤立系统在初始时也许是处在远离平衡的状态, 到
现在为止, 我们只定义了平衡态的熵. 在热力学意义下, 如果一个系统处在局域平衡态,
仍然可以把熵的定义推广到这种系统. 所谓局域平衡态是指把系统划分为很多小部分,
且每一个小的部分仍然是宏观的, 如果每一个小部分可以看成是平衡态, 则这样的系统
可以认为处于局域平衡态. 这意味着, 我们在远大于每一部分的弛豫时间, 同时是远小
于整个系统的弛豫时间的时间尺度上讨论问题. 如果做不到这一点, 在热力学意义上就
无法定义熵, 熵增加原理也就失去了意义. 在满足局域平衡的条件下, 整个系统的熵可
以定义为各个部分的熵之和. 系统的自发过程将会使这个熵不断增加, 直到达到整个系
统处于平衡态, 此后, 熵不再变化.

例题 1.5. 计算理想气体绝热自由膨胀中熵的变化.

解：

理想气体绝热的从体积 V1自由膨胀到体积 V2, 由于 Q = 0, W = 0, 所以内能没有
变化: ∆E = 0. 理想气体的内能只与温度有关, 所以温度没有变化, 于是熵的变化为

S2 ´ S1 = νR ln V2

V1

.

由于 V2 ą V1, 所以在这个过程中熵增加.
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例题 1.6. 最大功问题. 考虑两个相同的物体, 它们具有相同的体积和热容量, 设热容量
为常数. 开始时, 两个物体分别处于温度 T1和 T2 ă T1. 进一步假定两个物体的体积不
变, 他们能输出的最大功是多少?

解：

假设两个系统的共同终了温度是 Tf . 则对外做功为其能量的减少

W = CV (T1 ´ Tf ) + CV (T2 ´ Tf ) = CV (T1 + T2 ´ 2Tf ) .

两个系统的总的熵变化为

∆S = CV

ż Tf

T1

dT
T

+ CV

ż Tf

T2

dT
T

= CV ln
T 2
f

T1T2

.

过程中熵不减少, ∆S ě 0, 得到

T 2
f

T1T2

ě 1,

Tf ě
?
T1T2.

对于可逆过程

Tf =
?
T1T2.

得到最大输出功

W = CV

(
T1 + T2 ´ 2

?
T1T2

)

1.8 麦克斯韦关系和勒让德变换

这一节和其后的几节, 我们研究处于平衡态的热力学系统的一些一般性质. 为了研
究各种参量变化下系统的热力学性质的变化, 考虑热力学系统所经历的一个微小的准静
态过程, 在这个过程中, 综合热力学第一定律和热力学第二定律, 可以写出如下微分关系

dE = TdS +
ÿ

i

Yidyi. (1.8.1)

其中 dE是系统内能的微分改变, T为系统的绝对温度, dS为系统的熵的微分改变,
ř

i Yidyi为
准静态过程中外界对系统所做的功, 这个功可以用系统的状态变量 (广义力和广义位移)
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表示. 这一方程是热力学中最核心、最重要的方程, 它被称为热力学基本微分方程, 是平
衡态热力学的基本数学出发点.
我们首先讨论由两个独立参数描写的简单 PV T系统. 这时, 外界对系统的功只有

膨胀压缩功, 由热力学基本微分方程:

dE = TdS ´ PdV. (1.8.2)

这是内能以熵和体积为独立变数 ( S, V ) 时的标准微分表达式. 因为内能是状态的函数,
所以 dE是一个全微分. 这意味着,(

BT

BV

)
S

= ´

(
BP

BS

)
V

. (1.8.3)

这种类型的关系称为麦克斯韦 (Maxwell) 关系, 或简称麦氏关系, 它体现了态函数的
全微分应满足的数学性质. 麦氏关系是严格的数学关系, 对于任何 PV T系统都是成立

的. 它的物理含义是, 系统无穷小绝热膨胀时温度的降低与无穷小等容加热时压强的增
加成正比, 且比例系数是温度 T .

热力学基本微分方程也可以用其它独立参数表达. 这可以通过勒让德 (Legendre)
变换来方便地实现. 比如, 如果想用 ( S, P ) 做独立变数, 我们有

d (E + PV ) = TdS + V dP ” dH, (1.8.4)

其中 H = E + PV为系统的焓. 类似地, 还可以利用勒让德变换, 将热力学基本微分方
程换成以 ( T, V ) 或 ( T, P ) 为独立变数的微分方程

dF ” d (E ´ TS) = ´SdT ´ PdV,

dG ” d (F + PV ) = ´SdT + V dP.
(1.8.5)

这里引入了另外两个态函数, 即系统的 (亥姆霍兹) 自由能 (Helmholtz free energy)

F ” E ´ TS

和系统的吉布斯自由能 (Gibbs free energy)

G ” E ´ TS + PV = F + PV.

这些热力学函数被统称为热力学势能. 由于热力学势能全都是态函数, 我们可以得到一
组 Maxwell 关系 (

BT

BP

)
S

= ´

(
BV

BS

)
P

,(
BS

BV

)
T

=

(
BP

BT

)
V

,(
BS

BP

)
T

= ´

(
BV

BT

)
P

.

(1.8.6)



26 第一章 热力学和统计物理复习

Maxwell 关系把热力学系统表面上似乎是互不相关的两个过程定量地联系了起来,
利用这样的关系, 可以测量一些很难直接测量的量, 也可以用来检验一些经验公式和近
似理论的有效性.
由各个热力学势能的微分式可以看出, 如果系统的体积保持不变, 同时与外界热绝

缘, 则 dE = 0, 系统的能量不变. 这是一个显然的结果, 因为既没有对系统做功, 也没有
传热. 如果体积和温度不变, 则 dF = 0, 系统的自由能不变; 如果温度和压强不变, 则
dG = 0, 系统的吉布斯自由能不变; 如果压强和熵不变, 则 dH = 0, 系统的焓不变.

如果要在内能 E的微分方程中以 ( T, V )而不是 ( S, V )为独立变数, 就必须把熵的
微分表达式带入

dE = T

(
BS

BT

)
V

dT +

(
T

(
BS

BV

)
T

´ P

)
dV, (1.8.7)

由此得到

CV =

(
BE

BT

)
V

= T

(
BS

BT

)
V

, (1.8.8)

(
BE

BV

)
T

= T

(
BS

BV

)
T

´ P

= T

(
BP

BT

)
V

´ P.

(1.8.9)

在得到第二个式子时, 利用了 Maxwell 关系
(

BS
BV

)
T
=
(

BP
BT

)
V
. 运用理想气体状态方程,

我们立刻发现, 对理想气体而言
(

BE
BV

)
T
= 0, 理想气体的内能只是温度的函数. 因此, 定

义理想气体只需要理想气体状态方程就足够了, 满足理想气体状态方程的系统的内能必
定只是温度的函数.
类似地, 对于理想气体的定压热容量, 可以得到

CP =

(
BH

BT

)
P

= T

(
BS

BT

)
P

.

以及 (
BH

BP

)
T

= V ´ T

(
BV

BT

)
P

.

另外, 利用偏微分的换元公式(
BS

BT

)
P

=

(
BS

BT

)
V

+

(
BS

BV

)
T

(
BV

BT

)
P

,

可以证明

CP ´ CV = T

(
BP

BT

)
V

(
BV

BT

)
P

.
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这个式子把两个热容量的差与物态方程的量联系起来, 还可以用膨胀系数 α, 和等温压
缩系数 KT来表达

CP ´ CV =
V Tα2

KT

. (1.8.10)

由于上式等号右边总是大于或等于零, 因此 CP总是不小于 CV . 对理想气体而言, 得到
熟知的关系

CP ´ CV = νR.

等温压缩系数和绝热压缩系数之间也有类似关系：绝热压缩系数定义为

KS = ´
1

V

(
BV

BP

)
S

.

由偏微分关系 (
BV

BP

)
S

=

(
BV

BP

)
T

+

(
BV

BT

)
P

(
BT

BP

)
S

,

由 Maxwell 关系 (
BT

BP

)
S

=

(
BV

BS

)
P

,

而 (
BV

BS

)
P

=

(
BV

BT

)
P

(
BT

BS

)
P

=
T
(

BV
BT

)
P

CP

,

于是 (
BV

BP

)
S

=

(
BV

BP

)
T

+

(
BV

BT

)
P

T
(

BV
BT

)
P

CP

=
TV 2α2

CP

,

即

KT ´KS =
TV α2

CP

. (1.8.11)

与方程(1.8.10)比较得到

KT (CP ´ CV ) = CP (KT ´KS) = TV α2, (1.8.12)

以及
KS

KT

=
CV

CP

. (1.8.13)

1.9 热力学函数和特性函数

从上节知道, 描述热力学系统可以用不同的参量组合和不同的热力学势能, 一个自
然的问题是, 完整的描述一个热力学系统需要知道那些物理量. 在实验上容易控制和调
节的参数是压强和温度, 所以我们考虑以压强和温度作为描写热力学系统的参数. 首先,
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需要知道物态方程, 物态方程定义了我们所要研究的系统. 物态方程是联系系统的温度
和其它参量的一个函数关系. 由热力学第零定律可知, 任何一个热力学系统都存在一个
物态方程. 其次, 需要知道系统的内能函数, 一个热力学系统存在作为状态的函数的内
能是热力学第一定律的结果. 最后, 需要知道系统的熵函数作为状态的函数, 平衡的热
力学系统存在一个熵函数是热力学第二定律的结论. 这样, 为了用 (T, P )的函数完整的

描述一个热力学体系, 我们需要知道:
1, 物态方程

V = V (T, P ); (1.9.1)

2, 内能函数
E = E(T, P ); (1.9.2)

3, 熵函数
S = S(T, P ). (1.9.3)

为了得到这三个函数, 必须借助于热力学外的方法并结合热力学理论来构造. 实际上使
用的方法有两种, 一种是实验的方法, 一种是理论计算的方法. 在实验上, 物态方程必须
完全通过实验来确定. 当利用 (T, P )为状态参量时, 比较容易得到的是系统的焓 H, 而
内能函数则可以由焓减去 PV得到. 对于一个一般的 PV T系统, 如果我们有了它的物态
方程

V = V (P, T ) ,

那么由焓的微分关系

dH = CpdT +

[
V ´ T

(
BV

BT

)
P

]
dP,

在已知 CP的条件下, 可以通过积分得到系统的焓

H = H0 +

ż

CPdT +

ż [
V ´ T

(
BV

BT

)
P

]
dP.

有了焓及物态方程, 内能也就得到了.
为了得到焓,除了物态方程之外,似乎需要知道整个 (T, P )范围的定压热容量 CP (T,

P ), 其实这是不必要的. 事实上, 只需要知道 CP在某个给定压强的值就可以了. 这是因
为 CP对于压强的偏微商满足 (

BCP

BP

)
T

= ´T

(
B2V

BT 2

)
P

,

其中再次利用了麦氏关系. 于是, 定压热容量对压强的依赖关系完全由物态方程所决定.
也就是说

CP = ´T

ż (
B2V

BT 2

)
P

dP,
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其中积分是沿着固定温度 T进行的. 系统的熵函数也可以从定压热容量及物态方程求
出, 利用

dS = CP
dT
T

´

(
BV

BT

)
P

dP

求积分便可得到熵. 有了态函数 H和 S, 均匀系的热力学平衡性质就完全确定了. 所以,
在 PV T系统中, 只要实验测定了物态方程和在某一个固定压强下的定压热容量作为温
度的函数, 就可以确定系统的所有热力学函数和热力学性质.
马丢 (Massieu) 曾经证明, 在独立变量的适当选取下, 只要已知一个热力学函数, 就

可以把一个均匀系的热力学平衡性质完全确定, 这样的函数 (以及与之对应的适当选取
的独立变量) 称为特性函数. 很容易证明, 内能 E是以熵 S和体积 V为独立变量的特性

函数. 如果作为 S和 V的函数的内能 E (S, V )已知, 则

T =

(
BE

BS

)
V

, P = ´

(
BE

BV

)
S

.

所以温度 T和压强 P作为 S和 V的函数形式也知道了. 如果从中消去熵 S, 我们便得到
了物态方程, 即体积 V作为温度 T和压强 P的函数; 从中消去 V , 我们便得到熵 S作为

温度 T和压强 P的函数. 将体积 V和熵 S作为温度 T和压强 P的函数代入内能, 我们就
得到了内能作为温度 T和压强 P的函数, 有了内能和熵的表达式, 系统的热力学平衡性
质就完全确定了. 所以我们可以说: 内能 E是以熵 S和体积 V为独立变量的特性函数.
显然, 特性函数与独立变量的选取有关, 对于一个 PV T系统而言, 可以证明相应于独立
变量 (S, P ), (T, V ), (T, P )的特性函数分别为系统的焓 H, 自由能 F和吉布斯自由能 G.
在理论上确定系统特性函数的方法是统计物理方法, 这是本书的主题内容. 在后面

的章节中, 将详细讲解.
到现在为止, 都假定系统的总粒子数是固定的, 现在考虑粒子数可以改变的情况.

如果一个系统的粒子数发生变化, N Ñ λN , 与此同时, 让所有的广延量都扩大一个因子
λ, 则系统的物理性质不变. 这一特点来源于对于广延量的定义. 对于宏观的热力学系
统, 只有广延量和强度量两类. 这意味着如果把一个系统分成更小的部分时, 每一个部
分的性质与原系统是相同的. 显然, 这种分割是不能一直进行下去的, 当系统被分割的
越来越小, 每一部分和其它部分之间的相互作用不能被忽略时, 这种自相似性质就不复
存在了. 宏观物质中的基本相互作用是分子之间的相互作用, 其相互作用力程是分子尺
度 (纳米 nm) 的数量级, 所以小系统之间的相互作用能量与系统的界面的面积成正比,
而系统的性质则由整个系统的性质决定, 与体积成正比. 由此我们可以大致估计可以被
称为宏观系统的系统大小的限度, 设系统为一个球形, 其体积为 4π

3
R3, 面积为 4πR2, 设

相互作用的力程为 d, 则, 宏观系统的条件是

4πR2d
4π
3
R3

=
3d

R
! 1. (1.9.4)
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取 d = 1 nm, 则得到条件为 R " 3nm. 对于系统的尺度为微米 ( µm) 及以上的系统,
完全可以作为宏观系统看待.
当粒子数可变时, 热力学基本方程成为

dE = TdS ´ PdV + µdN, (1.9.5)

µ为系统的化学势, 是与作为广义坐标的粒子数变化所联系的广义力. 对上式做勒让德
变换, 可以得到

dH = TdS + V dP + µdN,

dF = ´SdT ´ PdV + µdN,

dG = ´SdT + V dP + µdN.

(1.9.6)

由此可以把化学势用热力学势能的导数写出来

µ =

(
BE

BN

)
S,V

=

(
BH

BN

)
S,P

=

(
BF

BN

)
T,V

=

(
BG

BN

)
T,P

. (1.9.7)

由 (??),

µ =

(
BG

BN

)
T,P

= g(T, P ), (1.9.8)

或

G(T, P,N) = Nµ(T, P ). (1.9.9)

即化学势就是单位粒子的吉布斯自由能. 化学势是一个非常重要的物理量, 它在研究相
变和化学反应中起非常重要的作用, 这在我们后面的课程中将要讲到.

1.10 吉布斯-杜海姆关系

对于宏观系统, 由上述分析可知, 作为广延量的热力学势能是广延物理量的齐次函
数

λE(S, V,N) = E(λS, λV, λN),

λH(S, P,N) = H(λS, P, λN),

λF (T, V,N) = F (T, λV, λN),

λG(T, P,N) = G(T, P, λN).

(1.10.1)

这里 λ是一个任意常数, 如果令 λ = 1
N
, 可以得到

E(S, V,N) = Nu(s, v),

H(S, P,N) = Nh(s, P ),

F (T, V,N) = Nf(T, v),

G(T, P,N) = Ng(T, P ).

(1.10.2)
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其中 s = S
N
为单个原子的平均熵, v = V

N
为单个原子平均占据的体积. 这里需要提醒注

意的是, s和 v是整个系统的性质, 而不是某个个别原子的性质. 对于单个分子, 考察它的
熵是没有意义的.
在引入粒子数作为变量后, 我们还可以通过勒让德变换得到更多的热力学势能, 特

别重要的是广势函数,
ΩG = F ´Nµ,

其微分为

dΩG = ´SdT ´ PdV ´Ndµ. (1.10.3)

广势函数 ΩG是以 (T, V, µ)为特性变量的特性函数, 由广延量的性质

λΩG(T, V, µ) = ΩG(T, λV, µ),

令 λ = 1
V
, 得到 ΩG(T, V, µ) = V ϕ(T, µ), 再由 P = ´

(
BΩG

BV

)
T,µ

= ´ϕ(T, µ), 得到

ΩG = ´PV. (1.10.4)

由微分关系 (1.9.6), 可以得到更多的 Maxwell 关系, 我们不打算列出所有这些关系, 而
只是用其中的一个证明一个重要而常用的关系式. 由自由能 F的微分可得(

Bµ

BV

)
T,N

= ´

(
BP

BN

)
T,V

. (1.10.5)

注意到 P和 µ都是强度量, 所以当系统的体积和粒子数变化时, 有

P (T, V,N) = P (T, λV, λN),

µ(T, V,N) = µ(T, λV, λN).
(1.10.6)

注意到方程的左边与 λ无关, 右边也必须如此, 从而 P和 µ只能是比值 N
V
的函数, 这对

于所有的强度量都是成立的. 利用这一事实, 可以得到如下关系(
BP

BN

)
T,V

= ´
V

N

(
BP

BV

)
T,N

,(
Bµ

BV

)
T,N

= ´
N

V

(
Bµ

BN

)
T,V

.

(1.10.7)

结合 (1.10.5) 得到 (
BP

BV

)
T,N

= ´
N2

V 2

(
Bµ

BN

)
T,V

. (1.10.8)

由等温压缩率的定义, 并利用(1.10.8), 得到

KT = ´
1

V

(
BV

BP

)
T,N

=
V

N2

(
BN

Bµ

)
T,V

. (1.10.9)
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由热力学函数的广延性可以得到一个有用的重要关系—吉布斯-杜海姆 (Gibbs-
Duheim) 关系. 系统的内能是以熵, 体积和粒子数为变量的特性函数, 这些量都是广延
量, 也就是说, 对任一参数 λ, 有

λE(S, V,N) = E(λS, λV, λN).

对上式微分, 得到

Edλ+ λdE = λ(TdS ´ PdV + µdN) + (TS ´ PV + µN)dλ,

注意到

dE = TdS ´ PdV + µdN. (1.10.10)

得到

E = TS ´ PV + µN (1.10.11)

对上式求导, 再次利用(1.10.10), 得到

SdT ´ V dP +Ndµ = 0 (1.10.12)

式(1.10.11)和(1.10.12)称为吉布斯-杜海姆 (Gibbs-Duheim) 关系, 是热力学量广延性的
直接结果. 由 (1.10.12)可知, 三个强度量 T , P和 µ中, 只有二个可以独立变化. 从而, 在
粒子数可变的情形, 描述系统的变量至少要有一个是广延量. 我们在讨论热力学涨落时,
还会再次讨论这个关系.
利用吉布斯-杜海姆关系, 通过勒让德变换, 可以得到一系列相关结果, 自由能为

F = E ´ TS = ´PV + µN, (1.10.13)

焓为

H = E + PV = TS + µN, (1.10.14)

吉布斯自由能为

G = F + PV = µN, (1.10.15)

这一结果表明, 化学势就是平均每个粒子的吉布斯自由能：g = µ. 广势函数

ΩG = F ´ µN = ´PV. (1.10.16)

1.11 简单应用举例

这一节利用热力学讨论几个简单应用的例子.
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1.11.1 理想气体的绝热过程方程

准静态绝热过程中熵不变, 我们考虑理想气体在此过程中的方程. 考虑(
BP

BV

)
S

=

(
BP

BV

)
T

+

(
BP

BT

)
V

(
BT

BV

)
S

. (1.11.1)

利用

´1 =

(
BV

BT

)
S

(
BT

BS

)
V

(
BS

BV

)
T

=

(
BV

BT

)
S

T

CV

(
BP

BT

)
V

,

其中用到了麦克斯韦关系
(

BS
BV

)
T
=
(

BP
BT

)
V
, 以及 CV = T

(
BS
BT

)
V
, 由此解出(

BT

BV

)
S

= ´
T

CV

(
BP

BT

)
V

.

代入(1.11.1)得到 (
BP

BV

)
S

=

(
BP

BV

)
T

´

(
BP

BT

)2

V

T

CV

. (1.11.2)

利用理想气体的物态方程 PV = nRT , 求得(
BP

BV

)
T

= ´
P

V
,

(
BP

BT

)
V

=
nR

V
,

代入(1.11.2), (
BP

BV

)
S

= ´
P

V
´
nR

V 2

nRT

CV

= ´
P

V
´
nR

CV

P

V
= ´

P

V

CP

CV

,

其中 CP = CV + nR为定压热容量. 定义 γ = CP

CV
, 则(

BP

BV

)
S

= ´γ
P

V
,

由此求得

lnP + γ lnV = C,

C为一积分常量. 上式可以改写为

PV γ =常量. (1.11.3)

此式即为绝热过程方程. 利用物态方程, 绝热过程方程也可以写成

TV γ´1 =常量, PT
γ

γ´1 =常量.
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1.11.2 焦耳-汤姆逊效应

如图所示, 考虑一个由绝热材料构成的管子, 中间用多孔塞 (如棉花等) 分开. 多孔
塞的一边维持较高的压强 P1, 另一段维持比较低的压强 P2. 如果气体从高压区通过多
空塞进入低压区, 高压区与低压区的体积变化分别为 ∆V1和 ∆V2, 那么, 外界做的功为

´P1∆V1 ´ P2∆V2 = ´∆(P1V1) ´ ∆(P2V2).

在此过程中, 多孔塞高压区和低压区气体的内能改变分别为 ∆U1和 ∆U2, 总的变化为

∆U1 +∆U2.

由能量守恒：

∆U1 +∆U2 = ´∆(P1V1) ´ ∆(P2V2),

即

∆(U1 + P1V1) = ´∆(U2 + P2V2),

或

∆H = ∆H1 +∆H2 = 0.

式中 ∆H1和 ∆H2分别是高压和低压区焓的改变, 而整个系统焓的改变为 0, 气体通过多
孔塞的过程是一个等焓过程. 注意, 这个过程是不可逆的. 另外, 也忽略了多孔塞及管子
的变化.
现在, 我们考查等焓过程中温度与压强之间的关系, 为此, 计算焦耳-汤姆逊系数

µJ =
(

BT
BP

)
H
.(

BT

BP

)
H

= ´

(
BT

BH

)
P

(
BH

BP

)
T

= ´
1

CP

(
BH

BP

)
T

=
1

CP

(
T

(
BV

BT

)
P

´ V

)
.

由上式可知, 焦耳-汤姆逊系数的符号完全由气体的物态方程决定. 对于理想气体, 简单
地计算得到 µJ = 0. 对于实际气体, 一个很好的物态方程是 Van der Waals 方程, 对于
1 摩尔气体 (

P +
a

V 2

)
(V ´ b) = RT.
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气体 最大反转温度 (K)
Xe 1486

CO2 1275
Kr 1079
Ar 794
Co 644
N2 607
Ne 228
H2 204
He 43

根据这一方程, 可以发现, 在 T - P图上的一个区域, µJ ą 0, 也就是说, 在这个区域, 等
焓降压过程可以降温. µJ ą 0 和 µJ ă 0区域的边界由下述方程给出(

b2P

a
+

3RTb

2a
+ 1

)2

´
8RTb

a
= 0.

表 (1.11.2) 给出了一些气体的最大反转温度.

下图是氮气的制冷区, 虚线是按照范德瓦尔斯方程计算的结果. 在制冷区, 通过让
气体通过多孔塞, 可以作为一种制冷手段.

图 1.11.1: 焦耳-汤姆孙效应, 实线对应氮气的焦耳-汤姆孙系数等于零, 是制冷区和致温区的分界线,
虚线是由范德瓦尔斯方程计算的结果.
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1.11.3 磁性介质的热力学理论

在这里讨论均匀磁性介质的热力学理论. 按照公式 (1.4.3), 热力学基本微分方程为
(这里忽略体积变化)

dE1 = TdS + V d
(
1

2
µ0H

2

)
+ V µ0H ¨ dM ,

其中等式右边的第二项是静磁场的真空能. 令除去这一部分真空中静磁场能以外的系统
能量为 E, 我们称 E为磁性介质的内能, 同时, 由于体积变化可以忽略, 我们将用 E来代

表单位体积的磁性介质内能. 这里只考虑 M与 H沿同一方向的磁性介质的情形, 这时
热力学基本微分方程为:

dE = TdS + µ0HdM,

其中 M和 H分别为M和 H的大小. 引入磁场 H不变时单位体积的热容量 CH

CH = T

(
BS

BT

)
H

.

作勒让德变换,
dG = ´SdT ´ µ0MdH,

得到磁性介质的 Maxwell 关系 (
µ0BM

BT

)
H

=

(
BS

BH

)
T

,

计算
(

BT
BH

)
S
, 注意到 (

BT

BH

)
S

= ´

(
BS

BH

)
T

(
BT

BS

)
H

,

得到 (
BT

BH

)
S

= ´
T

CH

(
BS

BH

)
T

= ´
T

CH

(
µ0BM

BT

)
H

. (1.11.4)

现在需要输入磁性介质的物态方程的信息. 为简单起见, 假设磁性介质的状态方程满足
居里定律:

M = χH =
C

T
H,

其中 C 为居里常数 (见 (2.12.5)). 将居里定律代入 (1.11.4) 式, 得到(
BT

BH

)
S

=
µ0CH

CHT
.

注意到上式中的等号右面是非负的, 所以当系统在绝热过程中被去磁时, 温度一般会随
之下降. 这正是得到极低温的有效方法之一, 称之为绝热去磁降温, 用这种方法, 可以得
到数量级为 10´3K 的低温.
如果系统的体积随外加磁场的变化不能忽略, 则较为复杂, 这里不再讨论.
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1.12 不可逆过程的简短讨论

这一节用熵增加原理讨论系统的变化方向, 最大最小功等问题. 设想一个处于平衡
态的巨大热源, 系统处于这个热源中, 可以与热源交换能量, 可以改变体积, 也可以与热
源交换粒子. 为简短起见, 我们选择粒子数固定. 下面的分析推广到粒子数可变的情形
是直截了当的.
设热源的温度为 T0, 压强为 P0, 体积为 V0, 系统和热源一起, 构成一个绝热系统,

且总的体积, 粒子数不变. 假定系统处于局域平衡状态, 即系统具有可定义的熵 S, 体积
V . 但不要求系统各处有相同温度和压强, 或确切地说, 系统各个部分的温度和压强可以
不同. 现在设想发生一个变动, 整个绝热系统 (包括系统和热源) 的外部对系统做了功
W , 系统的能量变化了 ∆E, 体积改变了 ∆V , 热源和系统之间有热量的交换. 则由能量
守恒, 可得

∆E =W ´ T0∆S0 + P0∆V0, (1.12.1)

式中, ´T0∆S0为热源传给系统的热量, P0∆V0为热源对系统所做的功, 因总的体积不变,
故 ∆V0 = ´∆V , ∆V是系统体积的改变. 设系统的熵改变为 ∆S, 则整个绝热系统的熵
的变化为 ∆S0 +∆S. 根据熵增加原理, 必有

∆S0 +∆S ě 0 即 ∆S ě ´∆S0.

于是, (1.12.1)成为

∆E ď W + T0∆S ´ P0∆V,

即

W ě ∆(E ´ T0S + P0V ), (1.12.2)

外界做的最小功是

Wmin = ∆(E ´ T0S + P0V ).

系统对外界做的功 W e = ´W , 即

W e ď ´∆(E ´ T0S + P0V ),

系统对外界做的最大功是

W e
max = ´∆(E ´ T0S + P0V ),

这里 T0和 P0分别是热源的温度和压强. 再回到(1.12.2), 若外界做功为 0 则有

∆(E ´ T0S + P0V ) ď 0,
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若系统和热源可以交换粒子数, 上式左边括号内还要加上一项 ´µ0N , 即

∆(E ´ T0S + P0V ´ µ0N) ď 0. (1.12.3)

这表示, 系统的自发变化将减小 E ´ T0S + P0V ´ µ0N , 直至达到不变, 此时, 系统本身
以及系统和热源达到平衡, 量 E ´ T0S + P0V ´ µ0N达到极小.

现在考虑两种略为特殊的情形, 第一种情况, 如果系统本身已经达到平衡, 我们来考
察系统处于热源中后的状况, 考虑一个无穷小过程, 则

dE = TdS ´ PdV + µdN,

于是, (1.12.3)成为,

(T ´ T0)dS ´ (P ´ P0)dV + (µ´ µ0)dN ď 0.

若系统与热源之间未达到平衡, 上式取不等号, 熵, 体积和粒子数为独立变量, 我们看到,
若 T ą T0, 则 dS ă 0, 热量从系统流入热源, 反之, 若 T ă T0, 则 dS ą 0, 热量从热源
流入系统. 对于体积和压强, 粒子数与化学势可以做类似分析, 结论是热量从高温流向
低温, 体积由高压区向低压区扩张, 粒子由高化学势流向低化学势. 达到平衡时, 等号成
立, 有

T = T0, P = P0, µ = µ0.

第二种情况, 如果系统和热源已经达到平衡, 则 E ´ T0S + P0V ´ µ0N已经达到极

小, 此时, 系统的任何变动将使上述量增加, 即在平衡点的变动满足

δE ´ T0δS + P0δV ´ µ0δN ą 0,

其中的一阶变化为 0, 二阶变化大于 0. 把能量的变化展开到其变量的变化量的二阶, 得
到

δE = TδS ´ PδV + µδN

+
1

2

[(
BT

BS

)
V,N

δS2 ´

(
BP

BV

)
S,N

δV 2 +

(
Bµ

BN

)
S,V

δN2

+ 2

(
BT

BV

)
S,N

δSδV + 2

(
BT

BN

)
S,V

δSδN ´ 2

(
BP

BN

)
S,V

δV δN

]
,

在得到上式时, 已经使用了 Maxwell 关系. 由一阶变分为 0, 得到平衡条件为

T = T0, P = P0, µ = µ0.
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由二阶变分大于 0, 可以得到一些对物理响应函数的约束条件. 二阶变分为一二次形式,
其大于 0 的充要条件是二次式的系数行列式和其各个子式均大于 0. 系数行列式为

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(
BT
BS

)
V,N

(
BT
BV

)
S,N

(
BT
BN

)
S,V(

BT
BV

)
S,N

´
(

BP
BV

)
S,N

´
(

BP
BN

)
S,V(

BT
BN

)
S,V

´
(

BP
BN

)
S,V

(
Bµ
BN

)
S,V

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

每个对角元均为行列式的一阶子行列式. 这样就有(
BT

BS

)
V,N

ą 0 即 CV ą 0,

´

(
BP

BV

)
S,N

ą 0 即 KS ą 0,

(
Bµ

BN

)
S,V

ą 0 同为 KS ą 0,

即在等熵等容条件下, 化学势随粒子数增加而增大.
由二阶子行列式大于 0, 可以得到更多关系. 例如, 由

´

(
BT

BS

)
V,N

(
BP

BV

)
S,N

´

(
BT

BV

)2

S,N

ą 0

可以得到

CVKS ă
T

V

(
BV

BT

)2

S,N

等.
上面的不等式是在二阶近似下得到的结果. 如果不等式反过来, 则意味着系统处于

完全不稳定的状态, 即这样的状态在自然界是不可能存在的, 因为任何扰动都将使得系
统自发地演变到稳定的平衡态. 如果上述诸不等式中的一个和数个成为等式, 则意味着
在二阶近似下不能确定系统是否稳定, 而需要考虑高阶近似. 如果系统处于平衡态, 则
要求三阶的变分为 0, 这是因为三阶变化可正可负, 不可能正定或负定, 而四阶变分必须
大于 0. 上述不等式为 0 对应于例如热容量发散, 压缩率发散等情形, 这是连续相变的特
征, 将在研究相变和临界现象的章节中再详细讨论. 原则上, 如果四阶变分可能为 0, 则
需要考虑更高阶的变分, 但在实际问题中, 似乎还没有需要考虑更高阶的情况发生.
如果系统的温度确定, 且等于热源温度 T0, 系统的体积和粒子数固定, 则 ∆V = 0,

∆N = 0, (1.12.3)成为
∆(E ´ TS) = ∆F ď 0,

即在确定温度和体积的情况下, 系统将自发调整到平衡态, 使得自由能 F极小. 如果系
统的温度确定, 压强确定且等于热源的压强 P0, 粒子数固定即 ∆N = 0, 则有

∆(E ´ TS + PV ) = ∆G ď 0,
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即在定温定压的条件下, 系统将自发调整到平衡态, 使得吉布斯自由能取极小. 若系统
的温度确定且等于热源温度 T0, 化学势确定且等于 µ0, 系统的体积固定 ∆V = 0, 则

∆(E ´ TS ´ µN) = ∆ΩG ď 0,

即在定温定容定化学势的条件下, 系统将自发调整到平衡态, 使得广势函数取极小.
这样, 在实际应用时, 根据系统所处的条件, 我们可以用熵极大或自由能极小或吉布

斯自由能极小来研究问题.
这里还需要指出的是, 如果系统仅仅由温度和体积决定, 那么, 当温度和体积确定

后, 系统也就完全确定了, 不存在自由能趋向极小的过程. 在利用这个极小原理时, 系统
必存在其他内参量, 这些内参量与某些过程对应, 例如化学反应, 混合等, 通过内参量的
调整, 使得系统的自由能达到极小. 在实际问题中, 能够方便固定的往往是温度和压强,
所以在化学热力学中, 吉布斯自由能起到特别重要的作用.

由熵极大或自由能极小的原理, 我们可以讨论极小点的稳定性, 由此可以引出平衡
态, 亚稳态的概念. 例如, 在平衡态和亚稳态, 自由能的一阶变分为 0, 二阶变分大于 0.
若一阶变分为 0, 二阶变分小于 0, 则对应于自由能的极大, 这是物理上不能存在的状态.
对于系统的多个自由能极小的状态, 平衡态对应于自由能最小的那个状态, 其余的均为
亚稳态. 亚稳态的寿命可以非常长, 所以, 在亚稳态, 如果系统不经历大的变化, 也可以
用平衡态热力学去研究其各种性质.

1.13 玻尔兹曼 (Boltzmann) 分布

这一节及其后几节, 将介绍近独立粒子统计, 并由此研究理想气体的一些性质.
设系统由 N个粒子组成, 粒子可以是原子、分子. 我们暂不考虑粒子的全同性, 即

认为每个粒子都是可以分辨的, 从而可以对粒子编号. 也不考虑粒子的内部结构.
设单粒子的能级为 ε1, ε2, ¨ ¨ ¨, 对应的简并度分别为 g1, g2, ¨ ¨ ¨. 问在平衡情况下,

N个粒子中有多少个能量处于 εi, 或在 N个粒子中任意取一个粒子, 其能量处于 ε1, ε2,
¨ ¨ ¨ 的概率各是多少.
设有 N1 个粒子处于 ε1, N2 个粒子处于 ε2, N3 个粒子处于 ε3, ¨ ¨ ¨. 处于 εi的 Ni个

粒子, 可分布在该能级的 gi个单粒子状态上, 这 gi个状态完全等价, 每个状态能容纳的
粒子数不限. 将粒子编上号码, 现将 N个粒子放 N1个在 ε1并分配到 g1个状态, N2个在

ε2并分配到 g2个状态, ¨ ¨ ¨ 的分配法有很多种. 每一种分配方法为系统的一个微观状态.
统计物理的基本假设是等概率原理. 这个原理假定, 在相当长时间内, 符合一定条

件 (例如总能量一定) 的系统, 所有各种微观状态都有可能出现, 且每种微观状态出现
的可能性 (概率) 相同. 这是统计物理的基本假设, 它的正确性在于由它导出的所有结
论都符合实验结果.



1.13 玻尔兹曼 (BOLTZMANN) 分布 41

一种 tNiu的分配方式对应于一个宏观状态. 按上述原理, 系统处在某一宏观状态的
概率与该宏观状态所对应的微观状态数成正比. 用 WtNiu 来代表与宏观状态对应的微

观状态 (处于 εi 的粒子有 Ni个) 数. 则处于该宏观状态的概率是

PtNiu = CWtNiu, (1.13.1)

其中 C为比例系数. 给定诸 Ni, 把 N个粒子分为 tNiu的方式数为

N !
ś

Ni!
=

N !

N1!N2! ¨ ¨ ¨
.

这个数字就是把 N个编号的粒子放到各个箱子里, 其中第 i个箱子里放 Ni个, 总的放置
方式数. 设想从 N个粒子中取出 N1个放入 ε1, 有 N !

N1!(N´N1)!
种方式; 再从 (N ´ N1)!个

粒子中取出 N2个放入 ε2, 有 (N´N1)!
N2!(N´N1´N2)!

种方式, 依次直至分配完. 总的分配数为上
述各次分配数之积, 即得上面的结果. 对于每一个能级, Ni个粒子中每一个都可以处在

gi个状态的任一个, 所以有 gNi

i 种方式. 这样, 总的微观状态数为

WtNiu =
N !gN1

1 gN2
2 ¨ ¨ ¨

N1!N2! ¨ ¨ ¨
= N !

ź gNi

i

Ni!
. (1.13.2)

处于平衡时出现的宏观状态应该是概率最大的宏观状态及其附近的宏观状态. 实际观察
到的也是最可能出现的宏观状态及其附近的宏观状态. 下面我们来求平衡态时的宏观分
布.
为了求此极大, 需要用到一个近似公式, 斯特林公式 (Stirling’s formula):

lnN ! « N lnN ´N +
1

2
ln(2πN) « N lnN ´N. (1.13.3)

这个公式在《高等数学》中已经证明 (附录中给出了与高等数学略为不同的证明). 当
N比较大时, 此公式非常精确. 我们用几个数字来验证一下. 我们检验

ln(N !) = N lnN ´N (1.13.4)

的正确性. 分别取 N = 50, 104, 108时的有关数值列于下表中.
N lnN ! N lnN ´N

50 148.5 145.6

104 8.2108 ˆ 104 8.2103 ˆ 104

108 1.74206809 ˆ 109 1.74206807 ˆ 109

由表内所列数据可以看出当 N为大数时, 该等式符合的非常好 À. 对于宏观的一摩
尔物质, 所含粒子数有 6 ˆ 1023个, 对于这样大的数目, (1.13.3) 式的精确数字的位数超

À 仔细观察可以发现, 精确数字的位数与 ln N !的数量级一致, 比 N的数量级略大, 这一点是可以证明的.
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过 23位, 精度是足够了À. 由 (1.13.1) 式及 (1.13.2) 式

PtNiu = C
N !gN1

1 gN2
2 ¨ ¨ ¨

N1!N2! ¨ ¨ ¨
,

将 (1.13.3) 式代入, 得到：

lnPtNiu = lnC ´
ÿ

i

Ni ln
Ni

Ngi
, (1.13.5)

上式中每个 Ni都可变, 故自变量有多个. 当 Ni Ñ Ni + δNi 时, 若 PtNiu 为极大, 则应
有

δlnP tNiu = 0.

如果各个 Ni相互独立, 则上式就是 P对各个 Ni的偏导数为 0. 但是, 各个 Ni并不独立,
而是受到如下两个限制.
一, 粒子数守恒：

ÿ

i

Ni = N Ñ
ÿ

i

δNi = 0. (1.13.6)

二, 总能量给定：
ÿ

i

εiNi = E Ñ
ÿ

i

εiδNi = δE = 0, (1.13.7)

其中 E为系统总能量. 这样的极值问题可以用拉格朗日乘子法求解：把各个 Ni当做独

立变量, 把限制条件以拉格朗日乘子的方式引入, 最后利用限制条件确定拉格朗日乘子.
若认为各个 Ni独立, 则 (注意到 N =

ř

iNi也随 Ni变化而变)

B lnPtNiu

BNi

= ´ ln Ni

Ngi
.

引入拉格朗日乘子 α和 β
B lnPtNiu

BNi

´ α´ βεi = 0,

即

ln Ni

Ngi
+ α+ βεi = 0,

得到
Ni

N
= gie´α´βεi = Agie´βεi ,

即

Ni = ANgie´βεi . (1.13.8)

À 应注意, 尽管公式(1.13.4)的精度在 N比较大时非常高, 但对应的 N !的公式 N ! « NN

eN
的误差并不小, 见附录中的

更精确公式及数值比较.
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(1.13.8) 式就是我们所要推导的, 在平衡态时处于能量 εi 的粒子数 Ni 的公式, 亦即玻
尔兹曼分布公式. 当然其中还有两个参数 A, β 未定. 先考虑 A, 由:

N =
ÿ

i

Ni =
ÿ

i

ANgie´βεi ,

得到

A =
1

ř

i

gie´βεi
.

令

Z ”
ÿ

i

gie´βε
i 则 A =

1

Z
,

Z称为配分函数 (partition function)

Ni =
N

Z
gie´βεi . (1.13.9)

β就是前面讲到的热力学第零定律中的温度. 按热力学第零定律, 若有两个系统, 不
允许交换粒子, 但可交换能量. 达到热平衡后应有统一温度 T . 将这两个系统看成一个
系统的两个部分, 按前面的办法看它们的分布情况. 这样

PtN 1
iutN2

i u = PtN 1
iu
PtN2

i u, lnPtN 1
iutN2

i u = lnPtN 1
iu

+ lnPtN2
i u, (1.13.10)

B lnPtN 1
iu

BN 1
i

= ln N 1
i

N 1g1
i

, (1.13.11)

B lnPtN2
i u

BN2
i

= ln N2
i

N2g2
i

, (1.13.12)

ÿ

i

δN 1
i = 0, (1.13.13)

ÿ

i

δN2
i = 0, (1.13.14)

ÿ

i

(ε1
iδN

1
i + ε2

i δN
2
i ) = 0. (1.13.15)

在条件 (1.13.13) „(1.13.15) 下求 (1.13.11)、(1.13.12) 的极值：即：

´
ÿ

i

ln Ni
1

N 1g1
i

δNi
1´
ÿ

i

ln Ni
2

N2g2
i

δNi
2´

ÿ

i

α1δNi
1´
ÿ

i

α2δNi
2´

ÿ

i

β(εi
1δNi

1+εi
2δNi

2) = 0,
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´
ÿ

i

(ln Ni
1

N 1g1
i

+ α1 + βεi
1)δNi

1 ´
ÿ

i

ln Ni
2

N2g2
i

+ α2 + βεi
2)δNi

2 = 0,

ln Ni
1

N 1g1
i

+ α1 + βεi
1 = 0 Ñ Ni

1 = N 1g1
ie´α1´βεi

1

ln Ni
2

N2g2
i

+ α2 + βεi
2 = 0 Ñ Ni

2 = N2g2
i e´α2´βεi

2
.

由此可知, 处在热平衡时得出两个系统的玻尔兹曼 (Boltzmann) 分布公式中的参数 β相

等. 而据热力学第零定律, 处于热平衡时两部分的温度相等. β 一定是 T的单元函数, 下
节将知道

β = (kT )´1,

其中 k 为玻尔兹曼 (Boltzmann) 常数.
这里, 推导出的是粒子按照能级的分布, 注意到 Ni与简并度 gi成正比, 这在物理上

是显然的, 同一能级上的每个状态是等价的, 所以占据情况应该相同, 而整个能级的占据
数为单个能级的占据数乘以简并度. 这样, 我们就可以写出粒子按照状态的分布, 用同
样的记号表示

Ni =
N

Z
e´βεi , Z =

ÿ

i

e´βεi .

这里, 指标 i理解为状态的指标, 不同的 i可以具有相同的能量.
当 ε1, ε2, ¨ ¨ ¨ 连续变化时, 在确定的能级 εi上的粒子数没有意义, 只能说能量在

ε´ ε+ dε 之间的粒子数. 因此, 玻尔兹曼分布公式在此情形应表示为

dN =
N

Z
e´βεD(ε)dε, (1.13.16)

其中 D(ε)是系统的单粒子态密度, D(ε)dε给出单粒子能量在 ε到 ε + dε之间的状态数.
在第1.2节已经给出了计算态密度的方法, 并给出了若干态密度.

1.14 理想气体

气体中每个分子的能量可以有三部分：一是分子的整体平动动能 1
2
mv2, v是分子的

速度; 二是势能 U , 一般是坐标的函数. ( 势能又可分为两部分, 一为外力场势能 Uext,
二为其他分子对所考虑分子的作用势 Uint. 对于理想气体, Uint非常小, 在实际计算中不
考虑. À 只考虑 Uext ). 气体分子能量的第三部分为分子的内部运动能量 εin. 一般气体
为多原子分子, 例如 NH 3 分子, 如图所示, 由四个原子组成四面体, 各原子可以在平衡

À Uint虽然在计算中不予考虑, 但在概念上, 不能完全忽略不计. 如果分子之间没有相互作用, 则不可能达到热平衡, 也
不会具有玻尔兹曼分布. 粒子之间的相互作用是其达到平衡的必要条件. 在概念上记入了这个效应之后, 对于理想气体, 在
实际计算时不再记入相互作用势能, 即假定相互作用势能非常小.
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位置附近振动, 也可以绕轴转动. 这部分运动为分子内部运动, 因而分子具有相应的内
部能量. 所以一个分子的总能量

图 1.14.1: NH 3 分子示意图.

ε =
1

2
mv2 + Uext + εin, (1.14.1)

目前我们暂不考虑第三部分能量 εin , 则

ε =
1

2
mv2 + Uext. (1.14.2)

按 (1.13.9) 式, 现在的能级由粒子的速度 v和位置 r标志, 在速度 vx – vx + dvx, vy
– vy + dvy, vz – vz + dvz; x – x + dx, y – y + dy, z – z + dz 之间的状态数正比于
dvxdvydvzdxdydz, 在这个范围内的粒子数为 (以下略去外势能的下标)

dN =
N

Z
e´β( 1

2mv2+U) dvx dvy dvz dxdydz

=
N

Z
e´β( 1

2mv2+U)d3vd3r.

先考虑无外势场情形：

dN =
N

Z
e´ m

2 βv2d3v =
N

Z
e´ m

2 β(vx
2+vy

2+vz
2) dvx dvy dvz ,

Z 由总粒子数为 N来决定, 可以如下计算：

N =

ż

dN

=
N

Z

[ż 8

´8

e´ m
2 βvx

2 dvx
]3

=
N

Z

[
2

ż 8

0

e´ m
2 βv2dv

]3
,

利用积分公式：

In ”

ż 8

0

x2ne´ax2

=
1 ¨ 3 ¨ ¨ ¨ ¨ (2n´ 1)

2n+1an

c

π

a

I0 =

ż 8

0

e´ax2

=
1

2

c

π

a
,
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得到

N =

ż

dN =
N

Z

(
2π

mβ

)3/2

, Z =

(
2π

mβ

)3/2

,

故

dN = N

(
2π

mβ

)3/2

e´
βm
2 v2 dvx dvy dvz .

为速度在 vx Ñ vx + dvx, vy Ñ vy + dvy, vz Ñ vz + dvz 范围内的分子数. 如果只要求
v 的大小, 而不考虑其方向, 例如 v 大小在 v Ñ v + dv 范围内的粒子数, 可以用球坐标：

dvx dvy dvz = v2dv sin θdθdφ, (0 ď v ď 8, 0 ď θ ď π, 0 ď φ ď 2π),

则

dN = N

(
2π

mβ

)´3/2

e´
βm
2 v2

v2dv sin θdθdφ,

上式对 θ和 φ积分, 得到速度大小在 v Ñ v + dv 范围内的粒子数 dNv.

dNv = 4πN

(
2π

mβ

)´3/2

e´
β
2 mv2

v2dv, (1.14.3)

这就是著名的麦克斯韦 (Maxwell) 速率分布公式. 历史上, Maxwell 分布公式比玻尔兹
曼 (Boltzmann) 公式提出得早. 但其推导的过程不如玻尔兹曼分布清晰, 直至玻尔兹曼
分布问世才在物理上得到较好地解释.

图 1.14.2:

图1.14.2表示 1
N

dNv

dv 随 v的变化曲线. 由曲线可见, , 速度很小的粒子较少, 速度很
大的粒子也少, 大量分布在 vmp附近. vmp为最概然速率 (most probable speed), 请读者
自己求该极值点.
下面讨论理想气体的状态方程 PV = nRT . 气体对器壁的压强由分子碰撞造成, 将

碰撞过程分解为两步, 第一步, mv Ñ 0, 第二步, 从 0 Ñ ´mv1. 如图所示, 动量在 x方

向分量分别为 mvx = mv cos θ, mvx1 = mv1 cos θ1
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在器壁上取一小块面积 dA, 在 dt时间内打到器壁 dA上的粒子必定在斜面柱体
abcd 的体积内 (如图所示). 每一个打到器壁的分子给壁以冲量 mv cos θ. 落在该体积内
的分子数为 dN

V
v cos θdAdt, 它们对器壁产生的总冲量为

dI =
dN
V
mv2cos2θdAdt,

产生的压力为：

dF =
dN
V
mv2cos2θdA =

dN
V
mvx

2.

第一步打到壁上的压强：

P1 =

ż

dN
V
mvx

2, (式中 V为容器体积)

=
N

V

(
2π

mβ

)´3/2 ż 8

´8

dvz
ż 8

´8

dvy
ż 8

0

e´
mβ
2 v2

mvx
2 dvx

=
1

2

N

V
m
@

vx
2
D

.

第二步分子从器壁弹回来造成对壁的压强 P2, 完全类似以上过程 (差别仅在于 x方向对

积分限为从 ´8 到 0.

P2 =
1

2

N

V
m
@

vx
12
D

=
1

2

N

V
m
@

vx
2
D

.

总压强

P = P1 + P2 =
N

V
m
@

vx
2
D

= nm
@

vx
2
D

,

式中 n 为气体分子数密度. 因为 xv2y = xvxy
2
+ xvyy

2
+ xvzy

2
而 x, y, z 方向等价, 故

xvxy
2
= 1

3
xv2y. 而速度平方的平均值:

@

v2
D

=

ş

v2 dNv

N
=

3

mβ
.

动能的平均值为
1

2
m
@

v2
D

= xεy
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即

xvxy
2
=

2

3m
xεy

. 由此得到
P =

2

3
n ¨ xεy =

n

β
=
N

V
β´1,

PV = Nβ´1.

由前节已知 β为温度 T的函数, 因此上式自然地与经验公式 pV = νRT 相对应：

νRT = Nβ´1.

而 N(分子数) = ν(摩尔数) ˆN0(每摩尔的分子数)

β´1 =
R

N0

T = kT,

其中

k =
8.31 J/K ¨ mole

6.02 ˆ 1023 mole´1 = 1.38 ˆ 10´23 J/K.

称为玻尔兹曼常数.
至此, 我们得出了：

1. 理想气体的状态方程 pV = Nβ´1;

2. 得到具体的 β与温度 T关系：β = 1
kT

;

3. 气体分子的平均动能：xεy = 3
2β

= 3
2
kT ;

4. 气体分子的总动能 E = N xεy = 3
2
kT = 3

2
νRT .

理想气体的内能只包括动能部分, 即为上式. 故理想气体的内能仅为温度的函数. 这是
一个重要的结论.

1.15 费米分布和波色分布

在推导玻尔兹曼分布时, 我们给每个粒子编了号, 也就是假定粒子是可以分辨的.
按照量子力学, 全同粒子不能分辨, 考虑到这一点, 粒子在能级上的分布与玻尔兹曼分布
不同. 这一节我们按照得到玻尔兹曼分布的相同思路, 求出全同粒子的分布.
按照量子力学, 首先, 全同粒子不可分辨, 其次, 粒子可以分为两类, 一类是费米子,

一类是玻色子. 费米子满足泡利不相容原理, 每个单粒子状态上最多只能有一个粒子,
而玻色子则不受此限制, 每个单粒子态上可以有任意多个粒子. 严格的理论应该从量子
统计出发, 这里, 仅仅基于上述性质给出推导.
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设想粒子处在一容器中, 具有单粒子能级 ε1, ε2, ¨ ¨ ¨. 每个能级的简并度是 gi, 对于
边长为 L的立方体盒子, 若取固定边界条件, 则单粒子能级为

ε(k) =
h̄2k2

2m
, k =

π

L
(nx, ny, nz).

前几个能级 (以 h̄2π2

2mL2为单位) 和对应的简并度为

能级编号 能级 ε 简并度 g

1 1 3
2 2 3
3 3 1
4 4 3
7 8 3
13 14 6
15 17 9
300 357 12
600 717 24
1000 1197 30
2000 2397 48
4000 4797 60
8000 9597 72
10000 11995 48
10001 11997 150
15000 17996 102

当能级比较高时, 简并度相应增大, 但增大并不是单调的, 在较高的能级, 也有简并
度比较小的.

现在设想, 把 N个粒子分配到各个能级上, 第一个能级分配 N1个, 第二个能级分配
N2个, 等等, 其分配的方式数只有一种, 这是因为所有粒子都是全同的, 交换任何二个粒
子不产生新的分配方式. 对于费米子, 显然, Ni ď gi. 接下来, 考虑把 Ni个粒子分配到

gi个状态上的方式数.

先考虑费米子, Ni个粒子, 放到 gi个盒子里, 每个盒子最多放一个. 若粒子可以分
辨, 则第一个粒子放入, 有 gi种方式, 第二个有 gi ´ 1种方式, 总共 gi!/(gi ´Ni)!种方式,
但粒子不可分辨, 所以上式还要除以 Ni!. 这样, Ni个粒子分配到 gi个状态上的方式数是

WF
i =

gi!

(gi ´Ni)!Ni!
.
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对于一种给定的 tNiu, 总的分配方式数为

WF =
ź

i

gi!

(gi ´Ni)!Ni!
.

在约束条件下求极大. 这里, 我们假定 gi " 1, Ni " 1, 以使用斯特林公式. 除了最
低的若干能级外, gi " 1基本上是成立的, 宏观系统的总粒子数 N „ 1023, 每个 Ni也必

须是大数, 这个假设大体上是成立的, 但是, 确实应该有 Ni " 1或 gi " 1不成立的一些

能级, 这是接下来的推导中的一点瑕疵. 对 WF取对数并利用斯特林公式得到

lnWF =
ÿ

i

(gi ln gi ´Ni lnNi ´ (gi ´Ni) ln (gi ´Ni)).

在约束条件下求上式的极值, 由一阶变分为 0得到

B lnWF

BNi

´ α´ βεi = ln gi ´Ni

Ni

´ α´ βεi = 0,

即

gi ´Ni

Ni

= eα+βεi ,

解得

Ni =
gi

eα+βεi + 1
.

α和 β由约束条件
ř

iNi = N和
ř

i εiNi = E确定. 实际上, 更重要的是这两个参数的物
理意义, 与玻尔兹曼分布相同, 可以论证 β = 1

kT
. 而 α = ´ µ

kT
, µ是化学势.

再考虑波色子, Ni个粒子, gi个盒子, 每个盒子内的粒子数不限, 求分配方式数. 解
决这个问题的一个巧妙的做法是, 设想盒子排成一排, 构成盒子的有 gi + 1个隔板, 两端
的两个固定, 中间有 gi ´ 1个隔板, 把 Ni个粒子放入两个固定的隔板之间, 这样, 在固定
的两个隔板之间有 Ni个粒子和 gi ´ 1个隔板, 这 Ni + gi ´ 1个物体的所有排列方式为

Ni + gi ´ 1种, 但交换任意两个隔板对应的状态相同, 总共有 (gi ´ 1)!种交换方式, 交换
任意二个粒子对应的状态相同, 共有 Ni!种交换方式, 所以, 状态数是

WBE
i =

(Ni + gi ´ 1)!

Ni!(gi ´ 1)!
.

上标 BE表示 Bose -Einstein, 这个统计方法始于波色对光子的处理, 并由爱因斯坦推广
到有质量的粒子.
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图 1.15.1:

对于一种给定的 tNiu, 总的分配方式数为

WBE =
ź

i

(Ni + gi ´ 1)!

Ni!(gi ´ 1)!
.

在约束条件下求 lnWBE极大 (假定 Ni " 1, gi " 1, 利用斯特林公式, 并略去 1)

lnWBE =
ÿ

i

((Ni + gi) ln (Ni + gi) ´Ni lnNi ´ gi ln gi),

B lnWBE

BNi

´ α´ βεi = ln gi ´Ni

Ni

´ α´ βεi = 0,

gi +Ni

Ni

= eα+βεi ,

Ni =
gi

eα+βεi ´ 1
.

α和 β由约束条件
ř

iNi = N和
ř

i εiNi = E确定. 与玻尔兹曼分布相同, 可以论证
β = 1

kT
. 而 α = ´ µ

kT
, µ是化学势.

在得到了费米分布和波色分布后, 我们再来考察玻尔兹曼分布与费米分布和波色分
布之间的关系. 前面已经得到, 粒子可分辨时,

WB = N !
ź

i

gNi

i

Ni!
.

如果 Ni ! gi, 量子效应变得很不重要, 此时

gi!

(gi ´Ni)!
= gi(gi ´ 1) ¨ ¨ ¨ (gi ´Ni + 1)

= gNi

i

(
1 ´

1

gi

)(
1 ´

2

gi

)
¨ ¨ ¨

(
1 ´

Ni ´ 1

gi

)
Ñ

Ni/gi!1
gNi

i ;
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(gi +Ni ´ 1)!

(gi ´ 1)!
= (gi +Ni ´ 1)(gi +Ni ´ 2) ¨ ¨ ¨ gi

= gNi

i

(
1 +

1

gi

)(
1 +

2

gi

)
¨ ¨ ¨

(
1 +

Ni ´ 1

gi

)
Ñ

Ni/gi!1
gNi

i .

这样就有

WF =WBE =
ź

i

gNi

i

Ni!
=

1

N !
WB.

即费米气体和波色气体的微观状态数在经典极限下, 趋于经典气体的微观状态数除以
N !, 这个 N !因子显然就来源于所有粒子全同导致的交换对称. 所以, 在经典极限下, 全
同这个量子的性质将保留下来. 这个因子, 吉布斯为了解决混合熵的问题已经在量子力
学之前引入, 这里从量子力学引入更为自然. 但是, 对于这个全同的因子, 实际上有更为
深刻的含义, 我们在后续适当时候将会讨论这个问题.
从玻尔兹曼, 费米, 波色分布出发, 可以进一步讨论系统的各种热力学性质. 但是,

这些分布仅仅限于近独立粒子系统 (粒子之间的相互作用几乎可以忽略的系统). 在建立
了统计力学的一般理论后, 我们将把这些结果作为特例推导出来, 同时利用与热力学联
系的一般理论来处理这些问题.

1.16 玻尔兹曼分布的应用

这一节讨论几个玻尔兹曼分布应用的例子.

例题 1.7. Barometer formula(气压计公式)

解：

在山顶上或高原上, 会发现水煮沸不需 100˝ C, 沸点低于 100˝ C的原因是水的沸点
随大气压而变, 而大气压随高度增加而降低.
气体在地球的引力场中, 分子能量中有重力势能. 取海平面为势能零点. 则

ε =
1

2
mv2 +mgz

按玻尔兹曼分布, 速度在 vx Ñ vx + dvx, vy Ñ vy + dvy, vz Ñ vz + dvz, 位置在
x Ñ x+ dx, y Ñ y + dy, z Ñ z + dz 范围内的粒子数为

dN =
N

Z
e´

β
2 mv2´βmgz dvx dvy dvz dxdydz

从上式可以得出空气压力随 z的变化. 前面没有考虑势能 mgz时, 已经由麦克斯韦分布
得出气体压强

P =
1

3
n ¨m

@

v2
D
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其中 n为气体数密度. 若考虑 mgz, 在固定的高度 z时, 按类似方法可以得到：

P (z) =
1

3
n(z) ¨m

@

v2
D

注意, 这里假定不同高度 z的温度 T相同, 故分子速度分布相同, 仅密度随 z而改变.
n(z) „ e´βmgz

设 n(z) = ce´βmgz, 则海平面处气体分子密度为 n0 = n(0) = c, 故

n(z) = n0e´βmgz

所以

P (z) =
1

3
n0e´βmgz ¨

@

mv2
D

= n0e´βmgz(kT ) = P0e´βmgz (1.16.1)

这就是气压计公式.
因为不同的气体分子质量不同, 例如氧为 32u, 氢为 2u, 氧分子质量为氢分子质量

的 16倍, 同样质量的气体中氢的分子数比氧多. 如果欲求两种气体密度相同的高度, 则
nO2

(z1) = nH2
(z)

n0e´βmH2
gz = n0e´β¨16mH2

gz1

即

z ą z1

可见质量越大的分子分布在高度低的地方越多, 有点像重的东西沉在下面, 轻的东
西浮在上面. 这是由玻尔兹曼分布决定的. 质量大的分子倾向于势能相对低的地方, 也
是离心机工作原理. 惯性离心力的势能是 ´m

2
ω2r2, r越大势能越低. 重的分子趋向于势

能低的地方, 集中到 r大的位置, 这样离心机就能把不同质量的分子分离开来.

例题 1.8. 固体分子振动能量

解：

固体中, 每个分子 (或原子) 有确定的平衡位置, 并围绕平衡位置做振动. 取分子的
平衡位置为原点, 若分子在平衡位置附近的振动较小, 距平衡位置较近, 一个分子的势能
函数可以近似表示为抛物线. 于是分子总能量

ε =
1

2
mv2 +

1

2
kr2
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按玻尔兹曼分布公式, 分子速度在 vx Ñ vx + dvx, vy Ñ vy + dvy, vz Ñ vz + dvz, 位置
在 x Ñ x+ dx, y Ñ y + dy, z Ñ z + dz范围的概率

dP =
dN
N

=
1

Z
e´

β
2 mv2´

β
2 kr2 dvx dvy dvz dxdydz

=
1

Z
e´

β
2 m(vx

2+vy
2+vz

2)´
β
2 k(x2+y2+z2) dvx dvy dvz dxdydz

能量平均值：

xεy =

ż (
m

2
v2 +

1

2
kr2
)
dP =

3

2
kT +

3

2
kT = 3kT

例题 1.9. 气体分子的转动能量

解：

多原子分子可以绕对称轴 x轴转, 或绕对称轴 y轴转, 甚至可以绕 3个轴旋转, 例如
NH 3分子. 其能量为

ε =
1

2
mv2 +

1

2

2(3)
ÿ

i=1

Iiω
2
i (1.16.2)

当然也有的分子无转动, 例如氦分子 (即氦原子). 分子有转动时

dN =
N

Z
e

´
β
2 mv2´ 1

2β
ř

i
Iiωi

2

dvx dvy dvz
ź

i

dωi

为速度在 vx Ñ vx + dvx, vy Ñ vy + dvy, vz Ñ vz + dvz, 角速度在 ω1 Ñ ω1 + dω1,
ω2 Ñ ω2 + dω2 ¨ ¨ ¨ 范围内的分子数. 容易看出：

B

1

2
Iωi

2

F

=
Am

2
vx

2
E

=
1

2
kT

由前两个例题, 固体分子包括振动能量为

ε =
1

2
mv2 +

1

2
kr2

气体分子计及转动能量为

ε =
1

2
mv2 +

1

2

ÿ

i

Iiωi
2

从形式上看 ε均为二次项求和

ε =

f
ÿ

α=1

1

2
kαQα

2
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则系统能量的平均值

xεy =
f

2
kT

这个结果为能量匀分原理. 其中 f为相空间坐标数. 所谓相空间就是原子、分子为确定
其运动状态所需的坐标组成的空间. 能量均分原理也可以直观地表述为能量中每个变量
的平方项的平均值为 1

2
kT .

例题 1.10. 电介质和顺磁介质

解： 极化分子对电场的响应可以近似为电偶极矩 p = ql的响应. 如果处在外电场 E中,
势能为

U = ´p ¨ E = ´pE cos θ (1.16.3)

相应地, 若一磁矩在外磁场中, 势能是

U = ´µ ¨ H = ´µH cos θ (1.16.4)

式中 µ为磁矩, 其定义与电偶极矩类似. 由 (1.16.3)及 (1.16.3)式可见外场使电 (磁)偶
极子方向倾向于与外场方向一致：θ = 0时, U = ´pE cos θ 极小. 设外场在 z方向, 则按
玻尔兹曼 (Boltzmann) 公式, 偶极矩在相对外场方向 θ, φ 方位的分子数为：

dN =
N

Z
eβpE cos θ sin θdθdφ

下面来求电极化强度 (Polarization). 每单位体积总电偶极矩

P = n xpzy , n(为单位体积分子数)

先求配分函数, 由

N =

ż

dN =
N

Z

ż

eβpE cos θ(´d cos θ)dφ =
N

Z

4π

βPE
sinh(βPE)

得到

Z =
4π sinh(βpE)

βpE

若讨论的是磁介质, 可将 p, E改为 µ, H, 余均同. 于是玻尔兹曼公式为

dN =
N

4π

βpE

sinh(βpE)
eβpE cos θ sin θdθdφ

现在可以求 xpzy ：

xpzy =
1

N

ż

P cos θdN =
1

4π

βpE

sinh(βpE)

ż

p cos θeβpE cos θ(´d cos θ)dφ
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上述积分有两种做法, 一种方法即通常的分部积分法. 另一种方法是：令积分

I =
1

E

d
dβ

ż

eβpE cos θ(´d cos θ) = 1

E

d
dβ I

1

(上面 φ 部分可单独积出, 不考虑) 而 I 1 在求 N(Z)时已做过. 将结果代入 xpzy , 得
到：

xpzy = p

[
coth(βpE) ´

1

βpE

]

P = n ¨ xpzy = np

[
coth(βpE) ´

1

βpE

]
类似的, 对于顺磁介质, 每单位体积总磁矩

M = nµ

[
coth(βµH) ´

1

βµH

]
(1.16.5)

上式方括号中的函数叫做朗之万函数 [Langevin function]. 上述即朗之万的顺磁介质
(电介质)理论. 下面我们来看函数 L(x) = cothx´ 1

x
的形状. 从双曲余切函数 cothx入

手, 其特性为
x Ñ 0, cothx Ñ

1

x
+
x

3

x Ñ 8, cothx Ñ 1

故
x Ñ 0, L(x) Ñ

x

3
Ñ 0

x Ñ 8, L(x) Ñ 1 ´
1

x
Ñ 1

图 1.16.1: 朗之万函数
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函数曲线如图1.16.1所示. 由此可见, 当温度很低或 (电) 磁场很强时, 即 x很大时

xpzy « p, T Ñ 0 或 E 很大时

而当温度 T ( β) 一定且 H( E) 很低时, 即 x很小

P «
np2

3
βE

M «
nµ2

3
βH

(1.16.6)

电极化率 χE =
P

E
=
np2

3kT

磁极化率 χ =
M

H
=
nµ2

3kT

(1.16.7)

上式表明, 在电 (磁) 场不太强时电 (磁) 极化率与温度成反比. 在朗之万之前, 居里在实
验中已发现此规律, 故称之为居里定律.

现在发现很多磁介质的磁化率服从下列广义的居里定律

χ =
c

T +∆

磁介质有的与磁化率朗之万公式符合很好, 有的相差较小, 也有相差较大者. 为什么相
差较大？原因是未考虑偶极矩之间相互作用, 只考虑了外场对极矩作用. 若计及互作用
则有影响, 就可以解释.

例题 1.11. 固体中的缺陷分布 (肖特基 (Shottky) 缺陷)

解： 在晶体中, 由于热扰动, 个别原子可以积累足够的能量而离开晶格位置, 形成一种
空位式点缺陷, 这种缺陷成为肖特基缺陷. 我们来分析肖特基缺陷的密度与温度的关系.
设产生一个缺陷的能量为 ε, 晶体中产生了 n个缺陷, 缺陷的总能量为 E = nε. 与晶体
中的原子总数 N相比, n是一个很小的数目, 否则, 晶体就不可能存在了. 同时, 对于宏
观大小的晶体来说, n " 1. n个缺陷在 N个个点上的分布数为

W (n) =
N !

n!(N ´ n)!
«

(
N

n

)n

en

由玻尔兹曼分布, 出现 n个缺陷的概率正比于

P (n)9W (n)e´ nε
kT =

(
N

n

)n

en(1´ ε
kT )

令

Z(ε) =
8
ÿ

n=0

(
N

n

)n

en(1´ ε
kT )
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则, 缺陷的平均数为

xny =
1

Z

8
ÿ

n=0

n

(
N

n

)n

en(1´ ε
kT ) = ´kT

B lnZ
Bε

注意到 P (n)由两部分相乘得到, 一部分随 n快速增加, 而另一部分随 n快速衰减, 两者
相乘, 会在某个 n值附近形成一个宽度很小的峰值. 把对 n的求和写成

Z(ε) =
8
ÿ

n=0

en(1´ ε
kT +ln N

n )

设指数部分当 n = n0时取极大, 为求得 n0, 指数部分对 n求导并令其为 0, 得到

1 ´
ε

kT
+ ln N

n
´ 1 = 0

解得

n0 = Ne´ ε
kT

把指数部分在 n = n0展开至二阶项

n

(
1 ´

ε

kT
+ ln N

n

)
= n0 ´

1

2n0

(n´ n0)
2 + ¨ ¨ ¨

代入 Z的表达式, 并把求和换成积分, 得到

Z = en0
?
2πn0 = exp

(
Ne´ ε

kT +
1

2
ln(2πN) ´

1

2

ε

kT

)
于是

xny = ´kT
B lnZ

Bε
= Ne´ ε

kT +
1

2
= Ne´ ε

kT

上式最后一步略去了 1/2, 因其一般远小于前一项. 固体的结合能大致为平均每个原
子电子伏的量级, 肖特基缺陷的形成能量大致为 ε = 1 eV, 室温大致相当于 1

40
eV, 即

ε/kT „ 25, n
N

„ e´25 = 10´11, 所以常温下肖特基缺陷的密度非常低, 只有在温度较高
时, 才有较多的肖特基缺陷出现.

1.17 附录：斯特林公式

斯特林公式是统计物理中使用最多的数学公式之一, 依照精确程度, 这个公式可以
写为

lnN ! =N lnN ´N (1.17.1)

lnN ! =N lnN ´N +
1

2
ln(2πN) (1.17.2)
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lnN ! =N lnN ´N +
1

2
ln(2πN) +

1

12N
(1.17.3)

lnN ! =N lnN ´N +
1

2
ln(2πN) +

1

12N
´

1

360N3
+

1

1260N5
´

1

1680N7
+ ¨ ¨ ¨

(1.17.4)

对应的 N !的公式为

N ! =

(
N

e

)N

(1.17.5)

N ! =

(
N

e

)N ?
2πN (1.17.6)

N ! =

(
N

e

)N ?
2πN

(
1 +

1

12N

)
(1.17.7)

N ! =

(
N

e

)N ?
2πN

(
1 +

1

12N
+

1

288N2
´

139

51840N3
´

571

2488320N4
+ ¨ ¨ ¨

)
(1.17.8)

在统计物理中,通常只需要计算N !的对数,而N的数量级是 1023,所以,公式(1.17.1)的
精度已经足够. 如果需要计算 N !, 则至少要应用公式(1.17.6).

斯特林公式的证明, 在流行的《高等数学》教材中似乎没有给出, 大概在高等数学
课程中也不讲. 在《数学物理方法》课程中, 应该是在介绍 Γ函数时给予证明, 或者是
不加证明的给出结果. 例如, 在梁昆淼的《数学物理方法》第四版第 418 页, 给出了
公式(1.17.1), (1.17.2)和(1.17.5), (1.17.6). 郭敦仁的《数学物理方法》第 142 页有公
式(1.17.6)的证明. 吴崇试的《数学物理方法》第 194 页起证明了 Γ函数的渐进展开公

式, 给出了(1.17.4)式中的 1/N和 1/N2项, 利用此结果, 可以得到(1.17.3)式. 在龚昇的
《简明微积分》第四版第 454 页, 证明了如下公式

N ! =

(
N

e

)N ?
2πNe

θN
12N (1.17.9)

其中 0 ă θN ă 1是一个与 N有关的数. 王竹溪、郭敦仁的《特殊函数概论》的 3.12 和
3.13 节, 利用欧拉-麦克劳林级数, 给出了(1.17.4)的证明且得到了级数的一般项, 并由此
得到级数(1.17.4)是不收敛的, 仅为渐进级数. 菲赫金哥尔茨的《微积分学教程》第二卷
第 469 目, 用相同的方法得到了相同的结果.
这里, 参考 David Mermin 在 Am. J. Phys. 上的一篇文章, 试图用完全初等的方法

和物理问题的启发, 推出这个公式.
N !可以做如下变形

N ! =1 ¨ 2 ¨ 3 ¨ ¨ ¨N (1.17.10)

=
1

2
¨

(
2

3

)2

¨

(
3

4

)3

¨ ¨ ¨

(
N ´ 1

N

)N´1

NN (1.17.11)
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=

(
1

2

)1+ 1
2

¨

(
2

3

)2+ 1
2

¨

(
3

4

)3+ 1
2

¨ ¨ ¨

(
N ´ 1

N

)N´1+ 1
2

NN+ 1
2 (1.17.12)

(1.17.10), (1.17.11), (1.17.12)都是精确表示式. 式(1.17.11)和(1.17.12)可以继续变形为

N ! =
1

(1 + 1)1
¨

1(
1 + 1

2

)2 ¨
1(

1 + 1
3

)3 ¨ ¨ ¨
1(

1 + 1
N´1

)N´1
NN

=
1

(1 + 1)
1+ 1

2

¨
1(

1 + 1
2

)2+ 1
2

¨
1(

1 + 1
3

)3+ 1
2

¨ ¨ ¨
1(

1 + 1
N´1

)N´1+ 1
2

NN+ 1
2

即

N ! =NN 1
śN´1

j=1

(
1 + 1

j

)j (1.17.13)

=NN+ 1
2

1

śN´1

j=1

(
1 + 1

j

)j+ 1
2

(1.17.14)

当 j Ñ 8时,

lim
jÑ8

(
1 +

1

j

)j

= lim
jÑ8

(
1 +

1

j

)j+ 1
2

= e

把每一个
(
1 + 1

j

)j
和每一个

(
1 + 1

j

)j+ 1
2

换为 e, 我们就得到了 N !的如下近似公式

N ! =

(
N

e

)N

e (1.17.15)

=

(
N

e

)N

e
?
N (1.17.16)

(1.17.16)是比(1.17.15)更好的近似. 这是因为,
(
1 + 1

j

)j+ 1
2

比
(
1 + 1

j

)j
更接近于 e. 为了

看清这一点, 我们对 1
j
做泰勒展开.(

1 +
1

j

)j

=ej ln(1+ 1
j ) = e1´ 1

2j+
1

3j2
+¨¨¨

=e
(
1 ´

1

2j
+

7

12j2
+ ¨ ¨ ¨

)
(
1 +

1

j

)j+ 1
2

=e(j+ 1
2) ln(1+ 1

j ) = e1+
1

12j2
+¨¨¨

=e
(
1 +

1

12j2
+ ¨ ¨ ¨

)
这里, 与前式相比, 第一阶修正项是 1

j2
, 而且系数又是一小量 1

12
, 当 j比较大时, 此修正

项远小于前式的第一阶修正项 1
2j
. 所以, 在把每一个

(
1 + 1

j

)j+ 1
2

用 e取代时, 带来的误



1.17 附录：斯特林公式 61

差更小一些. 接下来, 我们将使用(1.17.14), 把(1.17.16)作为最低阶近似, 以求得更好的
近似表达式. (1.17.15)和(1.17.16)均为比(1.17.5)更好的近似式, 但比不上(1.17.6). 事实
上, (1.17.16)已经非常接近(1.17.6)了, 这只要注意到 e = 2.7, 与

?
2π = 2.5相差很小,

而(1.17.6)和(1.17.16)都有最重要的
?
N这一项. 现在, 把(1.17.14)式改写为

N ! =
NN+ 1

2

eN´1

ś8

j=N

(1+ 1
j )

j+1
2

e

ś8

j=1

(1+ 1
j )

j+1
2

e

上式分母是一常数, 我们把它记为 eC, 分子上的联乘与 N有关, 我们把它记为 KN , 即

1
?
C

=
1

e

8
ź

j=1

(
1 + 1

j

)j+ 1
2

e

KN =
8
ź

j=N

(
1 + 1

j

)j+ 1
2

e

利用这两个数 C和 KN ,

N ! =

(
N

e

)N ?
CNKN (1.17.17)

先看 KN ,

lnKN =
8
ÿ

j=N

[(
j +

1

2

)
ln
(
1 +

1

j

)
´ 1

]
上式求和号中的表达式有一个隐含的对称性, 为看到这一点, 我们把它做一点改写(

j +
1

2

)
ln
(
1 +

1

j

)
=

(
j +

1

2

)
ln j + 1

j
=

(
j +

1

2

)
ln
(
j + 1

2

)
+ 1

2(
j + 1

2

)
´ 1

2

上式在
(
j + 1

2

)
换为 ´

(
j + 1

2

)
时不变, 即为

(
j + 1

2

)
的偶函数. 当 N比较大时, j ě N也

比较大, 上式中求和号中对 1
(j+ 1

2 )
展开, 得到

lnKN =
8
ÿ

j=N

[
1

12
(
j + 1

2

)2 +
1

80
(
j + 1

2

)4
+

1

448
(
j + 1

2

)6 +
1

2304
(
j + 1

2

)8 + ¨ ¨ ¨

] (1.17.18)

因为对称性, 这个展开只有偶数项. 为估计 lnKN的值, 考虑积分
ż 8

N

f(x)dx =
8
ÿ

j=N

ż j+1

j

f(x)dx

把 f(x)在 x = j + 1
2
处展开

f(x) = f

(
j +

1

2

)
+ f 1

(
j +

1

2

)(
x´ j ´

1

2

)
+

1

2
f2

(
j +

1

2

)(
x´ j ´

1

2

)2

+ ¨ ¨ ¨
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这样就有

ż 8

N

f(x)dx =
8
ÿ

j=N

f

(
j +

1

2

)
+

1

24
f2(j) +

1

1920
f (4)

(
j +

1

2

)
+

1

322560
f (6)

(
j +

1

2

)
¨ ¨ ¨

(1.17.19)

把 f(x) = 1
x8代入(1.17.19)式, 得到

8
ÿ

j=N

1(
j + 1

2

)8 =
1

7N7
+O(

1

N9
)

把 f(x) = 1
x6代入(1.17.19)式, 得到

1

5N5
=

8
ÿ

j=N

1(
j + 1

2

)6 +
7

4

8
ÿ

j=N

1(
j + 1

2

)8 +O(
1

N7
)

即
8
ÿ

j=N

1(
j + 1

2

)6 =
1

5N5
´

7

4

8
ÿ

j=N

1(
j + 1

2

)8 +O(
1

N9
)

=
1

5N5
´

1

4N7
+O(

1

N9
)

把 f(x) = 1
x4代入(1.17.19)式, 得到

1

3N3
=

8
ÿ

j=N

1(
j + 1

2

)4 +
5

6

8
ÿ

j=N

1(
j + 1

2

)6 +
7

16

8
ÿ

j=N

1(
j + 1

2

)8 +O(
1

N9
)

由此得到

8
ÿ

j=N

1(
j + 1

2

)4 =
1

3N3
´

5

6

8
ÿ

j=N

1(
j + 1

2

)6 ´
7

16

8
ÿ

j=N

1(
j + 1

2

)8 +O(
1

N9
)

=
1

3N3
´

1

6N5
+

7

48N7
+O(

1

N9
)

把 f(x) = 1

(x+ 1
2)

2代入(1.17.19)式, 得到

1

N
=

8
ÿ

j=N

1(
j + 1

2

)2 +
1

4

8
ÿ

j=N

1(
j + 1

2

)4 +
1

16

8
ÿ

j=N

1(
j + 1

2

)6 +
1

64

8
ÿ

j=N

1(
j + 1

2

)8 +O(
1

N9
)

由此可得

8
ÿ

j=N

1(
j + 1

2

)2 =
1

N
´

1

4

8
ÿ

j=N

1(
j + 1

2

)4 ´
1

16

8
ÿ

j=N

1(
j + 1

2

)6 ´
1

64

8
ÿ

j=N

1(
j + 1

2

)8 +O(
1

N9
)

=
1

N
´

1

12N3
+

7

240N5
´

31

1344N7
+O(

1

N9
)
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把上面的结果代入(1.17.18)式, 最后求得

lnKN =
1

12N
´

1

360N3
+

1

1260N5
´

1

1680N7
+O(

1

N9
)

现在确定常数 C, 利用沃利斯公式, 可以求得 C = 2π. 这里, 我们利用一个更加物理的
方法来确定这个常数. 为此, 考虑如下问题, 如果有 N个球 (假定 N为偶数), 放到两个
盒子里, 第一个盒子中放 N1个, 第二个盒子放 N ´N1个, 总共有多少种放法. 这个问题
的结果是

W (N1) =
N !

N1!(N ´N1)!

当 N1 =
N
2
时, 有最多的放法. 总的放法数为 2N , 所以, 由 N1标志的放法的概率为

P (N1) =
N !

2NN1!(N ´N1)!

N
ÿ

N1=0

p(N1) = 1

当 N非常大时, N1偏离
N
2
较大的概率 P (N1)非常小. 利用公式(1.17.17), 并取 KN = 1,

得到

P (N1) =
1

?
C
e(N+ 1

2 ) ln N´(N1+
1
2 ) ln N1´(N´N1+

1
2 ) ln(N´N1)´N ln 2

把指数上的因子在其极大值 N1 =
N
2
处展开到二阶得到

P (N1) =
2

?
CN

e´ 1
2 (N+1)( 2N1

N ´1)
2

当 N趋于无限大时, 归一化条件中的求和可以化为积分

1 =
N
ÿ

N1=0

p(N1) =

ż N

0

dN1p(N1)

因 N Ñ 8, N + 1换为 N , 做变量变换,

x =
2N1
?
N

´
?
N

ż N

0

dN1p(N1) =

c

1

C

ż

?
N

´
?
N

dx e´ 1
2x

2

在 N Ñ 8时, 上面的积分成为
c

2π

C

归一化条件要求上式为 1, 得到
C = 2π
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综合上述诸结果, 得到

N ! =
?
2πN

(
N

e

)N

e 1
12N ´ 1

360N3 + 1
1260N5 ´ 1

1680N7 +O( 1
N9 )

对上式取对数

lnN ! = N lnN ´N +
1

2
ln(2πN) +

1

12N
´

1

360N3
+

1

1260N5
´

1

1680N7
+O(

1

N9
)

为了对这些公式得精度有一个感觉, 我们给出若干数字, 括号内为相对精度的数量
级.

n = 5

lnn! =4.7874917428

公式(1.17.4) =4.7874917424 (8 ˆ 10´11)

公式(1.17.3) =4.7875 (5 ˆ 10´6)

公式(1.17.2) =4.77 (3 ˆ 10´3)

公式(1.17.1) =3.0 (4 ˆ 10´1)

n! =120

公式(1.17.8) =119.99997 (3 ˆ 10´7)

公式(1.17.7) =119.99 (1 ˆ 10´4)

公式(1.17.6) =118 (2 ˆ 10´2)

公式(1.17.5) =21 (1 ˆ 100)

n = 10

lnn! =15.104412573076

公式(1.17.4) =15.104412573075 (5 ˆ 10´14)

公式(1.17.3) =15.104415 (2 ˆ 10´7)

公式(1.17.2) =15.096 (5 ˆ 10´4)

公式(1.17.1) =13.0 (1 ˆ 10´1)

n! =3628800

公式(1.17.8) =3.62879997 ˆ 106 (1 ˆ 10´8)

公式(1.17.7) =3.6287 ˆ 106 (3 ˆ 10´5)

公式(1.17.6) =3.60 ˆ 106 (1 ˆ 10´2)

公式(1.17.5) =0.45 ˆ 106 (1 ˆ 100)
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n = 100

lnn! =363.739375555563490144080

公式(1.17.4) =363.739375555563490144079 (2 ˆ 10´24)

公式(1.17.3) =363.739375558 (8 ˆ 10´12)

公式(1.17.2) =363.738 (2 ˆ 10´6)

公式(1.17.1) =360.5 (9 ˆ 10´3)

n! =9.33262154 ˆ 10157

公式(1.17.8) =9.3326216 ˆ 10157 (1 ˆ 10´8)

公式(1.17.7) =9.332618 ˆ 10157 (3 ˆ 10´7)

公式(1.17.6) =9.32 ˆ 10157 (1 ˆ 10´3)

公式(1.17.5) =0.37 ˆ 10157 (1 ˆ 100)

n = 105

lnn! =1.051299221899121865129278108206110855249344523148121381 ˆ 106

公式(1.17.4) =1.051299221899121865129278108206110855249344523148121380 ˆ 106 (8 ˆ 10´55)

公式(1.17.3) =1.051299221899121865129280 ˆ 106 (3 ˆ 10´24)

公式(1.17.2) =1.051299221898 ˆ 106 (8 ˆ 10´12)

公式(1.17.1) =1.051293 ˆ 106 (6 ˆ 10´6)

n! =2.824229 ˆ 1045673

公式(1.17.8) =2.82425 ˆ 1045673 (1 ˆ 10´5)

公式(1.17.7) =2.82425 ˆ 1045673 (1 ˆ 10´5)

公式(1.17.6) =2.82425 ˆ 1045673 (1 ˆ 10´5)

公式(1.17.5) =3.6 ˆ 1045670 (1 ˆ 100)

1.18 习题

1. 分别对于一维, 二维和三维无限深方势阱, 求出其前几个 (5–10 个) 能级的简并度
(即相同能级对应的状态数) 和能量态密度.

2. 分别利用固定边界条件和周期性边界条件计算一维, 二维和三维单粒子处于硬盒
子内运动时的态密度.
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3. 一维简谐振子的能级为

En =

(
n+

1

2

)
h̄ω, n = 0, 1, 2, ...

试由此计算其态密度.

4. 光子的能量和波矢 k 之间的关系为 ε = h̄ck, 这里 h̄ 是普朗克常数, c 为光速. 计
算光子处于体积 V = L3 内时的态密度.

5. 相对论粒子的能量和动量的关系是

ε =
a

m2c4 + c2p2

若粒子处于 V = L3 的盒子内, 由周期性边界条件, 动量可取值

p =
h̄2π

L
(nx, ny, nz)

计算相对论粒子的态密度. 试讨论非相对论极限 (p ! mc) 和极端相对论极限
(p " mc) 的结果.

6. 解定态薛定谔方程, 三维简谐振子的能级为

Enx,ny,nz
=

(
nx + ny + nz +

3

2

)
h̄ω, nx = 0, 1, 2, ...;ny = 0, 1, 2, ...;nz = 0, 1, 2, ...

试求出前几个能级的简并度和其态密度.

7. 对于宏观系统, 可以取系统为体积 V = L3 的立方体, 则单粒子态可以用 k =

2π
L
(nx, ny, nz) 来标志.

(1), 试证明, 对于单粒子态的求和可以写成积分形式
ÿ

k

f(k) =
V

(2π)3

ż

d3kf(k)

(2), 若单粒子能级为 ϵ = h̄2k2

2m
, 且 f(k) = f(k) 只于 k 的大小有关, 则上述积分可

以进一步简化为对能量的积分
ş

D(ϵ)dϵf(ϵ), 试计算态密度 D(ϵ).

(3), 在极端相对论情形下, 单粒子能级 ϵ = h̄ck, 其中 c 为光速, 请重复 2 的计算.

8. 在对粒子做经典描述时, 认为粒子的状态由 (r,p) 给定, 考虑到量子修正, 可以认
为一个状态占据相空间的 h3 体积, 这里 h 是普朗克常量, 于是, 相空间一个体积
元 d3rd3p 中包含的状态数为

dµ =
d3rd3p

h3
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设系统的哈密顿量为 H(r,p), 试证明态密度 D(ε) 可以写为

D(ε) =
dµ
dε =

1

h3

ż

δ(ε´H(r,p))d3rd3p

利用这个公式,试计算相对论粒子的态密度. (相对论粒子的哈密顿量H =
?
c2p2 +m2c4),

这里 c 为光速, m 是粒子的质量. 分别给出极端相对论极限 (m Ñ 0) 和非相对论
极限 (p ! mc) 情形下的极限结果.

9. 证明如下积分公式

In ”

ż 8

0

x2ne´ax2dx =
1 ¨ 3 ¨ ¨ ¨ ¨ (2n´ 1)

2n+1an

c

π

a

I0 =

ż 8

0

e´ax2dx =
1

2

c

π

a

10. 计算如下积分
ż 8

0

x

ex + 1
dx

ż 8

0

x3

ex ´ 1
dx

11. 给出如下积分的结果
ż

řn
i=1 x2

i ď1

dx1dx2 ¨ ¨ ¨dxn

并对 n = 1, 2, 3 验证其正确性.

12. 若三个变量 x, y, z 满足方程 f(x, y, z) = 0, 试证明(
Bx

By

)
z

(
By

Bz

)
x

(
Bz

Bx

)
y

= ´1

以及 (
Bx

By

)
z

=
1(

By
Bx

)
z

这里的下标指明求导数时保持不变的变量.

13. 有四个变量 x, y, z, u, 满足方程 f(x, y, u) = 0, g(y, z, u) = 0, 试证明(
Bx

By

)
z

=

(
Bx

By

)
u

+

(
Bx

Bu

)
y

(
Bu

By

)
z

14. * 考虑一谐振子, 其哈密顿量为

H =
1

2
p2 +

1

2
q2 =

1

2
(x ¨ x)

证明任意一条能量为 E 的相空间的轨迹 x(t), 在等能面 Γ(E) 各个区域出现的平

均时间相等.
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15. * 考虑两个线性耦合的谐振子,

H =
1

2
(p21 + p22 + q21 + q22 + q21q

2
2)

根据正则坐标的初始相位和幅值写出相空间迹线 x = (p1, p2, q1, q2). 证明在等能
面上存在任何迹线 x(t) 都不能到达的区域.

16. 由内能 E 出发, 可以定义其它热力学势如下

亥姆霍茨自由能 F = E ´ TS

吉布斯自由能 G = F + PV

焓 H = E + PV

广势函数 ΩG = F ´ µN

等, 其微分分别是

dE = TdS ´ PdV + µdN

dF = ´SdT ´ PdV + µdN

dH = TdS + V dP + µdN

dG = ´SdT + V dP + µdN

dΩG = ´SdT ´ PdV ´Ndµ

在热力学极限下 (宏观物体), 热力学势 E,H, F , G, ΩG 以及 S, V , N 都是广延量,
而 P , T , µ 是强度量. 由此可以得到所谓 Gibbs-Duheim 关系：

E = TS ´ PV + µN

由此可进一步得到

G = µN ΩG = ´PV

(1), 试证明 Gibbs-Duheim 关系并得到关于 G 和 ΩG 的结果.

(2), 试直接由广延量的性质出发, 证明

G = µN ΩG = ´PV

17. 试证明 (
Bµ

BN

)
T,V

= ´
V 2

N2

(
BP

BV

)
T,N
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18. 设有一系统, 其内能 E, 熵 S, 粒子数 N , 和体积 V 之间满足如下方程：

E = constN
(
N

V

)d

exp
[
dS

NkB

]
(a) 证明对于任意 d, 该系统满足理想气体定律, .

(b) 求出绝热方程 PV γ = const 中的系数 γ, 以及系统的摩尔热容量 CP 和 CV .

19. 把 N 个完全相同的球放入 g 个盒子, N ă g, 如果每个盒子里最多可以放入一个
球, 试求有多少种方式.

20. 把 N 个完全相同的球放入 g 个盒子, 如果每个盒子里放入球的数目不受限制, 试
求有多少种方式.

21. 试由 Maxwell 分布计算平均速率 xvy, 最可概速率 vmp, 方均根速率
a

xv2y.

22. 把 N 个可分辩的球放入两个盒子, 每一种放法作为一个微观状态.

(a), 证明总的微观状态数为 Ω = 2N . 如果 N = 4, 列出每一种微观状态.

(b), 若在一个盒子放入 N1 个球, 另一个放入 N ´ N1 个球, 求出其微观状态数
Ω(N1), 并证明

N
ÿ

N1=0

Ω(N1) = Ω = 2N

(c), 设 N " 1, 求出使 Ω(N1) 取极大的 N1 = N1.

(d), 分别对于 N = 10, N = 100, N = 10000, 计算 N1 ´ ∆ ď N1 ď N1 +∆ 范围

内的微观状态数与总微观状态数之比. ∆ 可选为 0.1N .

(e), 如果 N = 2 ˆ 1023, ∆ = 10´10N1, 试计算 N1 ´ ∆ ď N1 ď N1 +∆ 范围内的

微观状态数与总微观状态数之比.
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第二章 系综理论及其初步应用：经典统

计

2.1 统计系综

目前, 关于平衡态统计物理, 主流的看法是建立在一个假定之上的, 这个假定就是等
概率假定. 为了说清楚这个假定, 需要做一些准备工作. 建立这个假定的基础是统计系
综, 关于这一点, 作者本人实际上并不完全认可. 这一章我们将逐步为此做准备, 并最后
给出统计系综理论. 在此过程中, 我们将在表述和论证的同时, 给出作者本人的看法.

统计物理研究的对象是由大数粒子构成的宏观系统. 粒子数 N 很大, 是一个趋于无
穷大的数, 这一点在后面的推导和论证中将反复用到. 对于一个宏观系统, 我们能够测
量的, 往往是其宏观的物理量, 而且测量也不是瞬时完成, 总会有一段测量的时间间隔.
无论被测物体是处于平衡还是非平衡状态, 测量总是要持续一段时间的. 为了得到较为
确切的测量结果, 待测性质在这个测量的时间间隔内的变化应该很小, 以致于可以视为
不变, 否则, 测量就没有意义.

我们用一个简单例子说明这一点. 设想在带有刻度的量杯里倒满水, 我们希望测量
水的温度和体积. 如果测量的时间间隔是几秒, 依据常识, 我们能够得到确切的温度和
确切的体积. 尽管严格说来, 在几秒钟的时间内, 温度和体积都发生了微小变化, 更严格
一点, 因为温度是个平衡态的概念, 所以, 这杯水的温度并没有定义. 这样, 就带出来了
另一个问题, 如何定义热平衡态?

当测量一个宏观系统的某个宏观物理量时, 例如测量过程在时间间隔 t0 ă t ă

t0 + τ内完成, 其中 τ是一个宏观短而微观长的时间间隔. 所谓宏观短, 是指在这个时间
间隔内, 系统的宏观物理量还没有发生任何可观测的变化；所谓微观长, 是说从微观角
度看, 在该时间间隔内, 系统的微观运动状态已经发生了很大的变化. 对于经典体系, 表
明系统的代表点己经在相空间中有了很大的移动. 如果我们要测量的宏观物理量的微观

71
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对应为 A (q, p), 宏观量的测量值实际上是这一段时间中微观量 A (q, p)的平均值

A (t) =
1

τ

ż t+τ

t

dtA (q (t) , p (t)) (2.1.1)

这个表达式虽然物理意义十分明确, 但是实际上并不能给出任何有意义的结论. 原因非
常简单, 对于一个由 1023个分子构成的宏观系统, 要计算出它的相轨道几乎是完全不可
能的. 为此, 可以把上面的平均问题换为另一个等价的问题. 如果跟随系统的相轨道, 在
一个微观上足够长的时间内, 系统的相轨道有足够的长度, 可以每隔一个微观的小的时
间间隔 ∆t 在相轨道上取一个点, 作为系统在这一个小的时间间隔上所处状态的代表.
对于每一个这样的点, 我们想象克隆一个系统, 并且使此系统处于该相点对应的微观状
态. 这样就可以想象制造出很多个系统, 这些系统的宏观约束条件是完全一样的, 但微
观状态不同. 这样的一个系统的集合可以称为系综. 如果这里描述的构造在实际上可行,
在构造系综的同时也就得到了系综中各个系统处于一个给定的微观状态附近的概率. 这
一概率可以用一个概率密度 ρ(q, p) 来表示, 如果把 ρ(q, p)作为初始概率密度, 并让其随
时间演化, 则可以得到 t时刻的概率密度 ρ (q, p, t). 它的物理意义是: ρ (q, p, t) dpdq 代
表在时刻 t, 相空间中的点 (q, p)附近的相体积元 dpdq内系统代表点出现的概率. 概率
应归一化, 即:

ż

dpdq
N !h3N

ρ(p, q, t) = 1

引进了系综的概念和系综中系统的分布 ρ(q, p, t), 物理量的平均值可以写为

xA (t)y =

ż

ρ (q, p, t)A (q, p)
dpdq
N !h3N

(2.1.2)

上式中的 N !来源于全同粒子的交换不产生新的状态, h3N来源于每个微观状态需占据
h3N这样一个 “体积”. 这两个因子均来源于量子效应.
这样, 在每一个瞬时 t, 有大量（M) 个系统, 这些系统处于完全相同的宏观条件下,

各自处于不同的微观状态, 并按照动力学方程随时间演化.
随着时间的演化, 相点各自分别在自己的相轨道上运动. 沿着任一相轨道, 相点的

密度不随时间变化, 即 ρ(p, q, t)满足刘维定理.
dρ
dt = 0

上述定理可以从系综的定义加上哈密顿正则运动方程加以证明, 由于总的相点数目是守
恒的, 把相点的运动看作是粒子流在相空间的流动, 则连续性方程成立, 即

Bρ

Bt
+ div(ρv) = 0 (2.1.3)

这里

vα =

$

&

%

q̇α, α = 1, 2, ¨ ¨ ¨ 3N

ṗα´3N , α = 3N + 1, 3N + 2, ¨ ¨ ¨ 6N
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考虑相空间的一个闭合区域, 其中相点减少数是 ´ B
Bt

ş

ω
ρdVP , 流出的相点数为

ű

s
ρv ¨ dSP , 这里, dVP和 dSP分别表示相空间的体积元和面积元. 因相点的数目守恒,
有

¿

s

ρv ¨ dSP = ´
B

Bt

ż

ω

ρdVP (2.1.4)

即
ż

B

Bt
ρdVP +

ż

div(ρv)dVP = 0 (2.1.5)

上式对任意区域都成立, 从而
Bρ

Bt
+ div(ρv) = 0 (2.1.6)

把上式展开,
Bρ

Bt
+ ρdivv +∇ρ ¨ v = 0

这里, 坐标和动量是相空间的点的坐标, 而速度则是位于相空间此处的相点的速度, 由哈
密顿运动方程确定,

q̇i =
BH

Bpi
ṗi = ´

BH

Bqi

由上式得到
3N
ÿ

i=1

[
Bq̇i
Bqi

+
Bṗi
Bpi

]
= 0 (2.1.7)

由此可知

divv = 0

即相点构成一个不可压缩的流体. 利用这个结果得到

dρ
dt =

Bρ

Bt
+

3N
ÿ

i=1

[
Bρ

Bqi
q̇i +

Bρ

Bpi
ṗi

]
= 0 (2.1.8)

注意到

∇ρ ¨ v =

[
Bρ

Bqi

BH

Bpi
´

Bρ

Bpi

BH

Bqi

]
= tρ,Hu (2.1.9)

则
dρ
dt =

Bρ

Bt
+ tρ,Hu = 0 (2.1.10)

这样就证明了刘维定理.
刘维定理表明, 只要给定某一时刻 t0的 ρ(q0, p0, t0), 则任一时刻的 ρ(q, p, t)便可确

定. 这里仔细分析一下 dρ
dt = 0的确切含义. ρ(q, p, t)是相空间的坐标和时间的函数, 在每

个给定时间, 它给出整个相空间中相点的密度分布. 这里的 (q, p)表示的是相空间中的

一点. 相空间中代表各个系统的相点随时间运动, 如果考察固定在 (q, p)点的一个相体



74 第二章 系综理论及其初步应用：经典统计

积元, 则相点在运动中可以进入或离开这个体积元. 另一方面, 如果跟随位于这个体积
元内的相点的运动, 则下一时刻, 这个体积元内的相点移动到附近的一个体积元内. 这
些相点的速度由哈密顿正则方程确定, 位于 (q, p)处的相点的速度就是 (q̇, ṗ), t时刻位于
(q, p)的相点, 在 t+ dt时刻移动到 (q + q̇dt, p+ ṗdt)点, 在新的点的 ρ与移动前的 ρ之差

是

ρ(q + q̇dt, p+ ṗdt, t+ dt) ´ ρ(q, p, t) =
Bρ

Bt
dt+ Bρ

Bq
q̇dt+ Bρ

Bp
ṗdt = dρ

dt dt

所以, 这里的 dρ
dt指的是相空间中某个点跟随相轨道运动, 在这个相点附近相点密度的变

化, 因 dρ
dt = 0, 所以, 沿着相轨道, ρ 在运动中不变. 即若跟随相点运动, 将看到相点的密

度为常数.
如果系统处于平衡态, 则 ρ必不显含时间, 只能是 (q, p)的函数, 即 Bρ

Bt
= 0 或:

tρ,Hu = 0

上式表明, 平衡态的概率密度函数 ρ是一个运动积分, 只能是系统的哈密顿 H和其它运

动积分如系统的总动量 P 总角动量 M的函数. 若系统是宏观静止的, 则 ρ只能是哈密顿

H的函数, ρ = ρ(H), 如果系统是孤立的, 则系统的动力学状态只能存在于相空间的能量
曲面 H = E上, 曲面以外的 ρ = 0.
在上个世纪初, 物理学家们倾向于认为概率分布密度 ρ (q, p, t)可以由力学的方法得

到. 事实上, 从经典力学出发, 可以得到 ρ (q, p, t)所满足的方程: 刘维方程, 并由此出发
可以讨论一些问题, 但是, 这个方程的求解是极端困难的. 沿着这样一个方向, 很多非常
聪明的物理学家做了很多工作, 各态历经问题是这一方面的杰出代表. 如果假定系统是
各态历经的 (Ergodic Hypothesis), 就可以对平衡态概率密度的具体形式给出推断. 这
个假说的一个直观的粗略表述就是: 代表系统的相点可以到达宏观约束条件下允许的相
空间的每一点的一个很小的邻域. 直观地说, 系统的宏观条件允许的每一个微观状态基
本上都是可以达到的. 但是, 这个假定似乎并不总是成立, 现在, 已经证明了一些系统确
实是各态历经的, 而一些系统则不是. 而且, 能够证明的, 都是一些相对来说比较简单的
系统. 对于统计物理研究的系统, 由于其非常复杂, 要证明系统是各态历经或不是各态
历经都极端困难. 另外, 完成各态历经的时间可能会非常长, 甚至远远超出宇宙的年龄.
另一方面, 由于很多非线性动力系统表现出混沌性质, 这种性质预示着经典动力学系统
包含有内在的随机性, 这更增加了从力学基本原则出发去处理大量粒子构成的系统的统
计问题的困难.
另一个相关的假定是混合假定, 这似乎是一个比各态历经更容易接受, 也较多接受

的假定. 这个假定的粗略表述就是相空间相点的初始分布能够非常快的变形到几乎遍
布整个可达到的相空间, 同时保持体积不变. 一个形象地比喻就是初始的分布如一团面,
这团面的演化过程如拉面一样拉成遍布可抵达空间的面线. 对于非常简单的情况, 即可
以找到满足混合假定的系统, 也可以找到不满足混合假定的系统.
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由于上述原因, 我们更加倾向于认为平衡态统计物理需要引进自己的假设, 而不是
直接从力学出发. 玻尔兹曼等科学家的工作为此奠定了坚实的基础, 而系统化的表述则
分别由美国物理学家吉布斯 (Gibbs) 和德国著名物理学家爱因斯坦先后独立做出. 目
前, 我们可以清楚地表述统计物理的基本假定, 这个假定非常简单和直观. 从这个假定
出发, 对于一系列的平衡态统计物理问题, 都得到了正确的结果. 为了清楚地表述这一
重要的基本假定, 先引进几个关于系综的概念. 如前所述, 系综就是处于同样宏观条件
下的, 大量的相同系统的集合. 系综中的每一个系统所处的宏观条件是完全相同的, 但
在全同的宏观条件下, 系统可以处于不同的微观状态. 不同的宏观条件给出不同的统计
系综, 最常用的有如下四种. 第一种是微正则系综, 系综中的每一个系统的能量 E, 粒子
数 N和体积 V是给定的. 这样的系统也称为孤立系统, 因为系统和外界之间没有能量,
粒子数的交流, 相对于外界来说, 是孤立的. 第二种系综是正则系综, 组成正则系综的系
统的粒子数 N和体积 V是给定的, 但能量可变, 系统可以和外界交换能量, 假定外界处
于给定的温度 T , 且外界比系统大的多, 这样, 系统的温度也固定为 T . 这样的系统称为
闭合系统. 第三种是巨正则系综, 组成巨正则系综的系统的体积固定, 能量和粒子数都
可变. 系统可以和外界交换能量, 也可以交换粒子, 而固定的是温度 T和化学势 µ. 在这
个系综中, 粒子的产生和湮灭也是允许的. 第四种是 T– P系综, 或等压系综, 组成等压
系综的系统, 其温度和压强以及粒子数给定, 系统的能量, 体积可变. 等压系综在理论处
理中用的不多, 但在模拟计算中用的比较多, 在模拟中, 有时候在给定压强下计算体积的
平均值要比在固定体积下计算压强来的方便.

统计物理的正确性已经得到大量实验的验证. 当然, 这并不是说研究各态历经理论
是完全没有意义的. 实际上, 这个领域近年来还相当活跃. 它的研究将有助于澄清统计
物理的许多基础问题, 这显然是重要的. 做为这个课程, 我们的重点将放在统计物理本
身的理论和应用上, 将不会过多地讨论统计物理的基础问题, 有兴趣的同学可以参考相
应的书籍和文章.

2.2 微正则系综, 统计物理的基本假定

先考虑微正则系综, 即由多个孤立系统所对应的系综 (系综中的系统之间是否需要
有相互作用？), 当系统达到平衡时一切宏观物理量都不依赖于时间, 所以概率分布密度
也与时间无关. 系统的能量是守恒的, 所以系统的代表点一定在其能量曲面上. 即便如
此, 系统仍然能够达到非常大量的微观态. 对于这个系综, 引进统计物理的基本假定如
下:

对于一个孤立系统构成的系综, 系统处于每一个可能的微观态的概率相同.
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这个假定也称为等概率原理. 根据这个假定, 微正则系综的概率密度可以写为

ρ(q, p) = Cδ(H(q, p) ´ E) (2.2.1)

这里 C是常数, 由归一化条件决定. 这里的能量 E是宏观量, 所谓能量确定, 是在宏观
意义下的确定. 在微观层面, 在例如单个分子的能量这个尺度上, E并不是固定值, 而是
有一个变化范围. 在物理层面, 一个孤立系统总是通过某种隔离墙来实现的, 这个起隔
离作用的物体必然会影响系统, 使得系统中与墙碰撞的分子获得或失去能量, 所以, 在分
子层次上的能量确定实际上是做不到的；在理论层面, 能量和时间受不确定关系的限制,
对于宏观观察时间, 这个关系对能量的限制在宏观层面完全可以不予考虑, 但在微观层
面, 能量的不确定范围可能远大于能级间距. 这也就意味着, 宏观上给定的能量 E在微

观上实际上是一个能量范围, 在此范围内包含了巨大数目的能级. 为了方便在理论形式
上处理这种微观上和宏观上的巨大差距, 假设系统的能量存在于一个小的能量区间内,
这个区间的大小为微观能量尺度. 对于宏观系统, 理论结果与这个能量范围的大小无关.
这样概率分布密度成为

ρ (p, q) = C, E ´ ∆ ď H (p, q) ď E (2.2.2)

而在其他能量区域为 0. 这里, 在 ∆的合理选择下, 所得的结果与 ∆无关. 通常, 我们假
定 E/N ă ∆ Î E, 且 ∆与 N无关, 其数量级大致为平均每个粒子的能量. À 等概率假

定不限于经典系统, 对量子系统也将做同样假定.
在经典情形, 在能壳 [E ´ ∆, E]之内, 系统的微观状态数为

Ω(E) =
1

N !h3N

ż

E´∆ďH(p,q)ďE

dpdq (2.2.3)

如果粒子可以分辨, 上式中的因子 N !似乎应当去掉, 但实际上不能去掉, 否则会导致熵
计算的问题. 若每个粒子局域在确定的区域内, 则 N !因子应该去掉. 在适当的地方, 将
通过一些例子来说明此事.
再引进一个微观状态数, 即系统的能量小于 E的总状态数

Σ(E) =
1

N !h3N

ż

H(p,q)ďE

dpdq (2.2.4)

在 ∆ ! E/N的条件下Á, 有

Ω(E) =
BΣ(E)

BE
∆ ” ω(E)∆ (2.2.5)

À 这个假定过于苛刻, 后面将看到, ∆甚至可以等于 E, 但在得到某些公式时, 甚至需要更为苛刻的假定.
Á 在前述 E/N ă ∆ ! E条件下, 不能得到(2.2.5), 考虑到一般而言 Σ(E) „ EαN (理想气体的 α = 3

2
), 可以得到

(见本章习题)

Ω(E) = C
BΣ(E)

BE

(
eα∆/ϵ

´ 1
)

其中 c和 α为数量级是 1 的数, ϵ = E
N

. 若 ∆ „
?
Nε, 则 eα∆/ϵ ´ 1的数量级是 eα

?
N , 对于熵贡献

?
N量级的项, 所

以不影响熵及其他统计热力学的结果.
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这里, 定义
ω(E) =

BΣ(E, V,N)

BE

Ω(E, V )是系统的能量和体积的函数, 与此相联系, 定义一个重要的物理量：系统的熵
S (E, V,N)为

S (E, V,N) = k lnΩ(E, V,N) (2.2.6)

其中 k = 1.38 ˆ 10´23 J/K是玻尔兹曼常数. 显然, lnΩ与 lnω之差为 ln∆, | ln∆|的数

量级最多为 lnN , lnΩ的数量级是 N , 故可以略去. 从而, 在最多相差 lnN量级的条件
下, lnΩ = lnω, À Σ(E)和 ω(E)的关系是

Σ(E) =

ż E

ω(E)dE =
ÿ

E

ω(E)∆

一般 ω(E)中最大的一项是 E取最大值的项, 于是可得

ω(E)∆ ă Σ(E) ă Eω(E)

取对数并略去 lnN量级的项, 得到 lnΣ(E) = lnω(E). 这样, 准确到 lnN的量级, 有

S = k lnΩ(E) = k lnω(E) = k lnΣ(E)

在实际计算时, 可以视方便利用其中的任一公式. 能够得到上述结论的核心原因是因为
N非常大, 使得能量的球壳的体积与整个球的体积几乎相等.Á

为了对于系统的微观态数目有个概念, 我们来计算一下由 N个单原子分子组成的理

想气体的微观态数目. 系统的哈密顿量可以写成

H =
ÿ

i

p2i
2m

因此系统的微观态数目 Ω(E, V )作为粒子数 N , 系统能量 E和体积 V的函数为

Ω(E, V,N) =
BΣ(E, V,N)

BE
∆, ∆ Ñ 0

而 Σ(E, V,N)可以由下列积分算出:

Σ(E, V,N) =
1

N !h3N

ż

H(p,q)ďE

d3Npd3Nq

À 因 Ω与 ω的量纲不同, 合理的说法应该是 ln Ω = ln (ωE), 不过在实际计算时, 总是要略去 ln N量级的项, 所以上
述说法并不影响实际应用.

Á 考虑一个半径为 R的 n维球的体积和其一个厚度为 r ! R的球壳的体积之比

ΩnR
n

Ωn(Rn ´ (R ´ r)n)
=

1

1 ´
(
R´r
R

)n
当 n Ñ 8, 因 R´r

R
ă 1,

(
R´r
R

)n
Ñ 0, 则球与球壳的体积之比趋于 1.
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对 q的积分给出 V N , 而对于 p的积分是 3N维空间中半径为
?
2mE的球的体积.

Σ(E, V,N) =

(
V

h3

)N
(2πmE)

3N/2

N !
(
3N
2

)
!

由此得到

Ω(E, V,N) =
3N

2E

(
V

h3

)N
(2πmE)

3N/2

N !
(
3N
2

)
!

∆ (2.2.7)

由此可见, 微观态数目随系统的能量的增加非常快速地增长（请记住 N的量级是 1023左

右）.
注意到将单原子分子理想气体的微观态数目 (2.2.7) 代入, 并且利用 Stirling 公式,

就得到单原子分子理想气体的熵, 即著名的 Sackur-Tetrode 公式

S (E, V,N) = Nk ln
((

4πmE

3Nh2

)3/2
V

N

)
+

5

2
Nk (2.2.8)

其中己经忽略了诸如 ln
(
∆
E

)
和 ln

(
3N
2

)
的项. 由于粒子数 N的数量级非常巨大, 所以对

于一般的 ∆
E
, 其对数的大小都远远小于 N ; 同时, 正比于 lnN的项与正比于 N的项相比,

也可以忽略. 由这个例子我们发现,微正则系综的熵是一个广延量,正比于粒子数 N；同

时, 它对于微正则系综的能壳宽度 ∆的依赖趋于零.
若 ∆ =

?
Nε, 则

Ω(E, V,N) =
3N

2E

(
V

h3

)N
(2πmE)

3N/2

N !
(
3N
2

)
!

e 3
2

?
N

忽略掉
?
N的项, 得到熵的相同结果.

考虑两个系统, 分别称为系统 1 和系统 2. 原先它们各自是达到平衡的孤立系. 现
在, 让两个系统接触, 使它们之间可以交换能量, 但每一个系统的粒子数和体积仍然保持
不变. 如果将两个系统一起看成一个系统, 那么这个总系统的能量 E0是守恒的, 可以用
微正则系综描写,但是每一个子系统能量 E1和 E2 并不守恒. 也就是说, E0 = E1+E2是

一个守恒的常数. 这时总系统的微观态数目 Ω0, 就是两个子系统在各种可能的能量分配
下的微观态数目的乘积对各种分配求和

Ω0 =
ÿ

E1

Ω1 (N1, E1, V1)Ω2 (N2, E0 ´ E1, V2)

=
ÿ

E1

eS1(N1,E1,V1)/k+S2(N2,E0´E1,V2)/k
(2.2.9)

注意到在我们的定义中, 能量 E1和 E2分别只确定到 ∆E1和 ∆E2的区间, 总能量 E1 +

E2只确定到 ∆E1 + ∆E2的区间. 所谓给定 E1, 是指 E1处于 E1的一个 ∆E1的区间.
这样, 对于 E1的求和, 就不能理解为对于每一个 E1求和, 而应该是把能量 E划分为
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E/∆E1个子区间, 对于 E1的求和则对应于对这些子区间的求和. 所以, 上面的求和应更
确切地写为

Ω0 =

E/∆E1
ÿ

i

Ω1 (N1, E1i, V1)Ω2 (N2, E0 ´ E1i, V2)

=

E/∆E1
ÿ

i

eS1(N1,E1i,V1)/k+S2(N2,E0´E1i,V2)/k

(2.2.10)

这里, E1i为 E1取第 i个子区间中的任一值 (根据我们的假定, 能量只能确定到 ∆E1的精

度, 所以 E1取第 i个区间内任一值都是等价的). Ω1(E1)给出的, 是 E1附近 ∆E1范围内

的状态数. 注意到 ∆E1为 E/N的数量级, 是非常小的数, 所以, 上式可以写成积分形式

Ω0 =

ż E

´8

dE
∆E1

eS1(N1,E1i,V1)/k+S2(N2,E0´E1i,V2)/k (2.2.11)

注意, 在这里, 所谓无穷小的能量元 dE 远大于 ∆E1.
若子系统 1 的能量为 E1, 则系统的微观状态数为 Ω1(E1)Ω2(E0 ´E1), 由基本假设,

每个微观态出现的概率相等, 那么, 第一个子系统取能量为 E1的概率为

W (E1) =
Ω1(E1)Ω2(E0 ´ E1)

Ω0

经验告诉我们, 如果两个子系统都是宏观系统, 在达到平衡以后, 每个子系统的能量是非
常确定的, 并没有在很大的范围内涨落. 也就是说, 上述概率在一个最合适的能量分配
E1 = xE1y上有一个非常尖锐的极大值, 对应于宏观上观察到的状态, 而稍微远离这个能
量, 则概率急剧减小, 在宏观上根本看不到. 从宏观观察的角度来看, 达到平衡的子系统
具有相当确定的能量. 这个能量对应于 Ω1(E1)Ω2(E0 ´ E1)的极大值. 注意到

Ω1(E1)Ω2(E0 ´ E1) = e(S1(E1)+S2(E0´E1))/k

极大值的位置 xE1y由下式给出：(
BS1 (N1, E1, V1)

BE1

)
N1,V1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

E1=xEy1

=

(
BS2 (N2, E2, V2)

BE2

)
N2,V2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

E2=E0´xEy1

(2.2.12)

由此看到, 当两个任意系统达到平衡时, 它们具有相同的
(

BS(N,E,V )
BE

)
N,V
值. 由热力学

第零定律, 两个达到热平衡的系统具有相同的温度, 因此可以把这个量与温度联系起来,
定义温度为：

1

T
=

(
BS (N,E, V )

BE

)
N,V

(2.2.13)

后面将说明这样定义的温度和热力学温度是一致的.
由于概率的这个性质, 在计算总状态数的求和中, 只有 E1 = xE1y附近的贡献才是

最重要的. 也就是说, xE1y对应的是指数部分的极大值, 在计算上式的积分时, 可以使用
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最陡下降法近似. 为此, 把式（2.2.9) 的指数部分在 E1 = xE1y附近展开, 一阶导数等于
零, 二阶导数在 xE1y处的值为：

´
1

T 2

(
BT

B xE1y
+

BT

B xE2y

)
= ´

1

CV1
kT 2

´
1

CV2
kT 2

其中 xE2y = E0 ´ xE1y, CV1
=
(

BxE1y

BT

)
V1

和 CV2
=
(

BxE2y

BT

)
V2

分别是系统 1和系统 2的

定容热容量. 于是, 准确到二阶项, 并注意到被积函数在离开 xE1y时很快趋于 0, 积分限
可以扩充到 (´8,+8), 可以求得 Ω0为：

Ω0 = eS1(N1,xE1y,V1)/k+S2(N2,xE2y,V2)/k
1

∆E1

d

2πCV1
CV2

kT 2

CV1
+ CV2

而系统总的熵为

S0(N0, E0, V0) = S1(N1, xE1y , V1) + S2(N2, xE2y , V2) (2.2.14)

在得到上述结果时, 略去了 1
2
k ln 2πCV1

CV2
kT 2

(CV1
+CV2

)∆E2
1
这样的项. 这是因为这样的项与粒子数的

对数成正比, 而熵则与粒子数成正比, 对于宏观系统, 二者相差甚大. 这就证明了宏观系
统的熵具有可加性, 是广延量. 反过来, 对于宏观系统, 平衡时系统总的微观状态数可以
用两个子系统的微观状态数的乘积来表示

Ω0 = Ω1Ω2

也就是说, 在平衡的能量分配下, 两个子系统是统计独立的. 实际上, Ω0 = CΩ1Ω2, C是
数量级为 N的比例系数, 远远大于 1, 这里, 能够略去这样一个数量级为 N的大数, 是因
为 Ω是数量级为 aN的超大数, 取对数后, C给出 lnN量级的量, 远小于量级为 N的项,
完全可以略去. 我们可以非常一般的证明 C 的数量级最多为 N , 由

Ω0 =
ÿ

E1

Ω1(E1)Ω2(E ´ E1)

这里, 对于 E1的求和的间隔取为 ∆, E/N ă ∆ ! E, 于是求和中的总项数为 E
∆

„ N .
设 Ω1(E1)Ω2(E ´ E1)在 E1处取极大值 Ω1(E1)Ω2(E ´ E1), 则

Ω1(E1)Ω2(E ´ E1) ă Ω0 ă NΩ1(E1)Ω2(E ´ E1) (2.2.15)

于是有

Ω0 = CΩ1(E1)Ω2(E ´ E1)

C的数量级最多为 N .
对(2.2.15)两边取对数

lnΩ1(E1)Ω2(E ´ E1) ă S0 ă lnΩ1(E1)Ω2(E ´ E1) + lnN
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因 lnN ! N , 略去后有

S0 = k lnΩ1(E1)Ω2(E ´ E1) = S1 + S2

如果把两个已经各自达到平衡的系统放在一起, 且容许其交换能量, 则二个系统的
合成系统并非处于平衡态. 按照基本假定, 这两个系统的合成系统处在多个微观状态,
这些状态的每一个的概率均相等, 但另一方面, 二个系统的合成系统还有很多其他可以
到达的微观状态, 对于每一种宏观状态, 例如两个系统的一种确定的能量分配, 都对应很
多个微观状态, 因每个微观状态的概率相同, 平衡时出现最多的宏观状态是对应最多微
观状态的态. 对于宏观系统, 微观状态最多的宏观态的微观状态数远远大于其他宏观态
对应的微观状态数, 所以, 宏观测量到的, 就只有微观状态数最多的宏观态了. 当两个未
达到平衡的系统接触, 并能够交换能量时, 系统的演化将是趋向于微观状态数最多的宏
观态, 对应于熵的增加, 平衡态则是熵最大的宏观态. 这样一种考虑为熵增加原理. 接下
来我们给出更为一般的讨论.
如果把一个孤立系统划分为多个子系统, 每个子系统仍然是宏观的. 对于每个子系

统, 有一系列微观状态. 考虑第 a个子系统, 如果子系统能量为 Ea的每个微观状态出现

的概率为 wa(Ea), 子系统处于能量 Ea的态密度为
dΣa

dEa
, 那么, 子系统按照能量的分布密

度为

Wa(Ea) = wa(Ea)
dΣa

dEa

概率分布应归一化
ż

Wa(Ea)dEa = 1

对于宏观子系统, 实际上, Wa(Ea)有非常大的一个尖峰, 对应的能量是子系统的平均能
量, 在离开此尖峰后很快下降到可以忽略不计, 设 Wa(Ea)的极大对应的能量为 xEay, 可
以引进一个分布宽度 ∆Ea, 使得

Wa(xEay)∆Ea = 1

而子系统处于能量间隔 ∆Ea的微观状态数是

∆Σa =
dΣa

dEa

∆Ea

∆Σa(Ea)这个量称为子系统的统计权重. 对于子系统, 可以定义其熵为统计权重的对数
乘以玻尔兹曼常数 k. 由前面的分析可知, ∆Ea的数量级为

?
CV kT , 正比于

?
Na „

E?
Na

, Na是子系统粒子数. 这远大于引进微正则系综时引入的能量间隔 ∆E „ E
N
.

现在回到整个孤立系统, 由于每个子系统都是宏观系统, 子系统之间是统计独立的,
孤立系统的总的微观状态数是各个部分的微观状态数的乘积 (用下标 a表示子系统）

Ω =
ź

a

∆Σa
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也就是说, 闭合系统的熵是各个子系统熵的和.

S =
ÿ

a

Sa

熵增加原理：如果孤立系统没有达到平衡, 经验告诉我们, 系统将通过调节各个部
分的能量, 密度等最终达到平衡, 在这个调整过程中, 各个部分的状态数可能增加, 也可
能减少, 但是, 整个孤立系统的状态数总是增加的. 平衡状态是孤立系统的微观状态数
最多的状态, 也就是熵最大的状态. 系统趋于平衡的过程是熵增加的过程. 这些经验的
总结（或等概率假设的推论）归结为所谓熵增加原理：孤立系统的熵随时间增加或保持

不变. 平衡态对应于闭合系统熵极大的状态.
在前面的讨论中, 给出了统计物理中熵的定义：子系统的熵

Sa = k ln∆Σa

或孤立系

S = k lnΩ

这里 Ω是孤立系统在给定约束条件下的微观状态数, ∆Σa是子系统 a的统计权重. 从上
面的分析知道, 这两个定义是等价的. 定义的前提是我们讨论的系统处于平衡态. 为了
讨论熵增加过程, 必须把上面的定义推广到非平衡过程. 我们只讨论满足局域平衡的系
统, 而不涉及一般的非平衡系统. 设想把我们研究的系统划分为很多子系统, 每个子系
统应该足够大, 包含足够多的粒子, 能够被看成宏观系统；同时, 每个子系统也要足够小,
小到可以看成是自身处在平衡态. 如果能够做到这一点, 我们认为这是满足局域平衡的
系统. 由于每个子系统是宏观系统, 所以子系统之间的相互作用可以忽略不计. 在不太
长的时间内 (远小于整个系统的弛豫时间), 每个子系统可以看成是处于平衡态, 从而可
以定义子系统的熵. 在不太长的时间内, 相互作用只影响子系统界面处的粒子, 各个子
系统可以看成是统计独立的, 所以, 系统的总的微观状态数可以写成各个子系统的微观
状态数（统计权重）的乘积, 即

Ω =
ź

a

∆Σa

对上式取对数并乘以玻尔兹曼常数 k, 得到系统的熵

S =
ÿ

a

Sa

这样定义的熵就是非平衡系统的熵.
我们在比子系统的驰豫时间长的多的时间间隔来考察系统, 每个子系统可以看成处

于平衡态, 按照微正则系综, 其分布函数为

ρ(Ea)dEa = Cwa(Ea)Σa(Ea)dEa = Cwa(Ea)eSa/kdEa
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需要注意的是, wa(Ea)是由子系统的环境-在这里, 是其它子系统-确定的. 为了得到整个
系统的分布函数, 并不能把子系统的分布函数简单的乘起来, 而是要利用微正则分布的
假设：孤立系每个微观态等概率. 在统计独立的假定下, 对应于一组能量的分配 tEau,
其对应的微观状态数是各个子系统的微观状态数的乘积, 而这种分配的概率与其对应的
状态数成正比, 于是整个系统的分布函数成为

dρ = Cδ(E ´ E0)
ź

a

dΣa

dEa

dEa

= Cδ(E ´ E0)
ź

a

∆Σa

∆Ea

dEa

= Cδ(E ´ E0)eS/k
ź

a

dEa

∆Ea

= C 1δ(E ´ E0)eS/k
ź

a

dEa

在上式中, 我们依次用 ∆Σa

∆Ea
取代 dΣa

dEa
以及把 ∆Ea放入归一化常数中. 能够这样做的理由

是：相对于 eS/k,
ś

∆Ea随能量分配的变化是非常小的.
整个系统的平衡态对应于每个子系统的能量取其最概然值 xEay, 在此情况下, 分布

函数取极大值从而熵具有极大值. 如果整个系统处于非平衡态, 那么演化的结果将是总
能量在各个子系统之间调节, 使得总熵增加, 直至取得极大值.
为了以后的应用, 我们把熵增加原理推广到一般的热绝缘系统. 在这里, 系统和外

界之间没有热接触, 但系统的若干个参数可以改变, 例如, 系统的体积, 外加磁场, 外加
电场等可以改变. 在此情况下, 熵增加原理仍然是成立的. 在热力学范围内, 这是热力学
第二定律的结果. 在纯粹统计物理的意义下, 可以这样来理解：首先, 外参数的变化与系
统没有统计意义上的相互作用, 也就是说, 可以写出系统的哈密顿量, 哈密顿量通过外参
数而依赖于时间, 系统与外界的相互作用可以是力学的, 电磁的等等, 但不是统计意义上
的. 如果在统计意义下系统与外界有相互作用, 那么, 原则上也无法写出系统的哈密顿
量, 而必须把系统和外界看成一个更大的系统, 才能把系统的哈密顿量写出来. 在给定
的参数下, 设想系统已经达到平衡态, 此时的熵处于极大值. 如果改变外参量, 则系统相
对于新的外参量则为非平衡态, 而趋向平衡的过程熵必将增加, 直至达到新的外参数下
的极大值, 此时, 系统达到新的平衡.

2.3 准静态绝热过程

对于一个热力学系统, 如果不研究其变化过程, 仅仅局限于平衡态, 是没有意义的.
但是, 系统的任何变化必定会使系统离开平衡态, 经过一段时间, 系统在新的条件下达到
新平衡态. 系统达到平衡所需的时间称为弛豫时间, 其长短与系统的大小, 非平衡过程
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等有关. 如果使得系统的过程进行的足够慢, 改变系统状态的时间远大于弛豫时间, 那
么, 系统的每一步都可以近似看做处于平衡态, 这样的过程称为准静态过程. 在平衡态
热力学和统计物理课程中, 基本上只讨论准静态过程.
如果系统的改变通过改变某种与系统相互作用的外场来完成, 而没有热量的交换,

这样的过程为绝热过程. 在本讲义中, 除非特别说明, 所有的过程都是指准静态过程. 例
如, 通过缓慢移动活塞, 改变由绝热壁做成的气缸内的气体的体积, 就是绝热过程. 在绝
热过程中, 系统的熵不变, 因此, 绝热过程也可以称之为等熵过程.À

为了说明绝热过程中熵不变, 我们用一个参数 λ来标志外界与系统的相互作用, 这
种相互作用必须是非统计的相互作用（统计相互作用导致热传导）, 例如系统体积的改
变等. 显然, 在外场变化时, 熵的改变来源于外场的变化 dλ

dt , 在准静态下, dλ
dt是一个趋于

零的小量, 于是, 可以用它来展开熵的变化. 当参数 λ不变时, 熵也不变, 所以展开的 0阶

项为 0, 由于 dλ
dt可正可负, 而熵总是增加的, 所以, 一阶项也必须为零, 展开从第二阶开

始：
dS
dt = A

(
dλ
dt

)2

其中 A ě 0. 上式可以改写为
dS
dλ = A

dλ
dt

当过程进行的足够慢从而 dλ
dt趋于零时, 熵的变化也趋于零. 这就证明了绝热过程中熵不

变.
可以得到在绝热过程下纯粹由热力学计算统计平均值的公式. 考虑系统的哈密顿量

H(p, q, λ), 这里 (p, q)是系统的每个粒子的动量和位置, λ是一个参数, 表示系统与外界
的相互作用. λ随时间的缓慢变化给出外界作用下系统的绝热改变, 在分析力学中知道,
哈密顿量随时间的变化等于哈密顿量对于时间的偏导数

dH(p, q, t)

dt =
BH(p, q, t)

Bt

于是
dH(p, q, λ)

dt =
BH(p, q, λ)

Bλ

dλ
dt

系统的平均能量为

E(λ) = xH(p, q, λ)y

对于时间的导数与统计平均可以交换, 平均能量随时间的变化可以写为

dE
dt =

B

dH(p, q, λ)

dt

F

=

B

BH(p, q, λ)

Bλ

F

dλ
dt

À 绝热过程隐含假定了粒子数在过程中不变, 因为如果对系统加入和拿走粒子, 则这些粒子的加入或移除可以改变系统
的熵.
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上式中对于能量的偏导数的平均是在固定参数 λ下进行的. 另一方面, 能量的变化可以
写成另一种形式, 在绝热过程中, 系统的熵不变,

dE
dt =

(
BE

Bλ

)
S

dλ
dt

比较两个结果, 得到
B

BH(p, q, λ)

Bλ

F

=

(
BE

Bλ

)
S

作为一个例子, 考虑约束在体积 V中的流体. 在物理上, 压强是约束所研究的系统
的容器壁上单位面积所受到的力, 设系统的哈密顿量为 H(q, p, r), 这里 (q, p)是系统内

粒子的坐标和动量, r是容器器壁上一点的位置矢量. 这一形式表示, 如果在 r处的面元

有一个位移, 则系统的能量将发生变化. 系统对此面元的力由

F = ´
BH(q, p, r)

Br

给出. À

对上式取平均,

xF y = ´

B

BH(q, p, r)

Br

F

= ´

(
BE

Br

)
S

= ´

(
BE

BV

)
S

BV

Br
= ´

(
BE

BV

)
S

ds

在 r处对应于位移 dr的体积元为 dV = ds ¨ dr, 故 BV
Br

= ds. 在得到上式时, 利用了如
下考虑, 求平均是对 (q, p)的分布 ρ(q, p)进行的, 在微正则系综, 系统与外界没有能量交
换, 因此设想的面积元的位移是一个绝热过程, 在这个过程中, 系统的熵不变. 压强等于

P = ´

(
BE

BV

)
S

固定粒子数, 熵是能量和体积的函数：S = S(E, V ),

dS =

(
BS

BE

)
S

dE +

(
BS

BV

)
E

dV =
1

T
dE +

(
BS

BV

)
E

dV

À 例如, 容器壁 r处对粒子的作用力可以由如下势能函数表示

U =
ÿ

i

u(ri ´ r)

第 i个粒子受力

F i = ´
BU

Bri

= ´
Bu(ri ´ r)

Bri

=
Bu(ri ´ r)

Br

所有粒子受的合力为

F
1
=

ÿ

i

Bu(ri ´ r)

Br

粒子对于器壁的力为上述力的负值, r处受的力为

F t = ´F
1
= ´

ÿ

i

Bu(ri ´ r)

Br
= ´

BU

Br
= ´

BH(q, p, r)

Br
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对于绝热过程, dS = 0,
P = ´

(
BE

BV

)
S

= T

(
BS

BV

)
E

或
P

T
=

(
BS

BV

)
E

这就是微正则系综中计算压强的公式. 从而熵的微分成为

dS =
dE
T

+
P

T
dV

上式的一个更常见的写法是

dE = TdS ´ PdV (2.3.1)

若体积固定, 系统能量的改变只能是加热, 也就是说, TdS = đQ.
利用理想气体熵的公式 (2.2.8), 求导可得

1

T
=

3Nk

2E
, P = TNk

1

V

即

E =
3

2
NkT, PV = NkT

令 N = νN0, 其中 ν为系统的摩尔数, N0 = 6.0221415 ˆ 1023 mole´1为阿伏伽德罗

(Avogadro) 常数. 记 R = N0k = 8.314 Jmole´1 K´1为摩尔气体常数, 则上式改写为

PV = νRT (2.3.2)

这就是理想气体的物态方程.

2.4 统计物理的熵与热力学的关系

固定体积 V , 粒子数 N , 在准静态过程中, 能量的变化来自热量的传递, 由(2.3.1)

dE = TdS

此处, T是统计物理定义的温度, S是统计物理定义的熵. 能量 E在这里是给定的量, 与
热力学的能量（内能）对应. 在固定体积和粒子数时, 热力学第一和第二定律给出

dE = TTdST

这里用下标 T指明这些量是热力学的量. 根据前面的讨论, 统计物理定义的温度 T与热

力学定义的温度 TT的物理含义相同, 所以, 二者具有函数关系

T = f(TT )
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由

TdS = TTdST

得到
dS
dST

=
TT

f(TT )

热力学中的 ST是 TT的函数, 所以 TT

f(TT )
是 ST的函数, 这样, 求解上面的方程, 就能得到

S与 ST之间的关系（可能相差一个相加常数）. 这样, 就证明了前面所定义的统计熵与
热力学熵之间存在确定关系, 固定了熵 S也就固定了熵 ST , 从而,

P = ´

(
BE

BV

)
S,N

= ´

(
BE

BV

)
ST ,N

, µ =

(
BE

BN

)
S,V

= ´

(
BE

BN

)
ST ,V

即压强和化学势在统计和热力学意义下是相同的. 这样, 通过比较任意一个实际例子的
物态方程, 就能求得 T和 TT的关系. 例如, 对于理想气体, 热力学意义下的物态方程是

PV = νRTT

由统计力学得到的物态方程是

PV = NkT

比较得

TT =
Nk

νR
T

若选择 Nk = νR, 则 T = TT , S = ST , 这里 R是气体常数, 由实验测量确定, 1 摩尔中
包含的粒子数, 即阿伏伽德罗常数 N0也是由实验确定, 由 N0和 R, 就能定出玻尔兹曼
常数 kÀ, 这样, 统计的熵 S就完全确定了, 它与热力学熵完全一致, 且自动确定了热力学
的熵常数（通过热力学第二定律定义的熵只能确定到相差一个常数, 而熵常数由热力学
第三定律确定）. 在后面会看到, 统计力学定义的熵自动满足热力学第三定律.
这样, 只要求出了系统的微观状态数作为 E, V , N的函数, 就能得到熵, 从而通过求

导数便可以得到所有的热力学量.
另外一种定义熵的方式是

S = ´k
ÿ

i

ρi ln ρi (2.4.1)

式中 i对所有可以到达的微观状态求和, 显然, 在微正则系综的等概率假定下, 这个定义
与前面的定义完全等价. 同时, 可以证明, 等概率假设是上述熵取极大值的分布. 这可以
简单证明如下, 上式在归一化条件

ř

i ρi = 1的约束下, 对 ρi求导, 并令其为零, 得到

BS

Bρi
= ´k(ln ρi ´ 1 + λ) = 0

À 2018 年 11 月 16 日国际计量大会通过决议, 规定玻尔兹曼常数 k = 1.380649 ˆ 10´23 J/ K, 以此来定义温度的单
位 K；同时规定阿伏伽德罗常数 N0 = 6.02214076 ˆ 1023.
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其中, λ为拉格朗日系数. 解得
ρi = C(常数)

由归一化条件定出 C = 1
Ω
. 熵在此处的二阶导数为

B2S

BρiBρj
= ´k

1

ρi
δij = ´kΩδij

为一负定对角矩阵, 故 S为极大. 这样, 统计物理的基本假定也可以换为(2.4.1)定义的熵
取极大.

例题 2.1. 证明位力定理
B

xi
BH

Bxj

F

= δijkT

这里 xi 和 xj 为 pi 或 qi(i = 1, . . . , 3N) 之一.

解： 利用简化记号 dpdq ” d3Npd3Nq, 有
B

xi
BH

Bxj

F

=
1

Ω(E)

ż

E´∆ăHăE

dpdqxi
BH

Bxj
=

∆

Ω(E)

B

BE

ż

HăE

dpdqxi
BH

Bxj

注意到 BE/Bxj = 0, 上式的积分计算如下
ż

HăE

dpdqxi
BH

Bxj
=

ż

HăE

dpdqxi
B

Bxj
(H ´ E)

=

ż

HăE

dpdq B

Bxj
[xi(H ´ E)] ´ δij

ż

HăE

dpdq(H ´ E)

上式右边的第一个积分中变量 xi的上下限对应于 H ă E区域的边界, 在边界上有
H ´ E = 0, 所以积分为零. 把第二项代入前面的表达式, 并注意到 Ω(E) = ω(E)∆, 得
到

B

xi
BH

Bxj

F

=
δij
ω(E)

B

BE

ż

HăE

dpdq(E ´H)

=
δij
ω(E)

ż

HăE

dpdq = δij
ω(E)

Σ(E)

= δij
Σ(E)

BΣ(E)/BE
= δij

[
B

BE
lnΣ(E)

]´1

= δij
k

BS/BE

即
B

xi
BH

Bxj

F

= δijkT
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2.5 正则系综, 巨正则系综和等压系综

如果考虑一个孤立系统的一部分作为子系统, 这部分和系统的其余部分 (以下称为
环境) 可以交换能量, 因此, 这部分的能量是不确定的. 由这样的系统构成的系综为正则
系综, 正则系综中系统取特定能量的概率可以很方便的由等概率假设得到. 按照等概率
假设,孤立系统处于每个微观状态的概率相同,因此,子系统处于能量为 E的概率与此时

整个孤立系统的微观状态数成比例. 设整个系统的能量为 E0, 当子系统的能量为 E时,
其余部分的能量是 E0 ´E, 略去子系统与环境的相互作用, 子系统与环境之间统计独立,
整个系统的微观状态数为

Ω0 = Ω(E)Ωr(E0 ´ E)

下标 0代表子系统加环境, 下标 r代表环境. 于是, 子系统取能量 E的概率为

PC(E) = CΩ(E)eSr(E0´E)/k

常数 C由归一化条件决定. 其中 Sr(E0 ´ E) = k lnΩr(E0 ´ E). 假设热源很大, 所以一
定有 E0 " E. 因此, 可以对 E做级数展开

Sr(E0 ´ E) = Sr(E0) ´
BSr (E0)

BE0

E

利用前一节的结果, 上式中的偏微商是大热源的温度的倒数:

BSr (E0)

BE0

= β =
1

T

因此就得到系统处于能量为 E的某个微观状态的概率为

PC (E) =
1

ZC

Ω(E) e´ E
kT (2.5.1)

这就是著名的吉布斯正则分布. 其中, Ω(E)是系统的能量为 E时的微观状态数. 在这里,
把能量 E看做是连续的, 因此, 严格说来, Ω(E)是系统能量在 E附近 dE范围内的微观
状态数,

Ω(E) =
dΣ(E)

dE dE

而 dΣ(E)
dE 是系统的态密度. (2.5.1) 中的归一化常数 ZC由下式给出

ZC(T, V,N) =

ż

dE dΣ(E)

dE e´ E
kT =

ÿ

所有微观状态 s

e´ H
kT (2.5.2)

第二个等式改写为对微观状态的求和, 且把能量用系统的哈密顿代替, 这是因为哈密顿
的值一般就是能量, 而且是系统微观状态的函数, 其中求和遍及系统所有可能的微观状
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态. 函数 ZC (T, V,N)称为系统的配分函数 (partition function). 后面将证明, 配分函数
与热力学中自由能的关系是

F (T, V,N) = ´kT lnZC(T, V,N) (2.5.3)

在热力学中已经知道, 自由能是以特性变量 T , V , N 为变量的特性函数, 因此, 一旦得
到了系统的配分函数, 从而可以得到作为 T , V , N的函数的自由能, 那么, 系统的所有热
力学性质就确定了.
利用正则分布, 系统的平均能量为

xEy =
ÿ

E

EPC(E) =
1

ZC

ż

dEE dΣ(E)

dE e´βE = ´
B lnZC

Bβ
= ´T 2 B

BT

(
F

T

)
这是热力学中内能 E与自由能 F之间的关系. 能量的涨落为

@

(E ´ xEy)2
D

=
1

ZC

ż

dE(E ´ xEy)2
dΣ(E)

dE e´βE =
B2 lnZC

Bβ2
= kT 2CV

在下一章, 将从另一个角度证明 (2.5.3), 这里, 通过试图计算配分函数 ZC , 给出这
个关系式的一个推导. 对于一个宏观系统, 其能量的涨落是很小的, 也就是说, 系统的能
量偏离其平均值的概率非常小, 这表现为 (2.5.2) 中的被积函数在能量等于系统的平均
能量时为一个尖锐的极大值.

ZC(T, V,N) =

ż

dE dΣ(E)

dE e´ E
kT

在这里使用连续取值的 E, 因此, 只能考虑在能量 E附近一个间隔内的微观状态数, 而
不是精确的能量为 E的微观状态数. 系统取能量 E时, 在间隔 ∆E内的微观状态数是

∆Σ(E) =
dΣ(E)

dE ∆E

于是, 在此能量 E, 系统的熵为

S(E) = k ln (∆Σ(E)) = k ln
(
dΣ(E)

dE ∆E

)
其中 ∆E表示一个小的能量间隔. 利用上述关系, 配分函数成为

ZC(T, V,N) =

ż

dE 1

∆E
e´ E

kT +
S(E)

k =

ż

dE 1

∆E
e´ 1

kT (E´TS(E)) (2.5.4)

把被积函数的指数部分在极大值处展开. 因为被积函数为极大, 指数部分也是极大, 而
E ´ TS(E)为极小. 设 E = xEy时, E ´ TS(E) 取极小, 对 E ´ TS(E)求导并令其为零,
就可得到决定 xEy的方程

1 ´ T
dS(E)

dE = 0,
dS(E)

dE =
1

T

上式的解记为 xEy. À也就是说, 极值的能量对应于系统的温度与给定的环境温度相同,
À 用能量平均值的符号 xEy来表示极值方程的解, 下面会看到, 这个极值就等于平均能量 xEy.
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这个能量对应的概率最大, 称为最概然能量. E ´ TS(E)的二阶导数在 xEy点的值为

´T
d 1

T (E)

dE

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

E=xEy

=
T

T (E)

dT (E)

dE

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

E=xEy

=
1

CV T

其中, 1
T (E)

= BS(E)
BE

, CV = dxEy

dT 为系统的定容热容量. 于是,

E ´ TS(E) = xEy ´ TS(xEy) +
1

2

1

CV T
(E ´ xEy)

2

配分函数成为

ZC(T, V,N) = e´ 1
kT (E´TS) 1

∆E

ż

dEe´ 1
2

1
CV kT2 (E´xEy)2

= e´ 1
kT F

?
2πCV k T

∆E

其中

F (T, V,N) = xEy ´ TS (2.5.5)

定义为系统的亥姆霍茲自由能. 这样一种计算积分的方法称为最陡下降法, 或鞍点近似
方法, 是处理被积函数有尖锐极大的一类积分的有效方法. 在此近似下, 正则分布可以
写成

PC(E) =
∆E

?
2πCV k T

e´ 1
2

(E´xEy)2

CV kT2 ;

ż

dE
∆E

PC(E) = 1 (2.5.6)

即正则分布是能量的高斯分布, 分布宽度由定容热容量确定. 如果 CV有限, 这个结论就
是正确的, 在临界点, 热容量发散, 上述分布不再成立. 由此求得平均能量为最概然能量
xEy. 因二者相同, 下面不再区分最概然能量和平均能量, 并都用 xEy表示. 由高斯分布
的性质, 可以立即得到能量的涨落为

A

(E ´ xEy)
2
E

= kT 2CV (2.5.7)

利用 (2.3.1) 和(2.5.5), 可以得到

dF = d xEy ´ TdS ´ SdT = ´SdT ´ PdV

由此可得,
S = ´

(
BF

BT

)
V

, P = ´

(
BF

BV

)
T

对式 (2.5.5) 两边取对数, 得到

F = ´kT lnZC + kT ln
(?

2πCV kT

∆E

)
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注意到 F是一个与系统的大小（粒子数）成正比的量, CV正比于 N , 而第二项则正比于
lnN , 对于宏观系统, 可以略去这一项, 从而得到 (2.5.3)

F (T, V,N) = ´kT lnZC(T, V,N)

这一关系将在下一章以另外一种方式加以说明.
这里的讨论给出了一个计算自由能的思路：如果一个系统的微观状态数作为能量的

函数可以求得, 那么, 可以定义一个能量的函数 F ,

F = E ´ kT lnΩ

令上式对能量的导数为零, 可求得系统的平均能量 xEy, 带回原式得到系统的自由能, 通
过对自由能求导数, 就可以得到系统的所有热力学性质.
与此类似, 还可以讨论一个与大热源和大粒子源接触的系统的统计性质. 这时系统

可以与大热源和大粒子源交换能量和粒子数, 所以只有总能量 E0和总粒子数 N0是守恒

的. 如果我们感兴趣的是系统处在具有粒子数 N和能量为 E的微观状态的概率, 我们完
全可以仿照正则系综的讨论得到

PGC (E,N)9Ω(E,N)Ωr (E0 ´ E,N0 ´N) = Ω (E,N) eln Ωr(E0´E,N0´N)

由于 N0 " N , E0 " E, 可以将微观态数目的对数（熵）展开, 并利用关系

B lnΩr (E0, N0)

BE0

= β =
1

kT
, 或

BSr

BE0

=
1

T

B lnΩr (E0, N0)

BN0

= α = ´βµ = ´
µ

kT
, 或

BSr

BN0

= ´
µ

T

(2.5.8)

得到

PGC (E,N) =
1

ZG

Ω(E,N) e´βE´αN =
1

ZG

Ω(E,N) e´
(E´µN)

kT (2.5.9)

巨配分函数 ZG (T, V, µ)由归一化条件定出

ZG (T, V, µ) =
ÿ

N

ż

dE dΣ(E,N)

dE e´βE´αN =
ÿ

N

ÿ

s

e´βH´αN (2.5.10)

巨配分函数可以用正则配分函数表示出来，这只要注意到 N个粒子的正则配分函数为

ZC(N) =

ż

dE dΣ(E,N)

dE e´βE

则

ZG (T, V, µ) =
ÿ

N

ZC(N)e´αN (2.5.11)
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这个分布称为巨正则分布. 这里引入的量 µ称为系统的化学势, 其物理含义将在后面的
章节逐步阐明. 在热力学中, 通常用 T和 µ比较方便, 在统计物理中, 则 β和 α比较方便,
我们将不做严格的规定, 而是视问题的方便随时在这两套符号中切换, 在个别公式中, 可
能会出现两套符号混用的情况. 在巨正则系综, 粒子数的平均值为

xNy = ´

(
B lnΩG

Bα

)
β

(2.5.12)

粒子数的涨落为

A

(N ´ xNy)
2
E

= ´

(
B xNy

Bα

)
β

= kT

(
B xNy

Bµ

)
T

= ´ kT
xNy

2

V 2

(
BV

BP

)
T

=
xNy

2
kT

V
KT

(2.5.13)

能量的平均值为

xEy = ´

(
B lnZG

Bβ

)
α

(2.5.14)

能量的涨落为
A

(E ´ xEy)
2
E

= ´

(
B xEy

Bβ

)
α

= kT 2

(
B xEy

BT

)
α

(2.5.15)

这个公式表面上与正则系综中的对应公式非常像, 但实际上并不相同, 这里, 求导时保持
α不变, 而正则系综中保持不变的是粒子数, 对应于这里的平均粒子数 xNy. 为了与正则
系综的结果比较, 可以变换上式, 把 α不变转换到 xNy不变的情形.
把 xEy看成是 xNy和 T的函数, 而 xNy是 α和 T的函数. 这里及此后的运算中, 体

积 V恒定, 故不写出. 这样就有(
B xEy

BT

)
α

=

(
B xEy

BT

)
xNy

+

(
B xEy

B xNy

)
T

(
B xNy

BT

)
α

由

d xEy = TdS + µd xNy = CV dT +

(
µ´ T

(
Bµ

BT

)
xNy

)
d xNy

上式的第二个等式使用了 Maxwell 关系
(

BS
BxNy

)
T
= ´

(
Bµ
BT

)
xNy

. 由此得到(
B xEy

B xNy

)
T

= µ´ T

(
Bµ

BT

)
xNy

而 (
B xNy

BT

)
α

= ´

(
Bα

BT

)
xNy

(
B xNy

Bα

)
T

由

α = ´
µ

kT
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对 T求导 (
Bα

BT

)
xNy

= ´
1

k

(
1

T

(
Bµ

BT

)
xNy

´
µ

T 2

)
=

1

kT 2

(
µ´ T

(
Bµ

BT

)
xNy

)

由(2.5.13) (
B xNy

Bα

)
T

= ´

A

(N ´ xNy)
2
E

= ´
xNy

2
kT

V
KT

于是

@

(E ´ xEy)2
D

= kT 2

(
B xEy

BT

)
xNy

+

(
µ´ T

(
Bµ

BT

)
xNy

)2
@

(N ´ xNy)2
D

即

@

(E ´ xEy)2
D

= kT 2CV +
xNy

2
kT

V
KT

(
µ´ T

(
Bµ

BT

)
xNy

)2

(2.5.16)

与正则系综的能量涨落相比, 多了第二项, 这一项显然是粒子数的涨落带来的能量的涨
落.

类似于正则系综, 利用最陡下降法计算积分, 可以得到

ΩG = xEy ´ TS ´ µ xNy = ´kT lnZG (2.5.17)

这里 ΩG为广势函数, 其变量为 ( T , V , µ) 或 (β, V, α).

与讨论正则系综时类似, 注意到粒子数实际上非常大, 可以把对于粒子数的求和换
为积分, 这样, 巨配分函数就成为

ZG =

ż

dN
ż

dE
∆E

BΣ(E,N)

BE
∆Ee´βE´αN =

ż

dN
ż

dE
∆E

eS(E,N)/k´βE´αN

这里,

S(E,N) = k lnΩ(E,N) ” k ln
(

BΣ(E,N)

BE
∆E

)
是系统处于粒子数为 N , 能量为 E的宏观状态时的熵. 被积函数的极大值由 e指数上部
分的极大确定, 由一阶导数为零得到

BS(E,N)

BE
= β =

1

T
,

BS�E,N)

BN
= α = ´

µ

T

由上述方程, 即可求出极值对应的能量 xEy和粒子数 xNy. 把 e指数上的因子 S(E,
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N)/k ´ βE ´ αN在 (xEy , xNy)展开,

S(E,N)/k´βE ´ αN = S(xEy , xNy)/k ´ β xEy ´ α xNy

+
1

2k

[(
B2S

BE2

)
xEy,xNy

(E ´ xEy)2 + 2

(
B2S

BEBN

)
xEy,xNy

(E ´ xEy)(N ´ xNy)

+

(
B2S

BN2

)
xEy,xNy

(N ´ xNy)2
]

+ ¨ ¨ ¨

(2.5.18)
下标 xEy , xNy表示求导后, 用 E = xEy , N = xNy代入.

(
B2S

BE2

)
xEy,xNy

=

(
Bβ

B xEy

)
xNy

= ´
1

CV T 2

(
B2S

BEBN

)
xEy,xNy

= ´
1

T 2

(
BT

B xNy

)
xEy(

B2S

BN2

)
xEy,xNy

=
1

T

(
Bµ

B xNy

)
xEy

´
µ

T 2

(
BT

B xNy

)
xEy

=
1

T

(
Bµ

B xNy

)
T

+
1

T

(
Bµ

BT

)
xNy

(
BT

B xNy

)
xEy

´
µ

T 2

(
BT

B xNy

)
xEy

再利用 (
Bµ

B xNy

)
T

= ´
V 2

xNy
2

(
Bp

BV

)
T

= ´
V

xNy
2
KT

和(2.5.13), 得到(
B2S

BN2

)
xEy,xNy

=
1

T

(
Bµ

B xNy

)
xEy

= ´
V

xNy
2
TKT

´
1

T 2

(
µ´ T

(
Bµ

BT

)
xNy

)(
BT

B xNy

)
xEy

于是, (2.5.18) 可以写成

S(E,N)/k´βE ´ αN = ´
1

kT
(xEy ´ TS(xEy , xNy) + µ xNy)

´
1

2k

[
1

CV T 2
∆E2 + 2

1

T 2

(
BT

BN

)
E

∆E∆N

+

[
V

N2TKT

+
1

T 2

(
µ´ T

(
Bµ

BT

)
N

)(
BT

BN

)
E

]
∆N2

]
+ ¨ ¨ ¨

(2.5.19)

其中, ∆E = E ´ xEy, ∆N = N ´ xNy. 做变量变换, X = E + CV

(
BT

BxNy

)
xEy
N , 则

∆X = ∆E + CV

(
BT

BxNy

)
xEy

∆N , (2.5.19)变为

S(E,N)/k´βE ´ αN = ´
1

kT
(xEy ´ TS(xEy , xNy) xEy + µ xNy)

´
1

2k

[
1

CV T 2
∆X2 +

V

N2TKT

∆N2

]
+ ¨ ¨ ¨

(2.5.20)
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在得到上式时, 利用了如下关系

CV

(
BT

B xNy

)
xEy

= ´µ+ T

(
Bµ

BT

)
xNy

这只要注意到在体积固定时,

d xEy = TdS+µd xNy = CV dT+
(
µ+ T

(
BS

B xNy

)
T

)
d xNy = CV dT+

(
µ´ T

(
Bµ

BT

)
xNy

)
d xNy

第二步使用了 Maxwell 关系
(

BS
BxNy

)
T
= ´

(
Bµ
BT

)
xNy

, 即可得到.
这样, 巨配分函数可以求出为

ZG = exp
"

´
ΩG

kT

*
ż

dX 1

∆E
dNe´ 1

2kCV T2 ∆X2´ V
2N2kTKT

∆N2

= exp
"

´
ΩG

kT

*

2πNkT

∆E

c

CV TKT

V

其中 ΩG = E ´ TS + µN为与极值对应的广势函数. 对上式取对数, 注意到 ΩG是广延

量, 数量级为 N , 则略去数量级为 lnN的项之后, 就得到

ΩG = ´kT lnZG (2.5.21)

由上面的计算可得,巨正则分布是粒子数和能量与粒子数的线性组合X = E+CV

(
BT

BxNy

)
xEy
的

高斯分布

PGC(E,N) =
∆E

2π xNy kT

c

V

CV TKT

e
´ 1

2kCV T2

(
∆E+CV ( BT

BxNy)xEy
∆N

)2

´ V
2xNy2kTKT

∆N2

(2.5.22)
由这个分布立即得到平均能量和平均粒子数分别为 xEy 和 xNy, 即能量和粒子数的平
均值即为极值对应的最可概值, 而涨落为

@

∆N2
D

=
xNy

2
kTKT

V
@

∆X2
D

=CV kT
2

x∆X∆Ny =0

求出能量的涨落为

@

∆E2
D

= CV kT
2 +

(
µ´ T

(
Bµ

BT

)
xNy

)2

xNy
2
kTKT

V

与通过完整的巨正则分布所得结果(2.5.16)相同. 如果计算 E和 N的高阶矩, 则完整分
布的结果和近似结果有差别. 如果 CV和 (或）KT发散, 对应于临界点, 则这里的分析无
效, 需要考虑展开的更高阶项, 但关系式(2.5.21)仍然成立.
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对于理想气体, KT = ´ 1
V

(
BV
BP

)
T
= 1

P
, µ´ T

(
Bµ
BT

)
V,N

= 3
2
k = xEy

xNy
, 得到

A

(N ´ xNy)
2
E

= xNy

A

(E ´ xEy)
2
E

= kT 2CV +
xEy

2

xNy

利用 CV = 3
2

xNy k, 得到巨正则系综的能量涨落与正则系综的能量涨落之比为
A

(E ´ xEy)
2
E

G
A

(E ´ xEy)
2
E

C

=
5

2

最后, 介绍 T– P系综, 这是由给定温度, 压强和粒子数的系统构成的系综. 类似于
前面的讨论, 把研究的系统看成一个大的孤立系的一小部分, 系统的粒子数固定. 当系
统的能量为 E, 体积为 V时, 对应的孤立系统的微观状态数是

Ω(E, V )Ωr(E0 ´ E, V0 ´ V )

按照等概率假设, 系统取能量 E, 体积 V的概率是

PTP (E, V )9Ω(E, V )Ωr(E0 ´ E, V0 ´ V ) = Ω(E, V )eSr(E0´E,V0´V )/k

把环境的熵对于 E和 V展开

Sr(E0 ´ E, V0 ´ V ) = Sr(E0, V0) +

(
BS

BE

)
V

E +

(
BS

BV

)
E

V + ¨ ¨ ¨

= Sr(E0, V0) ´
1

T
E ´

P

T
V + ¨ ¨ ¨

略去高次项, 代入前式得到

PTP (E, V )9Ω(E, V )e´ E
kT ´ PV

kT

于是, 归一化的分布为

PTP (E, V ) =
1

ZTP

Ω(E, V )e´ E
kT ´ PV

kT =
1

ZTP

Ω(E, V )e´βE´βPV (2.5.23)

归一化常数 ZTP为

ZTP =
ÿ

V

ÿ

s

Ω(E, V )e´ E
kT ´ PV

kT

能量和体积均均为连续变量, 设想把体积从 0到 V以一小量 δV分段，能量以 ∆E分段，

则

ZTP =

ż

dE
∆E

dV
δV

Ω(E, V )e´ E
kT ´ PV

kT =

ż

dV
δV

ZC(T, V )e´ PV
kT (2.5.24)
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利用最陡下降法计算积分, 可以得到 (略去量级小于 N的项)

G = xEy ´ TS + P xV y = ´kT lnZTP (2.5.25)

这里, 平均能量 xEy和平均体积 xV y均是 T , P和 N的函数, 从而 G也是 T , P和 N的函

数. G称为系统的吉布斯自由能. 其微分为

dG = d xEy ´ d(TS) + d(P xV y) = ´SdT + xV ydP (2.5.26)

xV y =
1

ZTP

ż

dV
∆V

ÿ

s

V e´βE´βPV = ´

(
B lnZTP

B(βP )

)
β(

B xV y

B(βP )

)
β

= ´

A

(V ´ xV y)
2
E

即体积的涨落为
A

(V ´ xV y)
2
E

= ´

(
B xV y

B(βP )

)
β

= xV y kTKT (2.5.27)

类似巨正则系综, 能量的涨落为
A

(E ´ xEy)
2
E

=kT 2

(
B xEy

BT

)
βP

=kT 2

(
B xEy

BT

)
xV y

+ kT 2

(
B xEy

B xV y

)
T

(
B xV y

BT

)
βP

由

d xEy = TdS ´ Pd xV y = CV dT ´

(
P ´ T

(
BP

BT

)
xV y

)
dV

即 (
B xEy

B xV y

)
T

= ´

(
P ´ T

(
BP

BT

)
xV y

)
而 (

B xV y

BT

)
βP

= ´

(
B(βP )

BT

)
xV y

(
BV

B(βP )

)
T

= ´
1

T

(
P ´ T

(
BP

BT

)
xV y

)
A

(V ´ xV y)
2
E

即

A

(E ´ xEy)
2
E

= kT 2CV + kT

(
P ´ T

(
BP

BT

)
xV y

)2
A

(V ´ xV y)
2
E

(2.5.28)
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其中第二项为体积涨落导致的能量涨落. 对于理想气体, T
(

BP
BT

)
V,N

= P , 得到
A

(E ´ xEy)
2
E

= CV kT
2

与固定体积时相同.
除了临界点外, T ´ P分布同样也可以表示为高斯分布

PTP (E, V ) =
1

2πkT

1
a

CV T xV yKT

e
´ 1

2kCV T2

(
∆E+CV ( BT

BxV y)xEy
∆V

)2

´ 1
2xV ykTKT

∆V 2

(2.5.29)

ż

dEdV PTP (E, V ) = 1 (2.5.30)

在下一章将证明, 关系式 (2.5.3), (2.5.17) 和 (2.5.25) 在不能使用最陡下降法近似的情
况下也是正确的.
在前面的讨论中, 强调了系统的粒子数是宏观的, 但这一点并不必要, 对于正则系综

和 T– P分布, 研究的系统可以只包含一个粒子. 前提是这个粒子与环境的相互作用要
非常小, 小到相对于它自身的能量可以忽略. 也就是说, 粒子与环境的相互作用只是提
供了一个粒子与环境交换能量的途径, 整个系统的能量还能够写成粒子的能量与环境的
能量之和. 当然, 此时, 在计算配分函数时, 最陡下降法不再成立. 但是, 对于单个粒子,
其积分的重数很小, 可以用常规的方法计算. 在正则系综下, 如果考虑满足上述要求的
单个粒子处于一个温度恒定的环境下, 则这个粒子的能量分布为

W (ε)dε = 1

q
e´βεD(ε)dε (2.5.31)

以及按照状态的分布为

ρ(ε)9e´βε

这就是熟知的玻尔兹曼分布. 例如, 对于理想气体, ε = p2

2m
+ U(r), 其中 U(r)是粒子的

势能.
ρ(ε) =

1

q
e´β

(
p2

2m+U(r)
)

例题 2.2. 二能级系统和负温度

解：

考虑一个二能级系统. 系统由 N个粒子组成, 每个粒子只能处于二个能级之一, 设
这二个能级为 0和 ε,对应的简并度分别为 g0和 g1,若处于上下能级的粒子数分别为 N+
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和 N´, N+ +N´ = N , 则系统的微观状态数和能量分别为

Ω =
N !g

N´
0 g

N+

1

N+!N´!

E = N+ε

系统的熵

S = k lnΩ = k

(
N lnN ´N+ ln N+

g1
´N´ ln N´

g0

)
温度为

1

T
=

BS

BE
=

1

ε

dS
dN+

=
k

ε
ln N´g1
N+g0

=
k

ε
ln Nε´ E

E
+
k

ε
ln g1
g0

为简单起见, 考虑 g0 = g1的特殊情况. 当 E Ñ 0时, 几乎所有的粒子都处于下面的能级,
对应于温度 T Ñ 0, 随着在上能级的粒子数增加, 温度不断上升, 当上能级的粒子数为
N/2时, Nε ´ E = E, 温度为无穷大, 继续增加上能级的粒子数, 则 Nε ´ E ă E, 温度
为负, 在上能级的粒子数过半时, 温度经历从正无穷大到负无穷大的改变, 随着上能级粒
子数的继续增加, 温度的绝对值逐步减小, 并在所有粒子都到达上能级时趋于 0. 这个图
像对于 g0 ‰ g1也成立, 只是温度达到无穷大的粒子分布成为 N´

N+
= g0

g1
.

从上述分析可见, 负温度的出现是由于能级有上界, 粒子数的分布发生反转造成的.
显然, 负温度是比正温度更高的温度. 熵在两个能级的粒子数相同时最大.

2.6 另一种观点

马上庚认为, 统计热力学的基本假定可以归结为

S = k lnΩ(E, V,N)

而 Ω为系统的微观状态数, 是一个超大数, 而熵则为大数 (正比于 N). 所以, 问题就归结
到如何计算 Ω, 依照定义,À

Ω =
ÿ

s

δ(E ´H(s)) (2.6.1)

这里 s是微观态的标记. 由前面的讨论,

Σ(E) =
ÿ

s

θ(E ´H(s))

À 这样写对应的是 ω(E)，与 Ω(E)相差一个因子 ∆，前已说明，在计算熵时，二者之间没有差别。
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给出相同的熵 (差别最多为 lnN的量级). 于是, 我们还能够找到其他的计算规则. 上面
的定义和规则都是给定了系统的能量, 而能量不是一个容易控制的参量, 与此相应的温
度则更容易控制, 于是, 可以制定以 T为参数的计算规则.

(一): 定温法则
现在把 (2.6.1) 中的 δ(E ´H)改成

∆(E ´H) ” e´β(H´E) (2.6.2)

令

Ω(E) =
ÿ

s

∆(E ´H) (2.6.3)

β ą 0, 其值待稍后再定. 注意: 在 (2.6.1), 我们只对能量为 E的状态求和, 并取每个状态
的权重相同. 在 (2.6.3), 所有状态都被求和, 但不同状态有不同的权重. 每个状态的权重
和 e´βH(s)成正比. 表面上看来, (2.6.3) 的含义十分含糊.

∆(E ´H)和 δ(E ´H)当然不一样. 所以 Ω和 Ω也不一样, 它俩的关系是

Ω(E) =
ÿ

s

ż

dE1∆(E ´ E1) δ (E1 ´H(s))

=

ż

dE1Ω(E1) e´β(E1´E)

=

ż

dE1eS(E
1)/k´β(E1´E)

(2.6.4)

假设 BS(E1)/BE1 ą 0, 则 Ω(E1)随 E1剧增. E1为大数, 故 e´βE1
随 E1剧减. 因此 (2.6.4)

的积分函数为一尖峯, 其极大值可由

B

BE1
[S (E1) /k ´ β (E1 ´ E)] = 0 (2.6.5)

决定, 即 BS(E1)/BE1 = kβ. 现在选定

kβ =
1

T
”

BS(E)

BE
(2.6.6)

如此, 则 (2.6.4) 的积分函数的极大值在 E1 = E. 既然 S(E1), E1都是大数, 我们可用前
一节所用的方法来求这积分. 把 S(E1)展开, 只留到二次项:

Ω(E) « eS(E)/k

ż

dE2e´(E2)
2
/2K

E2 ” E1 ´ E

(2.6.7)

1

K
” ´

1

k

B2S

BE2
=

(
T 2 BE

BT

)´1

(2.6.8)
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因为 S, E, E1都和 N成正比, 所以 K也是, 并且 (2.6.7) 的积分函数是一尖峯, 其宽为
?
2πK9

?
N . 所以 E2积分的结果是

?
2πK, 因此

S(E) = k lnΩ(E) ´
1

2
k ln(2πK) (2.6.9)

lnΩ9N, lnK „ lnN (2.6.10)

所以, 只要 N很大, lnN可以略去,

S(E) = k lnΩ(E)

Ω(E) =
ÿ

s

e´(H(s)´E)/kT (2.6.11)

也就是说, ∆(E ´H)和 δ(E ´H)虽不同, 但只要 N很大, 它们就有完全一样的结果. 原
因是 ∆(E´H)大致切去了高能量的状态. 它虽不压抑低能量的状态 (反而增加其权重),
但低能量的状态为数太少, 因此眞正在 Ω(E)里起作用的是能量为 E左右的各状态. 在
(2.6.11) 中 T和 E的关系还得透过 (2.6.6), 这不大方便. 因为温度 T比较容易测定, 而能
量 E不容易, 所以最好把 E 消去, 把 T留下. 令

F = ´kT lnZC , ZC =
ÿ

s

e´H(s)/kT (2.6.12)

则从 (2.6.11) 可得
ZC « eS(E)/ke´E/kT

F = E ´ TS
(2.6.13)

这是定温热势能，当然就是亥姆霍茨自由能. S可以直接由微分得来. ZC叫作定温配分

函数.
(2.6.12) 的计算中, T是固定的. 所以, 这个求 F再求 S的方法叫做定温法则. 它和

以上的定能法则有一样的效果. 在计算过程中, 它比定能法则方便.
（二）: 限能法则
既然可以把 (13) 中的 δ(E ´ H)改成 ∆(E ´ H), 我们当然也可以把它改成 θ(E ´

H)也就是不计能量大于 E的形象. 证明很简单:

ÿ

s

θ(E ´H(s)) =

ż

dE1θ (E ´ E1)Ω (E1)

= eS(E)

ż E

0

dE1eS(E1)/k´S(E)/k

« eS(E)/k

ż 8

0

dXe´ X
T ´ X2

2K

(2.6.14)
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式中 X ” E ´ E1, K是由 (20) 定义. 所以, 只要 N很大,

S(E) = k ln
ÿ

s

θ(E ´H(s)) (2.6.15)

我们叫这计算步骤为限能法则, 这法则在某些计算中, 十分有用. 在一般讨论中也相当
有用.
（三）: 定压定温法则
以上的计算法则中, 我们已经假定物体的各状态都有一定的体积 V . 如果状态空间

包括了不同体积的状态, 则体积 V̂ (s)和能量 H(s)一样, 也成了状态 s的函数. 以上的各
法则的名字, 应加上定容二字. 例如定容定能法则. 计算式子也该改写一下. 例如 (13)
该写做

Ω(E, V ) =
ÿ

s

δ(E ´H(s))δ(V ´ V̂ (s))

S(E, V ) = lnΩ(E, V )

(2.6.16)

我们可以依样画葫芦, 把 δ(V ´ V̂ )改成

∆(V ´ V̂ ) ” e´p(V ´V̂ )/kT

P

T
=

BS(E, V )

BV

(2.6.17)

此地 P正好是物体所受的压强. T是温度. 如此我们可以得到定能定压法则. 我们可以
把 δ(E ´H)也同时换成 ∆(E ´H), 则得定温定压法则. 这两种法则的计算步骤和以上
的各法则相似, 读者可以自己推出, 作为练习. 在这里只提一下定温定压热势能，即吉布
斯自由能 G的定义:

G = ´kT lnZTP

ZTP =
ÿ

s

e´(H(s)+pV (s))/kT (2.6.18)

还是 (2.6.12) 的推广. ZTP为定温定压配分函数.
(2.6.13) 之推广为

G = E ´ TS + pV

S = ´

(
BG

BT

)
p

V =

(
BG

Bp

)
T

(2.6.19)

（四）: 开放法则
在以上诸法则中, 每个状态的分子总数假定为是一样的. 现在, 如果不同分子数的

状态也包括在状态空间内, 则分子数 N̂(s)也成了状态的函数. 以上的法则都在收集状态
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时用了 δ(N ´ N̂(s))以确定分子数为 N . 我们又可以沿例把 δ(N ´ N̂(s))换成

∆(N ´ N̂(s)) = e(N̂(s)´N)µ/kT

µ

T
=

(
BS(E, V )

BN

)
E

(2.6.20)

µ正是分子的化学势. 我们又可以依据写出一大堆法则来. 在此只提一下最常用的定温
开放法则, 熵可用以下式子求:

S(E,N) = ln Ω̃(E,N)

Ω̃(E,N) =
ÿ

s

e´(H(s)´µN̂(s)´E+µN)/kT (2.6.21)

这是 (2.6.11) 的推广. 这法则可以直接以 µ, T为定值来计算一个 定温开放热势能广势
函数 ΩG:

ΩG = ´T lnZG

ZG =
ÿ

s

e´(H(s)´µN̂(s))/kT (2.6.22)

ZG为定温开放配分函数.

然后熵和分子数可由 Ω的微分得来

ΩG = E ´ TS ´ µN

S = ´

(
BΩG

BT

)
µ

N = ´

(
BΩG

Bµ

)
T

(2.6.23)

以上是 (2.6.12), (2.6.13) 之推广.

开放一词的用意本是指分子不必按硬性限制在物体中. 但是不开放物系的熵, 仍可
以用这法则计算.

（五）: 极大值法则

平衡态所容许的所有的微观状态是一极大值. 因此, 基本假设就是一个熵为极大值
的假设. 在许多计算中, 这极大的特性十分有用. 以上的诸法则也可以看作求极大值的
结果. 我们用定温法则来说明这一点.

令 Â(s)为一大值变数. 用它的值, 我们可以把状态空间分成区域. 每区之 A(s)值为

一定. 令

Ω(A) ”
ÿ

s

δ(A´ Â(s)) ” eS(A)/k (2.6.24)
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用以上用惯了的尖峯积分法, 得

S(A) = k lnΩ(A)

Ω(A) =
ÿ

s

e´α(Â(s)´A)

α =
BS(A)

BA

A =

ř

s Â(s)e´αÂ(s)

ř

s e´αÂ(s)
= xÂy

(2.6.25)

我们现在问: 该选用什么 αÂ(s), 才能使 S为极大而且 xHy = E? xHy的定义是

xHy =

ř

sH(s)e´αÂ(s)

ř

s e´αÂ(s)
(2.6.26)

xHy是能量在该区域的平均值. 因为 H为大值函数, H(s) 之值在区内几乎所有地方都是

xHy. 选择 αÂ(s)的意思是选择每个 s的 αÂ(s)值. 为了求 S之极大值, 必须解

B

BÂ(s)
[S/k ´ βxHy] = 0 (2.6.27)

β为「外力系数」. 微分的结果是 (稍加整理后):

α(Â(s) ´ xÂy) ´ β(H(s) ´ xHy) = 0

即 αÂ(s) = βH(s)为最佳选择. 这答案当然就是定温法则. 以上的诸法则也可以用类似
步骤得来.
这极大值法则有用的地方,当然不是导出以上诸法则,而是导出近似的计算法则. 例

如, 当 H(s)太复杂, 以致于定温法则中 Z的计算太难, 我们可以用一较简单的 H 1(s)取

代 H(s). H 1(s)中含有几个可以调整的参数 α1, α2, . . ., αm. 然后用

B

Bαi

[S/k ´ β xH 1y] = 0, i = 1, 2, . . . ,m (2.6.28)

来决定各 αi之值使 S为极大, 同时限 xHy为一定值. 以后, 我们常用的平均场近似就可
用这方法求出. 注意, 如果令

ρ(s) ”
e´αÂ(s)

ř

s e´αÂ(s)
(2.6.29)

则 (37) 的 S可写作

S = ´k
ÿ

s

ρ(s) ln ρ(s) (2.6.30)

这是一种常见的写法.
请务必注意以上的 Â(s)必须是一大值变量, 即 N量级大数, 以上的各结果才有意

义. 所有的法则都是从基本假设得来. 除了这假设之外, 没有其他假设, 不需要其他观
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念. 许多人喜欢用 (2.6.30) 为起点, 然后用 S极大的条件来定 ρ(s). 这当然就是此地讲
的极大值法则. （2.6.30) 这个写法, 虽然普遍地被采用, 当作最基本式子, 但它的特别形
式却稍有神秘感. 此地的讨论指出, 它和定能法则, 限能法则, 及以上所有法则都一样.
这形式只是一种特别的写法而已.
以上所有这些计算法则, 都是有相同的效果, 只是细节不同. 它们都是统计活动

范围内微观状态的数目. 这活动范围的划定, 或用 δ(E ´ H), 或用 e´(H´E)/kT , 或用
δ(V ´ V̂ ), 或用 e´(V̂ ´V )p/kT等等, 都没有关系, 结果都一样.

这些法则的导出, 并不需要新概念的介入, 它们只是把基本假设写成各种形式而已.
各种热力学势能也只是各种总体坐目标特别组合而已. 当然这些组合在热力学中, 有特
别的意义.

2.7 位力定理和能量均分定理

由系综分布, 可以得到一个非常一般的重要等式：位力定理. 在微正则系综中已经
证明过这个定理. 在正则系综下, 其证明更加直接了当. 首先计算如下平均值

B

xi
BH

Bxj

F

这里 xi是 6N个变量 (q, p)中的任意一个. 在正则分布下
B

xi
BH

Bxj

F

=
1

ZC

ż

dωxi
BH

Bxj
exp(´βH)

其中 dω = dqdp
N !h3N , 对 xj做分部积分,

1

ZC

ż

dωxi
BH

Bxj
exp(´βH) = ´

1

β

1

ZC

ż

dω(j)xi exp(´βH)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xjU

xjL

+
1

β

1

ZC

ż

dω Bxi
Bxj

exp(´βH)

其中 dω(j)表示扣除 xj以后的积分元. 右方的第一项的上下限为 xj的上下限, 若 xj为位

置坐标, 其上下限为容器的两个边, 对应于无限大的势能, 而如果 xj是动量坐标, 则其上
下限为 ˘8, 对应于无限大的动能, 从而第一项为 0. 第二项中的导数 Bxi

Bxj
= δij , 余下的

积分恰为配分函数 ZC , 于是
B

xi
BH

Bxj

F

=
1

β
δij

这样, 就得到了位力定理
B

xi
BH

Bxj

F

= δijkT (2.7.1)
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如果取 xi = xj = qi, 由哈密顿运动方程, BH
Bqi

= ´ṗi,

xqiṗiy = ´kT

如果取 xi = xj = pi, 则 BH
Bpi

= q̇i, 于是

xpiq̇iy = kT

上式对所有 3N 个 i求和, 得到

3N
ÿ

i=1

xpiq̇iy = 3NkT

在很多情况下, 系统的哈密顿量是其广义坐标的二次式

H =

f
ÿ

i

Aip
2
i +

f
ÿ

i

Biq
2
i

这里 pi和 qi是互为共轭的正则动量和坐标, Ai和 Bi是问题中的常量, 则

f
ÿ

i=1

(
pi

BH

Bpi
+ qi

BH

Bqi

)
= 2H

于是, 利用前面的结果得到
xHy = fkT

也就是说, 哈密顿中的每一个平方项对内能贡献一项 1
2
kT , 对热容量贡献一项 1

2
k, 这一

结果被称之为能量均分原理.
注意到 ṗi = Fi, 得到如下结果

N
ÿ

i=1

xri ¨ F iy = ´3NkT

F i是第 i个粒子所受到的力, 对于理想气体, 这个力来自于系统容器的器壁, 可以用压强
P表示. 考察在器壁的 r点的一个小面元 ds, 在小面元附近的粒子对于器壁的作用力的
合力的平均为 Pds, 这些粒子受到的平均力为 ´Pds, 于是

ÿ

i

xri ¨ F iy = ´

¿

Pr ¨ ds = ´P

ż

∇ ¨ rdV = ´3PV

即

PV = NkT

这就是理想气体的物态方程.
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对于相互作用气体, F i = F ext
i +

ř

j f ij , 第一项是来自于器壁的外力, 第二项是系
统中其它粒子对第 i个粒子的作用. 于是

ÿ

i

xri ¨ Fiy = ´

¿

Pr ¨ ds+
ÿ

ij

@

ri ¨ f ij

D

= ´ 3PV +
ÿ

ij

@

ri ¨ f ij

D

= ´3NkT

PV = NkT +
1

3

ÿ

ij

@

ri ¨ f ij

D

右边第二项交换求和指标 i, j, 与原式相加并除以 2, 注意到 f ij = ´f ji, 上式成为

PV = NkT +
1

6

ÿ

ij

@

rij ¨ f ij

D

(2.7.2)

其中 rij = ri ´ rj . 这个公式在 Monte Carlo 或分子动力学模拟中常用来计算系统的物
态方程.

2.8 理想气体的热力学性质

理想气体的哈密顿量为

H =
N
ÿ

i=1

p2
i

2m
(2.8.1)

配分函数为

ZC(T, V,N) =
1

N !h3N

ż

dq3Ndp3Ne´βH (2.8.2)

由于理想气体的 H与坐标无关, 于是

ZC(T, V,N) =
V N

N !h3N

N
ź

i=1

ż

d3p e´β p2

2m (2.8.3)

令 x =
(

β
2m

)1/2
p, 得到

ż

d3pe´β p2

2m = 4π

ż 8

0

p2dpe´β p2

2m

= 4π

(
2m

β

)3/2 ż 8

0

dxx2e´x2

=

(
2mπ

β

)3/2

于是:

ZC(T, V,N) =
V N

N !

(
2πmkT

h2

)3N/2

(2.8.4)
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定义

λ =

(
h2

2πmkT

)1/2

为热波长, 则配分函数成为

ZC(T, V,N) =
1

N !

(
V

λ3

)N

(2.8.5)

自由能为

F = ´kT lnZC = ´NkT ln V
λ3

+ kT lnN ! (2.8.6)

利用斯特令公式, 当 N " 1时, lnN ! = N lnN ´N , 得到

F (T, V,N) = ´NkT

(
1 + ln V

N

(
2πmkT

h2

)3/2
)

(2.8.7)

从自由能出发, 可以得到理想气体的热力学性质

P = ´

(
BF

BV

)
T,N

=
NkT

V

或

PV = NkT (2.8.8)

S = ´

(
BF

BT

)
V,N

= Nk

[
5

2
+ ln V

N

(
2πmkT

h2

)3/2
]
= Nk

[
5

2
´ ln

(
nλ3

)]
(2.8.9)

化学势

µ =
BF

BN
= ´kT ln

(
V

N

(
2πmkT

h2

)3/2
)

= ´kT ln
( v
λ3

)
= kT ln

(
nλ3

)
(2.8.10)

这里 v = V
N
为比容, n = N

V
= 1

v
为粒子的数密度. v „ d3, 其中 d为粒子的平均间距, 对

于理想气体, d " λ, 化学势总是负的. 当温度降低时, 热波长变长, 当 ln(nλ3) ą 5
2
时, 熵

变为负值, 这与熵的物理图像矛盾. 这同时也给经典理想气体模型划定了一个适用极限,
当温度低于这个极限时, 量子效应变得非常重要, 需要利用量子理想气体的模型来处理.
系统的内能为

E = F + TS =
3

2
NkT (2.8.11)
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2.9 玻尔兹曼分布和麦克斯韦分布

考虑一般的独立粒子系统, 系统由 N 个粒子构成, 粒子之间无相互作用. 系统的总
能量可以写成各个粒子的能量之和

E =
N
ÿ

i=1

εli

εli为第 i个粒子的第 li个能级的能量. 于是, 系统的正则配分函数为

ZC =
ÿ

微观状态

e´βE =
ÿ

微观状态

e´β
řN

i=1 εli =
ÿ

微观状态

N
ź

i=1

e´βεli

交换求和和乘积的次序, 得到

ZC =

(
ÿ

����
e´βεl

)
考虑到粒子的全同性, 上式应该写成

ZC =
1

N !
ZC

N
1

其中

ZC1 =
ÿ

l

gle´βεl

这里 gl是第 l个单粒子能级的简并度. 正则分布为：

PC(tεliu) =
1

ZC

N
ź

i=1

glie´βεli = N !
N
ź

i=1

glie´βεli

ZC1

显然是单粒子分布的乘积（除了 N !因子）. 单粒子分布

P1(εl) =
gle´βεl

ZC1

为玻尔兹曼能量分布.
在经典近似下, 哈密顿量可以写成

H(r1, r2 ¨ ¨ ¨ rN ;p1,p2 ¨ ¨ ¨pN ) =
N
ÿ

i=1

h(ri,pi) (2.9.1)

这一系统的正则配分函数为

ZC(T, V,N) =
1

N !h3N

ż

d3Nrd3Npe´βH

=
1

N !h3N

N
ź

i=1

ż

d3rid3pie´βh(ri,pi)

(2.9.2)
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令:
ZC1 =

1

h3

ż

d3rd3pe´βh(r,p) (2.9.3)

为单粒子的配分函数, 则
ZC =

1

N !
ZC

N
1 (2.9.4)

正则分布为

PC(r1, r2 ¨ ¨ ¨ rN ;p1,p2 ¨ ¨ ¨pN ) =
e´βH

ZC

= N !
N
ź

i=1

e´βh(ri,pi)

ZC1

(2.9.5)

除了一个吉布斯因子 N !外, N个粒子处于相空间 (r1, r2 ¨ ¨ ¨ rN ;p1,p2 ¨ ¨ ¨pN ) 的

概率, 为单粒子函数的乘积形式. 单个粒子的概率分布, 即一个粒子位于 (r,p)的概率,
可以通过对相空间的积分求得. 若用 P (r,p)表示每个粒子处于 (r,p)的概率, 那么在
(r,p)点粒子的数密度就是上述概率的 N倍. 在 (r,p)点粒子的数密度可以表示为

n(r,p) =
1

N !h3N

ż

d3Nrd3Np

(
N
ÿ

i=1

δ(r ´ ri)δ(p ´ pi)

)
P (r1, r2 ¨ ¨ ¨ rN ;p1,p2 ¨ ¨ ¨pN )

= N
1

N !h3N

ż

dr2 ¨ ¨ ¨drNdp2 ¨ ¨ ¨dpN

e´βH(r,r2¨¨¨rN ;p,p2¨¨¨pN )

ZC

= N
e´βh(r,p)

ZC1

(2.9.6)

这里
řN

i=1 δ(r ´ ri)δ(p ´ pi)是 r点动量为 p的粒子密度算符. 由此得到

P (r,p) =
e´βh(r,p)

ZC1

(2.9.7)

(2.9.5) 式是 N 个单粒子概率分布的乘积. 所以, 对于独立粒子系统, 可以考虑单粒子的
分布并进行计算, 只要在计算中合适的考虑由于全同性导致的吉布斯因子 ( N !) 就行了.
式 (2.9.7) 称为玻尔兹曼分布, 如果粒子的势能为 u(r), 则单粒子的概率分布成为

P (r,p)
drdp
h3

=
1

ZC1

e´β
(

p2

2m+u(r)
)drdp
h3

(2.9.8)

若外势为 0, 则得到
P (r,p)

drdp
h3

=
1

ZC1

e´β p2

2m
drdp
h3

(2.9.9)

而 ZC1 = V
h3

ş

dpe´β p2

2m =
(

2mπ
h2β

)3/2
= V

λ3 , 于是利用, p2 = m2v2, 得到麦克斯韦速度分
布

P (v)dv =
( m

2πkT

)3/2
e´ mv2

2kT dv (2.9.10)
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2.10 非理想气体的初步处理

考虑 N个无结构粒子，粒子有二体相互作用，其哈密顿为

H =
N
ÿ

i=1

p2i
2m

+
N
ÿ

iăj

u(rij)

我们用正则系综来研究。系统的正则配分函数是

ZC =
1

N !h3N

ż

d3Npd3Nre´βH

对动量的积分可以立即求出，得到

ZC =
(2πmkT )3N/2V N

N !h3N
ZN =

V N

N !λ3N
ZN (2.10.11)

其中 λ = h?
2πmkT

为热波长，ZN为对于位置的积分部分

ZN =
1

V N

ż

d3Nre´
ř

iăj u(rij) (2.10.12)

如果相互作用势 uij为 0，则 ZN = 1，此即为理想气体的情形。我们研究相互作用势对

于理想气体的修正，如果认为相互作用仅仅给出修正，则可作为小量看待，若对 uij进

行展开，则由于 uij在 rij Ñ 0时有奇异性，计算中会导致发散。为了解决这个问题，我

们换一个展开量。

定义

fij = e´βu(rij) ´ 1

对于由一个强排斥核和有限力程的吸引力构成的二体相互作用 u(rij)，fij在 rij = 0时

为 ´1，在力程范围外趋于 0，是一个形态很好的函数。利用 fij , 可以得到

ZN =
1

V N

ż

d3Nr
ź

iăj

(1 + fij)

把上式中的乘积展开

ZN =
1

V N

ż

d3Nr

1 +
ÿ

iăj

fij +
ÿ

(iăj)‰(lăk)

fijflk + ¨ ¨ ¨

 (2.10.13)

因 fij只在有限范围非零，忽略边界效应，有
ż

dridrjfij = V

ż

drf(r)

令

a =
1

2λ3

ż

drf(r) (2.10.14)
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则

ZN = 1 +
N(N ´ 1)λ3

V
a+ ¨ ¨ ¨ (2.10.15)

如果只保留到上式中的两项，则自由能为

F = ´ kT lnZC

= ´NkT ln V

Nλ3
+NkT

´ kT ln
(
1 +

N2λ3

V
a

) (2.10.16)

注意到 N " 1, 在上式中已把 N ´ 1换为 N。把上式中的对数对 a展开，得到

F = ´NkT ln V

Nλ3
+NkT ´ kT

N2λ3

V
a (2.10.17)

由

P = ´
BF

BV

求得

P =
NkT

V
´
N2kTλ3

V 2
a =

NkT

V

(
1 ´

Nλ3

V
a

)
(2.10.18)

这是正确的结果。上面的推导过程也基本上是几本有代表性的《热力学与统计物理》教

材的做法。按照位力系数的定义，第二位力系数

a2 = ´a = ´
1

2λ3

ż

drf(r)

当给出分子之间的相互作用 u(r)时，由上式即可得到第二位力系数。

现在，我们考察从 (2.10.16)到 (2.10.17)这一步，从数学上看，展开对数是完全非法
的，因为 N2

V
a ! 1不可能成立。我们先做一个数量级估计，考虑 1 摩尔气体，N „ 1023，

设粒子之间的相互作用力程为 r0，粒子的间距为 d，则 V „ Nd3，a „ r30。对于气体，

d " r0，于是
N
V
a „

(
r0
d

)3
! 1，若取 d = 10r0(这对于处于室温的气体，基本上是合适

的数字)，则 N
V
a „

(
r0
d

)3
„ 10´3。确实是一个小数字。但是，

N2

V
a „ 102310´3 „ 1020 " 1 !!!

所以，认为 N2

V
a ! 1从而可以展开对数项，完全不成立。

那么，这个问题如何解决？上面的给出了正确结果的简单计算如何才能自圆其说？

这里，我们需要用到一个关于配分函数的物理要求，因配分函数的对数是自由能 F，

F是广延量，这意味着配分函数必能写成 AN这样的形式，其中 A是强度量。显然，利

用斯特林公式，动能部分的贡献确实是这样的形式，即

V N

N !λ3N
=

(
V e
Nλ3

)N
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所以，ZN也必能写成这样的形式，即

ZN = AN

当相互作用为 0时，ZN = 1, 所以，可以把 A写成

A = 1 + α

其中的 α是一个修正小量。而

AN = (1 + α)N = 1 +Nα+ ¨ ¨ ¨

这样，如果求得了 α，也就得到了 A，而 α是 ZN的展开中 N的一次项的系数。这里的

α，则是来自粒子间相互作用的一个小量。在 (2.10.15) 式中，保留的第一个修正项正比
于 N , 其系数是 Nλ3

V
a „ N

V
r30, 确实是小量。由 (2.10.13) 可知，下一个与 N成正比的项

是

N
1

3

(
N

V

)2 ż

drikdrjkfijfjkfik „ N

(
N

V
r30

)2

这样，

α = α1
N

V
r30 + α2

(
N

V
r30

)2

+ ¨ ¨ ¨

这里，α1，α2为数值常数。当然，我们可以直接把
N
V
a作为小量，则 α可以写成

α =
N

V
a+ α1

2

(
N

V
a

)2

+ ¨ ¨ ¨

这里的 α1
2是另一个数值常数。这些数值常数，当然与相互作用的具体形式有关，可以通

过积分计算。现在的 α是一个小量，而且能够展开成 N
V
a的幂级数。如果只保留到 N

V
a的

一次项，则

A = 1 +
Nλ3

V
a

lnAN = N ln
(
1 +

Nλ3

V
a

)
=
N2λ3

V
a

上式最后一步对于对数的展开显然是合理的，因为 Nλ3

V
a是一个很小的数字。而且，利

用这一计算手续，如果认真求出各阶与 N成正比的项，也就能得到各级位力系数, 当计
算到高阶时，会相当繁琐。后面将介绍基于巨正则系综建立的集团展开方法，集团展开

方法的计算在高阶也非常繁琐，但与这里描述的方法相比，则相当系统化。

这样，我们不仅得到了正确的结果，计算过程也合理。构成这样一个计算程序的基

础是认定配分函数为 AN这样一种形式。

最后指出一点，在做统计模型的高温展开时，如果对配分函数做展开，会有同样的

问题。对配分函数取对数，除以 N，再展开，则所有正比于 N以及 N的更高次方的项

都恰好抵消。这种抵消实际上是配分函数必须是 AN这样一种形式，或其对数必须是广

延量的结果。这方面，做高温展开的一大批学者做了大量研究，了解得非常透彻。
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2.11 带电粒子的哈密顿量

在经典电磁学中, 质量为 m, 带电荷量为 e 的粒子在电磁场中的运动方程是

mr̈ = e(E + v ˆ B). (2.11.1)

这里, r是粒子的位矢, v = ṙ是粒子的速度. 引人矢势 A(r, t) 和标势 φ(r, t), 则电场强
度和磁感应强度可以写成

B =∇ ˆ A

E = ´ ∇φ´
BA

Bt

(2.11.2)

在拉格朗日力学中, 出发点是拉格朗日函数. 经典质点力学中, 保守系统的拉格朗日函
数为 L = T ´ V , 其中 T为质点系的动能, V为势能. 对于一般的物理问题, 如果是一个
全新的问题, 则拉格朗日函数只能从问题的对称性及物理内涵来猜测, 并通过与实验的
比较最终确定. 如果已经知道了问题的运动方程, 则可以由运动方程反推拉格朗日函数,
或者, 猜出一个拉格朗日函数, 如果能够通过拉格朗日方程给出正确的运动方程, 则说明
猜测正确. 因为拉格朗日函数并不唯一, 任何能给出正确运动方程的拉格朗日函数都可
以使用.
对于在电磁场中运动的质点, 其拉格朗日函数 L可以写为

L = T ´ U =
1

2
mv2 ´ (eφ´ eA ¨ v) (2.11.3)

这里, 定义了广义势能
U = eφ´ eA ¨ v (2.11.4)

由此推导其运动方程.
BL

Bṙ
= ∇vL = mv + eA

BL

Br
= ∇L = ´∇U = ´e∇φ+ e∇(a ¨ v)

利用矢量公式

∇(a ¨ b) = a ¨ ∇b+ b ¨ ∇a+ a ˆ (∇ ˆ b) + b ˆ (∇ ˆ a)

注意到 A是一矢量场, 而 v是粒子的速度, 仅仅是时间的函数, 得到

∇(A ¨ v) = v ¨ ∇A+ v ˆ (∇ ˆ A) = v ¨ ∇A+ v ˆ B

于是
BL

Br
= ´ e∇φ+ ev ¨ ∇A+ ev ˆ B

= ´ e∇φ´ e
BA

Bt
+ ev ˆ B + e

BA

Bt
+ ev ¨ ∇A

=eE + ev ˆ B + e
BA

Bt
+ ev ¨ ∇A
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代入拉格朗日方程
d
dt

BL

Bṙ
´

BL

Br
= 0

得到

mv̇ +
d(eA)

dt ´ eE ´ ev ˆ B ´ e
BA

Bt
´ ev ¨ ∇A = 0 (2.11.5)

注意到对 A的时间导数即包含了 A在确定空间点随时间的变化, 也包括因质点位置变
化导致的 A的变化, 即

dA
dt =

BA

Bt
+ v ¨ ∇A

代入(2.11.5)得到
mv̇ = eE + ev ˆ B

这样, 就得到正确的带电粒子运动方程, 从而证明(3.1.4)是合适的拉格朗日函数. 由定
义, 广义动量为

p =
BL

Bṙ
= mv + eA (2.11.6)

注意这动量并不就是 mṙ, 而多出一项 eA. 这多出的一项是电磁场的动量.
哈密顿量为

H = p ¨ v ´ L = mv2 + eA ¨ v ´ L =
1

2
mv2 + eφ

=
1

2m
(p ´ eA)2 + eφ.

(2.11.7)

2.12 朗之万磁性

在经典力学的框架下, 只有磁场时, 用矢量势描述磁场, φ = 0, 由(3.1.6) 的哈密顿
出发, 得到物质不可能有磁性. 这就是艾伦费斯特定理、磁性的来源是量子力学, 在量子
力学建立后, 泡利和朗道分别解释了物质的顺磁性和抗磁性. 铁磁性则比较复杂, 来源
于铁磁物质中电子的相关, 在过去几十年的研究中, 对于铁磁的认识有了很大的进展, 也
有几个非常好的模型. 在统计物理中, 通常用海森堡模型描述铁磁性. 另一种常用的模
型是基于赫伯德 (Hubbard) 模型的巡游电子铁磁模型. 但是, 铁磁问题的微观理论的问
题并没有完全解决, 里面应该还有很多重要的工作可做.
这里考虑一个非常简单的唯象模型, 演示一下利用统计物理方法处理局域的取向矢

量模型问题的方法. 假定物质由 N个小的磁性分子构成, 每个磁性分子具有一个小的磁
矩 m, 处于外加的磁场 H中. 我们来讨论这个系统的磁性. 这一模型的能量可以写为

E = ´
ÿ

i

mi ¨ H = ´
ÿ

i

mH cos θi (2.12.1)
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这里 θi是第 i个磁矩与外场的夹角.
配分函数为

ZC =

ż

ź

i

sin θidθidϕie´βE

= (2π)N
(ż

d cos θeβmH cos θ
)N

= (2π)N
(

1

βmH

(
eβmH ´ e´βmH

))N

(2.12.2)

自由能为

F = ´kT lnZC = ´NkT ln
(
eβmH ´ e´βmH

)
+NkT ln

(
βmH

2π

)
(2.12.3)

磁化为

M = ´
BF

BH
= ´NkT

1

H
+Nm

(
eβmH + e´βmH

)
(eβmH ´ e´βmH)

(2.12.4)

当外加磁场比较小时, 得到

M = ´NkT
1

H
+Nm

(2 + (βmH)2 + ¨ ¨ ¨ )(
2βmH + 1

3
(βmH)3 + ¨ ¨ ¨

)
=
Nm2

3kT
H

单位体积的磁化为
M

V
=
N

V

m2

3kT
H

从而磁化率为

χ =
B M

V

BH
=
N

V

m2

3kT
”
C

T
(2.12.5)

其中 C = Nm2

2kV
称为居里常数.

2.13 热力学公式

在第2.2节, 讨论了微正则系综下统计物理的熵与热力学熵是一致的, 因正则系综,
巨正则系综和 T ´ P分布均来自于微正则系综, 那里给出的基于统计物理的自由能, 广
势函数和吉布斯自由能均对应于热力学的对应量. 在第2.5 节, 利用最陡下降法得到热
力学势和配分函数的关系. 这一节对此再给出一些讨论. 首先以正则分布为例, 来推导
热力学公式. 正则系综所对应的系统是一个具有固定粒子数 N、体积 V (或一般的一个
广义位移 y), 和温度 T的宏观系统. 为了简化记号, 同时也为了更容易向量子情形过渡,
把配分函数写成

ZC(β, V,N) =
1

N !h3N

ż

dqdpe´βH(q,p) ”
ÿ

tsu

e´βEs (2.13.1)
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也就是说, 用 tsu表示系统的微观状态, 在经典力学下就是相空间的体积元除以 N !h3N ;
在量子力学下代表一组完备的量子数的集合. 系统的内能就是系统微观总能量的系综平
均值

xEy =
1

ZC

ÿ

s

Ese´βEs = ´
B lnZC

Bβ
(2.13.2)

类似的, 对于广义力 Y , 如果它所对应的广义位移是 y, 系统的能量会依赖于广义位移 y,
那么有

Y =
1

ZC

ÿ

s

BEs

By
e´βEs = ´

1

β

B lnZC

By

这个公式的一个重要特例就是系统的压强

P =
1

β

B lnZC

BV
(2.13.3)

系统熵的统计表达式可以与热力学第二定律比较得到. 首先注意到系统的正则配分函数
是 β和广义位移 y的函数, 所以一定有

d lnZC =
B lnZC

Bβ
dβ +

B lnZC

By
dy

因此, 利用上面的系统内能和广义力的统计表达式, 得到

d lnZC = ´ xEydβ ´ βY dy

= ´d (xEyβ) + βd xEy ´ βY dy

即

β (d xEy ´ Y dy) = d (lnZC + β xEy)

这个式子说明 β是微分式 d xEy ´ Y dy的一个积分因子. 热力学基本等式为

d xEy = TdS + Y dy

或改写为

dS =
1

T
(d xEy ´ Y dy)

比较得, β 与 1
T
成正比, 其比例系数须另外确定. 通过具体计算理想气体的相关物理量,

可以把这个比例系数完全确定下来, 即 β = 1
kT

, 同时熵的表达式为

S = k (lnZC + β xEy) = k

(
lnZC ´ β

B lnZC

Bβ

)
自由能

F = xEy ´ TS = xEy ´ kT lnZC ´ xEy = ´kT lnZC

ZC是 T , V和 N的函数, 正好是 F的特性变量, F是特性函数. 因此, 对于一个给定粒子
数 N、体积 V、温度 T的系统, 只要求出它的正则配分函数 ZC , 就可以完全确定它的
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热力学性质. 巨正则系综所对应的系统是一个具有固定化学势 µ、体积 V（或一般的一

个广义位移 y）和温度 T的宏观系统. 巨配分函数为

ZG(β, V, α) =
ÿ

N

ÿ

tsu

e´βEs´αN (2.13.4)

这里, 它的热力学公式的推导与正则系综的情形类似, 得到如下的热力学公式

xNy = ´
B lnZG

Bα

xEy = ´
B lnZG

Bβ

Y = ´
1

β

B lnZG

By

S = k

(
lnZG ´ α

B lnZG

Bα
´ β

B lnZG

Bβ

)
其中 ZG是系统的巨配分函数, 它是 α, β, V (或任意给定广义位移 y) 的函数. 与热力学
基本等式的比较告诉我们

β =
1

kT

α = ´
µ

kT
热力学中的 N对应于统计力学中的 xNy, 由广势函数的定义,

ΩG = xEy ´ TS ´ µ xNy = xEy ´ kT lnZG + µ xNy ´ xEy ´ µ xNy

于是就有

ΩG = ´kT lnZG

ZG是以化学势 µ、体积 V , 温度 T为特征变量的特征函数, 因此, 对于一个给定化学势
µ、体积 V , 温度 T的系统, 只要求出它的巨正则配分函数 ZG, 就可以完全确定它的热
力学性质.
在统计物理中,更方便的变量是 α和 β,我们已经建立了这两个参数与热力学量 µ和

T的关系, 在实际计算时, 则视方便可以随时用任何一组. 利用 α和 β, 对应的 “统计力
学” 势分别为

d lnZC = ´ xEydβ + βPdV

d lnZG = ´ xEydβ + βPdV ´ xNydα

由前面的讨论: 当宏观系统的能量、粒子数涨落都非常小时, 微正则系综、正则系
综和巨正则系综都给出等价的统计描述. 用不同系综计算出来的热力学量是一致的, 只
不过相当于选取不同的热力学特性函数. 当然, 如果系统的涨落不能忽略 (例如对于比
较小的介观系统或系统在临界点附近), 那么不同的统计系综的结果是不等价的.
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2.14 习题

1. 计算经典理想气体能量小于等于 E 的微观状态数 Σ(E) 和能量处于 [E,E +∆E]

范围的微观状态数 Ω(E), 这里, 假定 N∆E ! E。

2. 如果每个粒子只能处于三个微观状态 1、2 和 3, 对应的能量为 0、ε 和 2ε。如果

N 个这样的粒子构成一个宏观系统并达到平衡。

(a), 写出 N1 个粒子处于状态 1，N2 个粒子处于状态 2，N3 个粒子处于状态 3 时
的微观状态数；

(b), 在总粒子数为 N 和系统总能量为 E 的约束条件下，求使得微观状态数最大

的 N1、N2 和 N3；

(c), 若以最大的微观状态数近似替代总的微观状态数，求出系统的熵，并求出温
度。(* 讨论这样做的合理性。)

(d), 若 E = 0.8Nε, 求出系统的温度 kT 及 N1/N、N2/N 和 N3/N 的值。

3. * 写出刘维尔定理的证明过程.

4. * 若 qi，pi 依照哈密顿运动方程演化，记 t 时刻为 qi, pi, t+∆t 时刻为 q1
i, p

1
i，试

证明相空间体积元不变.

5. 利用已知的微观状态数 Ω(E)，利用公式

ZC =

ż 8

0

Ω(E)
dE
∆E

e´βE

计算经典理想气体的正则配分函数.

6. 利用上题经典理想气体的正则配分函数，求经典理想气体的巨正则配分函数和对
应的热力学势，并利用热力学关系求出物态方程，以及用温度，体积和粒子数表

示的化学势。

7. 利用经典理想气体的正则配分函数, 求经典理想气体的 TP 配分函数和对应的热

力学势, 并利用热力学关系求出物态方程, 化学势，熵和定容热容量。

8. 求出理想气体的熵变为负值的转变温度，并估算这个温度的具体数值（例如取该
气体为氦气）。

9. *试推导巨正则系综中粒子数的涨落和能量的涨落公式。利用所得公式，计算理想
气体的粒子数的涨落和能量的涨落.

10. * 试推导 TP 系综中体积的涨落和能量的涨落公式。利用所得公式，计算理想气

体的体积的涨落和能量的涨落.
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11. 若一系统的哈密顿量为
H =

ÿ

i

Aix
2
i

其中 Ai 为常量. 由位力定理
B

xi
BH

Bxj

F

= kTδij

证明能量均分定理
@

Aix
2
i

D

=
1

2
kT

12. 吉布斯佯谬

(a). 假设
Ω(E) =

1

h3N

ż

EďH(x)ďE+δE

d6Nx, S(E) = k lnΩ(E)

是理想气体熵的正确表达式. 考虑两个体积 VA = VB = V 的系统，各个系统

均包含 N 个具有相同平均能量的全同粒子. 证明，若将两系统混合，

SA+B = SA + SB + 2Nk ln 2

即，存在混合熵 2Nk ln 2

(b). 证明若使用正确的表达式

Ω(E) =
1

N !h3N

ż

EďH(x)ďE+δE

d6Nx,

则有

SA+B = SA + SB

(c). 估计 1 摩尔 Ar 和 1 摩尔 Kr 混合系统的熵.

13. 试证明由正则分布计算的平均能量可以通过对于正则配分函数的对数求导得到,
给出具体公式.

14. 正则配分函数
ZC =

ż

dωe´βH

其中 dω = 1
N !h3N dr1dr2 ¨ ¨ ¨drNdp1dp2 ¨ ¨ ¨dpN , H 是系统的哈密顿量, β = 1

kT
.

试证明

F = ´kT lnZC

对应于热力学中的特性函数亥姆霍茨自由能.
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15. 巨正则配分函数

ZG =
8
ÿ

N=0

ż

dωNe´β(HN´µN)

其中 dωN = 1
N !h3N dr1dr2 ¨ ¨ ¨drNdp1dp2 ¨ ¨ ¨dpN , HN 是系统的粒子数为 N 时的

哈密顿量, β = 1
kT

, µ 是化学势. 试证明

ΩG = ´kT lnZG

对应于热力学中的特性函数广势函数.

16. 如果每个粒子只能处于三个微观状态 1、2和 3, 对应的能量为 0、ε和 2ε。如果 N

个这样的粒子构成一个宏观系统并达到平衡。若系统的温度为 T，求出其正则配

分函数，自由能，熵，内能和热容量。能否用巨正则系综研究这个问题？为什么？

17. 如果每个粒子只能处于三个微观状态 1、2和 3, 对应的能量为 0、ε 和 2ε. 如果 N

个这样的粒子构成一个宏观系统并达到平衡. 若给定系统的平均能量 xEy, 讨论温
度 T 与平均能量 xEy 的关系, 当平均能量从 0 增加到其上限 2Nε 时, 温度如何变
化？（定量计算可能需要做数值计算）

18. 通过粒子对于容器壁的作用, 试求出理想气体压强的表达式.

19. 熵的统计表达式定义为
S = k lnΩ

Ω 是微观状态数, 在给定粒子数和能量时, 平衡态对应于 Ω 的极大值. 若给定粒子
数和温度, 如何确定系统的平衡态？设想一系统只有两个单粒子能级, 其能级分别
是 0 和 ε, 处于为 kT = 1

2
ε 的环境并达到平衡, 系统中有 1020 个粒子, 若低能级的

粒子数的分布偏离平衡分布 10´5, 即 |δN1|

N1
= 10´5, 试求熵的改变. 计算超过上述

偏离的所有可能的宏观状态出现的概率.

20. 把 N 个可分辩的球放入两个盒子, 每一种放法作为一个微观状态.

(a), 证明总的微观状态数为 Ω = 2N . 如果 N = 4, 列出每一种微观状态.

(b), 若在一个盒子放入 N1 个球, 另一个放入 N ´ N1 个球, 求出其微观状态数
Ω(N1), 并证明

N
ÿ

N1=0

Ω(N1) = Ω = 2N

(c), 设 N " 1, 求出使 Ω(N1) 取极大的 N1 = xNy1.

(d), 分别对于 N = 10, N = 100, N = 10000, 计算 xNy1 ´ ∆ ď N1 ď xNy1 +∆

范围内的微观状态数与总微观状态数之比. ∆ 可选为 0.1 xNy.
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(e), 如果 N = 2 ˆ 1023, ∆ = 10´10 xNy1, 试计算 xNy1 ´ ∆ ď N1 ď xNy1 +∆ 范

围内的微观状态数与总微观状态数之比.

21. N 个单元沿一直线相互连接成一个链,每个单元可以有两种状态,分别为长度为 a,
能量为 0 的 a 状态和长度为 b ą a 和能量为 ε ą 0 的 b 状态, 链的两端以拉力 f

作用. 试求链的长度 L 与力 f 的关系.

22. 具有排斥相互作用的粒子的流体可以用所谓格气模型来近似讨论. 设想把容器划
分成 N 个小格子, 每个格子的体积是 v. 如果格子中没有粒子或只有一个粒子, 对
应的能量是 0, 如果有两个粒子, 对应的能量是 ε. 不容许每个格子有两个以上的
粒子占据. 利用巨正则系综计算每个格子的平均能量, 粒子的平均占据数 c(等于平
均粒子数除以格子数 N) 和压强 P , 表示为化学势和温度的函数. 在 c 很小和 c 接

近其最大值的条件下, 给出每个格子的平均能量和压强作为温度 T 和 c 的函数.

23. N 个粒子的系统的哈密顿（能量函数）为

H =
N
ÿ

i=1

Ai|pi|
s +Bi|qi|

t

Ai 和 Bi 是参数, 每个粒子可以不一样, 粒子不是全同的. pi 和 qi 是 i 粒子的动

量和坐标, s 和 t 为正整数. 给定系统的温度为 T . 试计算其平均能量和热容量.
当 s = t = 2 时, 对应于一系列可分辨的简谐振子, 请给出这种特殊情况下的平均
能量和热容量.

24. 硬球气体是指半径为 a 的硬球构成的气体, 当两个硬球的球心距离大于 2a 时, 相
互作用势为 0, 否则为无穷大, 即

u(r) =

$

&

%

0, r ą 2a

8, r ď 2a

计算此系统的第二位力系数 a2 = ´ 1
2λ3

ş

d3rf(r).

25. 研究电介质气体. 设电介质气体由 N 个具有沿其轴向电偶极矩 d的刚性线状分子

构成, 体积为 V , 绕过质心且垂直于分子的转动惯量为 I, 在球坐标下, 分子的动能
为

T =
1

2
mv2 +

1

2
I(θ̇2 + sin2 θϕ̇2)

其中 v 为分子的质心速度, θ 和 ϕ 为分子在球坐标中的取向角. 现在 z 方向加一

静电场 E, 则分子在电场中的势能为 ´d ¨ E. 以分子的质心位置 r, 取向角 θ 和 ϕ

为广义坐标, 写出单个分子的哈密顿量. 如果完全忽略分子之间的相互作用, 计算
分子的配分函数, 热容量和系统的电极化强度（即单位体积的平均电偶极矩）, 在
高温极限下（dE

kT
! 1), 简化所得结果.
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第三章 系综理论及其初步应用：量子统

计

3.1 密度算符, 纯系综与混合系综

量子力学中, 对于实际系统的测量通常都是系综测量, 即对于大量的由相同方式制
备的系统进行测量, 并得到这些测量的平均值. 如果系综中的每个系统均由相同的态矢
量描述, 则这样的系综为纯系综；如果系综中的状态可以以一定的概率处于若干个由不
同的态矢量描述的状态, 则这样的系综为混合系综. 对于混合系综, 需要给定每个态矢
量出现的概率, 这个概率是经典概率. 在统计物理中, 研究的是混合系综. 从纯粹系综理
论的角度看, 设想的系统仅仅是与所要研究的系统具有完全相同宏观约束的系统, 每个
系统所处的状态（由态矢量描述）可以不同. 从更为物理的角度来看, 我们研究的系统
总是一个巨大的孤立系统的一个宏观子系统, 由于子系统与大系统的其余部分存在相互
作用, 如果仅仅限于研究子系统, 那么, 大系统其余部分的影响就可以通过引入密度矩阵
来考虑, 而子系统本身则被认为是处于混合态. 作为一个量子力学系统, 这样的子系统
是不完备的. 下一节将沿着这个方向进行探讨.
密度矩阵是郎道和冯 ¨诺依曼 (J. von Neumann) 在 1927 年分别提出来的, 它可定

量地描述纯系综以及混合系综的物理情况.
一个纯系综被定义为一个这样的物理系统的集合, 它的每个成员都由同样的右矢

|αy 描述. 在一个混合系综内, 系统可以由
ˇ

ˇα(1)
D

,
ˇ

ˇα(2)
D

, . . . 描述, 对应的概率分别为
w1, w2, . . .. 粗略地讲, 一个混合系综可以看作纯系综的混合, 正如它的名字所示. 概率
受到归一条件的约束, 即

ÿ

i

wi = 1. (3.1.1)

ˇ

ˇα(1)
D

和
ˇ

ˇα(2)
D

不需要正交, 也不需要完备. 此外在 (3.1.1) 式中, 对 i 求和中的项数不

需要与右矢空间的维数 N 一致, 它可以很容易超过 N . 例如, 对 N = 2 的自旋 1
2
系统,

可以考虑有 40% 的态具有沿正 z 方向的自旋, 30% 的态具有沿正 x 方向的自旋, 而其
余 30% 的态具有沿负 y 方向的自旋.

125
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假定在一个混合系综上测量某可观测量 A. 我们可以问：当测量的次数很多时, A
的平均测量值是多少. 答案由 A 的系综平均值确定, 它被定义为

xAy ”
ÿ

i

wi

@

α(i)|A|α(i)
D

=
ÿ

i

ÿ

a

wi

ˇ

ˇ

@

a | α(i)
Dˇ

ˇ

2
a,

(3.1.2)

其中 |ay 是 A 的一个本征右矢. 回想
@

α(i)|A|α(i)
D

是通常量子力学中 A 在
ˇ

ˇα(i)
D

上的

期待值. (3.1.2) 式告诉我们, 这些期待值必须再用相应的概率 wi 加权平均. 注意, 概率
概念是如何进来两次的：第一次是在 A 的一个本征态 |ay 中找到态

ˇ

ˇα(i)
D

的量子力学

概率
ˇ

ˇ

@

a | α(i)
Dˇ

ˇ

2, 而第二次是在系综中找到一个由
ˇ

ˇα(i)
D

表征的量子力学态的概率因

子.

现在可以利用一个更一般的基 t|byu 改写系综平均值 (3.1.2) 式:

xAy =
ÿ

i

wi

ÿ

b

ÿ

b1

@

α(i) | b
D

xb|A|b1y
@

b1 | α(i)
D

=
ÿ

b

ÿ

b1

(
ÿ

i

wi

@

b1 | α(i)
D @

α(i) | b
D

)
xb|A|b1y .

(3.1.3)

在对 b1 (b2) 求和中的项数就是右矢空间的维数, 而对 i 求和中的项数依赖于这个混合系

综是怎么被看作纯系综的混合的. 在这种形式中, 不依赖于特定可观测量 A 的系综的基

本性质被分离了出来. 把密度算符 ρ 定义如下:

ρ ”
ÿ

i

wi

ˇ

ˇα(i)
D @

α(i)
ˇ

ˇ . (3.1.4)

相应的密度矩阵的矩阵元有下列形式:

xb|ρ|b1y =
ÿ

i

wi

@

b | α(i)
D @

α(i) | b1
D

. (3.1.5)

密度算符包含了可能得到的, 关于所论及系综的所有有物理意义的信息. 回到 (3.1.3)
式, 系综平均可以写成

xAy =
ÿ

b

ÿ

b1

xb|ρ|b1y xb1|A|by

= tr(ρA).
(3.1.6)

因为矩阵的迹不依赖于表象, tr(ρA) 可以利用任何方便的基计算. 因此, (3.1.6）式是一
个极为有用的关系.

密度算符有两个重要性质. 首先, 密度算符是厄米的, 这从 (3.1.4) 式显然可见. 第
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二, 密度算符满足归一化条件

tr(ρ) =
ÿ

i

ÿ

b

wi

@

b | α(i)
D @

α(i) | b
D

=
ÿ

i

wi

@

α(i) | α(i)
D

= 1.

(3.1.7)

由于厄米性和归一条件, 对于维数为 2 的自旋 1
2
的系统, 密度算符或相应的密度矩阵由

三个实参量描述. 4 个实数可以描述一个 2 ˆ 2 厄米矩阵. 然而, 由于归一化条件, 只有
3 个是独立的. 所需要的 3 个数是 xSxy, xSyy 和 xSzy, 可以证明知道了这三个系综平均
值, 足以重建密度算符. 一个混合系综形成的方式可以是相当复杂的. 可以把所有

ˇ

ˇα(i)
D

类型所描述的纯系综用适当的 wi 混合起来; 而对自旋 1
2
的系统, 三个实数完全可以描

述所涉及的系综. 这强烈地暗示, 一个混合系综能以许多种不同的方式分解为纯系综.
一个纯系综可以通过对某个

ˇ

ˇα(i)
D

的 wi = 1,而对所有的其他可能的态右矢 wi = 0

来确定, 因此相应的密度算符可写成不求和的

ρ =
∣∣a(n)D @a(n)∣∣ (3.1.8)

显然, 一个纯系综的密度算符是幂等的. 即

ρ2 = ρ (3.1.9)

或, 等价地
ρ(ρ´ 1) = 0. (3.1.10)

于是, 除了 (3.1.7) 式以外, 只对纯系综有

tr
(
ρ2
)
= 1 (3.1.11)

纯系综密度算符的本征值是 0 或 1 , 因此, 当对角化时, 一个纯系综的密度矩阵看起来
一定像

ρ
.
=



0 0

0

. . .

0

1

0

0

0

. . .

0 0



(对角形式） (3.1.12)
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可以证明, 当系综是纯的的时候, tr (ρ2) 取最大值; 对于一个混合系综, tr (ρ2) 是一个小
于 1 的正数.

给定一个密度算符, 让我们看一下在一些具体的基中, 怎样构建相应的密度矩阵.
为此, 首先回顾

|αyxα| =
ÿ

b1

ÿ

b

|b1y xb1 | αy xα | by xb| . (3.1.13)

这表明, 在外积的意义上, 可以通过把
@

b1 | α(i)
D

形成的列矩阵与
@

α(i) | b
D

(当然, 它等
于

@

b | α(i)
D˚
.. ) 形成的行矩阵组合在一起, 形成一个对应于

ˇ

ˇα(i)
D @

α(i)
ˇ

ˇ 的方阵. 最后
一步, 就像 (3.1.4) 式指出的, 用权重因子 wi 对这样的方阵求和. 正如所期待的, 最后的
形式与 (3.1.5) 式一致.

例题 3.1. 在 Sz的对角表象下, 写出一束 Sz+ 的完全极化束流的密度矩阵

解：

ρ = |+yx+|
.
=

 1

0

 (1, 0)

=

 1 0

0 0

 .

(3.1.14)

例题 3.2. 在 Sz的对角表象下, 写出一束 Sx˘的完全极化束流的密度矩阵

解：

ρ = |Sx;˘y xSx;˘| =

(
1

?
2

)
(|+y ˘ |´y)

(
1

?
2

)
(x+| ˘ x´|)

.
=

 1
2

˘ 1
2

˘ 1
2

1
2

 .

(3.1.15)

例 3.1 和 3.2 的系综都是纯的.

例题 3.3. 一束非极化束流. 它可以看作一个自旋向上的系综和一个自旋向下的系综以
相等权重 (各为 50% ) 非相干混合, 在 Sz的对角表象下, 写出其密度矩阵.
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解：

ρ =

(
1

2

)
|+yx+| +

(
1

2

)
|´yx´|

.
=

 1
2

0

0 1
2

 ,

(3.1.16)

它正好是一个单位矩阵除以 2. 正如早些时候曾指出的, 同样的这个系综还可以看作是
一种具有相等权重的 Sx+ 系综和 Sx´ 系综的非相干混合. 1

2
0

0 1
2

 =
1

2

 1
2

1
2

1
2

1
2

+
1

2

 1
2

´ 1
2

´ 1
2

1
2

 , (3.1.17)

由例3.2可以看到, 右边的两项就是 Sx+ 和 Sx´ 两个纯系综的密度矩阵. 因为这种情况
下的 ρ 正是单位算符除以 2 (维数), 有

Tr (ρSx) = Tr (ρSy) = Tr (ρSz) = 0, (3.1.18)

其中用到了 Sk 是无迹的. 于是, 对于 S 的系综平均值, 有

xSy = 0. (3.1.19)

这是合理的, 因为在一个自旋 1
2
系统的完全随机系综中不应当存在自旋的优势方向.

例题 3.4. 作为部分极化束的例子, 考虑两个纯系综的 75-25 混合, 一个是 Sz+ 而另一

个是 Sx+

解：

w (Sz+) = 0.75, w (Sx+) = 0.25. (3.1.20)

相应的 ρ 可以表示为

ρ
.
=

3

4

 1 0

0 0

+
1

4

 1
2

1
2

1
2

1
2


=

 7
8

1
8

1
8

1
8

 (3.1.21)

从上式得到

xSxy =
h̄

8
, xSyy = 0, xSzy =

3h̄

8
. (3.1.22)
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现在考察密度算符 ρ 如何随时间变化? 让我们假定在某个 t0 时刻密度算符由下式

给定

ρ (t0) =
ÿ

i

wi

ˇ

ˇα(i)
D @

α(i)
ˇ

ˇ . (3.1.23)

如果系综保持不受扰动, 就不可能改变概率 wi. 所以 ρ 的变化只是由态右矢
ˇ

ˇα(i)
D

的时

间演化所控制：

t0时
ˇ

ˇα(i)
D

Ñ
ˇ

ˇα(i), t0; t
D

. (3.1.24)

由于
ˇ

ˇα(i), t0; t
D

满足薛定谔方程, 得到

ih̄
Bρ

Bt
=
ÿ

i

wi

(
H
ˇ

ˇα(i), t0; t
D @

α(i), t0; t| ´ |α(i), t0; t
D @

α(i), t0; t
ˇ

ˇH
)

= ´[ρ,H].

(3.1.25)

除了符号相反, 该公式的样子很像海森堡运动方程！
(3.1.25) 式可以看作是经典统计力学中刘维尔定理

Bρc
Bt

= ´tρc,Hu (3.1.26)

的量子力学类似定理, 其中的 ρc 是相空间中代表点的密度
À. 因此, 对出现在 (3.1.25)

式中的 ρ, 密度算符的名字的确是合适的. 对于某个可观测量 A 的系综平均值, (3.1.6)
式的经典类似公式由下式给定：

xAy =

ş

ρcA(q, p)dΓq,p
ş

ρcdΓq,p

(3.1.27)

其中的 dΓq,p 表示相空间中的体积元.
至此, 已经考虑了右矢空间中的密度算符, 在那里基右矢是用某个可观测量的分立

的本征值标记的. 密度矩阵的概念可以推广到使用的基右矢用连续的本征值标记的情
况. 特别是, 让我们考虑由位置本征右矢 |xy 所张的右矢空间. (3.1.6）式的类似表达式
由下式给定

xAy =

ż

d3x

ż

d3x1 xx1|ρ|xy xx|A|x1y . (3.1.28)

这里的密度矩阵实际上是 x 和 x1 的一个函数, 即

xx1|ρ|xy =

C

x1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(
ÿ

i

wi

ˇ

ˇα(i)
D @

α(i)
ˇ

ˇ

)ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

G

=
ÿ

i

wiψi (x
1)ψ˚

i (x) ,

(3.1.29)

À 记住, 一个经典的纯态是用相空间 (q1, ¨ ¨ ¨ , qf , p1, ¨ ¨ ¨ , pf ) 中每个时刻的一个单独运动的点表示. 另一方面. 一个
经典的统计态用的非负的密度函数 ρc(q1, ¨ ¨ ¨ , qf , p1, ¨ ¨ ¨ , pf )描写, 它使得在 t 时刻在间隔 dq1 ¨ ¨ ¨ dpf内找到一个系

统的概率是 ρcdq1, ¨ ¨ ¨ , dpf .
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其中 ψi 是相应于态右矢
ˇ

ˇα(i)
D

的波函数. 注意, 该矩阵的对角元（即 x = x1 ）正是概

率密度加权后的求和.

在连续态情况下也一样, 重要的是要记住同一个混合系综可以按不同方式分解为纯
系综. 例如, 一个“真实的”粒子束流既可以看作平面波态 (单能量的自由粒子态) 的混
合也可以看作波包态的混合.

系综的两个极端情况是完全随机的系综和纯系综. 一个完全随机系综的密度矩阵在
任何表象看起来都像

ρ
.
=

1

N



1 0

1

1

. . .

1

1

0 1


(3.1.30)

[比较例 3.3 与 (3.1.16) 式]. 这从这样的事实得出来的, 即对应于写出密度矩阵所用的
基右矢所有的态是等概率的. 相比之下, 在 ρ 是对角化的基中, 对一个纯系综密度算符
的矩阵表示有 (3.1.12) 式. 而 (3.1.30) 和 (3.1.12) 这两个对角矩阵, 都满足归一化要求
(3.1.7), 它们看上去不可能有太大差别. 假如能够以某种方式构建一个量可以描述这种
巨大差异的话, 将会是我们所希望的.

3.2 量子统计的系综理论

现在讲量子统计力学. 在这一节中, 将重点强调量子统计力学与经典统计力学的不
同之处, 并给出有关公式的证明. 同经典情形一样, 纯粹力学的方法是不可能去研究决
定宏观系统性质的, 因为这要求积分多粒子系统的 Schödinger 方程, 比积分经典力学的
运动方程更没有希望, 即使可以求出一般解, 也不可能把巨大数目的量子态一一写下来.
另外, 下面将会看到, 定态的概念对宏观物体来讲也是很任意的, 这一点具有更为基本的
意义.

首先, 分析宏观物体的纯量子力学体系, 主要强调其与少数粒子体系的不同之处.
宏观物体通常有非常高的能级密度, 例如, 对于处于边长为 L的箱子中的 N个粒子, 其
能级为 E =

ř

i
h̄2π2n2

i

2mL2 , 其中 ni = 0, 1, 2, 3, . . .为 N个粒子的 3N个量子数. 对于一组给
定的量子态 (n1, n2, n3, . . . , n3N ), N个粒子的分布方式数将正比于 10N . 当粒子之间有
微弱相互作用时, 简并的能级将会分开, 而另一方面, 由于巨大的能级密度, 能级间距非
常小, 为 ( 10´N )量级, 按照不确定原理, ∆E∆t ě h̄, 我们发现为了确定系统的量子态,
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就必须等待 10N长的时间, 当 N为 1020时, 这一时间已大大超过了宇宙的年龄. 这意味
着对于一个宏观体系来说, 定态的概念本身就没有多少实际意义. À

用一个波函数来完整地描述宏观系统的性质实际上是不可能的, 一方面不可能得到
确定系统的波函数所需的巨大的数据集合; 另一方面系统的定态本身就不存在. 因此,
必须用统计的方法来进行描述. 由于我们仅仅对于宏观系统的热力学量感兴趣, 所以统
计描述在此意义下是完备的. 密度矩阵方法是对宏观系统进行统计描述的数学方法. 这
一节从更为物理的观点介绍密度矩阵.
考虑一个子系统, 它是一个孤立的大系统的一个很小的宏观部分. 子系统是我们的

研究对象, 而除了子系统以外的其余部分为子系统的外界 (或称为媒质). 用 r代表子系

统的坐标 (包括空间坐标, 内禀坐标等), R代表外界的坐标, 则整个大系统的状态可以用
|Ψ(R, r, t)y 来表示, 子系统的力学量 b(r)的平均值可写为:

B = xψ(R, r, t)| b(r) |Ψ(R, r, t)y

现在考虑引进子系统的一套正交归一的完备集 t|ψn(r)yu, 把 |Ψ(R, r, t)y对此集合展开:

|Ψ(R, r, t)y =
ÿ

n

|Cn(R, t)y |ψn(r)y

则

B =
ÿ

n,m

xCn(R, t)| xψn(r)| b(r) |ψm(r)y |Cm(R, t)y =
ÿ

n,m

ρmn(t)bnm

这里:
ρmn(t) = xCn(R, t)|Cm(R, t)y

就是引入的密度矩阵, 而 bmn为子系统的力学量对正交完备集 t|ψn(r)yu 的矩阵元.
定义算符 ρ, 使其对正交完备集 tψn(r)u的矩阵元为 ρmn = xm|ρ|ny, 则 ρ就叫做密

度算符. 而力学量的平均值可写为

B = Tr(ρb(r))

上式显然与所取的具体表象 (如在定义密度矩阵时引入的正交完备集) 无关, 因而可以
在任何方便的表象中进行计算.
密度矩阵具有下列性质:
(1) Tr(ρ1) = 1

(2) ρ+ = ρ

ρ˚
mn(t) = xCn(R, t)|Cm(R, t)y

˚
= xCm(R, t)|Cn(R, t)y = ρnm(t)

À 在分析中没有指明所用的单位, 这一点并不重要, 因为数字太大了
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(3) Tr(ρb)与表象无关.
在坐标表象下的密度矩阵的形式为:

ρ(q, q1) = xq|ρ|q1y =
ÿ

m,n

ψm(q)ρmnψ
˚
n(q

1)

而力学量的平均值为:
B =

ż

dqdq1b(q1, q)ρ(q, q1)

量子刘维方程

如同经典统计一样, 在量子情形也有一个刘维方程, 它是由冯. 诺意曼提出的, 其所
起作用与刘维方程在经典统计相同, 下面证明这个方程.
假设整个大系统的哈密顿为子系统的哈密顿 H与其他部分的哈密顿 H0之和, 即忽

略子系统与其他部分的相互作用, 这意味着考察的是几乎孤立的子系统. 在此情况下,
设

H0 |αy = E0
α |αy

H |ny = En |ny

这里, 用拉丁字母标记子系统, 希腊字母标记其他部分. 于是, 薛定谔方程为

ih̄
B

Bt
|ty = (H0 +H) |ty

令

|Ψ(R, r, t)y =
ÿ

n

|Cn(R, t)y |ψn(r)y =
ÿ

nα

Cnα |αy |ny

代入薛定谔方程, 得到
ih̄

BCnα

Bt
= (E0

α + En)Cnα

解得

Cnα(t) = Cnα(0)e´i(E0
α+En)t/h̄

这样就有

ρmn(t) =
ÿ

α

ÿ

β

Cnα(0)
˚Cmβ(0)ei(E

0
α´E0

β+En´Em)t/h̄ xα|βy

=
ÿ

α

Cnα(0)
˚Cmα(0)ei(En´Em)t/h̄

所以
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Bρmn

Bt
=
ÿ

α

Cnα(0)
˚Cmα(0)

B

Bt
(ei(En´Em)t/h̄) =

i

h̄
(En ´ Em)ρmn (3.2.1)

而：

(En ´ Em)ρmn =Enρmn ´ Emρmn

=
ÿ

l

[ρmlδlnEn ´ Emδmlρln]

=
ÿ

l

[ xm|ρ|ly xl|H|ny ´ xm|H|ly xl|ρ|ny]

= xm|ρH ´Hρ|ny

即得

ih̄
Bρ

Bt
= [H, ρ] (3.2.2)

注意, 方程 (3.2.2) 与力学量的 Heisenberg 方程差一符号, 密度矩阵的形式解：

ρ(t) = e´ i
h̄Htρ(0)e

i
h̄Ht (3.2.3)

在能量表象下：

xm|ρ(t)|ny = ρmn(0)e´i(Em´En)t/h̄ (3.2.4)

当 ρ不显含时间时, Bρ
Bt

= 0

[H, ρ] = 0 (3.2.5)

故:
ρ = ρ(H)

这是刘维方程的定态解. 这个解在能量表象中是对角的.
平衡态时, 对于微正则系综, 即由封闭, 孤立系统构成的系综, 其体积 V , 粒子数 N ,

能量介于 E ´ ∆ ď Ek ď E 之间.
量子统计物理的基本假定是：孤立系达平衡态时, 系统密度矩阵在能量表象下处于

任一可能的量子态的概率为,

ρ =

$

’

&

’

%

1
Ω

ř

K

|Ky xK| , E ´ ∆ ď EK ď E

0, EK ă E ´ ∆和 EK ą E

(3.2.6)

Ω 是粒子数为 N , 体积 V , 能量介于 E ´∆到 E 之间的系统可达到的量子态的数目. 显
然

ř

K

xK|ρ|Ky = Tr ρ = 1, 熵也可以等价地定义为

S = ´kTr(ρ ln ρ) = ´k
ÿ

K

ρK ln ρK (3.2.7)
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在微正则系综的假定下, 熵为
S = k lnΩ

与前面的定义完全相同. 关于基本假定的另外一种看法是, 把上式关于熵的表达式作为
基本假定, 即在平衡条件下, 熵可以写成系统的微观状态数 Ω 的对数乘以玻尔兹曼常数.
对于宏观系统, 粒子数 N是大数, 而 Ω则大致为 eN的量级, 是超大数. 在使用上述基本
假定时, 实在无需强调是孤立系. 而在此观点下, 下面将要介绍的正则系综, 巨正则系综
等, 可以看成是在基本假定下的计算规则. 微正则分布具有极值性质：由(3.2.7)定义的
熵，具有极值性质. 也就是说，对于微正则分布，改熵取极大，而任何其他分布的熵均
小于微正则系综的熵。这可简单证明如下：设另有一分布 ρ1, 在能量表象下为对角，对
角矩阵元为 ρ1

K , 满足归一化条件
ř

K ρ1
K = 1。

S1 = ´kTr(ρ1 ln ρ1)

ď ´kTr(ρ1 ln ρ)

= k
ÿ

K

ρ1
K lnΩ

= k lnΩ

= ´kTr(ρ ln ρ)

= S

(3.2.8)

即

S ě S1 (3.2.9)

上面证明中第二步的不等号可证明如下, 在能量表象下

Tr (ρ1(ln ρ´ ln ρ1)) =
ÿ

k

ρ1
k ln

ρk
ρ1
k

对于任意 x ą 0, 有不等式,
lnx ď x´ 1, À (3.2.10)

代入上式得到

ÿ

k

ρ1
k ln

ρk
ρ1
k

ď
ÿ

k

ρ1
k

(
ρk
ρ1
k

´ 1

)
=
ÿ

k

ρk ´
ÿ

k

ρ1
k = 0

即

Tr (ρ1(ln ρ´ ln ρ1)) ď 0, ´Tr (ρ1 ln ρ1) ď ´Tr (ρ1 ln ρ)

À 构造函数 f(x) = ln x ´ x+ 1, 当 x = 1时, f(1) = 0, df
dx

= 1
x

´ 1, 当 x ą 1时, df
dx

ă 0, 当 x ă 1时, df
dx

ą 0,
所以, 从 x = 1出发, 向两个方向的变化时, f(x)均减小, 即 x ‰ 1时恒有 f(x) ă 0, 即 ln x ď x ´ 1, 等号仅在 x = 1时

成立.
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这样，基本假定也可以改为在平衡态，微正则系综下由(3.2.7)所定义的系统的熵取
极大值.
正则系综: 给定粒子数 N , 体积 V , 温度 T的系统构成的系综, 其密度算符为

ρ =
1

ZC(β, V,N)
e´βH (3.2.11)

而

ZC(β, V,N) = Tr
(
e´βH

)
(3.2.12)

由配分函数 ZC可以得到自由能 F为

F (β, V,N) = ´β´1 lnZC(β, V,N) (3.2.13)

由 F便可通过微分求出系统的各个热力学量.
在能量的表象下, 利用经典统计时完全相同的手续，可以导出正则分布，这里不再

给出几乎完全相同的计算.
正则分布具有极值性质：设正则分布对应的平均能量为

xHy = Tr(ρH) (3.2.14)

且

Tr ρ = 1

若 ρ1 为能得到与正则分布相同平均能量的另一分布, 即

Tr ρ1H = Tr ρH

则 ρ1的熵不大于 ρ的熵, 即在给定温度的条件下, 正则分布是熵极大的分布. 这是正则分
布的极值性质.
这一性质证明如下, 由(3.2.7)

S1 = ´kTr(ρ1 ln ρ1)

ď ´kTr(ρ1 ln ρ)

= kTr(ρ1(lnZC + βH))

= k lnZC Tr ρ1 + kβ Tr(ρ1H)

= kTr(ρ) lnZC + kβ Tr(ρH)

= kTr[ρ(lnZC + kβH)]

= ´kTr(ρ ln ρ)

= S
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即

S ě S1 (3.2.15)

巨正则系综 是 V固定, 化学势 µ 固定, 温度 T固定, 粒子数可变, 能量可变的系统
的系综. 其密度矩阵,

ρ = ZG
´1(β, µ, V )e´β(H´µN) (3.2.16)

其中:
ZG = Tr

(
e´β(H´µN)

)
(3.2.17)

为巨配分函数. 可把 ZG改写为

ZG =
ÿ

Ně0

zNZC(β, V,N) (3.2.18)

这里

z = eβµ

称为系统的逸度. 与巨正则系综对应的热力学特征函数为广势函数.

ΩG(β, µ, v) = ´β´1 lnZG(β, µ, v) (3.2.19)

这个分布的推导方式与经典统计的推到类似, 不再重复, 同样, 可以用类似方法证明, 在
给定温度和化学势的条件下, 巨正则分布具有极值性质. 即在能够给出相同平均能量
Tr ρH = xHy和相同平均粒子数 Tr ρN = xNy的所有分布中，巨正则分布的熵最大，此

处熵由(3.2.7)定义。
T - P系综 是给定温度, 压强和粒子数的系综, 其密度矩阵为

ρ =
1

ZTP

e´βH+βPV

其中

ZTP (T, P,N) = Tr
(
e´βH+βPV

)
这里, 对体积的求迹为对于体积的积分. 与 ZTP对应的热力学势为吉布斯自由能 G

G(T, P,N) = ´kT lnZTP (T, P,N)

同样, 也可以证明, 在定温定压定粒子数的条件下, T - P分布具有极值性质. 即在能够给
出相同平均能量 Tr ρH = xHy和相同平均体积 Tr ρV = xV y的所有分布中，T - P分布
的熵最大，此处熵由(3.2.7)定义。

这里需要注意的是, 对于几种分布, 其熵极大是指系统的熵极大, 而不是出发点的系
综的熵极大. 所以, 这些熵极大的结论并不是平庸的结果. 它表明无论外界的约束条件
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如何, 平衡态的熵总是极大, 在任何外界条件下, 系统偏离平衡都对应于熵的减少. 由于
极值性质, 平衡态统计物理的基本假定也可以换为 (3.2.7)定义的熵在给定宏观约束下的
极大.

看几个简单的密度矩阵的例子.

例题 3.5. 箱中的单粒子

解：

质量为 m的粒子, 位于 L3箱中

H = ´
h̄2

2m
▽2

取周期性边界条件

φ(x, y, z) = φ(x+ L, y, z) = φ(x, y + L, z) = ¨ ¨ ¨

本征函数：

φE(r) =
1

L3/2
exp(ik ¨ r)

本征值

E =
h̄2k2

2m ,

波矢

k =
2π

L
(nx, ny, nz)

nx, ny, nz = 0,˘1,˘2 ¨ ¨ ¨

与热源相接触处于平衡态. 密度算符为:

ρ = ZC
´1e´βH

取坐标表象
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xr|ρ|r1y =ZC
´1

ÿ

kk1

xr| ky xk| e´βH |k1y xk1| r1y

=ZC
´1

ÿ

kk1

φk(r)δkk1e´βEkφ˚
K1(r1)

=ZC
´1

ÿ

k
φk(r)φ

˚
k (r1)e´βEk

=
1

L3ZC

ÿ

k
e´

βh̄2k2

2m eik¨(r´r1)

=
1

(2π)3ZC

ż

dke´
βh̄2k2

2m +i(k¨(r´r1)

=
1

ZC

(
m

2πh̄2β

)3/2

e´ m
2h̄2β

(r´r1)2

其中

ZC =Tr
(
e´βH

)
=

ż

dr xr|e´βH |ry

=

ż

dr
ÿ

k
xr| ky xk| rye´βEk

=

ż

dr
ÿ

k
|φk(r)|2e´βEk

=V
1

(2π)3

ż

dke´
βh̄2k2

2m

=V

(
m

2πh̄2β

)3/2

因此

ρ(r, r1) =
1

V
exp

"

´
m

2h̄2β
(r ´ r1)2

*

=
1

V
expt´π

(r ´ r1)2

λ2
u

这里 λ = h?
2πmkT

是热波长. 注意到, 密度矩阵是对称的

ρ(r, r1) = ρ(r1, r)

其对角元代表粒子处于 r的概率

ρ(r, r) = const.

即所有可能位置是等概率的, 这就回到了基本假设.
非对角元反映了粒子展延度, 这是量子效应. 对于动能为 kT的粒子, 其动量大小为

p =
?
2mkT , 对应的德布罗意波长为 λB = h

p
= h?

2mkT
, 这与热波长的大小是一致的,
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也许是因为这个原因, λ又被称为“德布罗意热波长”. 德布罗意波长代表粒子的量子相
关长度, 或粒子的延展度. 当 β Ñ 0即温度趋于无限大时, 热波长趋向于 0, 量子效应消
失,

ρ(r, r1) Ñ δ(r ´ r1)

平均能量：

xHy = Tr(ρH) = ´
B

Bβ
lnTr

(
e´βH

)
=

B

Bβ
lnZC =

3

2
kT

这是预期的结果.

例题 3.6. 谐振子

解：

为简单起见, 取质量为 1, 其哈密顿量为

H =
h̄2B2

2Bq2
+

1

2
ω2q2

能级为:

En =

(
n+

1

2

)
h̄ω

先求坐标空间的概率分布. 第 n个能级的位置分布为

ψ2
n(q)

处于第 n个态的概率为：

Pn = ae´βEn , a = const.

于是

dPq = adq
ÿ

n

ψ2
ne´βEn

记

dPq = ρqdq

ρq = a
ÿ

n

e´βEnψ2
n(q)
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为了求此和, 考虑

dρq
dq = 2a

ÿ

n

e´βEnψn
dψn

dq

利用动量算符的坐标表示 p = h̄
i

d
dq ,

dψn

dq =
i

h̄
pψn =

i

h̄
(pn´1,nψn´1 + pn+1,nψn+1)

=
ω

h̄
(qn´1,nψn´1 ´ qn+1,nψn+1)

这里利用了动量矩阵元和坐标矩阵元之间的如下关系

pn´1,n = ´iωqn´1,n, pn+1,n = iωqn+1,n

于是

dρq
dq =

2aω

h̄

#

ÿ

n

qn´1,nψnψn´1e´βEn ´ qn+1,nψnψn+1e´βEn

+

对第二项, 做代换

n Ñ n+ 1

注意到

En+1 = En + h̄ω, qn+1,n = qn,n+1, q´1,0 = 0

得到：

dρq
dq = ´

2aω

h̄
(1 ´ e´βh̄ω)

ÿ

n

qn,n+1ψnψn+1e´βEn

同理可得：

qρq = a(1 + e´βh̄ω)
ÿ

n

qn,n+1ψnψn+1e´βEn

两式比较可得

dρq
dq = ´

(
2ω

h̄
tanh βh̄ω

2

)
qρq

于是
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ρq = const ˆ exp
"

´q2
ω

h̄
tanh βh̄ω

2

*

归一化得：

ρq =

(
ω

πh̄
tanh βh̄ω

2

)1/2

exp
"

´q2
ω

h̄
tanh βh̄ω

2

*

经典情形：

ρq =const ˆ e
´βω2q2

2

=
ω

?
2πkT

e
´βω2q2

2

当 T " h̄ω 时, 量子效应不重要, 密度矩阵的对角元趋向经典结果

ρq =
ω

?
2πkT

exp
"

´
βω2q2

2

*

当 h̄ω " T 时, 成为

ρq =

c

ω

πh̄
e´q2ω/h̄

这是谐振子的基态分布.
接下来计算谐振子坐标表象下的密度矩阵的非对角元

ρ(q, q1) =
8
ÿ

n=0

e´βEnψn(q)ψn(q
1)

令 q = r + s, q1 = r ´ s, 做类似于前面的计算得到

Bρ

Bs
=

Bρ

Bq
´

Bρ

Bq1

= ´
cω

h̄
(1 + e´βh̄ω) ˆ

8
ÿ

0

qnn+1[ψn+1(q)ψn(q
1) ´ ψn(q)ψn+1(q

1)]

再计算 sρ = 1
2
(q ´ q1)ρ, 并与上式比较, 得到

Bρ

Bs
= ´sρ

2ω

h̄
coth

(
ρh̄ω

2

)
求解此方程得

ρ(q, q1) = Ae´s2 ω
h̄ coth βh̄ω

2

A由 s = 0时, q = q1, 上面的结果趋向于对角元来决定. 最后得到
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ρ(q, q1) =

(
ω

πh̄
tanh βh̄ω

2

)1/2

ˆ exp
"

´
ω(q + q1)2

4h̄
tanh βh̄ω

2
´
ω(q ´ q1)2

4h̄
coth

(
βh̄ω

2

)*

谐振子的平均能量为

xEy = Tr (ρH) = ´
B lnZC

Bβ

ZC = Tr
(
e´βH

)
=

8
ÿ

n=0

e´β(n+ 1
2)h̄ω =

e´βh̄ω/2

1 ´ e´βh̄ω

求导, 得到
xEy =

1

2
h̄ω +

h̄ω

eβh̄ω ´ 1

利用已经求得的坐标表象下的密度矩阵, 也可以在坐标表象下计算能量的平均值

xEy =

ż

dqdq1ρ(q, q1)H(q1, q)

H(q, q1) =

(
´
h̄2

2

d2

dq2 +
1

2
ω2q2

)
δ(q ´ q1)

这样就有

xEy =

ż

dq
(

´
h̄2

2

d2

dq2 ρ(q, q
1) +

1

2
ω2q2ρ(q, q1)

)
q1=q

代入 ρ(q, q1)的表达式, 计算积分, 得到

xEy =
1

2
h̄ω coth βh̄ω

2
=

1

2
h̄ω +

h̄ω

eβh̄ω ´ 1

当 T Ñ 0, 即 β Ñ 8,
xEy =

1

2
h̄ω + h̄ωe´βh̄ω

热容量

C =
B xEy

BT
= k(βh̄ω)2e´βh̄ω

当 T Ñ 8, β Ñ 0,
xEy =

1

2
h̄ω +

1

β
=

1

2
h̄ω + kT

热容量为

C = k

与经典的能量均分定律相同.
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3.3 热力学极限

统计力学研究的是大数粒子的系统, 它总有一定的体积 (宏观的)V, 哈密顿与 V 的
关系通过动能, 互作用及势能来反映, 考虑一系列系统, 体积为 VK , 实验证实, 任一热力
学强度量 GK为

GK = G+∆GK(VK)

且

∆GK(VK) ! G

GK(VK)|VKÑ8
= G

只要 VK足够大, 则 G1 « G2 ¨ ¨ ¨ « GK = G. 任一热力学广延量 Gk, 除以 Vk后，具有上

述性质。因此, 只需研究 V Ñ 8的情形, 使理论简单化.
注意, 增加 V时, 必须同时增加 N , 使 n = N/V不变. 极限 N Ñ 8, V Ñ 8,

N/V = n = const为热力学极限. 对一般系统, 热力学极限是存在的. 但对于某些系统,
如高度稀薄的气体等, 边界效应不能忽略, 热力学极限不存在.
当热力学极限成立时, 广延量 (如自由能) 可写为：

F (T, V,N) = V f̃(T, n) = Nf(T, n)

f 称为自由能密度.
热力学极限的存在性问题：

在相互作用势的适当假定下, 可以证明, 热力学极限是存在的. 设系统的哈密顿量
可以写为动能部分加相互作用部分 H 1. 热力学极限存在的条件是如下两个要求

1, 对任意 (q1 ¨ ¨ ¨ qN ),
H 1(q1 ¨ ¨ ¨ qN ) ě ´NWA

其中 WA与 N无关. 只要粒子之间的相互作用势随 r足够快地 Ñ 0, 这个条件就能满足.
2, 若把系统中的粒子任意分成两组,

H 1(q1 ¨ ¨ ¨ qN1
, q1

1 ¨ ¨ ¨ q1
N2

) ´H 1(q1 ¨ ¨ ¨ qN1
) ´H 1(q1

1 ¨ ¨ ¨ q1
N2

) ď 0

上式表明排斥力程较小. HI,II ď 0, 系统不会散开.
显然, 万有引力势, 库仑势均不满足这二个条件. 在带电粒子情形, 需要加上电中性

条件, 而纯粹由万有引力作用的系统, 不满足热力学极限的要求.
对于一般的宏观物体, 这两个条件一般是满足的.
如果热力学极限存在, 则量子统计系综具有热力学等价性, 即不同的系综得到的热

力学量相同. 统计系综由组成系综的系统所处的宏观条件而定义, 但对于热力学问题,
因存在热力学等价性, 所以在理论上常常视问题方便而选择系综, 并不限定其被定义的
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条件. 当用一种系综来替代另一种系综时, 各个系综求得的热力学量是相同的. 这里, 系
综平均值和给定系综时的固定量, 均等于对应的热力学量.

3.4 量子统计的经典极限

当温度较高, 密度较小时, 量子效应不重要, 此时, 量子系综转变为经典系综, 而量
子系综的配分函数亦变为经典系综的配分函数.
设有 N 个粒子的系统, 相互作用为 ϕ(x1 ¨ ¨ ¨xN ), 不考虑自旋.

H =
N
ÿ

i=1

p2i
2m

+ ϕ(x1 ¨ ¨ ¨xN )

假定满足条件,
(1), 热波长远小于粒子的间距, λ = h?

2πmkT
! d = 1

n1/3 , n为粒子密度, d是粒子平
均间距.

(2), 互作用 ϕ在热波长范围内变化不大.
若粒子间相互作用为：ϕij „ 1

rαij
, 则热力学极限存在的要求为 α ą 3. 一般中性原子

情形 α = 6, 带电粒子气体, 考虑了电中性条件后：dij „ e´rij/rD . rD为德拜长度.
由于

δϕ

ϕ
„
αδrij
rij

如取 δrij „ λ, rij „ d,

δϕ

ϕ
„
αλ

d

所以, 如果第一个条件满足, 则第二个一般也满足.
正则配分函数为

ZC = Tr
␣

e´βH
(

如果条件 (1) 满足, 则粒子的波包基本上没有重叠, 如图3.4.1所示.

图 3.4.1:
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在此条件下, 将一容器分隔成 M 个小格子, 格子的边长为 l, 使满足 λ ! l ! d. 每
一小格的体积为 τ = l3. 令每一小格的角标为 aα, α = 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,M (也可以取小格的中
心坐标为 aα ). 在上述条件下, 大部分格子是空的, 每个格子有多于一个粒子占据的概
率非常小, 忽略每一格中多于一个粒子的情形.

图 3.4.2:

于是整个系统的波函数可写为

Ψaj ,kl
(r1, r2, . . . , rN ) =

1
?
N !

ÿ

P

δPP
ź

i

ψaj ,kl
(ri) (3.4.1)

其中 P 表示 N 个粒子的排列, δP对玻色子为 1, 对费米子, 按照 P 相对于初始

次序的奇偶取 ´1或 1. kl 表示第 l 个单粒子态的波矢量, ψaj ,kl
(ri) 表示单个粒子的波

函数. 由边界条件有

ψaj ,kl
(ri) =

$

&

%

1?
τ
sin
[
klx(ri ´ aj)x

]
sin
[
kly(ri ´ aj)y

]
sin
[
klz(ri ´ aj)z

]
如ri在格aj内,

0如ri在格aj外.
(3.4.2)

当 aj 遍及所有的小格, 忽略两个粒子在同一小格, 其波函数是完备的. 在波矢量 ki Ñ

ki + dki, i = 1, 2, . . . , N 间的状态数为

τN

(2π)3N

N
ź

i=1

d3ki

对每个态, 可认为哈密顿量 H 是对角的

H =
ÿ

i

1

2m
p2
i + ϕ
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这是因为 ∇ψ 为有限, 积分也是有限的,
ż

ψ˚
ajkl

(ri)
p2
i

2m
ψaj ,kl

(ri) d3ri

=h̄2
ż

ˇ

ˇ∇ψaj ,kl
(ri)

ˇ

ˇ

2 1

2m
d3ri =

h̄2k2l
2m

.

这里, 一般 l ‰ i, 但由 (3.4.1)的波函数计算动能的结果为 N !项除以 N !, 每一项都等于
ř

i
h̄2k2

i

2m
, 这个求和中的每一个 h̄2k2

i

2m
是系统中某个粒子的动能, 我们在这里就可以把 i与

第 i个粒子对应起来. 又知, ϕ 在小格的范围内变化很小, 故可认为是常数, 因此 H 是对

角的, 而(3.4.1) 和(3.4.2) 式就是 H 的本征函数.
由于粒子是全同的, 是不可区分的, 因此粒子交换并不增加新的态. 但当 ai 遍及整

个空间时, 积分就重复了 N ! 次, 因此实际的态数应该除以 N ! , 即

τN Ñ
1

N !

N
ź

i=1

dr3
i

故

ZC =
1

N !

ż
ś

dr3
i dp3

i

(2π)3N h̄3N
e´ H

kT

其中利用了 d3ki =
d3pi

h̄3 ,

ZC = Tr
(
e´βH

)
«

ż

dqdp
N !h3N

e´βH(p,q)

上式可以简写为,

ZC =

ż

dΓe´βH(p,q), dΓ =
dqdp
N !h3N

高温下, 波包较小, 波函数无重叠. 例：T = 300K 的 He 原子, mHe = 6.6ˆ 10´24 g,
n = 2.5 ˆ 1019/ cm3, λ » 0.14Å, d « 33Å. 满足经典极限的条件 λ ! d.
上述经典极限可以从量子系综分布出发, 利用坐标表象和波函数的对称性严格证

明. 我们只讨论正则系综的情形. 取基函数为粒子动量的本征函数的对称或反对称组合,
并在坐标表象中计算. 对于波色子, 基函数为

Ψp1,p2,¨¨¨pN
(r1, r2, ¨ ¨ ¨ rN ) =

1
?
N !

ÿ

P

ψPp1
(r1)ψPp2

(r2) ¨ ¨ ¨ψPpN
(rN )

这里, (Pp1, Pp2, ¨ ¨ ¨PpN )为 (p1,p2, ¨ ¨ ¨pN )的一个置换. 对于费米子,

Ψp1,p2,¨¨¨pN
(r1, r2, ¨ ¨ ¨ rN ) =

1
?
N !

ÿ

P

(´1)δPψPp1
(r1)ψPp2

(r2) ¨ ¨ ¨ψPpN
(rN )
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其中, δP为把 (p1,p2, ¨ ¨ ¨pN )变为 (Pp1, Pp2, ¨ ¨ ¨PpN )的置换数. 可以把这两种情况统
一写成

Ψp1,p2,¨¨¨pN
(r1, r2, ¨ ¨ ¨ rN ) =

1
?
N !

ÿ

P

(˘)δPψPp1
(r1)ψPp2

(r2) ¨ ¨ ¨ψPpN
(rN )

其中的 “ +” 号代表玻色子, “ ´” 号代表费米子.
如果取系统为足够大的立方盒子, 取周期性边界条件, 则

ψp(r) =
1

?
V
eip¨r/h̄ =

1
?
V
eik¨r

这里, 为简化符号, 定义 p = h̄k. 利用这个表象, 配分函数为

ZC =
ÿ

p1,p2,¨¨¨pN

1

V N

ż

d3Nr
1

N !

ÿ

P

(˘)δP e´i
ř

j Pkj ¨rje´βH
ÿ

P 1

(˘)δP 1 e´i
ř

j P 1kj ¨rj

上式中, 对于 (p1,p2, ¨ ¨ ¨pN )的求和, 可以转化为对各个动量的积分, 每个动量的积分元
是 V d3k

(2π)3
(见 (1.2.1)), 积分对应于所有微观状态的求和. 但是, 在采用了对称化的波函数

后, 一组 tp1,p2, ¨ ¨ ¨pNu, 对应于一个状态, 与各个 pi的排列次序无关, 积分只对各个相
异的状态进行, 这样的积分, 自然是非常不方便的, 但注意到, N个 pi的各种重排共有

N !种, 如果不加限制的对每个 pi积分, 则多算了 N !次, 所以, 只要在结果中除以 N !, 就
可以对每个 pi独立积分了.

另一方面, 上式中的两个对于排列的求和, 实际上只需要保留一个即可, 这是因为,
例如对于 P 1中的任意一个给定的排列, P中的每一项与其相乘后, 所得的 N !项已经穷尽

了所有的配对, 所以 P 1中的每一项和 P中的 N !项的配对结果都相同, 这样, 可以取消对
于 P 1的求和, 而只保留一项, 再把所得结果乘以 N !即可.

这样, 考虑到上述两个因素, 两个 N !恰好相消, 配分函数可以写成

ZC =

ż

dΓ
ÿ

P

(˘)δP e´i
ř

j Pkj ¨rje´βHei
ř

j kj ¨rj (3.4.3)

其中

dΓ =
d3Nkd3Nr

N !(2π)3N
=

d3Npd3Nr

N !(2π)3N h̄3N
=

d3Npd3Nr

N !h3N
(3.4.4)

令

I = e´βHei
ř

j kj ¨rj (3.4.5)

这是算符 e´βH作用到函数 e´i
ř

j kj ¨rj上的结果. 我们来求 I. 首先, 如果是理想气体,
H = ´

ř

j

h̄2∇2
j

2m
, 则

I = e´β
ř

j p2
j/2me´i

ř

j kj ¨rj

配分函数

ZC =

ż

dΓ
ÿ

P

(˘)δP e´i
ř

j Pkj ¨rje´β
ř

j p2
j/2mei

ř

j kj ¨rj
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可以把对 P的求和按照不交换（1 项）, 交换一对（N(N´1)
2
项）, 等等列出, 得到

ZC =

ż

dΓe´βE(p)

(
1 ˘

ÿ

iąj

eiki¨(ri´rj)eikj ¨(rj´ri) + ¨ ¨ ¨

)

定义

wij =

ş

dkie´βh̄2k2/2meik¨(ri´rj)

ş

dke´βh̄2k2/2m
= e´π|ri´rj |2/λ2 (3.4.6)

其中 λ = h?
2πmkT

为热波长. 进一步, 引入等效相互作用势

vij = ´kT ln
(
1 ˘ w2

ij

)
= ´kT ln

(
1 ˘ e´2π|ri´rj |2/λ2

)
则配分函数可以写成

ZC =

ż

dΓe´βE(p)

(
1 ˘

ÿ

iąj

w2
ij + ¨ ¨ ¨

)

«

ż

dΓe´βE(p)
ź

iąj

(
1 ˘ w2

ij

)
=

ż

dΓe´βE(p)´β
ř

iąj vij

(3.4.7)

这里, 由于量子效应导致的等效相互作用对于玻色子是吸引作用, 对于费米子是排斥作
用. 其图像如图所示.

如果完成(3.4.7)第一行的计算, 得到

ZC =
V N

N !λ3N

(
1 ˘

N2λ3

4
?
2V

)
=

V N

N !λ3N

(
1 ˘

Nλ3

4
?
2V

)N

最后一步利用了广延性的假定. 注意到 λ = h?
2πmkT

, 所以, 因量子全同性导致的最低修
正的量级是 h̄3. 由所得 ZC取对数, 得到自由能为

F = ´NkT ln V

Nλ3
´NkT ´NkT ln

(
1 ˘

Nλ3

4
?
2V

)
(3.4.8)
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把对数项对小量 λ展开, 得到

F = ´NkT ln V

Nλ3
´NkT ´ (˘)NkT

Nλ3

4
?
2V

(3.4.9)

上式对 V求导数, 得到物态方程

P = ´
BF

BV
=
NkT

V
´ (˘)kT

N2λ3

4
?
2V 2

=
NkT

V

(
1 ´ (˘)

1

4
?
2

Nλ3

V

)
(3.4.10)

这样, 就得到了纯粹由量子全同性导致的对于物态方程的修正, 对应的第二位力系数为

a2 = ´(˘)
1

4
?
2

对波色子, 为负值, 来自于等效的吸引相互作用；对于费密子, 为正值, 来自于等效的排
斥相互作用. 这种等效相互作用完全来自交换对称性.
现在讨论有相互作用的情形. 对于(3.4.5), 对 β求导, 得到 I满足的方程

BI

Bβ
= ´HI (3.4.11)

I的初始条件为,
I(0) = ei

ř

j kj ¨rj

在坐标表象下, 哈密顿算符为

H = ´
h̄2∇2

2m
+ U(r) (3.4.12)

对应的经典哈密顿量是

H =
ÿ

i

p2i
2m

+ U(r) (3.4.13)

这里 r表示 N个位置矢量 r1, r2, . . ., rN , ∇表示 N个梯度算符 ∇1, ∇2, . . ., ∇N ,
∇2 = ∇ ¨ ∇ =

řN

i=1 ∇2
i . 记 k为 N个波矢量 k1, k2, . . ., kN , 则

ei
ř

j kj ¨rj = eik¨r

如果完全忽略量子效应, 哈密顿算符成为经典的哈密顿量 H(p, q), I趋向于

IC = e´βHeik¨r

为此, 设方程(3.4.11)的解为
I = e´βHeik¨ru (3.4.14)

把上式代入方程(3.4.11), 左边为

BI

Bβ
= ´He´βHeik¨ru+ e´βHeik¨r Bu

Bβ
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现在计算方程的右边,

∇
(
e´βHeik¨ru

)
= ∇

(
e´βHu

)
eik¨r + e´βHu(ik)eik¨r

∇2
(
e´βHeik¨ru

)
= ∇2

(
e´βHu

)
eik¨r + 2∇

(
e´βHu

)
¨ (ik)eik¨r ´ e´βHuk2eik¨r

于是, 方程的右边为

h̄2

2m

[
∇2
(
e´βHu

)
eik¨r + 2∇

(
e´βHu

)
¨ (´ik)eik¨r ´ e´βHuk2eik¨r

]
´ Ue´βHeik¨ru

=
h̄2

2m

[
∇2
(
e´βHu

)
eik¨r + 2∇

(
e´βHu

)
¨ (ik)e´ik¨r

]
´He´βHeik¨ru

分别在方程的左边和右边乘以 e´βHeik¨r, 注意到梯度算符 ∇只作用于位置的函数, 哈密
顿的动能部分是动量的函数, 可以从梯度算符中提出来, 这样, 由左边等于右边, 就得到
u满足的方程为

Bu

Bβ
= eβU

[
h̄2

2m
∇2
(
e´βUu

)
+ i

h̄2

m
k ¨ ∇

(
e´βUu

)]
(3.4.15)

初始条件为

u(0) = 1

方程(3.4.15)与初始条件一起可以写成积分方程如下

u(β) = 1 +

ż β

0

dτeτU
[
h̄2

2m
∇2
(
e´τUu(τ)

)
+ i

h̄

m
p ¨ ∇

(
e´τUu(τ)

)]
(3.4.16)

对上式迭代求解, 并保留到 h̄2, 得到

u(β) = 1 +

ż β

0

dτeτU
[
h̄2

2m
∇2
(
e´τU

)
+ i

h̄

m
p ¨ ∇

(
e´τU

(
1 +

ż τ

0

dτ 1eτ 1U i
h̄

m
p ¨ ∇

(
e´τ 1U

)))] (3.4.17)

只做到这阶近似, 注意到

∇e´τU = ´τe´τU∇U

∇2e´τU = τ 2e´τU (∇U)
2

´ τe´τU∇2U

ż τ

0

dτ 1eτ 1U i
h̄

m
p ¨ ∇

(
e´τ 1U

)
= ´i

h̄

m

τ 2

2
p ¨ ∇U

eτUp ¨ ∇
(
e´τUp ¨ ∇U

)
= ´τ(p ¨ ∇U)

2
+ (p ¨ ∇)

2
U
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把上式代入(3.4.17)并完成对 τ的积分, 得到

u =1 ´
h̄β2

2m
ip ¨ ∇U +

h̄2β3

6m
(∇U)

2
´
h̄2β2

4m
∇2U

+
h̄2

m2

β3

6
(p ¨ ∇)

2
U ´

h̄2

m2

β4

8
(p ¨ ∇U)

2

把此结果代入(3.4.14)得到

I = e´βHeik¨r

"

1 +
h̄2β3

6m
(∇U)

2
´
h̄2β2

4m
∇2U ´

h̄β

2m
ip ¨ ∇U

+
h̄2

m2

β3

6
(p ¨ ∇)

2
U ´

h̄2

m2

β4

8
(p ¨ ∇U)

2

*

再代入(3.4.3) 得到

ZC =

ż

dΓ
ÿ

P

(˘)δP e´i
ř

j Pkj ¨rje´βHeik¨r

"

1 +
h̄2β3

6m
(∇U)

2

´
h̄2β2

4m
∇2U ´

h̄β2

2m
ip ¨ ∇U +

h̄2

m2

β3

6
(p ¨ ∇)

2
U ´

h̄2

m2

β4

8
(p ¨ ∇U)

2

*

类似于理想气体, 对置换 P的求和保留不交换和交换一对, 得到

ZC =

ż

dΓe´βH

"

1 +
h̄2β3

6m
(∇U)

2
´
h̄2β2

4m
∇2U ´

h̄2β2

2m
ip ¨ ∇U

+
h̄2

m2

β3

6
(p ¨ ∇)

2
U ´

h̄2

m2

β4

8
(p ¨ ∇U)

2

*

˘

ż

dΓ
ÿ

iąj

ei(ki´kj)¨(ri´rj)e´βH

(3.4.18)

因交换一对粒子的量子效应已经是 h̄3阶, 所以上式最后一行中相互作用的修正部分全
部略去. 对于由(3.4.13)给出的经典哈密顿量, 其动能部分是动量的平方和的形式, 这样

ż

dppe´βH = 0

ş

dpidpjpipje´βH

ş

dpidpje´βH
=
β

m
Iδij

把上述结果代入, 配分函数成为

ZC =

ż

dΓe´βH

#

1 +
h̄2β3

24m

ÿ

i

(∇iU)
2

´
h̄2β2

12m

ÿ

i

∇2
iU ˘

ÿ

iąj

w2
ij

+

(3.4.19)

再注意到
ż

drie´βU∇2
iU =

ż

dri∇i ¨
(
e´βU∇iU

)
+ β

ż

drie´βU (∇iU)
2

=

ż

dSi ¨
(
e´βU∇iU

)
+ β

ż

drie´βU (∇iU)
2
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对于宏观系统, 第一项的面积分相对于体积积分可以略去. 由此得到
ż

drie´βU∇2
iU = β

ż

drie´βU (∇iU)
2 (3.4.20)

代入(3.4.19), 最后得到

ZC =

ż

dΓe´βH

#

1 ´
h̄2β3

24m

ÿ

i

(∇iU)
2

˘
ÿ

iąj

w2
ij

+

(3.4.21)

上式中第二项的求和, 如果展开, 是
ÿ

i

(∇iU)
2
=

ÿ

i,j,k

f ij ¨ f ik

其中

f ij = ´∇iu(ri ´ rj)

为第 j个粒子对第 i个粒子的作用力. 进一步, 可把上式按照二体力和三体力分开
ÿ

i

(∇iU)
2
=
ÿ

i,j

f2
ij +

ÿ

i,j‰k

f ij ¨ f ik

三体力只有当三个粒子比较接近时, 才有较大贡献. 对于气体, 可以略去.
如果令 h̄ Ñ 0, 或 β Ñ 0(对应于 T Ñ 8), 则量子效应可以略去. 注意到 λ =

h?
2πmkT

, 在上述极限下, λ Ñ 0, wij Ñ 0, 配分函数成为

ZC =

ż

dΓe´βH (3.4.22)

这就是配分函数的经典极限,注意到(3.4.4)中因量子全同性导致的 N !因子和对 k的积分

化为对 p积分时的 h保留了下来, 前者来自对于微观状态的正确计数. 所以, 经典极限保
留了这两点量子的信息. 特别是第一点, 非常重要, 这是因为在经典力学中无法给出微
观状态的计数.

(3.4.21)中的花括号中第二项是来自系统中粒子相互作用的量子修正, 第三项是来
自全同粒子的统计性的量子修正, 其中 wij由 (3.4.6)给出.

3.5 具有内部自由度的气体

在第一章, 我们利用经典统计力学处理了没有结构的点状粒子构成的理想气体, 这
只有对于较高温度下（如室温）单原子理想气体 (如惰性气体) 才是正确的. 实际上, 大
部分气体由分子构成, 这些分子具有内部自由度, 有振动, 转动等运动. 这一节分别从经
典统计力学的角度和量子角度考虑这些内部自由度的影响. 在很多情况下, 可以近似认
为粒子的每一个自由度是互相独立的, 假定单个分子的哈密顿量为

H = h(r,p) + hr(ϕi, pϕi
) + hv(qi, pi) (3.5.1)
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式中第一项为普通的平动项, 第二项为转动哈密顿, 一般是欧拉角 ϕi ” (θ, ϕ, ψ)和对应

动量的函数, 第三项是振动哈密顿, 用正则坐标 qi和对应的正则动量来表示. 一般来说,
振动和转动是互相耦合在一起的, 由于振动, 分子的转动惯量会改变. 一般振动和转动
的特征时间相差较大, 可以忽略其耦合, 以方便计算（研究振动和转动的耦合的影响是
一个很好的课程研究问题. ）. 这样, 单粒子配分函数是:

ZC1(T, V ) =
1

h6+f

ż

d3rd3p

ż

d3ϕd3pϕ

ż

dfqdfpe´β(h+hr+hv)

= ZCTZCrZCv

(3.5.2)

其中:
ZCT =

1

h3

ż

d3rd3pe´βh(r,p)

ZCr =
1

h3

ż

d3ϕd3pϕe´βhr(ϕ,pϕ)

ZCv =
1

hf

ż

dfqdfpe´βhv(q,p)

而 N个分子气体的总配分函数为

ZC =
1

N !
(ZCTZCrZCv)

N (3.5.3)

在 N " 1时, 自由能成为

F (T, V,N) = ´kT lnZC

= ´NkT

[
1 + ln

(
ZCT

N

)]
´NkT lnZCr ´NkT lnZCv

= FT + Fr + Fv

(3.5.4)

由 h(r,p) = p2

2m
, 可以求得平动部分的配分函数为:

ZCT = V

(
2πmkT

h2

)3/2

=
V

λ3
(3.5.5)

因此 FT与单原子理想气体是一样的. 下面考虑双原子分子, 其动能可以写为

EK =
1

2
m1v1

2 +
1

2
m2v2

2

=
1

2
(m1 +m2)vc

2 +
1

2
µv2

(3.5.6)

其中, vc = m1v1
2+m2v2

2

m1+m2
为质心的速度, µ = m1m2

m1+m2
是折合质量, 而 v = v1 ´ v2为相

对速度. 利用球坐标, 可以得到, v2 = ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2, 相对运动的动能成为
1
2
µṙ2 + 1

2
Iθ̇2 + 1

2
I sin2 θϕ̇2, 这里, I = µr2 « µr20为转动惯量, r0为分子的平均长度. 这里

的近似忽略了振动和转动之间的耦合, 这在实际分子中是成立的, 因为振动和转动的能
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量标度相差较大, 从而时间标度相差很大. 对于转动而言, 很小的转动角对应于分子振
动了很多次, 所以, 影响转动的是原子的平均距离. 对于振动而言, 每次振动, 感受到的
是方位确定的原子. 如果振动与转动之间的特征时间相差不大, 就要考虑二类运动之间
的耦合.
若二个原子之间的相互作用只与其距离 r有关, 则系统的拉氏函数成为

L = EK ´ V =
1

2
mvc

2 +
1

2
µṙ2 +

1

2
Iθ̇2 +

1

2
I sin2 θϕ̇2 ´ u(r) (3.5.7)

正则动量为

p =
BL

Bvc

= mvc

pr =
BL

Bṙ
= µṙ

pθ =
BL

Bθ̇
= Iθ̇

pϕ =
BL

Bϕ̇
= I sin2 θϕ̇

(3.5.8)

由此得到系统的哈密顿量为

H = p ¨ vc + pθθ̇ + pr ṙ + pϕϕ̇´ L

=
p2

2m
+
p2r
2µ

+
p2θ
2I

+
p2ϕ

2I sin2 θ
+ u(r)

= hT + hr + hv

(3.5.9)

其中:

hT =
p2

2m

hr =
p2θ
2I

+
p2ϕ

2I sin2 θ

hv =
p2r
2µ

+ u(r)

进一步, 如果振动的幅度比较小, 则 u(r) » u(r0) +
1
2
K(r ´ r0)

2, 于是:

ZCr =
1

h2

ż

dθdϕ
ż

dpθdpϕe´βhr

对 ϕ的积分为 2π, 对 pθ和 pϕ的积分是高斯积分, 结果是:

ZCr =
2π

h2

ż π

0

dθ
c

2Iπ

β

c

2Iπ

β
sin θ

=
4π

h2
2πI

β
= 8π2 I

h2β

(3.5.10)
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Fr = ´NkT lnZCr = ´NkT ln 8π2I

βh2
(3.5.11)

对于振动部分, 有

ZCv =
1

h

ż

drdpre´βhv

= eβu(r0)
1

h

c

2µ

β

c

2

βK

= eβu(r0)
2

hβ

c

µ

K

Fv = ´Nu(r0) ´NkT ln
(

2

hβ

c

µ

K

)
(3.5.12)

转动熵和内能为

Sr = ´
BFr

BT
= Nk

(
1 + ln 8π2I

h2β

)
(3.5.13)

Er = Fr + TSr = NkT (3.5.14)

振动熵和内能为

Sv = ´
BFv

BT
= Nk

(
1 + ln 2

βh

c

µ

K

)
(3.5.15)

Ev = Fv + TSv = NkT (3.5.16)

最后得到

E = ET + Er + Ev =
7

2
NkT (3.5.17)

热容量为

CV =
BE

BT

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

V,N

=
7

2
Nk (3.5.18)

实验上发现, 双原子气体的热容量接近于 5
2
Nk, 而不是 7

2
Nk, 这一差别来源于量子效应.

在量子力学的描述中, 双原子分子的哈密顿量为

H = ´
h̄2∇2

1

2m1

´
h̄2∇2

2

2m1

+ U(r)

变换到质心坐标和相对坐标,

rc =
m1r1 +m2r2

m1 +m2

, r = r1 ´ r2
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哈密顿量成为

H = ´
h̄2∇2

rc

2(m1 +m2)
´
h̄2∇2

r

2µ
+ U(r)

这里 µ = m1m2

m1+m2
为折合质量. 第一项是质心的运动，其本征函数和本征值分别为

1
L3/2 eikc¨rc 和 εc =

h̄2k2
c

2(m1+m2)
. 把相对运动的动能变换到球坐标系

´
h̄2∇2

r

2µ
= ´

h̄2

2µ

(
d2

dr2 +
2

r

d
dr

)
+

L2

2µr2

利用角动量平方的已知解，得到相对运动的径向方程成为

´
h̄2

2µ

(
d2

dr2 +
2

r

d
dr

)
R+

h̄2l(l + 1)

2µr2
R+ U(r)R = εvR

做代换，u = rR, 得到

´
h̄2

2µ

d2u

dr2 +
h̄2l(l + 1)

2µr2
u+ U(r)u = εrvu (3.5.19)

至此，方程还没有做近似，(3.5.19)为相对运动的方程。现在做近似，把势能 U(r) 在平

衡距离 r0展开并仅保留到二次项（一次项为零）

U(r) = U(r0) +
1

2
K(r ´ r0)

2

令 K = µω2, x = r ´ r0, 再把角动量项中的 µr2近似为 µr20, 适当移项后得到

´
h̄2

2µ

d2u

dx2 +
1

2
µω2x2u = εvu (3.5.20)

其中 εv = εrv ´ εr ´ U(r0), εr = l(l+1)h̄2

2µr20
。(3.5.20)是标准的简谐振子方程，其本征值为

εv =
(
n+ 1

2

)
h̄ω. 这样，相对运动方程的本征值成为

εrv =

(
n+

1

2

)
h̄ω +

l(l + 1)h̄2

2µr20
+ U(r0)

第一项为振动能级，第二项是转动能级 εl =
h̄2

2I
l(l + 1), 其中 I = µr20, 对应的简并度为

2l + 1, U(r0)为一常量，可以取为 0。
由此求得转动的配分函数为

ZCr =
8
ÿ

l=0

(2l + 1) exp
(

´
βh̄2

2I
l(l + 1)

)
=

8
ÿ

l=0

(2l + 1) exp
(

´
Tr

T
l(l + 1)

)
(3.5.21)

其中 Tr =
h̄2

2Ik
为转动的特征温度. 当 T " Tr时, 上式的求和可以用积分来代替À

ZCr =

ż

dl (2l + 1) exp
(
Tr

T
l(l + 1)

)
=

T

Tr

À 为了得到下式，注意到当 T " Tr时，l(l + 1)Tr
T
趋于连续变化，记 η =

b

Tr
T
则 l(l + 1)Tr

T
= lη(lη + η), 令

x = lη近似为连续变量，在 dx内的包含的 l的数目是 dx
η

, 于是
ř

l
Ñ

ş dx
η

.
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Fr = ´NkT ln T

Tr

与经典结果一致. 对于不太高的温度，可以利用 Euler-Maclaurin 公式À近似计算，对于

目前的问题，这个公式可以写成

8
ÿ

n=0

f(n) =

ż 8

0

f(x)dx+
1

2
f(0) ´

1

12
f 1(0) +

1

720
f3(0) ´

1

30240
f (v)(0) + ¨ ¨ ¨

令

f(x) = (2x+ 1) exp t´x(x+ 1)Tr/T u ,

计算得

f(0) =1

f 1(0) =2 ´
Tr

T

f3(0) = ´ 12
Tr

T
+ 12

(
Tr

T

)2

´

(
Tr

T

)3

f (v)(0) =120

(
Tr

T

)2

´ 180

(
Tr

T

)3

+ 30

(
Tr

T

)4

´

(
Tr

T

)5

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

注意到 f(x)对 Tr

T
展开时，Tr

T
的 n次方项的系数中 x的最高次幂是 2n + 1, 由此可知，

f (2n+1)(0)中 Tr

T
的最低次幂是 n. 为了得到 Tr

T
的平方项修正，需要计算到 f (v)(0). 代入

Euler-Maclaurin 公式，可以求得至 Tr

T
平方的结果是

ZCr =
T

Tr

+
1

3
+

1

15

Tr

T
+

4

315

(
Tr

T

)2

+ ¨ ¨ ¨ ,

这个结果称为 Mulholland 公式. 对应的自由能是

Fr = ´NkT lnZCr = ´NkT

[
ln T

Tr

+ ln
(
1 +

1

3

Tr

T
+

1

15

(
Tr

T

)2

+
4

315

(
Tr

T

)3

+ ¨ ¨ ¨

)]

= ´NkT ln T

Tr

´
1

3
NkTr ´

1

90
NkT

(
Tr

T

)2

´
8

2835
NkT

(
Tr

T

)3

+ ¨ ¨ ¨

内能为

Er = ´T 2 B F
T

BT
= NkT ´

1

3
NkTr ´

1

45

NkT 2
r

T
´

8

945

NkT 3
r

T
+ ¨ ¨ ¨

由此可求得对应的热容量为

CV r
BEr

BT
= Nk

[
1 +

1

45

(
Tr

T

)2

+
16

945

(
Tr

T

)3

+ ¨ ¨ ¨

]
À 王竹溪，郭敦仁，《特殊函数概论》，第一章
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振动能级为
(
n+ 1

2

)
h̄ω, 由此求得振动配分函数为

ZCv =
8
ÿ

n=0

exp
(

´
Tv

T
(n+

1

2
)

)
=

e´ 1
2

Tv
T

1 ´ e´
Tv
T

(3.5.22)

Fv =
1

2
NkTv +NkT ln

(
1 ´ e´

Tv
T

)
当 Tv ! T时, 上式成为

Fv =
1

2
NkTv +NkT ln

(
Tv

T

)
回到经典结果. 其中 Tv = h̄ω

k
为振动的特征温度.

当 T ! Tr 时, 转动配分函数的求和中可以只保留前面两项

ZCr = 1 + 3e´2Tr
T

其自由能为

Fr = ´NkT ln
(
1 + 3e´2Tr

T

)
« ´3NkT e´2Tr

T

熵

Sr = ´
BF

BT

=3Nke´2Tr
T + 3NkT

2Tr

T 2
e´2Tr

T

=3Nk
2Tr

T

(
1 +

T

2Tr

)
e´2Tr

T

内能

Er = Fr + TSr = 6NkTre´2Tr
T

而对应的热容量为

Cr
BEr

BT
= 12Nk

(
Tr

T

)2

e´2Tr
T

当温度趋于 0时, 转动热容量以指数的方式趋于 0.
对于振动部分, 熵为

Sv = ´
BF

BT
= ´Nk ln

(
1 ´ e´

Tv
T

)
+

NkTr

T (eTv
T ´ 1)

能量为

Ev =
Nh̄ω

(e
Tv
T ´ 1)

+
1

2
Nh̄ω

而热容量为

Cv = Nk

(
Tv

T

)2 eTv
T

(eTv
T ´ 1)2
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当 T ! Tv时, 成为

Cv = Nk

(
Tv

T

)2

e´
Tv
T

当温度趋于 0时, 振动热容量以指数的方式趋于 0.
一般 Tr ! Tv, 例如 O 2气的 Tv = 2256K，Tr = 2.07K，N 2气的 Tv = 3374K，

Tr = 2.88K，H 2气的 Tv = 4320K，Tr = 85.3KÀ. 当 T ! Tr时, 转动和振动的自由度
都没有激发, 只有平动对热容量有贡献, CV = 3

2
NkT ; 当 Tr ! T ! Tv时, 平动和转动的

自由度对热容量有贡献, 而振动自由度没有激发, CV = 5
2
NkT ; 只有当 T " Tv时, 所有

的自由度都充分激发, 热容量达到极限值 CV = 7
2
NkT . (这里把原子当作基本粒子, 在

更高的温度下, 原子的内部自由度也可以被激发, 分子可能被解离, 需要做更为细致地计
算). 注意到 Tv非常大，所以在室温附近，双原子气体的热容量一般是 CV = 5

2
NkT .

H 2气体热容量的特性

注意到 H 2的 Tr较大，在室温下，量子全同性的效应将会表现出来。因氢分子的两

个原子核（质子）是全同的，具有自旋 1
2
，为费密子，所以，核的自旋波函数，振动波

函数与转动波函数的乘积应该是反对称的，振动波函数对于 r Ñ ´r的变换不变，是对

称的，所以只需要考虑核自旋的波函数与转动波函数的乘积。当 l为奇数时，转动的波

函数为反对称，当 l为偶数时，转动波函数为对称。这样，对于三重态，对 l的求和应只

取奇数的 l, 对于单重态，则只取偶数的 l。氢气包括三重态的氢气（称为正氢）和单重

态的氢气（称为仲氢），所以，对于氢气，其转动的配分函数应为

ZCr =
ÿ

l偶数

(2l + 1) exp
(

´
Tr

T
l(l + 1)

)
+ 3

ÿ

l奇数

(2l + 1) exp
(

´
Tr

T
l(l + 1)

)
(3.5.23)

正氢和仲氢的分子数之比为

N正
N仲

=
3
ř

l奇数(2l + 1) exp
(
´Tr

T
l(l + 1)

)
ř

l偶数(2l + 1) exp
(
´Tr

T
l(l + 1)

) (3.5.24)

当 T Ñ 0，只有 l = 0的项保留，其余均为 0，此时，全为仲氢，当 T " Tr时，对奇数

和偶数的求和趋于相同，此时正氢与仲氢的比例分别为 3
4
和 1

4
. 对于氢气的热容量的实

验测量结果与利用(3.5.23)计算的结果差别非常大，这在一段时间引起很大的疑惑. 后
来，注意到从仲氢与正氢之间转化的弛豫时间非常长。对此，我们略为多说一点，尽管

这里以理想气体的方式处理氢分子气体，但氢分子之间的相互作用（主要是碰撞）对于

氢分子气体能够处于平衡态是必须的，如果没有相互作用，则系统不可能达到平衡。在

氢分子中，核被电子包围，而两个电子则处于自旋单态，从而与核自旋的相互作用非常

微弱。分子之间的碰撞对核自旋几乎没有影响，这样，仲氢核正氢之间达到平衡的弛豫

时间就非常长（例如，大约为数月或年的量级）。实际测量是从室温开始，不断降温进

À 数据取自 D. A. McQuarrie, Statistical Mechanics, chapter 6, Harper & Row, New York, 1976.
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行测量，降温过程的时间尺度远小于正氢与仲氢达到平衡的弛豫时间。这样，正氢和仲

氢的比值在降温过程中实际不变，保持为室温时的比例，大致是 3
4
和 1

4
，而不是所测量

温度下的平衡比例À。也就是说，氢气在测量过程中并不处于平衡态，正氢和仲氢之间

没有达到平衡。另一方面，正氢和仲氢各自是达到了热平衡。基于这样的考虑，测量的

结果实际上是

CV =
3

4
CV (正) +

1

4
CV (仲) (3.5.25)

其中 CV (仲)和 CV (正)分别由(3.5.23)的第一个求和项和第二个求和项计算所得，这个
结果与实验符合非常好。见下图 ( From K. F. Bonhoeffer and P. Harteck, Z. Physikal.
Chem., 4B, p. 113, 1929.)

通过加入催化剂，可以大大降低正仲氢之间转化的弛豫时间，从而也可能测到与平

衡态的计算一致的结果。

这个例题给出了一类典型问题的处理原则，提示我们在利用平衡态统计物理的基本

原则去处理具体问题时，要仔细考察问题的条件。如果所研究的系统具有相差很大的二

个或多个弛豫时间，则在不同的时间尺度下，总可以把时间尺度远大于测量时间的那些

自由度冻结起来，这样才能得到与实验一致的结果。另一方面，一些基于理想的完全平

衡而得到一般性结论，则很可能与实际测量不符。平衡态统计物理处理的，很多是部分

À Dennison 首先指出了这一点，见 D. M. Dennison, Proc. Roy. Soc. A115, 483, 1927 , 其后，Bonhoeffer 和
Harteck 从实验上证实了这个看法，见 K. F. Bonhoeffer and P. Harteck, Z. Physikal. Chem., 4B, p. 113, 1929.
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平衡的问题，这一点要比较明确。如果限于完全理想平衡的情况，则理论的应用范围就

大大缩小了。研究者在实际工作中，大致自觉和不自觉地是这样做的，但明确指出这一

点，似乎更好一些。

其他单质双原子分子也应有相同的对称性考虑，但除了氢气外，其他气体的 Tr都

非常小，在室温下，这种对称性的效应不会表现出来。

3.6 固体的热容量

固体中的原子形成晶格, 每个原子只能在晶格位置做小振动. 设第 i个原子的位置

为 ri, 其平衡位置为 Ri, 则 ri ´ Ri是一个小量, 把晶体的势能在平衡位置展开, 得到

U = U0 +
1

2

ÿ

i

ÿ

j

(
B2U

BriBrj

)
0

(ri ´ Ri)(rj ´ Rj)

其中下标 0表示把原子的位置用平衡位置代入. 因为平衡位置是势能的极小, 故没有一
次项. 令

aij =

(
B2U

BriBrj

)
0

为一 3N ˆ 3N的正定矩阵. 略去常数项 U0, 系统的拉氏量可以写成

L =
ÿ

i

1

2
mṙ2

i ´
1

2

ÿ

i

ÿ

j

aij(ri ´ Ri)(rj ´ Rj)

对上式对角化, 即做变换

riα ´ Riα =
3N
ÿ

j=1

Uiα,jqj

使得 aij对角化 ( a是一个正定对称矩阵, 总可以对角化且其本征值均大于 0）, 记本征
值为 mω2

i , i = 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨, 3N , 则拉氏函数成为

L =
1

2
m

3N
ÿ

i=1

q̇2i ´
1

2

3N
ÿ

i=1

mω2
i q

2
i (3.6.26)

这里 qi是原子坐标的线性组合, 称为简正坐标. 与 qi对应的广义动量是

pi =
BL

Bq̇i
= mq̇i (3.6.27)

哈密顿量为

H =
ÿ

i

piq̇i ´ L =
ÿ

i

(
p2

2m
+

1

2
mω2

i q
2
i

)
(3.6.28)

这是 3N个独立谐振子问题. 按照能量均分定理, 每个谐振子的内能是 kT , 对热容量的
贡献为 k, 于是 3N个谐振子对热容量的贡献为 3Nk. 实验发现, 晶体的热容量远小于
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3Nk, 且随温度降低而变小. 这一实验上的结果与统计物理结果的严重偏离, 历史上曾
经导致人们怀疑统计物理是否正确. 在普朗克的量子概念提出来之后, 爱因斯坦利用量
子概念处理了这个问题.
按照量子力学, 第 i个谐振子的本征值为

εi =

(
ni +

1

2

)
h̄ωi, ni = 0, 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨

这一表达式也可以这样理解,若第 i个谐振子处于基态 ni = 0,其能量为 1
2
h̄ωi,这个能量

称为零点能. 当谐振子处于 ni激发态时, 其能量比基态高 ni个 h̄ωi, 可以把这个状态形
象的理解为有 ni个能量为 h̄ωi的粒子. 这种粒子被称为声子. 整个系统的一个状态可以
用一组数的集合 tn1, n2, ¨ ¨ ¨ , n3Nu来表示, 这种表示同样可以理解一组声子的集合. 在
量子力学表述下, 3N个谐振子的哈密顿可以写成

H =
ÿ

i

nih̄ωi +
1

2
h̄
ÿ

i

ωi (3.6.29)

系统的配分函数是

ZC =
ÿ

AllStates

e´βH =
ÿ

n1,n2,¨¨¨ ,n3N

e´β
ř

i nih̄ωie´ 1
2βh̄

ř

i ωi

完成上述求和, 得到
ZC =

ź

i

[
(1 ´ e´βh̄ωi)´1e´ 1

2βh̄ωi

]
(3.6.30)

自由能

F = kT
ÿ

i

ln
(
1 ´ e´βh̄ωi

)
+

1

2

ÿ

i

h̄ωi (3.6.31)

内能

E = ´
B lnZC

Bβ
=
ÿ

i

h̄ωie´βh̄ωi

1 ´ e´βh̄ωi
+

1

2

ÿ

i

h̄ωi =
ÿ

i

h̄ωi

eβh̄ωi ´ 1
+

1

2

ÿ

i

h̄ωi (3.6.32)

式中第二项是零点能, 与温度无关, 对热容量没有贡献. 为了进一步的计算, 需要知道各
个 ωi, 在固体中, ωi几乎连续分布, 设其态密度为 D(ω), 则能量可以写成

E =

ż

dωD(ω)
h̄ω

eβh̄ω ´ 1
+

1

2

ż

dωD(ω)h̄ω (3.6.33)

爱因斯坦选 D(ω) = 3Nδ(ω ´ ω0), 即所有振子都有相同的频率. 由此得到

E = 3N
h̄ω0

eβh̄ω0 ´ 1
+

3N

2
h̄ω0

热容量

C =
BE

BT
= 3Nk

β2h̄2ω2
0eβh̄ω0

(eβh̄ω0 ´ 1)
2
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当 T Ñ 8, β Ñ 0, eβh̄ω0 ´ 1 Ñ βh̄ω0, 热容量

C Ñ 3Nk

当 T Ñ 0, β Ñ 8, eβh̄ω0 ´ 1 Ñ eβh̄ω0 , 热容量

C Ñ 3Nkβ2h̄2ω2
0e´βh̄ω0

即热容量随温度按照指数方式趋于零. 爱因斯坦的这个结果是非常了不起的, 它定性解
释了固体的热容量随温度的变化. 徳拜给出了一个更好的态密度

D(ω) =

#

aω2 ω ă ωD

0 ω ą ωD

(3.6.34)

式中 ωD称为徳拜频率. 这个结果是基于固体的连续模型得到的. 德拜频率由系统总的
自由度为 3N决定, 即

ż ωD

0

aω2dω =
1

3
aω3

D = 3N

我们通常把德拜频率作为标志固体的参数, 由此得到

a =
9N

ω3
D

把徳拜态密度代入内能的表达式,

E =

ż ωD

0

dωaω2 h̄ω

eβh̄ω ´ 1
+

1

2

ż ωD

0

dωaω3h̄ω (3.6.35)

令 x = βh̄ω, 上式成为

E = a
(kT )4

h̄3

ż xD

0

dx x3

ex ´ 1
+

1

8
aω4

D

在低温下, β Ñ 8, 积分的上限可以推到无限大, 得到内能 E9T 4, 从而热容量 C9T 3,
这一结果与实验相符.
在一般情况下, 式(3.6.35)对温度求导, 并代入 a, 得到

CV =
9Nh̄2β2k

ω3
D

ż ωD

0

dω ω4eβh̄ω

(eβh̄ω ´ 1)
2 (3.6.36)

当 T Ñ 8, β Ñ 0, (3.6.36) 成为

CV =
9Nk

ω3
D

ż ωD

0

ω2dω = 3Nk

对于一般的温度, 则需要做数值计算, 为此, 令 x = βh̄ω, (3.6.36) 成为

CV =
9Nk

(h̄βωD)3

ż xD

0

dx x4ex

(ex ´ 1)
2 (3.6.37)
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代替 ωD, 固体物理中通常引入参数 TD, 定义为 TD = h̄ωD

k
, 称为德拜温度, 这样, 用德拜

温度, (3.6.37)变为

CV = 9Nk

(
T

TD

)3 ż TD/T

0

dx x4ex

(ex ´ 1)
2 = 3NkfD

(
TD

T

)
(3.6.38)

其中, 函数 fD(x)为德拜函数, 定义为

fD(x) =
3

x3

ż x

0

y4ey

(ey ´ 1)
2 (3.6.39)

这里的积分需要数值计算. 对于一般的温度 T , 利用 fD(x), 就可以做出热容量随温度变
化的图. 图3.6.1是若干材料的定容摩尔热容量的实验结果, 图中用 θ表示德拜温度.

图 3.6.1: 一些材料定容比热 cV 随温度的变化, 水平线 I 是杜隆-珀蒂值, 曲线 II 是德拜理论给出的
结果

下表给出了一些元素从热容量的测量得到的德拜温度. 表中的两个数值对应两种定
TD的方法, 一是从 T « TD/2 处定出, 结果记为 TD, 而是从低温下 T 3 定律定出, 记为
TD0, 两种方法得到的 TD基本上相同.

表 5.1 一些元素的德拜温度 (单位: K)
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元素 TD TD0 元素 TD TD0

Li 337 370 Ge 370 370
Na 150 158 Pb 85 108
K 100 91 Bi 120 118
Cu 310 348 Zn 250 310
Ag 220 225 Hg 100 72
Au 180 164 Cr 430 585
Mg 330 342 Mn 420 450
Ca 230 229 Fe 460 464
Al 385 426 Co 440 443

C(金刚石) 2050 2200 Ni 440 440
Si 630 640 Pt 225 221

3.7 费米分布和玻色分布

第2.8节在正则分布的基础上讨论了经典近独立粒子气体. 这里考虑量子力学效应.
实际上, 在经典统计中已经引入了量子效应的最低级的修正, 解释了吉布斯因子 N !的由

来.
对于一个量子多体系统, 如果系统由 N 个粒子组成, 能级为 En(N), 则正则配分函

数成为

ZC = Tr e´βH =
ÿ

n

e´βEn(N) (3.7.1)

如果给定的是温度和化学势, 则得到巨正则配分函数

ZG =
8
ÿ

N=0

ÿ

n

e´β(En(N)´µN) (3.7.2)

热力学函数与配分函数的联系在经典情形和量子情形是一样的.
由 (3.7.1) 和 (3.7.2) 可知, 为了求得系统的热力学函数, 首先要求得多体系统的能

级 En(N), 这其实是一个极端困难的量子力学问题, 很难 (如果不是不可能的话) 做到.
因此, 对于量子多体问题, 发展了很多有效的其它理论方法, 这些方法都尽可能回避直接
计算多体量子系统的能级. 而是直接求解感兴趣的物理量. 其中最有效的方法之一是格
林函数方法, 它借用量子场论的一些理论技术, 可以得到非常重要的一系列结果.
在这个初等课程中, 将不研究这些复杂问题, 而只是考虑一种最简单的量子多体问

题: 无相互作用粒子系统的问题. 在量子情形下, 即使对于没有相互作用的粒子, 也存在
量子关联, 因此, 一个系统的各个粒子之间并不是真正独立的. 对于无相互作用系统, 可
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以引进单粒子能级 εi, 而系统的能量则可以用单粒子能级表示出来. 在单粒子能量表象
下, 系统的哈密顿为

H =
ÿ

i

εia
:
iai

这里 i是单粒子状态指标, 能级通常有简并, 即有些不同 i的能量 εi可以相同. 一般, 粒子
具有自旋, 如果没有磁场, 则能级与自旋无关, 自旋兼并度只需在合适的地方加入即可.
在能量表象下, N个粒子的能级为

En(N) =
ÿ

i

niεi (3.7.3)

这里 ni为第 i个单粒子状态的占据数. 对于费米子, ni只能取 0 和 1 两个值, 而对于玻
色子, 则每个状态可以容纳无穷多个粒子. 如果平均每个状态的占据数 xniy ! 1, 则量
子限制将不起作用, 这就回到经典的玻尔兹曼统计. 对于大多数分子气体, xniy ! 1是成

立的. 所以玻尔兹曼分布可用. 实际的量子统计系统主要有低温下的液氦, 以及一些处
于极低温度下极低密度的磁约束原子气体. 金属中的电子气体是典型的量子气体, 天体
物理中的中子星也必须要采用量子统计来处理.
由 (3.7.3) 式和 (3.7.1) 式, N粒子系统的配分函数为

ZC = Tr
(
e´β

ř

i εia
:
iai

)
=

ÿ

tniu

e
´β

ř

i
εini (3.7.4)

这里的求和是对满足 N =
ř

i

ni以及费米或玻色统计要求的所有可能的集合 tniu求和,

对于费米系统, ni = 0或 1; 对于玻色系统, ni = 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ 8. 显然, 在如此约束下, 求和
是很难做的. 为此, 考虑巨正则系综,

ZG =
8
ÿ

N=0

1
ÿ

tniu

e
´β

ř

i
niεi+βµ

ř

i
ni

=
8
ÿ

N=0

ÿ

tniu

e
´β

ř

i
ni(εi´µ)

(3.7.5)

式中的撇号表示求和受
8
ř

i=1

ni = N的限制. 由于 N 的求和可以到无穷, 所以可以取消求

和的限制而得到.
ZG =

ÿ

tniu

e
´β

ř

i
ni(εi´µ)

(3.7.6)

对于费米子, ni = 0, 1, 于是有

ZG
F =

1
ÿ

n1=0

1
ÿ

n2=0

¨ ¨ ¨

1
ÿ

ni=0

¨ ¨ ¨
ź

i

e´β(εi´µ)ni

=
ź

i

(1 + e´β(εi´µ))

(3.7.7)
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对于玻色子, ni = 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ 8, 于是

ZG
B =

8
ÿ

n1=0

8
ÿ

n2=0

¨ ¨ ¨

8
ÿ

ni=0

¨ ¨ ¨
ź

i

e´β(εi´µ)ni

=
ź

i

(1 ´ e´β(εi´µ))
´1

(3.7.8)

巨势为

ΩF
G(T, V, µ) = ´kT lnZG

F

= ´kT
ÿ

i

ln
(
1 + e´β(εi´µ)

) (3.7.9)

ΩB
G(T, V, µ) = kT

ÿ

i

ln
(
1 ´ e´β(εi´µ)

)
(3.7.10)

注意到 ΩG = ´PV , 令 z = eβµ, 得到, 对于玻色子
PV

kT
= ´

ÿ

i

ln
(
1 ´ ze´βεi

)
(3.7.11)

对于费米子
PV

kT
=
ÿ

i

ln
(
1 + ze´βεi

)
(3.7.12)

注意到对于玻尔兹曼分布, 有
PV

kT
= xNy (3.7.13)

其中 xNy为平均粒子数,
由热力学关系得到. 对于玻色子

SB(T, V, µ) = ´

(
BΩBG
BT

)
V,µ

= ´k
ÿ

i

ln
(
1 ´ ze´βεi

)
+ k

ÿ

i

β(εi ´ µ)ze´βεi

1 ´ ze´βεi

= ´k
ÿ

i

ln
(
1 ´ ze´βεi

)
+k

ÿ

i

β(εi ´ µ)

z´1eβεi ´ 1

(3.7.14)

对于费米子

SF(T, V, µ) = ´

(
BΩFG
BT

)
V,µ

= k
ÿ

i

ln
(
1 + ze´βεi

)
+ k

ÿ

i

β(εi ´ µ)ze´βεi

1 + ze´βεi

= k
ÿ

i

ln
(
1 + ze´βεi

)
+k

ÿ

i

β(εi ´ µ)

z´1eβεi + 1

(3.7.15)
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玻色子的内能

xEy
B
(T, V, µ) = ´

(
B

Bβ
lnZG

)
z

=
ÿ

i

εi
z´1eβεi ´ 1

(3.7.16)

费米子的内能

xEy
F
(T, V, µ) = ´

(
B

Bβ
lnZG

)
z

=
ÿ

i

εi
z´1eβεi + 1

(3.7.17)

平均粒子数

xNy (T, V, µ) = kT

(
B

Bµ
lnZG

)
T

=
ÿ

i

1

z´1eβεi ˘ 1
”
ÿ

i

xniy (3.7.18)

其中 “ +” 代表费米子, “ ´” 表示玻色子, xniy可以理解为第 i个状态的平均占据数.

xniy =
1

z´1eβεi ˘ 1
(3.7.19)

利用 (3.7.19) 式, 可以立刻得到

xEy =
ÿ

i

εi xniy (3.7.20)

玻色子和费米子的熵可以用平均占据数表示为

SB = k
ÿ

i

(1 + xniy) ln(1 + xniy) ´ k
ÿ

i

xniy ln xniy (3.7.21)

SF = ´k
ÿ

i

(1 ´ xniy) ln(1 ´ xniy) ´ k
ÿ

i

xniy ln xniy (3.7.22)

当温度很高时,每个状态的平均占据数应该很小,这对应于 z´1eβεi " 1,或 β(εi´µ) " 1,
这就要求 εi ´µ " 1

β
= kT , 或 µ ! εi ´ kT , 如果最低单粒子状态为 ε0 = 0, 则此时的化

学势一定是负的. 在这样的条件下, 单粒子占据数的表示式中的 ˘1可以略去, 从而得到

xniy = ze´βεi (3.7.23)

即玻尔兹曼分布.
对于单原子分子, 只需要考虑平动. 在这种情形下, 分子的能级是连续的, 可以用其

波矢量来标记, εi = ε(k), 于是, 巨势函数成为 (在此后的表达式中, 上面的符号代表费
米子, 下面的符号代表玻色子）

ΩFBG = ¯kT
ÿ

i

ln
(
1 ˘ ze´βεi

)
= ¯kT

ÿ

k

ln
(
1 ˘ ze´βε(k)

)
= ¯kT4π

V

(2π)3

ż 8

0

k2dk ln
(
1 ˘ ze´βε(k)

)
(3.7.24)
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同样, 系统的内能可以写成

xEy
FB

= 4π
V

(2π)3

ż 8

0

k2dk ε(k)

z´1eβε(k) ˘ 1
(3.7.25)

现在考虑两个极限情形. 在非相对论情形下, 粒子的能级可以写为

ε(k) =
h̄2k2

2m
(3.7.26)

由此得到 k =
b

2mε
h̄2 , dk = 1

2

b

2m
εh̄2dε, 代入公式 (12.3.16) 得到,

ΩFBG = ¯kT
V

(2π)2

(
2m

h̄2

)3/2 ż 8

0

?
εdε ln

(
1 ˘ ze´βε

)
分部积分一次得

ΩFBG = ¯kT
V

(2π)2

(
2m

h̄2

)3/2 ż 8

0

2

3
ε3/2dε βaze

´βε

1 ˘ ze´βε

= ´
2

3

V

(2π)2

(
2m

h̄2

)3/2 ż 8

0

dε ε3/2

z´1eβε ˘ 1

另一方面, 内能成为

xEy
FB

=
V

(2π)2

(
2m

h̄2

)3/2 ż 8

0

dε ε3/2

z´1eβε ˘ 1

由此得到,
ΩG = ´

2

3
xEy

或, 利用 ΩG = ´PV , 得到
PV =

2

3
xEy (3.7.27)

对于极端相对论粒子, ε(k) = h̄ck, 重复上面得推导, 得到

PV =
1

3
xEy (3.7.28)

在前面的推导中, 我们以每一个微观状态求和. 另一种做法是按照能级求和, 这也
是更为自然和合适的做法. 这里, 给出以能级求和的推导. 下面用指标 i标记第 i个能级,
单粒子能量为 εi, 对应的简并度为 gi. 在第一章, 已经求出了第 i个能级上有 ni个粒子

时的微观状态数, 对于费米子和玻色子, 对应的状态数分别是

Ωi =

$

&

%

gi�
ni!(gi´ni)!

费米子

(gi+ni´1)!
(gi´1)!ni!

玻色子
.
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这样, 对于费米子
ZG

F =
ÿ

tniu

ź

i

Ωie´β(εi´µ)

其中, ni的求和从 0到 gi, 代入费米子的状态数 Ωi, 并利用二项式定理

(1 + x)g =

g
ÿ

n=0

g!

n!(g ´ n)!
xn

得到

ZG
F =

ź

i

gi
ÿ

ni=0

gi�
ni!(gi ´ ni)!

e´β(εi´µ) =
ź

i

(
1 + e´β(εi´µ)

)gi
对应的巨配分函数是

ΩF
G = ´kT

ÿ

i

gi ln
(
1 + e´β(εi´µ)

)
这里的求和是对能级进行.
对于玻色子, 对 ni的求和从 0到 8, 代入玻色子的状态数 Ωi, 并利用负二项式定理

(1 ´ x)´g =
8
ÿ

n=0

(g + n´ 1)!

n!(g ´ 1)!
xn

得到

ZG
B =

ź

i

8
ÿ

ni=0

(gi + ni ´ 1)�
ni!(gi ´ 1)!

e´β(εi´µ) =
ź

i

(
1 ´ e´β(εi´µ)

)´gi

对应的巨配分函数是

ΩB
G = kT

ÿ

i

gi ln
(
1 ´ e´β(εi´µ)

)
这里的求和是对能级进行. 这些结果, 与对状态求和的结果完全一致.
现在考虑内能,

xEy
FB

=
V

(2π)2

(
2m

h̄2

)3/2 ż 8

0

dε ε3/2

z´1eβε ˘ 1
(3.7.29)

在 β(εi ´ µ) " 1 成立的条件下,

xEy
FB

=
V

(2π)2

(
2m

h̄2

)3/2

z

ż 8

0

dεε3/2e´βε

=
V

(2π)2

(
2m

h̄2

)3/2
3z

?
π

4β5/2
=

3

2

V

λ3
zkT

(3.7.30)

而平均粒子数

xNy =
V

(2π)2

(
2m

h̄2

)3/2

z

ż 8

0

dεε1/2e´βε

=
V

(2π)2

(
2m

h̄2

)3/2
z
?
π

2β3/2
=
V

λ3
z

(3.7.31)
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比较(3.7.30)和(3.7.31), 得到
E =

3

2
xNy kT (3.7.32)

这即为经典结果.
现在, 考虑下一阶修正, 考虑波色子

xEy
B
=

V

(2π)2

(
2m

h̄2

)3/2

z

ż 8

0

dεε3/2e´βε
(
1 + ze´βε

)
=
3

2

V

λ3
zkT

(
1 +

?
2z

8

) (3.7.33)

xNy
B
=

V

(2π)2

(
2m

h̄2

)3/2

z

ż 8

0

dεε1/2e´βε
(
1 + ze´βε

)
=
V

λ3
zkT

(
1 +

?
2z

4

) (3.7.34)

由上式解得

z =
xNyλ3

V

(
1 ´

?
2

4

xNyλ3

V

)

xEy
B
=

3

2

V

λ3
kTz

(
1 +

?
2z

8

)
=

3

2
xNy kT

(
1 ´

?
2

8

xNyλ3

V

)
由此得到物态方程为

PV =
2

3
xEy = xNy kT

(
1 ´

?
2

8

xNyλ3

V

)
(3.7.35)

对于费米系统, 同样的计算得到

PV =
2

3
xEy = xNy kT

(
1 +

?
2

8

xNyλ3

V

)
(3.7.36)

(3.7.35)和(3.7.36) 与前面得到的结果(3.4.10)相同，但这里的计算过程较为简洁清楚.

3.8 理想玻色气体

这一节讨论理想玻色气体的性质. 理想玻色气体的广势函数为

ΩG = ´kT lnZG = kT
ÿ

i

ln
(
1 ´ ze´βεi

)
(3.8.1)

其中 εi为单粒子能级, z = eβµ称为逸度. 总粒子数为

xNy =
ÿ

i

xniy =
ÿ

i

1

z´1eβεi ´ 1
(3.8.2)
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为了保证 xniy大于零, 要求 z´1eβεi ą 1, 即 εi ´µ ě 0, 如果最低能级 ε0 为 0, 则这个条
件意味着 µ ď 0, 也就是说玻色子的化学势总是负的. 从而 0 ď z ď 1.
对于单原子理想气体, 处于体积 V = L3的容器中, 则能级为

ε(k) =
h̄2k2

2m
(3.8.3)

其中 k = 2π
L
(nx, ny, nz), 当 L 为宏观尺寸时, 能级间距是很密的, 因此, 对能级的求和可

以写为积分,
ÿ

k
Ñ

V

(2π)3

ż

d3k =
2πV

(2π)3h̄3
(2m)3/2

ż

ε1/2dε

=
V

4π2h̄3
(2m)3/2ε1/2dε

(3.8.4)

令:
D(ε) =

V (2m)3/2

4π2h̄3
ε1/2 (3.8.5)

为单粒子态密度, 则
ř

k
Ñ

ş

D(ε)dε. 这样一种做法在 ε Ñ 0时并不是很好的近似, 例如,

对于 ε = 0的能级. 对应的 D(0) = 0, 所以, 当用积分取代求和时, 这个能级的贡献完全
忽略了. 一般情况下, 这不会有什么问题, 因为考虑的是很多密集的能级, 单个能级的贡
献其实是很小的, 应该是 1

N
的量级. 但是, 如果出现这种状况, 当这个能级的粒子占据数

为宏观量, 也就是说, 当占据数为 N的某一分数时, 这个能级将有非常重要的作用, 下面
立刻会看到, ε = 0的能级在理想玻色气体中将起到非常重要的作用.
考虑到这一点, 把 ε = 0的贡献不要去掉À, 这样, 就有

ΩG(T, V, Z) =
V

4π2h̄3
(2m)3/2kT

ż 8

0

ε1/2dε ln
(
1 ´ ze´βε

)
+ kT ln(1 ´ z)

对上式分部积分一次

ΩG(T, V, Z) = ´
V

4π2h̄3
(2m)3/2

2

3

ż 8

0

dε ε3/2

z´1eβε ´ 1
+ kT ln(1 ´ z)

= ´
V

4π2h̄3
(2m)3/2 ¨

2

3
β´5/2

ż 8

0

dx x3/2

z´1ex ´ 1
+ kT ln(1 ´ z)

= ´
V

λ3

4

3
?
π
kT

ż 8

0

dx x3/2

z´1ex ´ 1
+ kT ln(1 ´ z)

(3.8.6)

其中 λ = h
(2πmkT )1/2

为热波长.
同样:

xNy (T, V, Z) =
V

λ3

2
?
π

ż 8

0

dx x1/2

z´1ex ´ 1
+

z

1 ´ z
(3.8.7)

À 在 Pathria, Statistical Mechanics, 4th Edition, Appendix F 中, 给出了严格的处理, 所得结果与这里的做法得到
的结果相同.
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定义:
gn(z) =

1

Γ(n)

ż 8

0

xn´1dx
z´1ex ´ 1

(3.8.8)

其中 Γ(n)为伽马函数, 则

ΩG(T, V, Z) = ´
V

λ3
kTg5/2(z) + kT ln(1 ´ z) (3.8.9)

xNy (T, V, Z) =
V

λ3
g3/2(z) +N0(z) (3.8.10)

N0(z) = z
1´z
是基态的占据数. 对于给定的粒子数, 需要由 (3.8.10) 式确定 z并代入

(3.8.9), 这样就可以得到物态方程. 但由于 (3.8.10) 包括积分 g3/2(z), 所以 (3.8.10) 的
解无法用简单函数表示出来. 先看一下 gn(z)的性质, 对于 0 ď z ď 1,

1

z´1ex ´ 1
= ze´x 1

1 ´ ze´x

= ze´x
8
ÿ

m=0

zme´mx

=
8
ÿ

m=1

zme´mx

于是,

gn(z) =
8
ÿ

m=1

zm

Γ(n)

ż 8

0

xn´1e´mxdx

=
8
ÿ

m=1

zm ¨
1

mn

1

Γ(n)

ż

yn´1e´ydy

=
8
ÿ

m=1

zm

mn

(3.8.11)

当 z Ñ 0时, gn(z) Ñ z. 当 z = 1时, gn(1) =
8
ř

m=1

1
mn = ζ(n) (n ą 1), 当 n ď 1时,

gn(1)发散. gn(z)的一般形式如图所示. z = 1时的几个 gn(1)的值为

g3/2(1) = 2.612 ¨ ¨ ¨ , g2(1) =
π2

6
« 1.645 ¨ ¨ ¨ ,

g5/2(1) = 1.341 ¨ ¨ ¨ , g3(1) = 1.202 ¨ ¨ ¨ ,

现在考虑玻色气体的粒子数分布, 给定 T, V,N时, 逸度 z由下式决定

N =
V

λ3
g3/2(z) +

z

1 ´ z
= Nε +N0 (3.8.12)

第一项 Nε代表处于单粒子激发态上的总粒子数, N0为 ε = 0上的粒子数. g3/2(z)满足
0 ď g3/2(z) ď ζ(3/2) » 2.612. 对于给定的 V和 T, 第一项的最大值为

Nε max =
V

λ3
g3/2(1) = ζ(3/2)V

(
2πmkT

h2

)3/2

„ V T 3/2 (3.8.13)
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图 3.8.1: gn随 z的变化关系, 从上到下依次为: g1/2, g1, g3/2, g2, g5/2, g3, g20

不可能有比 Nε max更多的粒子处于激发态. 另一方面, 只要 z不是很接近 1, N0 =
z

1´z
可

以忽略, 只有当 z Ñ 1时, N0 = z
1´z
才会有大的贡献. 为了研究热力学极限, 把式

(3.8.12) 写成如下形式

1 =
Nε

N
+
N0

N
(3.8.14)

当 N Ñ 8, V Ñ 8而保持 N
V
为常数时, 若 z ‰ 1, 则因 N0有限, N0

N
Ñ 0, 基态的粒子数

可以忽略不计, 可以认为所有粒子都处于激发态. 而 z由

1 =
Nε

N
=
V

N

(
2πmkT

h2

)3/2

g3/2(z) (3.8.15)

决定, 由于 g3/2(z)是 z的单调增函数, 所以随着温度的降低, z单调增加, 当温度下降到
Tc时, z到达 1, 此时

1 =
V

N

(
2πmkTc

h2

)3/2

ζ(3/2)

由此求得

Tc =

(
N

V

)2/3
h2

2πmζ(3/2)2/3
(3.8.16)

如果继续降低温度, Nε

N
保持为 Nε max

N
, 而此时的 N0趋于无穷大, N0

N
为不定式. 但由于

1 =
Nε max

N
+
N0

N

所以, 可以定出 ε = 0的占据数 N0

N
= 1 ´ Nε max

N
, 而 z一直保持为 1. 如果把 Nε max

N
用 Tc
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表示出来, 有

Nε max

N
=

$

&

%

1, T ě Tc(
T
Tc

)3/2
, T ă Tc

(3.8.17)

从而

N0

N
=

$

&

%

0

1 ´
(

T
Tc

)3/2 T ě Tc

T ă Tc

一旦求得了 z, 就可以得到物态方程

PV = ´ΩG =
V

λ3
kTg5/2(z) ´ kT ln(1 ´ z) (3.8.18)

考虑热力学极限

P =
kT

λ3
g5/2(z) ´ lim

xÑ8

KT

V
ln(1 ´ z) (3.8.19)

若 z ă 1, 则 ln(1 ´ z)有限, 第二项为 0, 而当 z = 1时, 由 N0 =
z

1´z
, 可知 1´ z „ 1

N0
„

1
N
, 从而 1

V
ln(1 ´ z) „ 1

V
lnN , 在 V Ñ 8时为 0, 所以, ε = 0的粒子对压强没有贡献,

这是因为 ε = 0 的粒子没有动能造成的. 于是

P =
kT

λ3
g5/2(z) (3.8.20)

当 T ă Tc时, z = 1, 压强成为

P =
kT

λ3
ζ

(
5

2

)
(3.8.21)

与体积和粒子数无关, 只是温度的函数. 由于 Tc以上和 Tc以下气体的性质不同, Tc点发

生了相变, 这个相变称为玻色–爱因斯坦凝聚.

波色-爱因斯坦凝聚也可以换一个角度来理解, 如果给定温度 T和粒子数密度 n =

N/V , 则当粒子数密度增加时, z也相应增加, 压强 P增加. 当 n = nc时, z = 1, 对应的
nc由

ncλ
3 = g3/2(1) = 2.612 . . . (3.8.22)

决定. 再增加 n, z = 1不变, 最低能级开始宏观占据 n0 = nc, 而压强 P则不变. 与汽液
相变类比, 可以看成是气相和凝聚相的共存, 因恒定的压强一直保持到 n Ñ 8, 这表明
凝聚相的密度为无穷大, 或比容 v = 1

n
为 0, 这样, 在 nc发生的相变可以看成是一级相

变, 而压强为常量的一段则表明气相和凝聚相的共存. 更清楚的做法是用 v做变量, 等温
线在图3.8.2中给出, 凝聚相处于 v = 0, vc = 1/nc.
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图 3.8.2: 理想波色气体的等温线, 虚线是相变线.

现在计算热容量, 注意到内能可以写为

E = ´
B

Bβ
lnZG

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z,V

=
3

2
kT

V

λ3
g5/2(z)

从而

P =
2

3

E

V
(3.8.23)

E =
3

2
PV =

3

2
kT

V

λ3
g5/2(z) (3.8.24)

当 T ă Tc时, z = 1,

CV

Nk
=

1

Nk

BE

BT

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N,V

=
3

2

V

N
ζ

(
5

2

)
B

BT

(
T

λ3

)
=

15

4
ζ

(
5

2

)
V

Nλ3

=
15

4

ζ
(
5
2

)
ζ
(
3
2

) ( T
Tc

)3/2

(3.8.25)

当 T ą Tc时, z与温度有关, 但此时 N0 = 0, 利用 Nε的表达式消去
V
λ3 , 得到

E =
3

2
NkT

g5/2(z)

g3/2(z)
(3.8.26)

求得:
CV

Nk
=

1

Nk

BE

BT

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N,V

=
3

2

g5/2(z)

g3/2(z)
+

3

2
T

B

BT

(
g5/2(z)

g3/2(z)

)ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

N,V

(3.8.27)
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利用 gn(z)的展开式, 可以得到

g1
n(z) =

1

z
gn´1(z) (3.8.28)

由此得到

B

BT

(
g5/2(z)

g3/2(z)

)
=

Bz

BT

1

z

(
1 ´

g5/2(z)g1/2(z)

g3/2(z)2

)
(3.8.29)

而 Bz
BT
可以从 (3.8.12) 得到

B

BT

(
g3/2(z)

)
=

B

BT

(
Nλ3

V

)

Bz

BT

1

z
g1/2(z) = ´

3

2T

(
Nλ3

V

)
= ´

3

2T
g3/2(z)

即

Bz

BT
= ´

3z

2T

g3/2(z)

g1/2(z)
(3.8.30)

最后得到:

CV

Nk
=

15

4

g5/2(z)

g3/2(z)
´

9

4

g3/2(z)

g1/2(z)
, T ą Tc (3.8.31)

经典极限对应于 z Ñ 0, 由此求得

CV

Nk
=

(
15

4
´

9

4

)
=

3

2

CV =
3

2
Nk (3.8.32)

当 z Ñ 1时, g1/2(z)发散,从而 (3.8.31)与 (3.8.25)一致,即比热在 Tc连续. 在 T = Tc时,
比热的值为

CV (TC)

Nk
=

15

4

ζ( 5
2
)

ζ( 3
2
)
= 1.925 ¨ ¨ ¨

这一结果比经典值 3
2
要大. 图3.8.3中给出了比热随温度的变化曲线, 在 T = Tc, 有一个

尖峰, T Ñ 8时比热趋于经典值 3
2
.
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图 3.8.3: 理想波色气体的比热与温度的关系

由图可见, 在 Tc处, 比热连续, 而其导数不连续, 比热的导数是自由能的三阶导数,
按照艾伦菲斯特的分类法, 这应该是三级相变.

3.9 理想费米气体

理想费米气体是另一个有趣的简单量子多体系统. 金属中的电子, 中子星等都可以
近似做为理想费米气体来看待. 类似于玻色气体的讨论, 单原子理想费米气体的广势函
数可以写为

ΩG = ´kT

ż 8

0

dεD(ε) ln
(
1 + ze´βε

)
(3.9.1)

平均粒子数为

xNy =

ż 8

0

dεD(ε)
1

z´1eβε + 1
=

ż 8

0

dεD(ε)nF (ε) (3.9.2)

费米子的自旋为半整数, 能级简并度为 2, (一般自旋 S的粒子, 能级简并度为 (2S + 1).
下面假定自旋为 1

2
, 这样就有

D(ε) =
V (2m)3/2

2π2h̄3
ε1/2

与玻色气体不同, 这里的 z的取值为 0 ď z ď 8. 下面, 我们考虑给定粒子数 N = xNy,
反过来求化学势及其他物理量. 首先考虑 T = 0的情形, 此时, 费米分布函数

nF (ε) = θ(εF ´ ε)
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其中

θ(x) =

#

1, x ą 0

0, x ă 0

为阶跃函数. εF是 T = 0时的化学势, 又称为费米能. 于是, 平均粒子数为

N =

ż 8

0

D(ε)θ(εF ´ ε)dε =
ż εF

0

D(ε)dε

代入 D(ε), 得到
N =

V

2π2h̄3
(2m)3/2

2

3
ε
3/2
F

由此解得

εF =
h̄2k2F
2m

其中 kF =
(
3π2N

V

)1/3, 称为费米波矢.
系统的内能为

E =

ż εF

0

D(ε)εdε = V

2π2h̄3
(2m)3/2

2

5
ε
5/2
F =

3

5
NεF

当系统的密度较高时, εF比较大, 在高密度极限下, εF " kT , （如金属中的电子气,
密度大约 1022/ cm3, εF „ 1 – 10 eV, 而室温下 kT „ 1

40
eV ), 所以可以对温度展开.

有限温度的粒子数可以写为

N =

ż 8

0

D(ε)θ(µ´ ε)dε+
ż 8

0

D(ε)(nF (ε) ´ θ(µ´ ε))dε

式中第一项为 V
2π2h̄3 (2m)3/2 2

3
µ3/2 = N

(
µ
εF

)3/2
, 现在计算第二项, 注意到 D(ε) „ ε1/2,

更一般的考虑如下积分

In =

ż 8

0

εn(nF (ε) ´ θ(µ´ ε))dε

=

ż µ

0

εn(nF (ε) ´ θ(µ´ ε))dε+
ż 8

µ

εnnF (ε)dε

对两项分别做变量替换 ε Ñ µ´ ε 和 ε Ñ µ+ ε, 经过简单的推导, 得到

In = ´

ż µ

0

(µ´ ε)n

eβε + 1
dε+

ż 8

0

(µ+ ε)n

eβε + 1
dε

因 βµ " 1, 在第一项的积分上限处, 被积函数实际上等于 0, 所以, 可以把第一项的积分
上限推到无穷大, 由此引入的误差是指数衰减的. 这样, 上式近似为

In =

ż 8

0

(µ+ ε)n ´ (µ´ ε)n

eβε + 1
dε
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把分子对 ε展开,
(µ+ ε)n ´ (µ´ ε)n = 2nµn´1ε+ ¨ ¨ ¨

注意到
ż 8

0

ε

eβε + 1
dε = (kT )2

ż 8

0

x

ex + 1
dx =

π2

12
(kT )2

于是

In = 2nµn´1π
2

12
(kT )2

由此

N = N

(
µ

εF

)3/2

+N
π2

8

(
εF
µ

)1/2(
kT

εF

)2

解得

µ = εF

(
1 ´

π2

12

(
kT

εF

)2
)

类似的计算得到：

E =
3

5
NεF

(
1 +

5π2

12

(
kT

εF

)2
)

对上式求导, 得到热容量
C =

π2

2
Nk

T

TF

其中, 定义费米温度 TF为 kTF = εF .
金属的热容量分别由晶格和电子贡献, 晶格的贡献占主导地位, 在低温下, 热容量开

始以 T 3的规律变小, 但当温度降到非常低的时候, 电子的贡献占主导地位, 所以, 金属的
热容量最终按照 T趋于 0.

在一般情况下, 类似于玻色气体的情形, 得到

ΩG(T, V, z) = ´PV = ´kT
2V

λ3
f5/2(z) (3.9.3)

N(T, V, z) =
2V

λ3
f3/2(z) (3.9.4)

这里 fn(z)是另一个函数, 定义为

fn(z) =
1

Γ(n)

ż 8

0

xn´1dx
z´1ex + 1

(3.9.5)

把 1
z´1ex+1

展开

1

z´1ex + 1
=

8
ÿ

m=1

(´1)m´1zme´mx (3.9.6)

积分得

fn(z) =
8
ÿ

m=1

(´1)m´1 z
m

mn
(3.9.7)
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当 z Ñ 0时, fn(z) Ñ z.
对 (12.3.8) 式求导, 并分部积分, 可得

f 1
n(z) =

1

z
fn´1(z) (3.9.8)

当 z为较大的值时, 由 z = ey, 其中 y ” βµ. 因子 (ex´y + 1)´1当 x ă y且 y Ñ 8时趋

于 1, 而当 x ą y且 y Ñ 8时趋于 0, 因此, 当 y Ñ 8时, (ex´y + 1)´1是一个阶跃函数.
当温度较小, 从而 y很大时, 可以用阶跃函数作为 (ex´y + 1)´1的零级近似, 在此基础上
做展开.

Γ(n)fn(y) =

ż 8

0

xn´1dx
ex´y + 1

=

ż 8

0

dxxn´1

[
θ(y ´ x) +

(
1

ex´y + 1
´ θ(y ´ x)

)]
=
yn

n
+

ż 8

0

dxxn´1

(
1

ex´y + 1
´ θ(y ´ x)

) (3.9.9)

现在计算积分

I ”

ż 8

0

dxxn´1

[
1

ex´y + 1
´ θ(y ´ x)

]
=

ż y

0

dxxn´1

(
1

ex´y + 1
´ 1

)
+

ż 8

y

dx xn´1

ex´y + 1

在第一个积分中, 令 u = y ´ x, 第二个积分中, 令 u = x´ y, 得到

I =

ż 0

y

du(y ´ u)n´1

1 + eu +

ż 8

0

du(y + u)n´1

1 + eu

在第一积分中, 由于 y " 1, 可令其趋于无穷大,À

I =

ż 8

0

du(y + u)n´1 ´ (y ´ u)n´1

1 + eu

=

ż 8

0

1

1 + eu 2
8
ÿ

j=0

Cn´1
2j+1y

n´1´(2j+1)u2j+1

À 当 u ą y时, (y ´ u)n´1 = (´1)n´1(u ´ y)n´1 = ei˘(n´1)π(u ´ y)n´1, 所以此后的表达式并不严格正确, 当
然, 误差仅仅限于 u ą y的部分. 而这部分是 e´y量级的修正, 在目前的分析中可以略去. 严格的分析见 [?]. 主要结果是

fn(´y) =
8
ÿ

m=1

(´1)m+1

mn
e

´my
, y ą 0

fn(y) = cos((n ´ 1)π)fn(´y) +
yn

Γ(n + 1)
+

8
ÿ

m=1

2τ2m

Γ(n + 1 ´ 2m)
y
n´2m

这里

τn ”

8
ÿ

m=1

(´1)m+1

mn
=
(
1 ´ 2

1´n
)
ζ(n)

其中 ζ(n) 是 Riemann zeta 函数.
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现在计算
ż 8

0

du u
2j+1

1 + eu =

ż 8

0

due´uu2j+1
8
ÿ

m=0

(´1)me´mu

=
8
ÿ

m=0

(´1)m
ż 8

0

u2j+1e´(m+1)udu

= Γ(2j + 2)
8
ÿ

m=1

(´1)m+1

m2j+2

注意到
8
ÿ

m=1

(´1)m+1

ml
=

8
ÿ

m=1

1

ml
´ 2

8
ÿ

m=1

1

(2m)l
=
(
1 ´ 2´(l´1)

)
ζ(l)

其中 ζ(l)是黎曼 zeta 函数. 下面将要用到的前几个黎曼 zeta 函数的值为

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90
, ζ(6) =

π6

945

于是, 最后可得

fn(y) =
yn

Γ(n+ 1)

[
1 +

8
ÿ

j=1

Γ(n+ 1)

Γ(n+ 1 ´ 2j)
2ζ(2j)

(
1 ´

1

22j´1

)
y´2j

]
(3.9.10)

上式并不是一个严格的展开式, 因为在取 y Ñ 8时已经有了近似, 忽略的项是指数形式
的小项. 仔细的分析表明, (12.3.13) 式对于 n = 1

2
, 3
2
, 5
2
, ¨ ¨ ¨等是正确的, 这是因为忽略的

项正比于 cos((n´ 1)π)[?]. 从而对于小的 z,

fn(z) » z, z ! 1 (3.9.11)

对于大的 z

fn(z) »
(ln z)n
Γ(n+ 1)

, z " 1 (3.9.12)

fn(z)的一般图象如图所示.

图 3.9.1: 费米函数 fn(z)的图像, 从下到上, 依次为 f1/2(z), f1(z), f3/2(z), f5/2(z).
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费米气体的内能

E =
3

2
kT

2V

λ3
f5/2(z)

=
3

2
NkT

f5/2(z)

f3/2(z)

(3.9.13)

求导可得
CV

Nk
=

15

4

f5/2(z)

f3/2(z)
´

9

4

f3/2(z)

f1/2(z)
(3.9.14)

在低温, 高密度近似下, 由(12.3.13), 注意到 y = ln z = µ
kT

, 得到

f1/2 =
2

?
π

( µ

kT

)1/2[
1 ´

π2

24

(
kT

µ

)2

´
7π4

384

(
kT

µ

)4

+ ¨ ¨ ¨

]

f3/2 =
4

3
?
π

( µ

kT

)3/2[
1 +

π2

8

(
kT

µ

)2

+
7π4

640

(
kT

µ

)4

+ ¨ ¨ ¨

]

f5/2 =
8

15
?
π

( µ

kT

)5/2[
1 +

5π2

8

(
kT

µ

)2

´
7π4

384

(
kT

µ

)4

+ ¨ ¨ ¨

]
由

N =
2V

λ3
f3/2(z)

得到

1 =

(
µ

εF

)3/2
[
1 +

π2

8

(
kT

µ

)2

+
7π4

640

(
kT

µ

)4

+ ¨ ¨ ¨

]
由此解得

µ = εF

[
1 ´

π2

12

(
kT

εF

)2

´
π4

80

(
kT

εF

)4

+ ¨ ¨ ¨

]
代入各个 fn得到

f1/2 =
2

?
π

( εF
kT

)1/2[
1 ´

π2

12

(
kT

εF

)2

´
11π4

360

(
kT

εF

)4

+ ¨ ¨ ¨

]

f3/2 =
4

3
?
π

( εF
kT

)3/2
[1 + ¨ ¨ ¨ ]

f5/2 =
8

15
?
π

( εF
kT

)5/2[
1 +

5π2

12

(
kT

εF

)2

´
π4

16

(
kT

εF

)4

+ ¨ ¨ ¨

]
经过简单计算, 可以求得

E

N
=

3

2
kT

f5/2(z)

f3/2(z)
=

3

5
εF

[
1 +

5π2

12

(
kT

εF

)2

´
π4

16

(
kT

εF

)4

+ ¨ ¨ ¨

]
(3.9.15)
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CV

Nk
=
π2

2

kT

εF
´

3π4

20

(
kT

εF

)3

+ ¨ ¨ ¨ (3.9.16)

其中 εF = h2

2m

(
3n
8πV

)2/3
为费米能.

利用这些结果, 可以求出

F = µN ´ PV = µN ´
2

3
E =

3

5
εF

[
1 ´

5π2

12

(
kT

εF

)2

+
π4

48

(
kT

εF

)4

+ ¨ ¨ ¨

]

及熵

S

Nk
=

1

NkT
(E ´ F ) =

π2

2

kT

εF
´
π4

20

(
kT

εF

)3

+ ¨ ¨ ¨

电子气体: n = 1024/cm3, TF „ 105 K, T ! TF , 对于 He 原子, TF „ 102 K

3.10 电子气体的磁性

在经典力学的框架下, 物质不可能有磁性. 这可以非常简单的证明如下. 设 N个粒

子的哈密顿量为 H(r1, r2 ¨ ¨ ¨ rN ;p1,p2 ¨ ¨ ¨pN ), 在外加磁场下, 只要把每个带电粒子的
动量 p替换为 (p ´ q

c
A), 其中 p是正则动量, A是矢量势. 电磁场中带电粒子的哈密顿

量为

H =
ÿ

i

c

c2
(
pi ´

e

c
A(ri)

)2
+m2c4 + U(triu)

或其非相对论形式

H =
ÿ

i

(
pi ´ e

c
A(ri)

)2
2m

+ U(triu)

其中, A为矢量势, 而磁场为

B = ∇ ˆ A

通过变量变换, 矢量势可以从积分中变掉. 则积分结果与 A从而与 B无关. 这样, 求得
的配分函数从而自由能与磁场无关, 没有磁性. 磁性的来源是量子力学, 在量子力学建
立后, 泡利和朗道分别解释了物质的顺磁性和抗磁性. 铁磁性则比较复杂, 来源于铁磁
物质中电子的相关, 在过去几十年的研究中, 对于铁磁的认识有了很大的进展, 也有几个
非常好的模型. 在统计物理中, 通常用海森堡模型描述铁磁性. 另一种常用的模型是基
于赫伯德 (Hubbard) 模型的巡游电子铁磁模型. 但是, 铁磁问题并没有完全解决, 里面
还有很多重要的工作可做.
因此. 磁性的来源是量子效应. 普通电子气体的磁性分别来自于电子的自旋和轨道

运动, 分述如下.
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泡利顺磁性: 电子具有自旋, 在磁场中, 自旋磁矩与外场相互作用, 贡献磁性. 分
别用 npÒ和 npÓ表示每个能级上自旋向上和自旋向下的电子数, 电子系统的能量为

E =
ÿ

p

(
p2

2m
´ µBB

)
npÒ+

(
p2

2m
+ µBB

)
npÓ

其中 µB = eh̄
2mc
为玻尔磁子. 利用巨正则系综, 巨配分函数为

ZG =
ÿ

NÒ,NÓ

zNÒzNÓ
ÿ

tnpu

e´βE

定义 εp = p2

2m
´ µ, 则

ZG =
ÿ

tnpu

e´β[(εp´µBB)npÒ+(εp+µBB)npÓ]

=
ź

p

ÿ

np

e´β(εp´µBB)npÒe´β(εp+µBB)npÓ

=
ź

p

(1+e´β(εp´µBB))(1 + e´β(εp+µBB))

磁矩

M =

C

µB

ÿ

p

(npÒ ´ npÓ)

G

= ´
BΩG

BB

其中, 广势函数为

ΩG = ´kT lnZG = ´kT
ÿ

p

␣

ln
(
1 + e´β(εp´µBB)

)
+ ln

(
1 + e´β(εp+µBB)

)(
求导

´
BΩG

BB
= kT

ÿ

p

tβµBnF (εp ´ µBB) ´ βµBnF (εp + µBB)u

= µB

ÿ

p

[nF (εp ´ µBB) ´ nF (εp + µBB)]

即

M = µB

ÿ

p

[nF (εp ´ µBB) ´ nF (εp + µBB)]

这里 nF (x) =
1

z´1ex+1
为费米分布函数, z = eβµ为逸度. 磁化率

χ =

(
BM

BB

)
B=0

= 2µ2
B

1

V

ÿ

p

(
´

BnF

Bεp

)ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

B=0

= 2µ2
B

1

V

ż

D(ε)dε
(

´
BnF

Bεp

)
单个自旋的单粒子态密度是

D(ε)dε = V

4π2h̄3
(2m)3/2

?
εdε
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当 T = 0 时,
(

´ BnF

Bεp

)
= δ(εF ´ ε), 求得

χ0 = 2µ2
BD(εF )/V =

3

2

xnyµ2
B

εF

其中, xny = 4
3V
D(εF )εF 为电子的数密度, 费米能量是

εF =
(
3π2 xny

)2/3 h̄2
2m

当 T Ñ 8 时, 费米分布趋向于玻尔兹曼分布

2nF Ñ nB = eβµe´βεp

这里的因子 1
2
来自自旋的简并度, 即费米分布函数是单个自旋分量的分布, 由此得

B xny

Bεp
= ´βeβµe´βεp

代入公式求得

χ8 =
2πµ2

B

h3
(2m)3/2βeβµ 1

2β

c

π

β
=

µ2
B

λ3kT
eβµ

由于 T Ñ 8时, eβµ = xnyλ3, λ =
(

h2

2πmkT

)1/2
为热波长, 由此可得

χ8 =
xnyµ2

B

kT

朗道抗磁性: 考虑在磁场中的电子, 忽略电子之间的相互作用, 不考虑自旋. 单个
电子 (电子的电荷为负) 的哈密顿量为

H =
1

2m

(
p+

e

c
A
)2

设磁场沿 z方向, 量子力学已证明, 电子的能级是

Ej(pz) =
eh̄B

mc

(
j +

1

2

)
+

p2z
2m

对应的简并度为两能级之间在加外场前的状态数.

g = 2
V 2/3

h2

ż

∆ε=2 eh̄B
mc

dpx dpy =
V 2/3

h2
π

ż

dε = 2
V 2/3

2π

eB

h̄c

因子 2来自电子的自旋简并度. 定义 q = ´βΩ = lnZG, 则

q = lnZG =
ÿ

ln
(
1 + ze´βEj �pz)

)
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求和对于所有的单粒子状态进行, 包括对能级 j的求和和对于 pz的积分, 即

q = 2
V 1/3

h

ż

dpz

[
8
ÿ

j=0

(
2
V 2/3

2π

eB

h̄c

)
ln
(
1 + ze´(j+ 1

2 )
βeh̄B
mc e´β pz

2

2m

)]

在高温区, 由 (2.8.10)
z = eβµ = xnyλ3 ! 1

把上式对 z展开, 取最低阶项, 得到

q =2
zV eB

h2c

ż

e´β
p2z
2mdpz

ÿ

j

e´(j+ 1
2 )β

eh̄B
mc

=2
zV eB

h2c

(
2πm

β

)1/2[
2 sinh

(
βeh̄B

2mc

)]´1

磁矩为

M =

B

´
BΩ

BB

F

= kT

(
B

BB
lnZG

)
代入 q的表示式, 得到

M = 2
zV

λ3
µB

(
1

sinhx ´
x coshx
sinh2 x

)
其中

x = βµBB, µB =
eh̄

2mc

平均电子数为

xNy = 2z
B

Bz
lnZG =

zV

λ3

x

sinhx
于是

M = ´ xNyµBL(x)

而

L(x) = cothx´
1

x

为郎之万函数. 这个结果与假定每个电子具有磁矩 µB的经典结果(1.16.5)在形式上相同
(符号相反). 注意到 M ă 0, 即磁矩与外加磁场方向相反, 为抗磁性. 当外场 B Ñ 0时,
M Ñ 0. 对于很小的 B, 得到

xNy =
zV

λ3

M = ´ xNyµ2
BB/3kT

(cothx =
1

x
+

1

3
x´

1

45
x3 ¨ ¨ ¨ )

χ8 =
M

BV
= ´

xnyµ2
B

3kT



3.11 热力学第三定律 189

这个磁化率的大小是泡利顺磁性磁化率的 1/3, 所以整个系统仍然是顺磁性的.
在低温区, 需要进行较为繁琐的计算. 此处略去. 感兴趣的同学课参考郎道的统计

物理著作 [?]

3.11 热力学第三定律

能斯特（W. Nernst）在 1906 年总结了大量低温化学反应的结果后提出了一个结
果, 后来这个结果被称为能斯特定理:
定理: 凝聚系统的熵在任何等温过程中的改变, 随绝对温度趋于零而趋于零.

lim
TÑ0

(∆S)T = 0

1912 年, 他又根据这一定理得到一个原理, 称为绝对零度不可达到原理. 这个原理现在
也成为了热力学第三定律的标准表述, 它的内容是；
热力学第三定律: 不可能用有限的手段使一个物体冷却到绝对零度.
下面将从这一原理出发证明能斯特定理.
首先, 最有效的降温过程是绝热过程. 原因是, 如果试图冷却的物体在降温的过程

中还吸收热量, 这个降温过程显然不有效, 因为按照平衡稳定性的要求, 物体的热容量为
正, 所以吸收的热量将倾向于使物体升高温度. 当然如果物体温度降低的同时还放出热
量, 显然对于降温来说是最有效, 可是这样的过程只有在周围温度比我们要冷却的物体
温度低时才是可能的. 由于假设要把物体的温度降到尽可能的低 (比周围的物体都要低)
所以这样的过程不可能持续进行. 所以, 获得低温的最有效过程是绝热过程. 如果绝热
过程不能使物体达到绝对零度, 那么任何过程都不可能使物体达到绝对零度. 这就是为
什么绝热去磁的方法是获得低温的很有效方法.
另外一个重要的实验事实是: 凝聚系的热容量在温度趋于绝对零度时趋于零, 即

lim
TÑ0

Cy = 0

其中 y代表某些外参量（例如压强、体积、磁化强度等等）不变时的热容量. 量子统计
物理对于固体的热容量的低温行为的预言是: 金属固体的热容量在温度很低时与温度成
正比；非金属固体的热容量在温度很低时与温度的三次方成正比. 这些理论预言都与实
验结果很好地吻合.
下面来证明能斯特定理. 在图3.11.1中显示了系统的熵作为温度的函数. 图中的两

条曲线分别对应于不同的两组外参量,把它们记做 y1和 y2（在绝热去磁降温过程中, y就
是磁场强度）. 当温度趋于绝对零度时, 能斯特定理预言, 这两条曲线将相交于一点, 即
在任何等温过程中的熵的改变趋于零. 如果不是这样, 那么我们可以通过如图所示的过
程: 由点 A 经过等温的过程将物体的外参量从 y2变到 y1, 达到 B 点. 然后令物体经过
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图 3.11.1: 利用热力学第三定律证明能斯特定理. 图中显示了系统的熵随温度和外参量
的变化.

一个可逆绝热过程将物体的外参量从 y1再变到 y2从而达到 C 点. 这个过程可以一直持
续下去, 使物体由 C 经等温过程达到 D 等等. 容易想象, 如果对应于不同外参量的两条
熵的曲线在温度趋于零时并不相交于一点, 那么可以通过有限的步骤使这个物体冷却到
绝对零度, 从而与热力学第三定律矛盾. 因此, 这两条熵的曲线必定在温度趋于零时相
交于一点, 这就证明了能斯特定理.

能斯特定理告诉我们, 系统的熵在绝对零度时是一个绝对的常数, 与系统的其它参
量无关. 普朗克（Planck）提出, 可以把这个绝对的熵常数选为零. 这样一来, 熵的数值
就完全确定了. 在统计物理中, 可以通过计算来确定绝对熵.

由熵的定义可知, 如果系统的基态的简并度有限, 则系统处于基态时, 熵 S =

k lnΩ远小于 N , S
N

Ñ 0. 在此情形下, 热力学第三定律满足. 实际物理系统基态一
般或者没有简并, 或简并度有限. 但是, 有一些模型的基态简并度可能会是 aN , 对于这
样的系统, 热力学第三定律不成立, 但这仅仅是模型而已. 在随后处理的一些例子中, 会
反复回到这里.

在实验上, 曾经发现过不满足热力学第三定律的例子, 即有些系统, 从高温时的理想
气体向下降温, 利用高温时理想气体的熵的表达式, 外推至 0度时的熵不为 0, 而是有限
值. 但这与热力学第三定律并不矛盾, 实验上, 在降温过程中, 系统会锁死在某个亚稳态,
在温度趋于 0时, 系统并未趋于平衡的基态, 而是处在亚稳态. 在此情形下, 如果把 0度

的熵取为 0, 升高温度并测量熵变, 到理想气体时, 会得到比理想气体的熵的公式更高的
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熵.

3.12 附录：二次量子化

3.12.1 置换对称性

在经典物理中, 对于相同的粒子, 我们总可以在初始时刻对其进行编号, 然后, 通过
跟踪各个粒子的运动过程, 从而在每个瞬时都可以知道每个粒子的编号. 原则上, 粒子
总是可以分辨的.
然而在量子力学中, 全同粒子是真正无法分辦的. 这是因为无法跟踪每个粒子的运

动, 如果要跟踪粒子, 则需要在每一瞬时测量粒子的位置, 而这必然会扰动系统.
考虑两个全同粒子. 假定其中的一个粒子, 称其为粒子 1 , 用 |k1y 描述, 这里 k1 是

对一个可观测量完备集的集体指标. 同样地, 把剩下的那个粒子称为粒子 2, 其右矢记为
|k2y. 两粒子系统的态右矢可以写成乘积形式（为直积）,

|k1y |k2y . (3.12.1)

这里的写法中, 第一个右矢指粒子 1 , 第二个右矢指粒子 2. 还可以考虑另一个二粒子的
态右矢

|k2y |k1y (3.12.2)

其中粒子 1 由 |k2y 描述, 粒子 2 由 |k1y 描述. 尽管这两个粒子是不可区分的, 但从数学
上讲 (3.12.1) 式和 (3.12.2) 式是 k1 ‰ k2 的可区分的右矢. 事实上, 当 k1 ‰ k2 时, 它们
是相互正交的.
假定对这个两粒子系统进行测量. 将会对一个粒子得到 k1, 对另一个粒子得到 k2.

然而, 无法知道态右矢是 |k1y |k2y, 还是 |k2y |k1y, 或者是两者的任意线性组合. 测量时,
所有具有

c1 |k1y |k2y + c2 |k2y |k1y (3.12.3)

形式的右矢都将导致完全相同的本征值集合. 这就是所谓的交换简并. 交换简并展示了
一个困难, 一个可观测量完备集的本征值不能完全确定这个态右矢. 这样, 两个粒子的
的状态矢量是(3.12.3)这样的线性组合, 定义 P12为交换两个粒子的算符, 即

P12 |k1y |k2y = |k2y |k1y

对于全同粒子, 因交换两个粒子简并, 所以二粒子的状态矢量在 P12作用下代表同一个

状态, 即作用后的状态矢量与作用前只能相差一个相因子；但如果作用两次, 状态应该
复原, 即 P 2

12 = 1, 这样, 这个相因子只能是 ˘1. 利用这些讨论到(3.12.3), 有

c1 |k2y |k1y + c2 |k1y |k2y = ˘(c1 |k1y |k2y + c2 |k2y |k1y)
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由此得到 c2 = ˘c1, 再利用归一化条件, 得到由 k1, k2标志的可能的二粒子态矢量只能

是
1

?
2
(|k1y |k2y ˘ |k2y |k1y) (3.12.4)

这两个组合之一.
推广到 N个粒子, 则 N个粒子中任意两个粒子的交换均简并, 记 Pij为交换 i和 j粒

子的算符, 则 N个粒子的状态矢量对于任意 Pij作用只能改变一个相位, 但另一方面, 交
换两次需要恢复原状, 所以这个相因子只能是 ˘1, 即 P 2

ij = 1. À 这样 N 个全同粒子

的系统在交换任意一对粒子时不是全对称的就是全反对称的, 在前一种情况粒子满足玻
色-爱因斯坦 (Bose-Einstein, B-E) 统计, 并因此被称之为玻色子; 而在后一种情况粒子
满足费米-狄拉克 (Fermi-Dirac, F-D) 统计, 称为费米子．这样

Pij | N个全同玻色子
D

= + | N个全同玻色子
D

(3.12.5a)

Pij | N个全同费米子
D

= ´ | N个全同费米子
D

(3.12.5b)

这里 Pij 是交换算符, 它交换第 i 个和第 j 个粒子, 其中 i 和 j 是任意的.
在相对论量子理论中, 可以证明, 粒子自旋和它所遵从的统计规律之间存在着一种

联系：

半奇数自旋的粒子是费米子; (3.12.6a)

整数自旋的粒子是玻色子. (3.12.6b)

这里, 粒子可以是复合粒子. 例如, 一个 3He 原子核是一个费米子, 就像 e´或质子一样;
而一个 4He 原子核是一个玻色子, 就像 π 介子或 Z0 规范玻色子一样. 自旋-统计联系
是自然界的一个精确规律, 无任何已知的例外. 在非相对论量子力学的框架下, 这个原
理必须作为经验的假设.
电子是费米子的一个直接后果是, 电子必须满足泡利不相容原理, 即两个电子不可

能占据相同的态. 这是由于像 |k1y |k1y 这样的态必然是对称的, 而它对费米子是不可能
的. 众所周知, 泡利不相容原理是原子和分子物理, 以及整个化学的基石. 为阐明费米子
和玻色子之间巨大的差别, 来考虑两个粒子, 其中每个粒子只能占据两个态, 它们分别由
k1 和 k2 描述. 对一个双费米子系统, 没有任何可选的余地, 只有一种可能性:

1
?
2
(|k1y |k2y ´ |k2y |k1y) . (3.12.7)

À 这个法则在三维空间成立, 如果粒了都被约束在二维空间, 就可能存在被称之为任意子 (anyons) 的客体. 它具有跨
越费米子和玻色子之间的、连续的统计性质. 读者可参考 Wilczek ”Quantum Mechanics of Fractional-Spin Particles
“Phys. Rev. Lett. 49 ( 1982) 957 和 Murthy J. M. Brack und R Bhadnri, ”Quantum Spectrum of Three Anyons
in an oscillator potential, ”Murthy et al. , Phys. Rev. Lett. , 67 (1991) 817.
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对玻色子, 有三个可能的态

|k1y |k1y , |k2y |k2y ,
1

?
2
(|k1y |k2y + |k2y |k1y) . (3.12.8)

相反, 对满足麦克斯韦-玻尔兹曼 (Maxwell-Boltzmann, M-B) 统计的“经典”粒子, 没
有任何对称性的限制, 一共有四个独立的态：

|k1y |k2y , |k2y |k1y , |k1y |k1y , |k2y |k2y . (3.12.9)

我们看到在费米子的情况中, 两个粒子同时占据相同的态是不可能的. 但在玻色子的情
况中, 对三个允许右矢当中的两个右矢, 两个粒子均占据着相同的态. 在经典 (M-B) 统
计情况下, 对四个允许右矢当中的两个右矢, 两个粒子均占据着相同的态. 在这种意义
上, 费米子最不合群, 它们相互躲避以确保它们不会处在相同的态; 相反, 玻色子则更喜
欢群居, 它们倾向于待在相同的态, 甚至超过遵守 M ´ B 统计的经典粒子.
费米子和玻色子之间的差别在低温最明显; 一个由玻色子构成的系统, 如液体 4He,

在极低温时呈现出所有粒子都落到相同基态的趋势. À 这被称为玻色-爱因斯坦凝聚, 费
米子构成的系统则没有这种特性.

3.12.2 多粒子态

先考察三个全同粒子系统的问题. 对于三个粒子, 存在 3! = 6 种形式为

|k1y |k2y |k3y (3.12.10)

的可能右矢, 其中设 k1, k2 和 k2 各不相同. 这样就存在六重交换简并. 但全同性要求态
是全对称的或全反对称的, 对每个情况则只能形成一种线性组合. 即

|k1k2k3y
˘

”
1

?
6

␣

|k1y |k2y |k2y ˘ |k2y |k1y |k3y

+ |k2y |k3y |k1y ˘ |k3y |k2y |k1y

+ |k3y |k1y |k2y ˘ |k1y |k3y |k2y
(

.

(3.12.11)

一共存在六个独立的态右矢. 还存在四个独立的右矢, 它们既不是全对称的也不是全反
对称的, 不能成为有效的态矢量. 如果三个指标中有两个一样, 则独立的态矢量有 3 个.
但此时不可能有全反对称的态. 而全对称的态只有一个, 为

|k1k1k2y+ =
1

?
3
(|k1y |k1y |k2y + |k1y |k2y |k1y + |k2y |k1y |k1y) , (3.12.12)

À 当液氦被冷却到临界温度以下时. 它的可视行为是惊人的, 在网站 www.youtube.com 上能找到各种各样的录像资
料.
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其中归一化因子被理解为
a

2!/3!. 在更普遍的形式中, 归一化因子为
c

N1!N2! ¨ ¨ ¨Nn!

N !
, (3.12.13)

其中 N 是总粒子数, 而 Ni 是
ˇ

ˇk(i)
D

出现的次数.
反对称态通常写成斯莱特行列式的形式

|k1k2k3y
´
=

1
?
3!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|k1y |k2y |k3y

|k1y |k2y |k3y

|k1y |k2y |k3y

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(3.12.14)

行列式展开时, 每一项的排列次序按照行的顺序.
对于 N个粒子, 如果每个粒子处在不同的单粒子态, 则可以构造一个反对称态, 对

应于费米子, 一个对称态, 对应于玻色子. 如果, 一个单粒子态上可以有多个粒子, 这只
能是玻色子情形. 按照三个粒子的经验, N费米子的反对称态可以直接推广(3.12.14), 而
N玻色子状态可以写成

|k1k2 ¨ ¨ ¨ kny =

c

N1!N2! ¨ ¨ ¨Nn!

N !

ÿ

tP u

P |k1y |k2y ¨ ¨ ¨ |kNy

上式对所有导致不同单粒子乘积的置换求和. (3.12.12)是三粒子情形的具体例子. 显然,
用这样的方式表示多粒子态, 当粒子数较大时, 具体写出会非常繁琐.

3.12.3 二次量子化

二次量子化方法是一个表示多粒子态的不同方法. 把一个多粒子态矢量定义为

|n1, n2, ¨ ¨ ¨ , ni, ¨ ¨ ¨ y ,

其中 ni 为某些算符本征值为 ki 的粒子数. 它是新的一类矢量空间中的一个元素, 这个
新的空间称为“福克空间”（或“占有数”空间）. 对于引进态矢量的福克空间, 做了一
个重要的假设, 即假设存在一组无相互作用态的基. 但是, 粒子间的相互作用原则上会
影响它们的基本性质. 从这个假设出发, 是否能建立一个自身能精确地描述自然的自洽
的理论, 只能通过实验来检验. 相关讨论可参见 Landau（1996）和 Merzbacher (1998）
的书. 我们将这个问题先放在一边, 全力向前推进.
现在使用在福克空间的态来建立一个多粒子系统理论的框架. 首先考察没有粒子的

状态

|0, 0, ¨ ¨ ¨ , 0, ¨ ¨ ¨ y ” |0y, (3.12.15)

在这个态, 任何一个单粒子态上都没有粒子, 把它称为“真空态”, 归一化到 1. 接下来,
考察只有一个粒子的态, 这个粒子处于本征值为 ki 的态

|0, 0, ¨ ¨ ¨ , ni = 1, ¨ ¨ ¨ y ” |kiy , (3.12.16)
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这是 单粒子态.
现在需要构建多粒子态, 然后确认这个构建过程遵从交换对称性. 定义一个“场算

符”a:
i , 它使本征值为 ki 的态上的粒子数增加一个, 即

a:
i |n1, n2, ¨ ¨ ¨ , ni, ¨ ¨ ¨ y 9 |n1, n2, ¨ ¨ ¨ , ni + 1, ¨ ¨ ¨ y , (3.12.17)

其中的比例常数将使用归一化准则确定. 假设粒子产生算符 a:
i作用于真空产生了一个

正确归一化了的单粒子态, 即
a:
i |0y = |kiy , (3.12.18)

即

1 = xki|kiy = [x0|ai]
[
a:
i |0y

]
=x0|

[
aia

:
i |0y

]
= x0 |ai| kiy ,

(3.12.19)

它意味着

ai |kiy = |0y (3.12.20)

所以 ai 起到了消灭一个粒子的作用, 称为消灭算符. 可用下述一些假定总结一下粒子消
灭算符:

ai |n1, n2, . . . , ni, . . .y 9 |n1, n2, . . . , ni ´ 1, . . .y (3.12.21)

ai|0y = 0 (3.12.22)

ai |kjy = 0 若 i ‰ j (3.12.23)

在这里, 一个简洁的记号可把 (3.12.20) 和 (3.12.23) 结合成

ai |kjy = δij|0y. (3.12.24)

要完全定义场算符 ai, 这些已经是足够的假设了, 涉及不同的下标, 还需纳入交换对称
性.
置换两个粒子, 即一个换另一个的作用最容易通过下述操作看到：把“第一个”粒

子放在态 |kiy上, 接着把“第二个” 粒子放在态 |kjy上, 然后与以相反的顺序占据这些态
时所发生的情况相比较. 即, 对一个两粒子态我们预期

a:
ia

:
j|0y = ˘a:

ja
:
i |0y (3.12.25)

其中, +(´) 号是对玻色子 (费米子) 的. 把这一相同的逻辑应用于多粒子系统的粒子交
换, 得到

a:
ia

:
j ´ a:

ja
:
i =

[
a:
i , a

:
j

]
= 0 玻色子 (3.12.26a)
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a:
ia

:
j + a:

ja
:
i =

␣

a:
i , a

:
j

(

= 0 费米子 (3.12.26b)

其中, 使用了“反对易子”tA,Bu ” AB +BA. 对这些方程简单地取共轭, 得到

[ai, aj ] = 0 玻色子 (3.12.27a)

tai, aju = 0 费米子 (3.12.27b)

注意, 泡利不相容原理被自动地构建在这个形式体系中, 因为 (7.5.22b) 式暗示对某个单
粒子态 |kiy, 有 ai

:ai
: = 0.

现在, ai和 aj
:的对易关系是什么样的呢? 用 ai和 a:

i先后作用于态矢量 |n1, n2, . . . , ni, . . .y,
若 ni ‰ 0, 则得到态矢量 |n1, n2, . . . , ni, . . .y乘以一个系数, 如果 ni = 0, 则结果为 0, 也
就是说, |n1, n2, . . . , ni, . . .y是 a:

iai的本征矢量. 为了简洁起见, 先考虑一个 i, 并取消下
标, 如果要求 a:a 为粒子数算符, 即要求其在态矢量 |ny上的本征值为 n, 则能够得到关
于 ai 和 aj

: 的对易关系.
先考虑玻色子情形, 定义“粒子数算符”N = a:a, 要求

N |ny = a:a |ny = n |ny , 即 xn|a:a|ny = n (3.12.28)

设

a: |ny = αn |n+ 1y

并设 αn为正实数, 则

αn xn+ 1| = xn| a, αn = xn|a|n+ 1y

这表明,
a |n+ 1y = αn |ny 或 a |ny = αn´1 |n´ 1y

于是, 由(3.12.28)
xn|a:a|ny = α2

n´1 = n

得到

αn =
?
n+ 1

这样就有

xn|aa:|ny = α2
n = n+ 1

与(3.12.28)一起, 得到
xn|aa: ´ aa:|ny = 1
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对于任何 |ny成立, 这样, 就有对易关系 [a, a:] = 1, 恢复下标, 有[
ai, ai

:
]
= 1

对于费米子情形, n = 0, 1, 因 a |0y = 0, a |1y = |0y, a: |1y = 0, a: |0y = |1y, 则有

x1|a:a|1y = 1, x0|a:a|0y = 0 (3.12.29)

x1|aa:|1y = 0, x0|aa:|0y = 1 (3.12.30)

综合(3.12.29)和(3.12.30), 得到

x1|aa: + a:a|1y = x0|aa: + a:a|0y = 1 (3.12.31)

这样, 就有费米子算符的对易关系 ta, a:u = 1, 恢复下标

tai, a
:
iu = 1

对玻色子和费米子, 可以定义 i态的“粒子数算符”Ni = ai
:ai 和总粒子数算符

N =
ÿ

i

a:
iai, (3.12.32)

它计数全同粒子的总数.
(3.12.17)和(3.12.21)具体写出来为

a:
i |n1, n2, . . . , ni, . . .y =

?
ni + 1 |n1, n2, . . . , ni + 1, . . .y

ai |n1, n2, . . . , ni, . . .y =
?
ni |n1, n2, . . . , ni ´ 1, . . .y

(3.12.33)

表 3.1 在二次量子化中全同粒子的代数

玻色子 费米子

a:
ia

:
j ´ a:

ja
:
i =

[
a:
1, a

:
j

]
= 0 a:

iaj + a:
ja

:
1 =

␣

a:
i , a

:
j

(

= 0

aiaj ´ ajai = [ai, aj ] = 0 aiaj + ajai = tai, aju = 0

aia
:
j ´ a:

jai =
[
ai, a

:
j

]
= δij aia

:
j + a:

jai =
␣

ai, a
:
j

(

= δij

这里, 我们用很不严格的方式引入了福克空间和二次量子化表示. 从单粒子态乘积
的线性组合构成满足对称要求的多粒子态空间出发, 通过正则变换, 可以变换到粒子数
表示的福克空间, 而产生算符和消灭算符的代数则可以在变换过程中建立, 这样一个变
换手续比较繁复, 感兴趣的同学课参考相关文献或视频课程.（例如柯善哲, 蔡建华,《量
子力学（下册）》, 田光善, 《高等量子力学讲义》和课程视频）
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3.12.4 二次量子化中的动力学变量

假定单粒子态 |kiy 是某个“可加的”单粒子算符 K 的本征态. 例如 K可能是动量

和动能. 这里, 可加的含义是 N粒子的对应算符是单粒子算符之和. 在某个多粒子态

|Ψy = |n1, n2, ¨ ¨ ¨ni, ¨ ¨ ¨ y , (3.12.34)

预期多粒子算符 K 的本征值是 Σiniki . 这样, 如果写出

K =
ÿ

i

kiNi =
ÿ

i

kia
:
iai (3.12.35)

则得到自洽的结果.
现在假定确定单粒子态的基与最容易用的基不同. 例如, 我们习惯使用坐标基中的

动量算符. 如果需要变换到熟悉和喜好的基 b, 若算符 b:
j 和 bj 在单粒子态 |ljy 上产生

和湮灭粒子. 使用完备性关系

|kiy =
ÿ

j

|ljy xlj | kiy , (3.12.36)

即

a:
i |0y =

ÿ

j

b:
j |0y xlj|kiy

这样就有

a:
i =

ÿ

j

b:
j xlj | kiy (3.12.37a)

它隐含着

ai =
ÿ

j

xki | ljy bj , (3.12.37b)

方程 (3.12.37a, 3.12.37b) 给出: 针对动力学单粒子算符, 需要对基做改变. 有

K =
ÿ

i

ki
ÿ

mn

b:
m xlm | kiy xki | lny bn

=
ÿ

mn

b:
mbn

ÿ

i

xlm | kiy ki xki | lny

=
ÿ

mn

b:
mbn

C

lm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

[
K
ÿ

i

|kiy xki|

]ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ln

G

=
ÿ

mn

b:
mbn xlm|K|lny

(3.12.38)

即

K =
ÿ

mn

b:
mbn xlm|K|lny .
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这个普遍的形式对写出任意可加单粒子算符的二次量子化版本都是适用的. 其例子不仅
包括动量和动能, 也包括单独作用于每个粒子的任意“外部”势能函数. 最重要的是粒
子彼此不发生相互作用. 在玻色子的情况, 可发现只要温度足够低, 所有的粒子基本上
都处于这样一个势阱的最低能级. (实验上, 这个现象称之为玻色-爱因斯坦凝聚. )
费米子有不同行为. 泡利不相容原理将强使粒子越来越多地填充势阱中的更高能

级. 对于一个有大量费米子的系统, 基态总能量可能是巨大的. 这个最高填充的能级 (称
为“费米能量”) 可能轻易地远大于热能 „ kT . 一个经典的例子是白矮星, 一个基本上
由碳原子组成的非常致密的物体. 作为一个很好的近似, 白矮星中的电子束缚在一个势
阱里. 费米能级非常高, 其能量远大于几千万开尔文度 (107 K) 的热能.
这里的变换也可以推广到连续情形, 例如(3.12.35) 在 l为位置空间时, 成为

|kiy =

ż

dx1 |x1y xx1|kiy (3.12.39)

即

a:
i =

ż

dx1ψ:(x1) xx1|kiy , ψ:(x) =
ÿ

i

a:
i xki|xy

这也意味着

ai =

ż

dx1ψ(x1) xki|x
1y , ψ(x) =

ÿ

i

ai xx|kiy

由 ai, a:
i的对易关系, 得到, 对于玻色子

[ψ(x), ψ(x1)] =
ÿ

i

ÿ

j

[ai, aj ] xx|kiy xx1|kjy = 0

同理得

[ψ:(x), ψ:(x1)] = 0

[ψ(x), ψ:(x1)] =
ÿ

i

ÿ

j

[ai, a
:
j ] xx|kiy xkj|x

1y =
ÿ

i

ÿ

j

δij xx|kiy xkj|x
1y

=
ÿ

i

xx|kiy xki|x
1y = δ(x ´ x1)

对于费米子, 同样的计算得到

tψ(x), ψ(x1)u = 0, tψ:(x), ψ:(x1)u = 0

tψ(x), ψ:(x1)u = δ(x ´ x1)

对于多粒子系统, 粒子间实际上不可避免地有相互作用的可能性. 这里仅仅限于二
体相互作用, 再次假定一个可加的算符, 即把各个两粒子相互作用独立地相加的算符.
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设对称实矩阵 Vij 确定处于单粒子态 |kiy 和 |kjy 的两个粒子之间相互作用的本征值.
那么, 这个算符的二次量子化版本变成

V =
1

2

ÿ

i‰j

VijNiNj +
1

2

ÿ

i

ViiNi (Ni ´ 1) . (3.12.40)

该式的第一项将所有两粒子相互作用加在一起, 其中 1/2 的因子是必需的, 因为这个形
式对于相互作用对的数目做了双重计数. 第二项计入所有处于相同态的粒子间的“自相
互作用”; 每次从 n 个东西中取出两个, 有 n(n ´ 1)/2 种方法. 要求 Vij 是实的确保了

V 是厄米的.
(3.12.40) 式中含有 N2

i 的那些自能项的部分精确地描述了第一项求和中通过 i ‰ j

已除去的那些项. 因此, 能把它更为简洁地整合成

V =
1

2

ÿ

ij

Vij (NiNj ´Niδij) =
1

2

ÿ

ij

VijΠij , (3.12.41)

其中, Πij ” NiNj ´Niδij 称为对分布算符. 进一步使用表 7.1 写出

Πij = a:
iaia

:
jaj ´ a:

iaiδij

= a:
i

(
δij ˘ a:

jai

)
aj ´ a:

iaiδij

= ˘a:
ia

:
jaiaj

或 Πij =(˘)(˘)a:
ia

:
jajai

(3.12.42)

其中使用了 (3.12.27a, 3.12.27b) 式反转最后两个因子的顺序. 这样能把 (3.12.40) 式重
写为

V =
1

2

ÿ

ij

Vija
:
ia

:
jajai. (3.12.43)

这个产生和湮灭算符的序列—第一个粒子被湮灭, 然后另一个粒子被湮灭, 接着它们按
相反的顺序被产生—被称为“正规序”. 注意, 从 (3.12.26b) 或 (3.12.27b) 式明显地看
到对费米子来说, V 的对角元没有贡献.
可以用 (3.12.37a, 3.12.37b) 式在不同的基中重写 (3.12.43) 式. 有

V =
1

2

ÿ

mnpq

xmn|V |pqyb:
mb

:
nbqbp, (3.12.44)

其中

xmn|V |pqy ”
ÿ

ij

Vij xlm | kiy xki | lpy xln | kjy xkj | lqy . (3.12.45)

这个结果使我们对这种形式体系的物理意义有了一些深入的了解. 例如, 假定 |kiy 是坐

标基的态 |xy , 而 |liy 是动量基的态 |p = h̄ky. 那么 Vij 将表示一个位于 x 而另一个位

于 x1 的两个粒子间的相互作用.
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一个自然的例子是一群粒子, 其中每个粒子具有电荷 q = ´e, 在这个情况下可写
出,

Vij Ñ V (x,x1) =
1

4πϵ0

e2

|x ´ x1|
(3.12.46)

和
ÿ

ij

Ñ

ż

d3x

ż

d3x1, (3.12.47)

但粒子间的任何相互作用都将用相同的方法处理. 因此, 物理量 xmn|V |pqy 代表一个动

量空间版的相互作用, 这里 m 和 p 是对一个粒子, n 和 q 是对另一个粒子. (很容易证
明 xmn|V |pqy = xnm|V |qpy, 但只在一边进行交换而在另一边不进行交换, 其结果将依
赖于粒子是玻色子还是费米子. ) (3.12.45)式中的四个内积导致了一个因子

ei(km´kp)¨x+i(kn´kq)¨x1

对 (3.12.46) 式积分之后, 它导致了一个动量守恒的 δ 函数.

3.12.5 例：电子气的二次量子化哈密顿量

对本节讨论过的原理, 一个极好例子是简并电子气. 这是通过彼此之间的库仑斥力
相互作用的大量的电子, 束缚在一些带正电的背景介质中. 物理例子包括高温等离子体,
甚至在一定的近似下的大部分金属.
这个问题在 Fetter 和 Walecka（2003a）专著的第 1 章第 3 节已经彻底地处理过,

有兴趣的读者可参见原始文献以充实细节.
这个例题的任务是写出 N 个电子系统的哈密顿量

H = Hel +Hb +Hel-b (3.12.48)

的二次量子化形式. 电子本身之间按照

Hel =
ÿ

i

p2
i

2m
+

1

2

e2

4πϵ0

ÿ

i

ÿ

j‰i

e´µ|xi´xj |

|xi ´ xj|
(3.12.49)

相互作用, 这里使用了一个“屏蔽的”库仑势, 但在结束计算之前将令 µ Ñ 0. 正电背景
的能量是

Hb =
1

2

e2

4πϵ0

ż

d3x1

ż

d3x2ρ (x1) ρ (x2)
e´µ|x1´x2|

|x1 ´ x2|
(3.12.50)

其中 ρ(x) 是在背景粒子处的粒子数密度. 将假定, 对一个体积为 V = L3 的系统, 有一
个 ρ(x) = N/V 的均匀背景 ( Jellium Model,凝胶模型) . 那么,转换成变量 x ” x1´x2,
则 (3.12.50 ）式变成

Hb =
1

2

e2

4πϵ0

(
N

V

)2 ż

d3x1

ż

d3x
e´µ|x|

|x|
=

1

2

e2

4πϵ0

N2

V

4π

µ2
(3.12.51)
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这样, Hb对能量的贡献只是一个可加的常数. 正如马上就要看到的, 当 µ Ñ 0 时这个常

数无限增长的这一事实将不是一个问题. 电子与这个常数背景的相互作用是

Hel´b = ´
e2

4πϵ0

ÿ

i

ż

d3xρ(x)
e´µ|x´xi|

|x ´ xi|

= ´
e2

4πϵ0

N

V

ÿ

i

ż

d3x
e´µ|x´xi|

|x ´ xi|
= ´

e2

4πϵ0

N2

V

4π

µ2

(3.12.52)

因此, (3.12.48) 式变成

H = ´
1

2

e2

4πϵ0

N2

V

4π

µ2
+
ÿ

i

p2
i

2m
+

1

2

e2

4πϵ0

ÿ

i

ÿ

j‰i

e´µ|xi´xj |

|xi ´ xj|
. (3.12.53)

这个方程中的第一项只是一个数. 第二项是个单体算符, 将用动量空间二次量子化的算
符简单地表示. 第三项是一个两体算符, 它将需要更多一些的工作才能把它写成二次量
子化的形式.
把 (3.12.53)式中的动能项写出来就是要重写 (3.12.38)式, 那里的 K 就是动量算符

p, 而 |lny 就是动量基的态. 单粒子态用 i = tk, λu 描述, 其中 λ = ˘ 表示电子自旋. 我
们知道

@

k1λ1|p|kλ
D

= h̄kδkk1δλλ1 (3.12.54)

所以有
ÿ

i

p2
i

2m
ñ K =

ÿ

kλ

h̄2k2

2m
a:
kλakλ. (3.12.55)

现在, 使用 (3.12.44) 式和 (3.12.45) 式把 (3.12.53) 式中势能项写成二次量子化形式. 注
意到 (3.12.46) 式和 (3.12.47) 式. 有

V =
1

2

ÿ

k1λ1

ÿ

k2λ2

ÿ

k3λ3

ÿ

k4λ4

xk1λ1k2λ2|V |k3λ3k4λ4y a+k1λ1
a+k2λ2

ak4λ4
ak3λ3

, (3.12.56)

其中

xk1λ1k2λ2|V |k3λ3k4λ4y

=

ż

d3x1

ż

d3x2V (x1, x2) xk1λ1 | x1y xx1 | k3λ3y xk2λ2 | x2y xx2 | k4λ4y

=
e2

4πϵ0V 2

ż

d3x1

ż

d3x2 e
´µ|x1´x2|

|x1 ´ x2|
e´ik1¨x1

χ:
λ1
eik3¨x1

χλ3
e´ik2¨x2

χ:
λ2
eik4¨x2

χλ4

=
e2

4πϵ0V 2

ż

d3x

ż

d3y
e´µy

y
e´ik1¨x1

δλ1λ3
eik3¨x1e´ik2¨x2

δλ2λ4
eik4¨x2

=
e2

4πϵ0V 2
δλ1λ4

δλ2λ3

ż

d3xe´i(k1+k2´k3´k4)¨x
ż

d3y
e´µy

y
e´i(k1´k3)¨y

=
e2

4πϵ0V
δλ1λ4

δλ2λ3
δk1+k2,k3+k4

ż

d3y
e´µy

y
e´i(k1´k3)¨y

(3.12.57)
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运用了变量替换 x = x2 和 y = x1 ´ x2. 最后定义动量转移 q ” k1 ´ k3 并且发现

xk1λ1k2λ2|V |k3λ3k4λ4y =
e2

4πϵ0V
δλ1λ4

δλ2λ3
δk1+k2,k3+k4

4π

q2 + µ2
(3.12.58)

自旋中的克罗内克 δ 符号确保了自旋不会被这种相互作用翻转, 这是我们所期待的, 因
为相互作用与自旋无关. 在波数中的克罗内克 δ 确保了动量守恒. 这样, 使用自旋守恒
的克罗内克 δ 约化求和之后, (3.12.56) 式就变成

v =
e2

8πϵ0V

ÿ

k1λ1

ÿ

k2λ2

ÿ

k3

ÿ

k4

δk1+k2,k3+k4

4π

q2 + µ2
a+k1λ1

a+k2λ2
ak4λ2

ak3λ1
. (3.12.59)

如果重新定义 k3 ” k 和 k4 ” p, 则 (3.12.59）式的一个重要特性就更明显了. 那时,
(3.12.59) 式中 q = 0 的项变成

e2

8πϵ0V

ÿ

kp

ÿ

λ1λ2

4π

µ2
a:

kλ1
a:

pλ2
apλ2

akλ1

=
e2

2ϵ0V µ2

ÿ

kλ1

ÿ

pλ2

a:
kλ1
akλ1

(
a:

pλ2
apλ2

´ δkpδλ1λ2

)
=

e2

2ϵ0V µ2

(
N2 ´N

)
(3.12.60)

其中用到了费米子的反对易关系和粒子数算符的定义. 这个关系式中的第一项正好抵
消了 (3.12.53) 式中的第一项. 第二项表示每粒子的能量为 ´2πe2/µ2V , 但这个能量在
V = L3 Ñ 8 极限同时一直保持 µ " 1/L 时将为零. 这样 q = 0 的项没有贡献, 它们抵
消了哈密顿量中迅速发散的项. 的确, 这最终允许设置屏蔽参数 µ = 0, 并且把二次量子
化的哈密顿量写成

H = H0 +H1, (3.12.61a)

其中

H0 =
ÿ

kλ

h̄2k2

2m
a:
kλakλ (3.12.61b)

和

H1 =
e2

2ϵ0V

1
ÿ

kpq

ÿ

λ1λ2

1

q2
a:
k+q,λ1

a:
p´q,λ2

apλ2
akλ1

, (3.12.61c)

其中, 记号 Σ1 表示 q = 0 的项被忽略掉了. 注意, 在取的极限下, 隐含地假设了一个有
限的密度 n = N/V .

(3.12.61a) 是研究固体中电子问题的出发点之一. 求它的本征值是一个极端困难的
问题, 尽管可能有解. 在一些特殊的近似下, 基于格林函数理论, 发展了一系列求解方法,
参见相关专著.（例如 Fetter 等的书, 或蔡建华等《量子统计的格林函数理论》）
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在坐标空间, (3.12.61a) 可以写成

H =
ÿ

λ

ż

dxψ:
λ(x)

´h̄2∇2

2m
ψλ(x)+

1

2

ÿ

λ1λ2

ż

dxdx1ψ:
λ1
(x)ψ:

λ2
(x1)

e2

4πϵ0|x ´ x1|
ψλ2

(x1)ψλ1
(x)

这一写法还没有扣除其中的发散项, 实际计算时, 可以在合适的地方做减除操作. 上式
中的第一项可以加入外势能项 V (x), 这只要把 ´h̄2∇2

2m
换成 ´h̄2∇2

2m
+ V (x). 第二项中的

e2

4πϵ0|x´x1|
可以换成任何二体作用项.

3.13 习题

1. 简谐振子的哈密顿量是

H = h̄ω

(
a:a+

1

2

)
其中 [a, a:] = 1, 计算其配分函数, 自由能, 熵, 热容量.

2. 黑体辐射

(a). 波矢 k 的电磁波模的频率 ωk = ck. 在体积为 V 的容器中有 2V d3k
(2π)3

个这种模

式存在于给定波矢附近 d3k 的区域中. 系统的哈密顿量为
ř

h̄ωknk，其中 nk

为波矢 k 对应模式中的激发的光子数. 证明空腔电磁辐射的亥姆霍兹自由能
为

F =
V kBT

(π2c3

ż 8

0

ω2dω ln
(
1 ´ e´βh̄ω

)
(b). 通过比较关于压强 P = ´BF/BV 和内能 E = B(βF )/Bβ 的表达式，证明

PV =
E

3

3. 黑体辐射的能量密度分布为

u(ω, T ) =
1

V
h̄ωD(ω)n(ω) =

h̄ω3

π2c3
1

eβh̄ω ´ 1

试证明对所有频率求和的能量密度为

u(T ) = σT 4

试计算 σ 的数值.

4. 试证明，在巨正则系综，能够给出相同 xHy 和 xNy 的所有密度算符中，巨正则分

布给出的熵 S = ´kTr ρ ln ρ 为极大。
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5. 双原子分子的转动能级为 (I 是双原子分子的转动惯量)

El =
h̄2

2I
l(l + 1), l = 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨

对应的简并度是 2l + 1. 令 Tr = h̄2

2Ik
为转动的特征温度，Tv = h̄ω

k
为振动的特征

温度. 试计算三种情形

(i) T ! Tr = h̄2/(2Ik) ! h̄ωv/k = Tv

(ii) Tr ! T ! Tv

(iii) Tr ! Tv ! T

的转动配分函数, 并由此计算热容量.

在求解第二种情形时可能用到欧拉求和公式：

8
ÿ

n=0

f(n) =

ż 8

0

dxf(x) +
1

2
f(0) ´

1

12
f 1(0) +

1

720
f (3)(0) + . . .

6. 双原子分子的振动和转动之间有耦合, 其能级可以写成

En,l = h̄ω

(
n+

1

2

)
+
h̄2

2I
l(l + 1) + αl(l + 1)

(
n+

1

2

)
其中 h̄ω ! h̄2

2I
! α. 试对于 kT ! h̄2

2I
和 h̄ω ą kT " h̄2

2I
两种情况计算其内能和热

容量.

7. * 试分析密度矩阵非对角元的物理含义.

8. * 同核原子双原子分子在交换两个原子核时有全同粒子的对称性, 除氢分子外, 因
其他分子的转动特征温度 Tr 均很小, 故量子效应并不重要. 氢分子的转动特征温
度为 85.4K, 其量子效应非常明显. 1, 计算氢分子气体的平衡热容量与温度的关
系. 2, 平衡热容量与实验结果不符, 试分析其原因并给出解决方案.

9. 简谐振子的哈密顿量是
H = h̄ω

(
a:a+

1

2

)
其中 [a, a:] = 1, 计算其配分函数, 自由能, 熵, 热容量.

10. 定义:
gn(z) =

1

Γ(n)

ż 8

0

xn´1dx
z´1ex ´ 1

, 0 ď z ď 1

其中 Γ(n) 为伽马函数, 研究在 z ! 1 和 z Ñ 1 时 gn(z) 的行为, 通过数值计算, 做
出 g1/2, g1, g3/2, g15 的图.
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11. 定义

fn(z) =
1

Γ(n)

ż 8

0

xn´1dx
z´1ex + 1

, 0 ď z ď 8

其中 Γ(n) 为伽马函数, 研究在 z ! 1 和 z " 1 时 fn(z) 的行为, 通过数值计算, 做
出 f1/2, f1, f3/2 的图.

12. 光子气体是质量为 0 的波色气体的特殊情况, 其能量与动量的关系为 ε = h̄ω =

h̄ck。光子数不守恒, 从而其化学势为 0. 写出光子气体的亥姆霍兹自由能 F , 内能
E 的积分表示式并证明

PV =
E

3

光子气体会发生波色-爱因斯坦凝聚吗? 为什么?

光子气体的化学势为 0，逸度 z = 1，由玻色气体的广势函数的公式

13. * 试证明二维玻色气体没有玻色-爱因斯坦凝聚.

14. * 试由巨正则分布推出费米气体和波色气体每个状态上粒子数的相对涨落.

15. 计算在波色气体的等温线方程和热容量随温度的变化, 由此推断波色-爱因斯坦凝
聚的相变性质 (相变级数). (此题在考试时以纸质形式提交)

16. * 由费米气体和波色气体的巨势函数求出其熵, 试证明熵可以写为

SF = ´k
ÿ

i

xniy ln xniy ´ k
ÿ

i

(1 ´ xniy) ln(1 ´ xniy)

SB = ´k
ÿ

i

xniy ln xniy + k
ÿ

i

(1 + xniy) ln(1 + xniy)

17. 由上题的熵的表达式, 证明熵可以写成

S = k lnWFmax

这里 WFmax 是费米系统微观状态数的极大值.

18. 仿照费米气体的讨论, 通过玻色气体的平均能量导出熵的表达式, 并证明熵就是微
观状态数的极大值的对数乘以玻耳兹曼常数.

19. 在高温极限下, 计算理想费米气体和理想波色气体的物态方程, 展开到密度的二次
项.

20. 计算经典理想气体的化学势并考察其正负.
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21. 由费米气体和波色气体的巨势函数出发, 证明：对于非相对论粒子, 即

ε =
p2

2m

有

PV =
2

3
xEy

对于极端相对论粒子, 即

ε = cp

有

PV =
1

3
xEy

22. 计算玻色气体的玻色-爱因斯坦凝聚温度, 并计算在温度低于凝聚温度时, 最低能
级的粒子数与温度的关系.

23. 试计算绝对零度时理想费米气体的内能和压强.

24. 推导泡利顺磁性的磁化率并求出高温和低温极限下的结果.

25. * 计算高温极限下郎道抗磁性的磁化率.

26. 由巨正则分布求费米气体和玻色气体每个单粒子状态的平均占据数 xniy.

27. 计算如下积分
ż 8

0

x

ex + 1
dx

ż 8

0

x3

ex ´ 1
dx

28. 定义:

gn(z) =
1

Γ(n)

ż 8

0

xn´1dx
z´1ex ´ 1

, 0 ď z ď 1

其中 Γ(n) 为伽马函数, 研究在 z ! 1 和 z Ñ 1 时 gn(z) 的行为, 通过数值计算, 做
出 g1/2, g1, g3/2, g15 的图.

29. * 定义

fn(z) =
1

Γ(n)

ż 8

0

xn´1dx
z´1ex + 1

, 0 ď z ď 8

其中 Γ(n) 为伽马函数, 研究在 z ! 1 和 z " 1 时 fn(z) 的行为, 通过数值计算, 做
出 f1/2, f1, f3/2 的图.
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30. 白矮星对抗引力坍缩的稳定性

从能量的角度看，由引力结合在一起的物体总会压缩到尽可能致密的状态. 可将
恒星视为由 N 质子和 N 电子组成，否则库伦斥力会克服引力作用从而使之瓦解.
不妨进一步假设恒星中还有与质子相同数目的中子. 在地球上，引力所带来的压
强不足以克服原子与分子间的短程斥力. 在太阳中，物质并不是以原子和分子的
方式存在，但因为太阳仍在燃烧，可以靠辐射压强来阻碍其坍缩. 下面考虑一个已
经燃尽的星体如白矮星. 假设星体温度远远低于电子的费米温度，从而可将电子
视为温度为零的费米气体. 而质子和中子由于质量太大，它们的动能比电子动能
小得多.

(a). 如果把电子气体看成是非相对论性的，且电子质量为 me，记恒星半径为 R，

证明恒星中电子动能为

Ekin =
3h̄2

10me

(
9π

4

) 2
3 N

5
3

R2

(b). 重力势能由质子和中子决定，记核子的质量为 mN . 假设恒星内部质量密度
近似为常数. 证明，若质子数 n 等于中子数则重力势能为

Epot = ´
12

5
m2

NG
N2

R

其中 G 为引力常数（6.67 ˆ 10´11Nm2/kg2）.

(c). 对于质量等于太阳质量（1.99ˆ 1030kg）的白矮星，求使得其动能和势能之和

最小的半径值，以太阳半径（6.96 ˆ 108m）为单位.

(d). 当恒星密度很大时，电子的费米速度可与光速相比拟，这时必须使用相对论
能量动量关系

ε(p) =
a

m2
ec

4 + p2c2 ´mec
2 (2.107)

很容易看出，在极端相对论条件下 (ϵ = cp)，电子动能正比于 N3/4/R，即对

R 的依赖关系与势能相同. 因为当 N 很大时，N2 " N
4
3，所以对于质量足够

大的恒星，势能将占主导地位，恒星将会坍缩. 证明坍缩的临界值 N 为

Ncrit =

(
5h̄c

36πm2
NG

) 3
2
(
9π

4

)2

代入相应的常数发现该粒子数对应约 1.71 倍太阳质量.

(e). 用相对论公式 (2.107) 数值计算动能的大小并分别画出 N = 0.9, 1.0, 1.1Ncrit

时总能量作为 R 的函数的图像，能量单位取 E0 = Nmec
2.
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31. 设系统的哈密顿量可以写为
H = H0 + λH1

试求出自由能 F 用 λ 展开的表达式到 λ2 和内能的展开式到 λ 项.

32. 双原子分子的振动和转动之间有耦合, 其能级可以写成

En,l = h̄ω

(
n+

1

2

)
+
h̄2

2I
l(l + 1) + αl(l + 1)

(
n+

1

2

)
其中 h̄ω ! h̄2

2I
! α. 试对于 kT ! h̄2

2I
和 h̄ω ą kT " h̄2

2I
两种情况计算其内能和热

容量.

33. 利用巨正则系综计算非相对论粒子系统和极端相对论粒子系统的化学势 µ(T, P ).
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第四章 Ising 模型, 平均场理论

4.1 伊辛模型, 一维精确解

在 Gibbs 建立起统计力学的系综理论之后, 实际上能够精确算出配分函数的，只有
理想气体模型。理想气体模型中完全忽略了分子之间的相互作用，其性质非常简单. 相
变是宏观物体中普遍存在的物态变化，一个自然的问题是，统计力学能否描述相变？相

变对应的是物体性质的突变或发散，如体积的突变，熵的突变，热容量的发散，压缩率

的发散等等，这表明这些物理参数在相变点具有奇异性。统计力学作为一个描述宏观物

体的理论，应该能够给出这种奇异性。另一方面，配分函数是对 e指数函数的积分，e指
数函数是一个性质非常好的函数（在除无穷原点外的整个复平面上解析），积分通常会

使得函数的行为变好，而所有的热力学量都可由对于配分函数的对数求导得到，虽然取

对数和求导都会暴露出奇异性，但是很难想象如 e指数函数这样的好函数经过积分后会
包含有奇异性。所以，似乎有非常正当的理由怀疑统计力学能描述相变。为了证明统计

力学能够描述相变，需要研究有相互作用的系统。实际物质的相互作用过于复杂，精确

求解完全不现实。1920 年, 德国 Lenz 教授提出了一个简单的相互作用模型, 交其学生
Ising 做博士论文，希望通过这个模型的求解来获得统计力学能否描述相变的答案.

1925 年, Ising 发表了其结果, 他求解了一维情形, 发现没有相变, Ising 由此并通过
一些论证, 认为二维和三维情形也没有相变. 由此结果, 似乎可以推断统计物理不能描
述相变. 此后, 这个模型被称为 Ising 模型. Heisenberg 考虑到 Ising 模型是经典模型,
提出了一个与 Ising 模型对应的量子模型, 这个模型称为海森堡模型, 但海森堡模型在
当时无法精确求解, 也就无法判断是否可以描述相变. 1944 年, Onsager 解出了二维无
外场的 Ising 模型, 发现存在相变. Onsager 的解确切无疑地证明了统计力学能够描述
相变，同时也指出了奇异性来自热力学极限，即系统的尺寸（这里是格点数 N) 趋向于
无穷。事实上, 在此之前, Peierls 等就已经证明了二维及以上的 Ising 模型有相变, 对于
二维情形, 通过对配分函数做变换, Kramers 和 Wannier 得到了相变温度的精确值. 现
在, Ising 模型在多个领域有重要应用, 如单轴铁磁-顺磁相变，气-液相变、二元溶液、有
序-无序相变等等.

211



212 第四章 ISING 模型, 平均场理论

Ising 模型定义在格点上. 对于一个给定的格子, 在每个格点 i上赋予一个变量 si,
si只能取 ˘1两个值. 假定只有最近邻的格点之间有相互作用, 相互作用为两个格点的变
量 si之积乘以一个常数. 这里, 在物理上, 设想每个格点有一个小磁矩, 磁矩可以取两个
值 ˘µB, µB为玻尔磁子, 选为磁矩单位. 在这个语言下, si可称为自旋, si = 1对应于自

旋向上, si = ´1对应于自旋向下. 若对系统加一外磁场 B, 格点变量 si与外场的相互作

用是 ´µBBsi, 这样, Ising 模型的哈密顿量是

H = ´J
ÿ

xijy

si¨sj ´ µBB
N
ÿ

i=1

si

式中 xijy表示对于近邻对 ij的求和. 令 h = µBB, 则

H = ´J
ÿ

xijy

si¨sj ´ h
N
ÿ

i=1

si

系统的配分函数是

ZC(T, h) =
ÿ

s1=˘1

¨ ¨ ¨
ÿ

sN=˘1

e´H/kT =
ÿ

tsiu

e´H/kT

系统的吉布斯自由能为

G(T, h) = ´kT lnZC(T, h)

焓是

H = ´T 2 B

BT

(
G

T

)
=

BβG

Bβ

热容量

Ch =
BH
BT

= ´T
B2G

BT 2

磁矩 (以 µB为单位)

M = ´
BG

Bh

在一维情形下, 设想有 N个格点, 使用周期性边界条件, s1 = sN+1, 哈密顿量可以
写成

H = ´J
N
ÿ

i=1

sisi+1 ´ h
N
ÿ

i=1

si

配分函数为

ZC =
ÿ

所有状态

e´βH =
ÿ

s1=˘1,s2=˘1,¨¨¨ ,sN=˘1

e
řN

i=1 βJsisi+1+βhsi
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定义一个 2 ˆ 2矩阵 Λ, 称为转移矩阵 (Transfer Matrix), 其矩阵元为

Λss1 = eβJss1+βhs

即

Λ =

 eβJ+βh e´βJ+βh

e´βJ´βh eβJ´βh


则配分函数可以写为

ZC =
ÿ

s1,s2,¨¨¨ ,sN

Λs1s2Λs2s3 ¨ ¨ ¨ΛsN´1sNΛsNs1 =
ÿ

s1

(
ΛN
)
s1s1

= Tr
(
ΛN
)

矩阵的迹在相似变换下不变, 因此, 如果矩阵 Λ的本征值是 λ1, λ2, 那么

ZC = Tr
(
ΛN
)
= λN

1 + λN
2

设 λ1 ą λ2, 吉布斯自由能是

F = ´kT lnZC = ´NkT

(
lnλ1 + ln

(
1 +

λN
2

λN
1

))
因 N " 1, λN

2

λN
1

Ñ 0, 于是
G = ´NkT lnλ1

由此得到结论, 自由能由转移矩阵的最大本征值决定.
现在计算转移矩阵的本征值, 由本征方程

det(Λ ´ λI) = 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

eβJ+βh ´ λ e´βJ+βh

e´βJ´βh eβJ´βh ´ λ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

= 0

λ2 ´ 2eβJ cosh(βh)λ´ e´2βJ = 0

其解为

λ =
1

2

(
2eβJ cosh(βh) ˘

(
4e2βJ cosh2(βh) + 4e´2βJ

)1/2)
化简, 得到最大本征值

λ1 = eβJ cosh(βh) +
(
e´2βJ + e2βJ sinh2(βh)

)1/2
系统的磁矩为

M = ´
BG

Bh
= N

sinh(βh)(
e´4βJ + sinh2(βh)

)1/2
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如果自旋之间没有相互作用, J = 0, 则

M = N tanh(βh)

这是自旋模型下顺磁体的磁矩公式.
当外场为 h Ñ 0时, M Ñ 0, 系统没有自发磁化. 由此可见, 一维伊辛模型没有相

变.

4.2 伊辛模型, 外斯平均场近似

对于三维伊辛模型, 目前还没有找到精确解, 也不清楚是否有精确解. 这一节用外
斯（Weiss）平均场近似来求解一般情况下的伊辛模型. 考虑 sisj , 设 xsiy = m, 则 si可

以写成

si = m+ (si ´m)

设想 si ´m为一小量, 于是, 略去这个量的平方项后得到

sisj = ´m2 +msi +msj

对于一个给定的格点, 若格点的近邻数是 q, 格点数为 N , 则所有的近邻对有 qN
2
个, 于

是
ÿ

xijy

m2 =
qN

2
m2

对 msi的求和, 先固定格点 i, 对其近邻求和, 等于其乘以 q, 再对 i求和, 得到
ř

xijy
si =

q
ř

i si, 但这样计算的结果, 每个近邻对被计算了两次, 所以结果还要除以 2, 注意到
msj一项可以做完全相同的处理并得到完全相同的结果, 所以

ÿ

xijy

m(si + sj) = qm
ÿ

i

si

这样, 伊辛模型的哈密顿量就近似为

H =
qJN

2
m2 ´ qJm

ÿ

i

si ´ h
ÿ

i

si

令

h1 = h+ qJm

为有效场, 则伊辛模型成为独立磁矩在外加有效场 h1作用下的问题, 这个问题的配分函
数可以立即得到, 但有效场中包含 m, 这是 si的平均值, 需要自洽求解, 配分函数为

ZC =
ÿ

tsi=˘1u

e´βH = e´
βqJN

2 m2

2N coshN (βh1)
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由正则分布, 可求得

m = xsiy =
1

ZC

ÿ

tsi=˘1u

sie´βH =
1

βN

B lnZC

Bh

即

m = tanh(βh1) (4.2.1)

这就是决定 m的自洽方程.
由配分函数可以得到自由能. 注意这里给定的变量是温度 T和磁场 h, 对应的为吉

布斯自由能 G(T, h), 定义平均每个格点的吉布斯自由能为 g(T, h) = G(T,h)
N

, 则

g(T, h) = ´
kT

N
lnZC =

qJ

2
m2 ´ kT ln cosh(βh1) ´ kT ln 2 (4.2.2)

上式中的 m, 应由(4.2.1)解出的 m代入, 　以便得到 (T, h)的函数.
通过勒让德变换, 可以得到以 (T,m)为变量的函数, 自由能密度 f(T,m), 有

f(T,m) = g(T, h) +mh

即

f(T,m) =
qJ

2
m2 ´ kT ln cosh(βh1) ´ kT ln 2 +mh

在上式中, h应由(4.2.1)中的 h和 m的关系代入. 事实上, 由(4.2.1), 可以得到,

h = kTarctanhm´ qJm =
1

2
kT ln 1 +m

1 ´m
´ qJm

代入 f的表示式, 得到

f(T,m) = ´
qJ

2
m2 +

1

2
kT ln

(
1 ´m2

)
´ kT ln 2 + 1

2
kTm ln 1 +m

1 ´m

= ´
qJ

2
m2 + kT

[
1 +m

2
ln
(
1 +m

2

)
+

1 ´m

2
ln
(
1 ´m

2

)] (4.2.3)

由 g和 f的表示式, 可以验证如下的热力学关系均给出方程(4.2.1),

m = ´
Bg

Bh
, h =

Bf

Bm

另一方面, 在给定 T和 h时, 可以视 m为(4.2.2)的一个内部参数, 由热力学平衡条
件, 对于给定 T和 h的系统, 平衡时 G(T, h)为极小, 通过调整参数 m, 使 g为极小, 就能
得到确定 m的方程. 这样, 在平衡时就有

Bg

Bm
= 0,

B2g

Bm2
ą 0
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对(4.2.2)求导数得到,

Bg

Bm
=qJm´ qJ tanh(β(qJm+ h))

B2g

Bm2
=qJ ´ qJ

βqJ

cosh2(β(qJm+ h))

由一阶导数为 0, 得到方程(4.2.1). 而二阶导数则可以用来判定方程(4.2.1)的解是否对应
于吉布斯自由能的极小, 如果有不止一个吉布斯自由能极小的解, 还需要带回吉布斯自
由能中, 找出吉布斯自由能最小的一个, 代表热力学平衡态. 其他的极小则对应于亚稳
态. 当 h ‰ 0时, 取决于 T和 h的取值, 可以解得一个或二个对应于吉布斯自由能极小值
的解, 在两个极小值的解之间, 会有一个吉布斯自由能为极大的解. 两个对应于极小的
解中, 与 h符号一致的解对应于最低的吉布斯自由能.
这里, 特别值得考察的是 h = 0的情形, 此时, m的方程成为

m = tanh(βqJm) (4.2.4)

显然 m = 0是一个解. 如果 βqJ ą 1, 则方程还有两个对称的非零解 ˘m0. 如果 m = 0,
则 G的二阶导数为

qJ

(
1 ´

qJ

kT

)
当 qJ

kT
ă 1时, 对应于 g的二阶导数大于 0, 此时, g的一阶导数为 0只有 m = 0的解, 由

此可知, 在 kT ą qJ时, 系统的 m = 0. 当 qJ
kT

ą 1时, 对应于 g的二阶导数小于 0, 此时,
m = 0的解对应于 g的极大值. 但此时 g的一阶导数等于 0有两个对称的非零解. 由 g的

二阶导数的表示式可知,对于非零的 m值,总有 g的二阶导数大于 0,所以, m ‰ 0的解总

是对应于吉布斯自由能的极小值. 这样,系统从 m = 0到 m ‰ 0的转化温度为 kTc = qJ ,
这个温度称为临界温度或居里温度. 总结以上, 有

m =

#

0 T ą Tc

˘m0 T ă TC

(4.2.5)

这个结果与空间维数无关, 对于一维 (q = 2）, 二维和三维均给出相变. 而一维严格解表
明没有相变, 所以, 平均场的结果在一维是不正确的. 对于二维和三维情形, 平均场给出
的临界温度比精确解或数值计算的结果要大.
方程(4.2.4)需要数值求解, 其结果如图4.2.1所示. 在极限情况下, 可以得到解析结

果. 当 T Ñ 0 时,

tanh qJ
kT

m =
eqJ/kTm ´ e´qJ/kTm

eqJ/kTm + e´qJ/kTm
= 1 ´ 2e´2TCm/T

即

m « 1 ´ 2e´2TCm/T « 1 ´ 2e´2TC/T
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图 4.2.1: 自发磁化与温度的关系, 横轴 t = T
Tc

当 T Ñ Tc时, m是小量, 把 tanh(βqJm)展开, 并利用 kTc = qJ , 得到如下方程

m =
Tc

T
m´

1

3

(
Tc

T

)3

m3

由此解得

m =

(
Tc

T

)3/2
d

3

(
TC

T
´ 1

)
=

d

3

(
1 ´

T

TC

)

方程(4.2.1)也可写成

h+ kTcm = kTarctanh(m)

当 T = Tc时, 成为,

h+ kTcm = kTcarctanh(m)

当 h Ñ 0时, m Ñ 0, 把 arctanh(m)展开, 得到方程

h+ kTcm = kTcm+ kTc
1

3
m3 + ¨ ¨ ¨

即

m =

(
3h

kTc

)1/3

这是临界温度 Tc时 m与 h之间的关系.
定义磁化率

χ =
Bm

Bh
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由方程(4.2.1),
Bm

Bh
=

β
(
1 + qJ Bm

Bh

)
cosh2 β(h+ qJm)

解得
Bm

Bh
=

β

cosh2 (β(h+ qJm)) ´ βqJ
=

β(1 ´m2)

1 ´ βqJ(1 ´m2)

当 T ą Tc, h = 0时, m = 0, 得到磁化率为

χ(T ) =
1

k(T ´ Tc)

如果使用实际的单位, 则磁化强度为 nµBm, h = µB
B
µ0
, 其中 µB是玻尔磁子, n是单位体

积的自旋数, 得到
M = nµB

µB

k(T ´ TC)

B

µ0

χ =
nµ2

B

k(T ´ Tc)

当 T ă Tc且 T Ñ Tc, h = 0时, 利用 m2 = 3
Tc
(Tc ´ T ) 得到

χ(T ) =
1

2k(Tc ´ T )

在 Tc附近, χ的发散行为在 Tc上下相同, 但 T ą Tc的系数是 T ă Tc时的 2 倍.
由 f的表示式, 可以求得熵为

s = ´
Bf

BT
=

1

2
k[(1 ´m) ln(1 ´m) + (1 +m) ln(1 +m)] ´ k ln 2

固定 m时的热容量为

cm = T

(
Bs

BT

)
m

= 0

而固定 h的热容量为

ch = T

(
Bs

BT

)
h

= T

(
Bs

BT

)
m

+ T

(
Bs

Bm

)
T

(
Bm

BT

)
h

= T

(
Bs

Bm

)
T

(
Bm

BT

)
h

由此求得

ch =
1

2
kT ln 1 ´m

1 +m

(
Bm

BT

)
h

= ´
1

2
qJ

dm2

dT ´ h
dm
dT

若固定 h = 0, 当 T ą TC , m = 0, ch = 0. 当 T ă Tc,

ch = ´
1

2
qJ

dm2

dT

在 T Ñ TC时,

m =

d

3

(
1 ´

T

Tc

)
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图 4.2.2: 热容量 ch与温度 t = T
Tc
的关系.

求得 T Ñ Tc时,
ch =

3

2
k

即热容量 ch在 Tc有一个跳跃. 热容量与温度的关系如图4.2.2所示.
系统的内能为

u = f + Ts = ´
qJ

2
m2

焓为

h = u´ hm = ´
qJ

2
m2 ´ hm

注意, 这里, 焓是有外场时的哈密顿量的平均值, 而内能则通过勒让德变换得到. 即

H = Nh = xHy , u = h + hm

这是因为 Ising模型的相互作用能量,也就是系统的哈密顿量是´J
ř

xijy
sisj ,而´h

ř

i si一

项来自外加的磁场. 类比于 PV T系统, 这里的 ´h与压强 P对应, 而 Nm与体积对应.
与 PV T系统的正则系综对应的是给定 m的系综.

ch也可以写为焓对于温度的导数

ch =

(
Bh
BT

)
h

= ´
1

2
qJ

dm2

dT ´ h
dm
dT

与前面的结果相同.
当 h = 0时, 焓与内能相同, 所以

ch =
Bh
BT

=
Bu

BT
= ´

1

2
qJ

dm2

dT
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图 4.2.3: 几个不同磁场 h下磁化 m随温度的变化

利用 m满足的方程(4.2.1), 热容量 ch可以写成

ch = k

(
m+ h

kTc

)2
(1 ´m2)

t(m2 ´ 1 + t)

这个表达式与方程(4.2.1)联合, 可用以计算 ch的数值.
当 h ‰ 0时, 通过数值求解, 可以得到磁化 m与温度的关系和与 h的关系, 图4.2.3是

几个不同的磁场下计算得到的 m和 T的关系, 图中 h的单位是 kTc. 图4.2.4是几个不同
的温度下, m与 h的关系, 对于 T = 0.6Tc, 注意到 AB一段是不稳定的, 这一段 Bm

Bh
ă 0,

CA和 DB段为亚稳态, 这与范德瓦尔斯方程的情形非常像. 实际上, 需要由麦克斯韦构
造来定实际的 m–h曲线, 显然, m在 h = 0时有有限跳跃, 从 C点直接到 D点或从 D点

直接到 C点.

图 4.2.4: 几个不同温度下, 磁化 m与磁场 h的关系.
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同样, 也可以得到不同 h下热容量随温度的变化. h ‰ 0时, 热容量的变化是连续的.
图4.2.5是几个不同磁场下的热容量随温度变化的曲线.

图 4.2.5: 几个不同磁场下的热容量随温度变化的曲线.

有了这些结果之后, 再仔细考察自由能 g(T, h)和 f(T,m). g(T, h)中包含的参数 m,
是在做平均场近似时假设的一个参数, 这个参数由自洽条件确定. 在确定 m之前, 实际
上并没有得到系统的 g(T, h), 因为现在的 g还是 m的函数. 热力学的一般要求是 g(T,

h)对于任何内部参数取极小值, 于是, 确定 m的路线也可以是求 g(T, h)的极小. 这样得
到的方程与自洽条件一致, 同时, 还给出了挑选所得几个解中正确解的判据. 把解得的
m(是 (T, h)的函数）代回 g(T, h), 就得到了作为 (T, h)函数的吉布斯自由能. 而勒让德
变换后, 就得到了 f(T,m). 前面, 得到了 f(T,m)的具体表达式, 但需要注意的是, 如
果直接用这个表达式计算 f(T,m), 则可能在某些情况下得到错误的结果. 如图4.2.4所
示, 当 T ă Tc时, 在 h从负到正通过 0时, m从 ´m0(T )跳变到 m0(T ), 在 ´m0(T )和

m0(T )之间, 是 ´m0(T )相和 m0(T )相共存. 但平均场的函数关系给出的, 则是 DBAC
曲线, 所以, 在这一段需要做改正. 图4.2.6给出了 T ă Tc时 f(T,m)随 m变化的关系, 在
´m0到 m0段, 应把点线的曲线改正为直线.
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图 4.2.6: 自由能 f(T,m)与 m的关系, 对共存区修正的结果用实线表示, 虚线是直接由
公式(4.2.3)计算得到. T = 0.75Tc

把正确的 m作为 (T, h)的函数代入 g, 得到真实的 g(T, h), 图4.2.7画了三个典型温
度下的 g(T, h).

图 4.2.7: 三个典型温度下的 g(T, h)与 h的关系. g的单位是 J , h的单位是 kTc

在了解了平均场的结果和行为后, 如果仅仅为了得到方程(4.2.1), 则下面的考虑就
足够. 取定一个格点的伊辛自旋 s0, 把其近邻的作用用平均场代替, 即设想其近邻均取
平均值 m, 则 s0所受到的场为外场和近邻的平均场之和

h1 = h+ qJm

于是, s0的哈密顿量为
H0 = s0h

1

从而

m = xs0y =

ř

s0=˘1 s0eβH0

ř

s0=˘1 eβH0
= tanh(βh1)
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这就是方程(4.2.1). 求得 m后, 在相同的近似下, 可以求得内能和关联函数, 通过积分
（见下节）, 也可以得到系统的吉布斯自由能.

由上面的计算, 注意到在相变点, 物理量具有幂律行为. 这些行为通过一些指数来
表示, 定义：

C (T Ñ TC ´ 0) „ (T ´ TC)
´α´

C (T Ñ TC + 0) „ (TC ´ T )
´α+

m (T Ñ TC) „ (T ´ TC)
β

χ (T Ñ TC ˘ 0) „ (T ´ TC)
´γ˘

m (T = TC , B Ñ 0) „ B1/δ

平均场的计算结果表明：α˘ = 0, β = 1
2
, γ = ˘ = 1, δ = 3. 这里, 把有限跳跃和对

数发散的指数均定义为 0. 这些指数之间满足如下的标度关系.

#

α+ 2β + γ = 2

α+ β(q + 1) = 2
(4.2.6)

这些关系非常引人注目, 现在称为标度关系, 以后可以看到, α, β, γ的计算值并不正确,
但上述关系总是成立的.
磁性物质相关的实验数据为

α+ = α´ » ´0.1 ´ +0.1

β » 0.33 ´ 0.37

γ « 1.21 ´ 1.37

δ » 4.2 ´ 4.4

这些数据与平均场理论的差别是显然的. 但可以验证, 式 (4.2.6) 能够很好的满足.

4.3 伊辛模型, Bragg-Williams 近似

Bragg 和 Williams 给出了另一种近似求解一般 Ising 模型的方法. 注意到 H是高

度简并的, 系统的能量只需要很少几个参数即可以确定, 而不需要指明每一个微观状态.
定义 N+和 N´分别为 si = 1和 si = ´1的格点的数目；N++, N´´和 N+´分别为连接

相邻为两个 +1, 两个 ´1和一正一负格点的数目. 则上述各个量之间满足如下关系

N+ +N´ = N

qN+ = 2N++ +N+´

qN´ = 2N´´ +N+´
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这里 q是每个格点的近邻数. 第一个关系式是显然的. 我们证明第二个式子. 每个
s = 1的格点向其近邻连线, 连线总数为 qN+, 连线的结果, 每个 (+1,+1) 近邻对有二条

连线, 每个 (+1,´1) 近邻对有一条连线, 而 (´1,´1) 近邻对之间没有连线. 于是

qN+ = 2N++ +N+´

第三个式子可类似证明. 这样五个量 N+, N´, N++, N´´和 N+´之间有三个关系式, 所
以只有两个独立. 由上述关系可以解得

N´´ =
1

2
(qN´ ´N+´)

=
1

2
(qN ´ 2qN+ + 2N++)

选 N+, N++为独立变量, 则

N´ =N ´N+

N+´ =qN+ ´ 2N++

N´´ =
1

2
qN +N++ ´ qN+

ÿ

xijy

sisj = N++ +N´´ ´N+´ = 4N++ ´ 2qN+ +
1

2
qN

ÿ

i

si = N+ ´N´ = 2N+ ´N

于是, 哈密顿量成为

H (N+, N++) = ´J (4N++ ´ 2qN+ + qN/2) ´ h (2N+ ´N)

令 g (N+, N++)为给定 N+, N++时的简并度, 则配分函数可以写为

ZC =
ÿ

N+,N++

g (N+, N++) e´H(N+,N++)/kT

= eβN(qJ/2´h)
N
ÿ

N+=0

ÿ

N++

g (N+, N++) e´2(qJ´h)N+/kT e4JN++/kT

到此为止, 所有结果都是精确的.
下面来近似计算这个配分函数, 定义长程序参量 m为

N+

N
”

1

2
(m+ 1) (´1 ď m ď 1)

若 N+ = N或 N+ = 0, 对应于 m = +1或 m = ´1, 是完全长程序的状况. 若 N+ =

N
2
= N´, 则 m = 0, 对应于完全长程无序. 系统的磁化为 m的平均值. 长程序参量 m与

自发磁化相联系, 为什么 m叫长程序参量, 这是由于 N+/N表示某一自旋向上的概率,
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它是整体的性质, 对每个格点相同, 如 i为参考点, 则不论是 i的近邻或很远, 都有 +1的

概率为 N+/N .
格点上总的连线对数为 qN/2, 定义短程序参量 s为

N++

qN/2
=

1

2
(s+ 1) (´1 ď s ď 1)

s称为短程序参量, 其意义是, 任一 i点为 +1, 则近邻中 +1的概率为 N++

Nq/2
, 而再远就很

难讲了, 它代表一种短程关联的强弱.
整个格点上的近邻对的总数为 qN

2
, 于是, N++

qN/2
表示近邻为 ++的对所占的比值或近

邻为 ++的概率, 这样, 自然考虑如下近似

N++

qN/2
=

(
N+

N

)(
N+

N

)
即

P (+,+) = P (+)P (+)

在此近似下, 哈密顿量成为

H = ´
qJN

2

(
4N++

qN/2
´

2N+

N/2
+ 1

)
´ hNm

= ´
N

2
Jq((m+ 1)2 ´ 2(m+ 1) + 1) ´ hNm

= ´
N

2
Jqm2 ´ hNm = H(m)

配分函数成为

ZC =
ÿ

m

g(m)e´H(m)/kT =
ÿ

m

Z(m)

其中, g(m)为给定 m时的状态数

g(m) =
N !

N+! (N ´N+)!
=

N !

[ 1
2
N(1 +m)]![ 1

2
N (1 ´m)]!

当 N Ñ 8时, lnZC可以用求和中的最大项的对数来代替. 证明如下, 记最大项为
Z(m)max, 因求和中共有 N项, 则

Z(m)max ă ZC ă NZ(m)max

取对数

lnZ(m)max ă lnZC ă lnZ(m)max + lnN

当 N Ñ 8时, 因 lnZC是 N级大数, lnN可以略去, 即得所需结论.

lim
NÑ8

1

N
lnZC = lim

NÑ8

1

N
lnZ(m)max



226 第四章 ISING 模型, 平均场理论

利用斯特林公式可得,

1

N
lnZC(m) =

1

kT

(
1

2
qJm2 + hm

)
´

1 +m

2
ln 1 +m

2
´

1 ´m

2
ln 1 ´m

2

令上式导数为零, 得到决定 m的方程.

1

kT
(qJm+ h) ´

1

2
ln 1 +m

1 ´m
= 0

m = tanh
(
h

kT
+
qJ

kT
m

) (4.3.1)

要求二次导数小于 0

qJ

kT
´

1

1 ´m2
ă 0

m2 ą 1 ´
kT

qJ

把求得的解 m代入, 就能得到吉布斯自由能为

g(T, h) =
G(T, h)

N
= ´

kT

N
lnZC

= ´
1

2
qJm2 ´ hm+ kT

1 +m

2
ln 1 +m

2
+ kT

1 ´m

2
ln 1 ´m

2

(4.3.2)

上式中的 m应以(4.3.1)中解出的 m代入, 从而得到 (T, h)的函数. 也可以把上式作为内
部参数 m的函数, 通过求其极小来得到决定 m的方程, 这正好就是前述寻找配分函数求
和项中的最大项. 做为参数 m的函数, 上式与 Weiss 平均场的表示式不同, 但确定其极
小的方程相同, 在解出 m并代入后, 得到的吉布斯自由能也相同. 由此可知, Weiss 平均
场近似和 Bragg-Willianms 近似完全等价. 图4.3.1和图4.3.2是两个吉布斯自由能在相同
温度和磁场下随参数 m的变化关系. 注意到, 除了在极值点重合, 在其他点二者不同.

对 g做勒让德变换, 得到自由能 f为

f(T,m) =g(T, h) + hm

= ´
1

2
qJm2 + kT

1 +m

2
ln 1 +m

2
+ kT

1 ´m

2
ln 1 ´m

2

这个表达式与 Weiss 与平均场的表达式完全相同, 剩下的计算与 Weiss 平均场理论完全
相同.
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图 4.3.1: Weiss 平均场近似和 Bragg-Williams 近似得到的 g(t, h)随参数 m的变化.
T = 3J , q = 4, h = 0

图 4.3.2: Weiss 平均场近似和 Bragg-Williams 近似得到的 g(t, h)随参数 m的变化.
T = 3J , q = 4, h = 0.2kTc

4.4 贝塔（Bethe）近似

4.4.1 自洽方程, 序参量, 相关函数

由 Bethe 给出的求解 Ising 模型的方法是对平均场方法的改进. 在这个方法中, 考
虑一个集团, 对集团内的自旋精确处理, 集团外的自旋的作用以平均场取代. 最简单的
集团取法是对于一个自旋, 例如记为 0自旋, 取此自旋和它的近邻构成集团. 0自旋与其

近邻的相互作用为 ´Js0
řq

j=1 sj , s0受到外场 h的作用为 ´hs0, 而 s0的各个近邻受到
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外场和来自其余所有格点的平均场作用, 记为 ´h1
řq

j=1 sj . 这样, 集团的哈密顿量为

Hc = ´Js0

q
ÿ

j=1

sj ´ hs0 ´ h1

q
ÿ

j=1

sj

二维正方格子的集团取法如图所示

s1 s3

s2

s4

s0

这个集团的配分函数为

Zc =
ÿ

tsi=˘1u

e´βHc

完成求和, 得到

Zc = eβh[2 cosh(β(J + h1))]
q
+ e´βh[2 cosh(β(J ´ h1))]

q

如果把 h和 h1看做两个独立变量, 显然,

xs0y =
1

β

B lnZc

Bh
=

1

Zc

eβh[2 cosh(β(J + h1))]
q

´
1

Zc

e´βh[2 cosh(β(J ´ h1))]
q (4.4.1)

xsjy =
1

qβ

B lnZc

Bh1

=
1

Zc

2eβh sinh(β(J + h1))[2 cosh(β(J + h1))]
q´1

´
1

Zc

2e´βh sinh(β(J ´ h1))[2 cosh(β(J ´ h1))]
q´1

(4.4.2)

xs0sjy =
1

qβ

B lnZc

BJ

=
1

Zc

2eβh sinh(β(J + h1))[2 cosh(β(J + h1))]
q´1

+
1

Zc

2e´βh sinh(β(J ´ h1))[2 cosh(β(J ´ h1))]
q´1

(4.4.3)
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由平移不变性, 要求 xs0y = xsjy, 即

eβh[2 cosh(β(J + h1))]
q

´ e´βh[2 cosh(β(J ´ h1))]
q

=2eβh sinh(β(J + h1))[2 cosh(β(J + h1))]
q´1

´ 2e´βh sinh(β(J ´ h1))[2 cosh(β(J ´ h1))]
q´1

化简上式, 得
coshq´1(β(J + h1))

coshq´1(β(J ´ h1))
= e2β(h1´h) (4.4.4)

由此方程, 可以求出 h1, 这样就能得到 xs0y和 xsjy. 把(4.4.4)代入(4.4.1), 化简后求得

xs0y =
e2βh ´ e´2β(h1´h) q

q´1

e2βh + e´2β(h1´h) q
q´1

(4.4.5)

xs0sjy =
sinh(β(J + h1)) + e´2βh1 sinh(β(J ´ h1))

cosh(β(J + h1)) + e´2βh1 cosh(β(J ´ h1))
(4.4.6)

进一步化简, 得到

xs0sjy =
cosh(2βh1) ´ e´2βJ

cosh(2βh1) + e´2βJ
(4.4.7)

对于给定的 h和 t, 求解方程(4.4.4)可以得到 h1, 带回 xs0y的表达式即得到 m = xs0y. 数
值计算结果如下图所示

当外加磁场 h = 0时, 平均场 h1的方程成为

coshq´1(β(J + h1))

coshq´1(β(J ´ h1))
= e2βh1 (4.4.8)
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显然, h1 = 0是方程的一个解,这对应于顺磁情形,把 h = 0和 h1 = 0代入(4.4.1)和(4.4.2),
得到

xs0y = xsjy = 0

即没有自发磁化. 对式(4.4.8)两边取对数, 得到方程

q ´ 1

2
ln cosh(β(J + h1))

cosh(β(J ´ h1))
= βh1 (4.4.9)

当 h1 Ñ 8, 方程的左边趋于 (q ´ 1)βJ , 而右边发散, 因此, 若左边在 h1 = 0处的斜率大

于 β, 则方程必有一 h1的非零解. 上式左边在 h1 = 0的斜率为

(q ´ 1)β tanh(βJ)

有解的条件为

(q ´ 1) tanh(βJ) ą 1

临界温度由

(q ´ 1) tanh(βCJ) = 1 (4.4.10)

确定, 求解得

TC =
2

ln q
q´2

J

k
(4.4.11)

对一维链, q = 2, 二维正方格子, q = 4, 三维立方格子, q = 6, 分别求得

TC =

$

’

’

&

’

’

%

0 一维链

2.885J
k

二维正方格子

4.933J
k

三维立方格子

(4.4.12)

这对于平均场和 Bragg -Williams 近似的结果有很大改进, 而且, 对于一维, 给出了精确
结果.

方程(4.4.8)对于 h1和 ´h1对称, 所以, 在 T ă TC时, 有两个对称的非零解, 若事先
给定一小的 h, 则 h1的符号就定下来了. 求解方程(4.4.9)即可以用数值方法, 也可以利
用图形求解, 下图是 βJ取几个不同的值时, 三维立方格子情形下方程(4.4.9)左右两边随
βh1的变化图.
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考虑 h = 0的情况, 当 T ą TC时, h1 = 0. 当 T ă TC时, 考虑 T Ñ TC的极限情况,
此时, h1 Ñ 0, 把(4.4.9)在 h1 = 0展开到 h13 并在两边约去 2βh1, 得到

(q ´ 1) tanh(βJ) ´
(q ´ 1) tanh(βJ)

3

β2

cosh2(βJ)
h12 = 1

上式第一项在 βc展开到 β´βc,第二项的系数用 β = βc代入,并注意到 (q´1) tanh(βcJ) =
1, 得到

(q ´ 1)J(β ´ βc) ´
1

3
β2
ch

12 = 0

解得

h1 =
?
3kTc

a

(q ´ 1)J(β ´ βc) (4.4.13)

在 h = 0时, 方程(4.4.5)和(4.4.7) 分别成为,

xs0y =
1 ´ e´2βh1 q

q´1

1 + e´2βh1 q
q´1

(4.4.14)

xs0sjy =
cosh(βh1) ´ e´2βJ

cosh(βh1)) + e´2βJ
(4.4.15)

在 T ă TC且 T Ñ TC时, h1 Ñ 0, (4.4.14)式成为

xs0y =

d

3q2

2(q ´ 1)
ln q

q ´ 2

(
1 ´

T

TC

)
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4.4.2 热容量

现在计算热容量, 焓为

H = xHy = ´J
ÿ

xijy

xsisjy ´ h
ÿ

i

xsiy

= ´
NqJ

2

cosh(βh1) ´ e´2βJ

cosh(βh1) + e´2βJ
´Nh

e2βh ´ e´2β(h1´h) q
q´1

e2βh + e´2β(h1´h) q
q´1

(4.4.16)

内能为

E = H +Nh xs0y = ´
NqJ

2

cosh(βh1) ´ e´2βJ

cosh(βh1) + e´2βJ
(4.4.17)

把焓 H对温度求导, 注意到 h1也是 β的函数, 得到热容量

Ch =
BH
BT

= ´
1

kT 2

[(
BH
Bβ

)
h1
+

(
BH
Bh1

)
β

dh1

dβ

]
(4.4.18)

由(4.4.4),

dh1

dβ =
1

β

(q ´ 1)(J sinh(2βh1) + h1 sinh(2βJ)) ´ (h1 ´ h)(cosh(2βh1) + cosh(2βJ))
cosh(2βh1) + cosh(2βJ) ´ (q ´ 1) sinh(2βJ)

而(
BH
Bβ

)
h1
= ´NqJ

e´2βJ(2J cosh(2βh1) + 2h1 sinh(2βh1))

(cosh(2βh1) + e´2βJ)
2 ´4Nh

h1q ´ h

q ´ 1

e´2β
(h1q´h)

q´1(
1 + e´2β

(h1q´h)
q´1

)2

(
BH
Bh1

)
β

= ´NqJ
2βe´2βJ sinh(2βh1))

(cosh(2βh1) + e´2βJ)
2 ´ 4Nh

βq

q ´ 1

e´2β
(h1q´h)

q´1(
1 + e´2β

(h1q´h)
q´1

)2

由上述表示式, 对于每个温度 T和外场 h, 解出 h1, 代入(4.4.18)即可得到热容量 Ch.
当 h = 0时, 焓与内能相等, 热容量成为

Ch =
BE

BT
= ´

1

kT 2

[(
BE

Bβ

)
h1
+

(
BE

Bh1

)
β

dh1

dβ

]
(4.4.19)

其中

dh1

dβ =
1

β

(q ´ 1)(J sinh(2βh1) + h1 sinh(2βJ)) ´ h1(cosh(2βh1) + cosh(2βJ))
cosh(2βh1) + cosh(2βJ) ´ (q ´ 1) sinh(2βJ)

而 (
BE

Bβ

)
h1
= ´NqJ

e´2βJ(2J cosh(2βh1) + 2h1 sinh(2βh1))

(cosh(2βh1) + e´2βJ)
2



4.4 贝塔（BETHE）近似 233

(
BE

Bh1

)
β

= ´NqJ
2βe´2βJ sinh(2βh1))

(cosh(2βh1) + e´2βJ)
2

当 T ą Tc时, h1 = 0, 所以, 对热容量的贡献只有(4.4.19)的第一项. 得到

Ch =
NqJ

kT 2

2Je´ 2J
kT(

1 + e´ 2J
kT

)2
与外斯平均场不同, 在 T ą Tc时, 热容量不为 0. 当 T Ñ Tc时, 上式成为

Ch =
Nk

8

q2(q ´ 2)

(q ´ 1)2

[
ln
(

q

q ´ 2

)]2

T ă Tc时, 一般需要数值求解, 在 Tc附近, h1 Ñ 0. 此时, 热容量多了第二项, 这给
出热容量的一个有限跳跃, 为求得这个跳跃, 先在在 T Ñ Tc解出 h1, 再把 h1代入 Ch的

第二项, 然后令 T Ñ Tc, 得到

∆Ch =
3Nk

8

q2(q ´ 2)

q ´ 1

[
ln
(

q

q ´ 2

)]2
(4.4.20)

在 T ă Tc, T Ñ Tc, 把 T ą Tc, T Ñ Tc的结果加上 ∆Ch, 得到

Ch =
NK

8

q2(q ´ 2)(3q ´ 2)

(q ´ 1)2

[
ln
(

q

q ´ 2

)]2
(4.4.21)

在 h = 0和 h ‰ 0时，二维 (q = 4) 的 Ch随 T的变化如下图所示
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上述诸公式的推导比较繁琐, 略为简洁的做法是直接把(4.4.17)对 β ´ βc和 h1展开,
再把 h1在 Tc附近的解代入, 对 T求导, 就可得到 T ă Tc的热容量. 简单计算得到

E = ´
NqJ

2

[
1

q ´ 1
+
q(q ´ 2)J

(q ´ 1)2
(β ´ βc) +

q(q ´ 2)

(q ´ 1)2
β2
ch

12 + ¨ ¨ ¨

]
= ´

NqJ

2

[
1

q ´ 1
+
q(q ´ 2)(3q ´ 2)J

(q ´ 1)2
(β ´ βc) + ¨ ¨ ¨

]
上式对 T求导, 即得(4.4.21).
当 T Ñ 0时, β Ñ 8, 若 J ą h1, (4.4.9)的左边成为 (q ´ 1)(2βh1), 得到 h1 = 0, 这

显然不是需要的解；若 J ă h1, (4.4.9)的左边成为 (q ´ 1)(2βJ), 由此解得

h1 = (q ´ 1)J

代入 xs0y的公式, 得到

xs0y =
1 ´ e´2βqJ

1 + e´2βqJ
= tanh(βqJ)

把 h1代入内能的公式得到

E = ´
NqJ

2

(
1 ´ 4e´(q+1)βJ

)
求导, 得

Ch = 2NqJ2kβ2(q + 1)e´(q+1)βJ

4.4.3 磁化率

磁化率 χ为

χ =
B xs0y

Bh
(4.4.22)

由(4.4.5),

χ =
B xs0y

Bh
=

(
B xs0y

Bh

)
h1
+

(
B xs0y

Bh1

)
h

dh1

dh (4.4.23)

计算得到 (
B xs0y

Bh

)
h1
= ´

4β

q ´ 1

e´2β
(h1q´h)

q´1(
1 + e´2β

(h1q´h)
q´1

)2

(
B xs0y

Bh1

)
h

=
4β q

q ´ 1

e´2β
(h1q´h)

q´1(
1 + e´2β

(h1q´h)
q´1

)2
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再由(4.4.4)求出

dh1

dh =
cosh (2β J) + cosh (2βh1)

cosh (2β J) + cosh (2βh1) ´ (q ´ 1) sinh (2β J)

把上述结果代入(4.4.23), 求得

χ = 4β
cosh (2β J) + sinh (2β J) + cosh (2βh1)

cosh (2β J) + cosh (2βh1) ´ (q ´ 1) sinh (2βJ)
e´2β

(h1q´h)
q´1(

1 + e´2β
(h1q´h)

q´1

)2 (4.4.24)

通常, 在涉及磁化率时, 总是考虑 h = 0的情形, 令上式中 h = 0得到

χ = 4β
cosh (2β J) + sinh (2β J) + cosh (2βh1)

cosh (2β J) + cosh (2βh1) ´ (q ´ 1) sinh (2βJ)
e´2β h1q

q´1(
1 + e´2β h1q

q´1

)2 (4.4.25)

利用(4.4.25), 考察 Tc附近的磁化率. 先看 T ą Tc, 此时 h1 = 0,

χ = β
cosh (2β J) + sinh (2β J) + 1

cosh (2β J) + 1 ´ (q ´ 1) sinh (2βJ)

利用双曲函数的性质, 上式可以简化为

χ = β
cosh(βJ) + sinh(βJ)

cosh(βJ)(1 ´ (q ´ 1) tanh(βJ)) (4.4.26)

由临界温度的公式(4.4.10)可知, 磁化率在 Tc发散, 在 Tc附近, 把 1´ (q´ 1) tanh(βJ)在
Tc展开, 得到

1 ´ (q ´ 1) tanh(βJ) = q(q ´ 2)J

(q ´ 1)kT 2
c

(T ´ Tc) + ¨ ¨ ¨

把(4.4.26)中的其他 β用 βc =
1

kTc
代入, 利用临界温度公式, 求得

cosh(βcJ) =
q ´ 1

a

q(q ´ 2)
, sinh(βcJ) =

1
a

q(q ´ 2)

并利用 kTc =
2J

ln ( q/(q´2) )
, 得到

χ =
2

(q ´ 2) ln (q/(q ´ 2))

1

k(T ´ Tc)
« 1.4427

1

k(T ´ Tc)
(4.4.27)

数字是二维 (q = 4）的近似值. 当 T ă Tc且接近 Tc时, h1由(4.4.13)给出, 是一个小量,
可以写为

h1 =
a

3(q ´ 1)kJ(Tc ´ T )

注意除(4.4.25)分母之外, 其他地方的 h1均可以令其为 0, 把分母上的 cosh(2βh1)对 h1展

开, 得到
cosh(2βh1) « 1 + 2β2h12 « 1 +

6(q ´ 1)J(Tc ´ T )

kT 2
c
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代入 (4.4.26) , 把分子上的 β换为 βc, 其余 h1取为 0, 得到

χ = β
cosh(βJ)(cosh(βJ) + sinh(βJ))

cosh2(βJ)(1 ´ (q ´ 1) tanh(βJ)) + 3(q´1)J(Tc´T )
kT 2

c

把 1 ´ (q ´ 1) tanh(βJ)在 Tc附近的展开式代入, 并把其余 β用 βc代入, 得到

χ =
1

(q ´ 2) ln (q/(q ´ 2))

1

k(TC ´ T )
« 0.72135

1

k(Tc ´ T )
(4.4.28)

数字是二维 (q = 4）的近似值. 与 Weiss 近似结果比较, 在临界点的发散行为相同, 系
数的比值也相同, 但系数有差别.

4.4.4 自由能

在 Bethe近似下, 我们得到了序参量 xs0y, 近邻相关函数 xs0siy, 并由此得到了焓和
内能, 但无法直接得到自由能. 为了计算自由能, 先给出自由能的一个一般计算公式. 令

H = H0 + JH1

其中

H0 = ´h
ÿ

i

si, H1 = ´
ÿ

xijy

sisj

则吉布斯自由能 G(T, h)为

G(T, h) = ´kT ln
ÿ

tsi=˘1u

e´βH0e´βJH1

考虑哈密顿量 H(λ)

H(λ) = H0 + λH1

对应的吉布斯自由能

G(T, h, λ) = ´kT ln
ÿ

tsi=˘1u

e´βH0e´βλH1

对 λ求导, 得到
BG

Bλ
= kT

ř

tsi=˘1u
βH1e´βH0e´βλH1

ř

tsi=˘1u
e´βH0eβλH1

= xH1yλ

从而

G(T, h, J) = G(T, h, 0) +

ż J

0

dλ xH1yλ (4.4.29)

其中,
G(T, h, 0) = ´NkT ln cosh (βh) ´NkT ln 2
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为 λ = 0时的吉布斯自由能. 如果利用某种近似求得了 xH1yλ, 则通过计算积分, 就能得
到 G(T, h).

例如, 在 Weiss 平均场近似下, 完全忽略自旋之间的关联, 即

xH1y = ´
ÿ

xijy

xsisjyλ = ´
ÿ

xijy

xsiyλ xsjyλ = ´
Nq

2
m2

λ

于是
ż J

0

dλ xH1y = ´
Nq

2

ż J

0

dλm2
λ

分部积分一次, 得到
ż J

0

dλ xH1y = ´
Nq

2
Jm2 +Nq

ż J

0

λmλdmλ (4.4.30)

由方程

mλ = tanh(β(h+ qλmλ))

求得

λmλ = ´
h

q
+

arctanh(mλ)

βq

这样
ż J

0

λmλdmλ =
1

βq

ż m

m0

dmλarctanh(mλ) ´
h

q
(m´m0)

=
1

βq

[
marctanh(m) +

1

2
ln
(
1 ´m2

)]
´

1

βq

[
m0arctanh(m0) +

1

2
ln
(
1 ´m2

0

)]
´
hm´ hm0

q

其中 m0 = tanh(βh), 代入并化简, 得到

Nq

ż J

0

λmλdmλ =NkT

[
1 +m

2
ln(1 +m) +

1 ´m

2
ln(1 ´m)

]
´Nhm+NkT ln cosh(βh)

代入(4.4.30)再代入(4.4.29)得到

G(T, h, J) = ´
Nq

2
Jm2 +NkT

[
1 +m

2
ln 1 +m

2
+

1 ´m

2
ln 1 ´m

2

]
´Nhm

即

g(t, h) = ´
1

2
qJm2 + kT

[
1 +m

2
ln 1 +m

2
+

1 ´m

2
ln 1 ´m

2

]
´ hm

这是已经得到的结果.
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在 Bethe 近似下, 一维零场的结果可以很容易得到. 若 h = 0, 一维的 q = 2, 对应
的 Tc = 0, 而有效场 h1 = 0是唯一解, 由此, 代入(4.4.15)求得

xH1y = ´N tanh(βλ)

则

G(T, h, J) = ´NkT ln 2 ´N

ż J

0

dλ tanh(βλ)

= ´NkT ln 2 ´NkT ln cosh(βJ)
(4.4.31)

这是精确结果.
另外一个计算 g(T, h)的更方便方法是利用热力学公式

m = ´
Bg

Bh

积分得

g(T, h) = g(H,T ) +

ż H

h

mdh

这里, H是一个很大的磁场, 在此磁场下, 所有自旋都沿磁场方向, m = 1. 如果让
H Ñ 8, 则积分在上限发散, 这个发散很容易处理. 在 H很大的情况下, 所有 si = 1, 则
ř

xijy
sisj =

1
2
qN ,

ř

i si = N , 熵等于 0, 由此得到

G(T,H Ñ 8) = H = ´
1

2
JqN ´HN

于是

g(T, h) = ´
1

2
Jq ´ h´ (H ´ h) +

ż H

h

mdh

= ´
1

2
q ´ h+

ż H

h

(m´ 1)dh

现在可以令 H Ñ 8, 积分是收敛的, 得到

g(T, h) = ´
1

2
Jq ´ h+

ż 8

h

(m´ 1)dh (4.4.32)

这是计算 g(T, h)的又一个精确表示式.
在 Weiss 平均场近似下,

m = tan(β(h+ qJm))

或

βh = arctan(m) ´ βqJm

βdh =

(
1

1 +m2
´ βqJ

)
dm
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于是
ż 8

h

(m´ 1)dh =kT

ż 1

m

(m´ 1)

(
1

1 +m2
´ βqJ

)
dm

=
1

2
qJ +

1

2
qJm2 ´ qJm+ kT ln(1 +m) ´ kT ln 2

由此得到

g(T, h) =
1

2
qJm2 ´ qJm+ kT ln(1 +m) ´ h´ kT ln 2

与自洽方程联立, 这就是已经得到的结果.
在 Bethe 近似下,

m = xs0y =
e2βh ´ e´2β(h1´h) q

q´1

e2βh + e´2β(h1´h) q
q´1

h1 满足方程
cosh(β(J + h1))

cosh(β(J ´ h1))
= e

2β(h1´h)
q´1

令 y = e2βh, x = e´
2β(h1´h)

q´1 , z = e´2βJ , 则 m可以表示为

m =
y ´ xq

y + xq

而自洽方程成为
y + zxq´1

xq´1 + zy
=

1

x

解出 y得到

y =
xq´1(1 ´ xz)

x´ z
(4.4.33)

由此可以求出

dh =
1

2β

dy
y

=
1

2β

(
q

x
´

1

x´ z
´

1

x(1 ´ xz)

)
dx

把(4.4.33)的 y代入 m的表达式, 得到

m´ 1 = ´
2x(x´ z)

x2 ´ 2xz + 1

从而(4.4.31)的被积函数为

(m´ 1)dh =
1

β

(
z

1 ´ xz
´ (q ´ 2)

x´ z

x2 ´ 2xz + 1

)
dx

当 h Ñ 8, y Ñ 8, x = z, 于是

g(T, h) = ´
1

2
qJ ´ h+

1

β

ż z

x

(
z

1 ´ xz
´ (q ´ 2)

x´ z

x2 ´ 2xz + 1

)
dx

= ´
1

2
qJ ´ h+

1

β

(
ln 1 ´ xz

1 ´ z2
+
q ´ 2

2
ln x

2 ´ 2xz + 1

1 ´ z2

)
= ´

1

2
qJ ´ h+

1

β

(
ln(1 ´ xz) +

q ´ 2

2
ln
(
x2 ´ 2xz + 1

)
´
q

2
ln
(
1 ´ z2

))
(4.4.34)
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对于给定的 T和 h,从方程(4.4.33)解出 x,代入(4.4.34)就能求得 g(T, h)的数值. 图4.4.1给
出了几个典型温度下 g(t, h)随 h的变化关系.

图 4.4.1: Bethe 近似下三个典型温度下的 g(t, h)与 h的关系. g的单位是 J , h的单位是
kTc

4.5 习题

1. 一维 Ising 模型的哈密顿为

H = ´J
N´1
ÿ

i=1

sisi+1

其配分函数 Z 是

Z =
ÿ

tsi=˘1u

eβJ
řN´1

i=1 sisi+1

试证明

Z = ZN´12 cosh(βJ)

其中 ZN´1 为 N ´ 1 个格点的配分函数. 由此求出配分函数 Z, 并由此计算熵和
热容量.

2. 试用平均场方法求解 Ising 模型, 计算出热容量在 TC 附近的行为, 计算 T Ñ TC

时序参量 M（M = x 1
N

ř

i siy）与温度的关系, 计算当 T = TC 时磁化率与外场的

关系.

3. 令 t = T
Tc
, 则 Ising 模型序参量 m 的方程可以写为

m = tanh
(m
t

)
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t = 0 时, 方程的解显然是 m = 1, t Ñ 1 时, 可以解得 m =
a

3(1 ´ t). 对于
t = 0.1, 0.3, 0.6, 0.8, 0.9, 0.95, 0.99, 求出方程的数值解. 为了在 t = 1 附近的解析解

有三位精确数值, t 应该大于多少？

提示, 求方程 f(x) = 0 的根的一个非常有效的迭代算法是

xn+1 = xn ´
f(xn)

f 1(xn)

其中 f 1(x) 是 f(x) 的导数.

由上面的数据可见, 在 T = 0.9985Tc 时, 能保证三位精确有效数字.

4. 计算平均场近似下, h = 0 时, Ising 模型的热容量, 做出 Ch

Nk
与约化温度 t = T

Tc
的

图.

提示：由 m 满足的方程, 求出 dm
dt 作为 m 和 t 的函数, 然后对每个 t 解出 m, 就

能得到 Ch 的数值.

5. Ising 模型的一个著名的近似方法是 Bragg-Williams 近似. 对于哈密顿

H = ´J
ÿ

xijy

sisj ´ h
ÿ

i

si

(1) 定义 N++, N´´, N+´ 分别为连接两个近邻 +1, 两个近邻 ´1 和近邻为一 +1

和一 ´1 的连线的数目, N+ 和 N´ 分别是 +1 和 ´1 的数目, 证明如下关系

qN+ = 2N++ +N+´, qN´ = 2N´´ +N+´

这里 q 是最近邻数.

(2) 证明哈密顿可以写为

H = ´J(N++ +N´´ ´N+´) ´ h(N+ ´N´)

利用前面的关系, 进一步可以得到

H = ´J (4N++ ´ 2qN+ + qN/2) ´ h (2N+ ´N)

(3) 由下式定义 m,
N+

N
=

1

2
(1 +m)

则, 对应于 N+ 从 0 到 N , m 的取值为 ´1 到 1. 考虑如下近似

N++

qN/2
=

(
N+

N

)(
N+

N

)



242 第四章 ISING 模型, 平均场理论

即近似认为格点之间没有关联. 证明在此近似下, 哈密顿量成为

H = ´
N

2
Jqm2 ´ hNm

(4) 给定 m, 在同样的近似下, 证明状态数为

Ω(m) =
N !

N+!(N ´N+)!
=

N !

[ 1
2
N(1 +m)]![ 1

2
N (1 ´m)]!

(5) 配分函数为

Zc =
N
ÿ

N+=0

Ω(m)e´βH =
N
ÿ

N+=0

Z(m)

证明, 在 N Ñ 8 时,

lim
NÑ8

1

N
lnZc = lim

NÑ8

1

N
lnZ(m)max

这里 Z(m)max 是求和中最大的一项.

(6) 找出 Z(m)max, 并由此证明

G(T, h) = ´
1

2
NqJm2 ´Nhm+NkT

1 +m

2
ln 1 +m

2
+NkT

1 ´m

2
ln 1 ´m

2

且 m 满足方程

m = tanh(β(h+ qJm))

6. 在 Bethe 近似下, 推导出 Ising 模型的自旋平均值 m = xs0y, h1 的方程, 近邻自旋
相关函数 xs0sjy, 以及焓的公式, 由此推导出热容量的公式.

7. * 利用上题的公式, 在 h = 0 时, 求出临界温度 Tc, 在 T Ñ 0 和 T Ñ Tc 时 m 和

热容量的表达式以及在 Tc 处热容量的跳变值.

8. * 利用第 6. 题的公式, 以 J
k
为温度的单位, 做出 m 和 Ch

Nk
随温度 T 变化的图.

9. 临界指数

(a). 补充课本中得到方程 (3.30)-(3.31) 的具体推导步骤.

(b). 证明 h = 0 且 q ą 2 时，在贝特近似下，比热 Ch 在 T = Tc 处不连续.

(c). 证明在伊辛模型的贝特近似中，靠近 Tc 时，m(h = 0)9|T ´ Tc|
1/2.

(d). 证明在伊辛模型的贝特近似中，等温临界指数满足 δ = 3.
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10. 波特（Potts）链

考虑一个 N 个自旋的链，每个自旋可处于三个自旋态中的一个. 系统具有周期性
边界条件，且处在各分量不同的均匀外场中. 若两个近邻自旋处于同一态，则它们
的相互作用能为 ´J，否则为零，即：

H = ´

N
ÿ

i=1

(JδSi,Si+1
+

3
ÿ

α=1

HαδSi,α)

其中

δi,j =

#

0 i ‰ j

1 i = j

(a). 写出系统的转移矩阵.

(b). 在热力学极限 N Ñ 8 下，计算当 H1 = H,H2 = H3 = 0 时，系统中每个自

旋的自由能.

(c). 在 J/kBT = 0.1, 1, 4 时，分别画出“磁化强度”m = xS1y 关于 H/kBT 的函

数图像. .

11. q 态波特模型的平均场理论

用 3.8.1 节中的方法分析一般的 q（q ě 3）态波特模型.

(a). 证明在以下温度存在一阶相变

kBT =
J(q ´ 2

2(q ´ 1) ln(q ´ 1)

且序参量突变为

m =
q ´ 2

q ´ 1

(b). 证明相变潜热为

L =
J(q ´ 2)2

2q(q ´ 1)

12. 横场中伊辛模型的平均场理论

考虑具有半整数自旋的伊辛链，其哈密顿量为

H = ´J
ÿ

xijy

σizσjz ´ Γ
ÿ

i

σix

这里

σix =

 0 1

1 0


i

; σiz =

 1 0

0 ´1


i
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这一模型最初由德热纳（de Gennes）[69] 提出，最近被广泛用来描述如 LiHoF4

等系统（见伦纳（Rpönnow）等著 [257] 及相应引文）的“量子相变”. 按平均场
理论的思想将磁化强度分量近似处理为

mz ” xσizy =
Trσz exp(Kσz + hσx)

Tr exp(Kσz + hσx)

=
B

BK
(lnTr exp(Kσz + hσx)) (4.5.35)

mx =
B

Bh
(lnTr exp(Kσz + hσx)) (4.5.36)

其中 q 为每个自旋的最近邻数目，K = βqJmz，h = βΓ.

(a). 通过对角化求上述的迹

Kσz + hσx =

 K h

h ´K


并证明

mz =
K

?
K2 + h2

tanh
(?

K2 + h2
)

mx =
h

?
K2 + h2

tanh
(?

K2 + h2
)

(b). 证明（a）中的结果表明在温度为 kBTc = 1/βc 时发生高温顺磁相和低温铁磁

相之间的相变，相变温度由下式给出

tanh(βcΓ) =
Γ

qJ
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5.1 非理想气体

前面讨论了理想气体. 理想气体是实际气体在十分稀薄情形下的一个极限情形, 真
正的气体往往只是近似地符合理想气体的规律并与之有着系统偏离. 这一节讨论这个问
题.
为了简单起见, 研究一个由 N个相同分子构成的系统, 只考虑二体相互作用. 也就

是说, 系统的相互作用可以写成

U =
1

2

N
ÿ

i,j=1

uij

系统的哈密顿量为

H = T + U =
N
ÿ

i=1

p2

2m
+

1

2

N
ÿ

i,j=1

uij (5.1.1)

这个系统的正则配分函数为

ZCN (T, V ) =
1

N !h3N

ż

dNpdNre´ H
kT (5.1.2)

哈密顿中动量的部分是二次型, 积分可以求出, 得到

ZCN (T, V ) =
1

N !λ3N
ZN

其中, λ = h?
2πmkT

为热波长, ZN称为位型积分,

ZN =

ż

dNre´ 1
2kT

ř

i,j uij (5.1.3)

巨配分函数是

ZG(T, V, µ) =
8
ÿ

N=0

1

N !h3N

ż

dNpdNre´
H´µN

kT (5.1.4)

利用配分函数 ZCN , 或位型积分 ZN , 并定义

z = e
µ
kT , y =

z

λ3
(5.1.5)

245
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巨配分函数可以写成

ZG(T, V, µ) =
8
ÿ

N=0

ZCNe
µN
kT

=
8
ÿ

N=0

ZCN

N !
zN

=
8
ÿ

N=0

ZN

N !λ3N
zN

=
8
ÿ

N=0

ZN

N !
yN

(5.1.6)

由巨配分函数, 可以得到物态方程为À

PV = kT lnZG

其中, 巨配分函数可以用正则配分函数表示为

ZG =
8
ÿ

0

yN

N !
ZN

而位型积分

ZN =

ż

exp
(

´
U

kT

) N
ź

i

dri

这里, y = 1
λ3 exp

(
µ
kT

)
, λ = h?

2πmkT
. 现在计算 ZN .

ZN =

ż

exp
(

´
U

kT

) N
ź

i

dri =

ż

exp
(

´

řN

iăj=1 uij

kT

)
N
ź

i

dri

uij是分子 i与 j之间的相互作用势, 当两个分子非常靠近时, uij应该是排斥型, 并随距离
趋于 0而趋于无穷大；当两个分子远离时, uij应该是吸引型的, 并随距离趋于无穷大而
趋于 0. 一种常用的模型势是所谓勒纳德-琼斯势

u(r) = 4ϵ

((σ
r

)12
´
(σ
r

)6)
当 r = 21/6σ时, 上式有极小值, 对应于分子之间的相互作用力为 0, 极小值等于 ´ϵ. 一
般的分子之间的相互作用势如图5.1.1所示.

当气体的密度很小时, 相互作用的效应应该很小, 只是对于理想气体的偏离. 如果
仅仅考虑对于理想气体的修正, 自然认为相互作用是一个小量, 可把 Z对于相互作用展

开, 进行微扰计算. 但是, 由于相互作用势在 r = 0一般是奇异的, 直接展开将会导致发
散. 为了克服这个困难, 引入另外一个与相互作用相关的量进行计算. 这个函数称为迈
耶函数.

À 注意 ZG是 T , V , µ的函数, 所以严格地说, 这还不是最终的物态方程, 需要把 µ消去, 换为 N才是最后形式, 见后.
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图 5.1.1: 典型的分子相互作用势

图 5.1.2: 典型的 fij图像

迈耶函数定义为

fij = exp
(

´
uij
kT

)
´ 1 (5.1.7)

其典型的图像由图5.1.2给出. 当 r Ñ 0时, 相互作用势趋于无穷, fij趋于 ´1, 当 r Ñ 8,
相互作用势趋于 0, fij也趋于 0. 只有在一个比较小的范围内, fij才显著不为 0. 由于
fij是有限的, 不会导致任何发散困难. 利用迈耶函数

exp
(

´
uij
kT

)
= 1 + fij
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位型积分 ZN可以写为

ZN =

ż N
ź

i

dri

ź

iăj

(1 + fij)

=

ż N
ź

i

dri

(
1 +

ÿ

iăj

fij +
ÿ

iăj

ÿ

kăl

fijfkl + ¨ ¨ ¨

)

例如

Z1 =

ż

dr1 = V

Z2 =

ż

dr1dr2(1 + f12) = V 2 + V

ż

drf(r)

Z3 =

ż

dr1dr2dr3 (1 + f12 + f13 + f23 + f12f13 + f12f23 + f13f23 + f12f13f23)

等等.
为了系统分析这些表达式, 迈耶提出了一套图形表示方法.

Z1 = 1 (5.1.8)

Z2 = 1 2 + 1 2 (5.1.9)

Z3 =

1

2 3 + 3

1

2 3 + 3

1

2 3

+

1

2 3

(5.1.10)

等等. 也就是说, 表达式中的每一项, 都可以用一个图表示, 图的顶点代表粒子, 连线代
表 fij . 1个粒子的图只有一个点, 对应于 Z1；2个粒子的图有 2个, 恰好对应与 Z2的两

项；三个粒子的图总共有 8个, 与 Z3的 8项对应. 在写出上述表达式时, 注意到通过变量
变换, 可以得到拓扑结构相同的图具有相同的权重, 因此, 把这些图用其中一个代表并乘
以其数目. 这个规则一般成立, 也就是说, ZN可以由 N个粒子的所有的指标图来表示.

ZN = t所有 N点指标图的贡献u (5.1.11)
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对于拓扑等价的图, 因为要对所有的指标点积分, 积分的结果与指标无关, 所以, 拓扑等
价的图只要计算一个就可以了, 然后乘以其对称系数, 如(5.1.10)所示. 注意到这一点, 可
以把指标拿掉, 仅考虑拓扑不等价的无指标图但注意记入每个图的对称数. 于是

ZN = t所有 N点拓扑不等价图的贡献u (5.1.12)

这样, 巨配分函数可以写成对于图形的的展开. 换一个角度, 巨配分函数成为迈耶图的
生成函数. 在图论中, 有一个定理, 称为相连图展开定理. 这个定理说, 如果给每个图赋
予权重, 把所有 N点图的权重加起来, 记做 ZN , 构造所有图的生成函数为

ZG(y) =
8
ÿ

N=0

yN

N !
ZN (5.1.13)

由生成函数, 可以求得诸 ZN ,

ZN =
dNZG(y)

dyN

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

y=0

把 l点相连图的权重加起来, 记做 Wl,

Wl = t所有 l点相连图的贡献u (5.1.14)

则相连图的生成函数为 lnZG

lnZG =
8
ÿ

l=1

yN

l!
Wl (5.1.15)

我们不打算证明这个定理, 只对低阶情形给予验证. 至 y3, ZG可以写成

ZG =1 + yZ1 +
y2

2
Z2 +

y3

3!
Z3 + ¨ ¨ ¨

对上式取对数, 并展开到 y3

lnZG =yZ1 +
y2

2
Z2 +

y3

3!
Z3 ´

1

2

(
y2Z2

1 + y3Z1Z2

)
+

1

3
y3Z3

1 + ¨ ¨ ¨

=yZ1 +
y2

2

(
Z2 ´ Z2

1

)
+
y3

3!

(
Z3 ´ 3Z1Z2 + 2Z3

1

)
+ ¨ ¨ ¨

Z1 = V =W1

Z2 ´ Z2
1 = V 2 +

ż

f12dr1dr2 ´ V 2 =

ż

f12dr1dr2 =W2
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Z3 ´ 3Z1Z2 + 2Z3
1 = V 3 + 3V

ż

f12dr1dr2 + 3

ż

f12f13dr1dr2dr3

+

ż

f12f13f23dr1dr2dr3 ´ 3V

(
V 2 +

ż

f12dr1dr2

)
+ 2V 3

=3

ż

f12f13dr1dr2 +

ż

f12f13f23dr1dr2dr3

=W3

于是,
lnZG = yW1 +

1

2
y2W2 +

1

3!
y3W3 + ¨ ¨ ¨

到 y3, 我们验证了这个定理是正确的. 有兴趣了解完整证明的读者, 可以参阅例如李政
道, 《统计力学》.
这里给出这个定理的证明思路的一个简短的说明：考虑 ZN , 这是 N个粒子的所有

的指标图, 这 N个粒子看成 N个编号的点, 点之间以各种可能连线, 构成集团 (相连图),
设其中的一种方式为 m1个单点集团, m2个两点集团, ... ml个 l点集团. 则这些数之间
满足约束条件

ÿ

l

lml = N (5.1.16)

给定上述的分组方式后, 考虑 ml个 l点的集团. 设 l点的集团总共有 C(l)种不同的指标

集团, 合起来就是 Wl, 现在设想有 ml组集团 Wl, 从每一组拿一个, 就构成了 ml个 l集

团的一种可能, 所有可能的选择则合起来就是 Wml

l . 于是, 上面的分组下, 所有可能的
集团构型就是

ź

l

(Wl)
ml

现在求这样的一种组合下集团构型的方式数, 首先, N个点的排列有 N !种方式, 每个
Wl中的 l个点的排列有 l!种方式, 这对应的是同一个 Wl, 应该除去, 这样就有 N !

ś

l(l!)
ml

,
ml个 Wl的交换, 也应该除去, 前式还要除以

ś

lml!, 这样, 给定诸 ml的集团位形数目为

N !
ś

l(l!)
mlml!

再注意到 yN = y
ř

l lml , 则

yNZN = N !
1
ÿź

l

(Wly
l)ml

ś

l(l!)
mlml!

其中求和是对满足(5.1.16)的所有 ml求和. 于是

ZG =
8
ÿ

N=0

yNZN

N !
=

8
ÿ

N=0

1
ÿ

ml

ź

l

(
Wly

l

l!

)ml 1

ml!
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求和号上的 ‘1’表示对于满足
ř

l lml = N的诸 ml求和. 考虑到对 N的求和到无穷大, 上
式中对 ml求和的限制可以取消, 得到

ZG =
ź

l

8
ÿ

ml=0

(
Wly

l

l!

)ml 1

ml!
=
ź

l

exp
"

Wly
l

l!

*

= exp

#

ÿ

l

yl

l!
Wl

+

即

lnZG =
ÿ

l

yl

l!
Wl

这一结果称为迈耶第一定理, 在《图论》中，对应的定理为相连图展开定理.
利用这一定理, 巨配分函数的对数可以写成相连图的展开, 这里, 使用无指标图.

lnZG =
y

1!
+
y2

2!

+
y3

3!

3 +

+ ¨ ¨ ¨

(5.1.17)

定义如下集团积分

bl(T, V ) =
1

V l!

(
所有 l点集团的贡献

)
(5.1.18)

则

b1(V, T ) = 1

b2(V, T ) =
1

V 2!

ż

f12dr1dr2

b3(V, T ) =
1

V 3!

ż

(3f12f23 + f12f23f13)dr1dr2dr3

等等.
由

PV

kT
= lnZG

得到
P

kT
=

1

V
lnZG =

8
ÿ

l=1

bl(V, T )y
l (5.1.19)

再由

n =
N

V
=

1

V

B lnZG

B ln y
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得到

n =
8
ÿ

l=1

lbl(V, T )y
l (5.1.20)

为了得到物态方程, 需要消去 y. 由

P

kT
= y + b2y

2 + ¨ ¨ ¨

n = y + 2b2y
2 + ¨ ¨ ¨

把 y用 n展开

y = a1n+ a2n
2 + ¨ ¨ ¨

解得

a1 = 1, a2 = ´2b2, ¨ ¨ ¨

再带入物态方程, 得到
P

kT
= n´ b2n

2 + ¨ ¨ ¨

计算到三阶, 得到
y = n´ 2b2n

2 + (8b22 ´ 3b3)n
3 + ¨ ¨ ¨

代入得到
P

kT
= n´ b2n

2 + (4b22 ´ 2b3)n
3 + ¨ ¨ ¨ (5.1.21)

注意到 fij依赖 i与 j粒子的相对位置, 只与 rij = ri ´ rj有关, 且当 rij较大时, fij Ñ 0,
因此, 若 i和 j离开系统的边界比较远, 则对其中一个变量积分后, 所得结果与另一个变
量无关. V Ñ 8时, 边界效应可以忽略, 此时

ż

f12dr1dr2 = V

ż

f12dr12

同样
ż

f12f13dr1dr2dr3 = V

ż

f12dr12

ż

f13dr13 = V

(ż
f12dr2

)2

在这个极限下,

b3 =
1

V 3!

ż

(3f12f23 + f12f23f13)dr1dr2dr3

=
1

2
4b22 +

1

V 3!

ż

f12f23f13dr1dr2dr3

从而

4b22 ´ 2b3 = ´
1

3V

ż

f12f23f13dr1dr2dr3
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至此, 注意到, 第二位力系数只与图 有关, 而第三位力系数只与图

有关. 这一结果是普遍成立的, 即第 N位力系数只由 N点不可约图给出.

所谓不可约图, 是指任意拿掉图中的一个顶点后, 图不会分为两部分的那种相连图. 定
义不可约集团

βk =
1

k!

1

V

ÿ

(所有 k + 1点不可约集团) (5.1.22)

β1 =
1

V

ż

f12dr1dr2

β2 =
1

2V

ż

f12f23f13dr1dr2dr3

β4 =
1

6V

ż

dr1dr2dr3dr4

 3 + 6 +


物态方程则可以写成

P

kT
= n

[
1 ´

8
ÿ

k=1

k

k + 1
βkn

k

]
(5.1.23)

这个结果在统计物理中被称为迈耶第二定理. 迈耶第二定理的证明有相当大的难度,
感兴趣的同学可以参看李政道的书, 或 Uhlenbeck and Ford, in Studies in Statistical
Mechanics, Part B.
物态方程的位力展开式为

P

kT
= n+

8
ÿ

k=2

Bkn
k (5.1.24)

由迈耶第二定理可知, 位力系数可以写为

Bk = ´
k ´ 1

k
βk´1, k = 2, 3, ¨ ¨ ¨ (5.1.25)

例题, 硬球气体的第二位力系数.
对于硬球气体,

u =

#

8 r ď d

0 r ą d
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β1 =
1

V

ż

f12dr1dr2 = ´4π

ż d

0

r2dr = ´
4π

3
d3

物态方程成为
P

kT
= n+

2π

3
d3n2 + ¨ ¨ ¨ = n+ 4vn2 + ¨ ¨ ¨

此处 v是硬球的体积.
定义体积分数 ϕ = Nv

V
= nv, 则物态方程也可以写为

P

nkT
= 1 + 4ϕ (5.1.26)

对于硬球系统, 可以计算出高阶的位力系数, 例如, 把物态方程写为
PV

nRT
= 1 + a2ϕ+ a3ϕ

2 + ¨ ¨ ¨

则前 10 位力系数如下表
i 2 3 4 5 6 6 8 9 10
ai 4 10 18.36 28.22 39.82 53.34 68.54 85.81 105.78
aCS
i 4 10 18 28 40 54 70 88 108
aKi 4 10 18.33 28.33 40 53.33 68.33 85 103.33

Carnahan 和 Starling 注意到各阶位力系数可以近似表示为 aCS
i = i2 + i´ 2, 利用

这个近似关系, 可以求出无穷级数的和并得到如下的物态方程
P

nkT
=

1 + ϕ+ ϕ2 ´ ϕ3

(1 ´ ϕ)
3 (5.1.27)

这一公式在 ϕ ď 0.49, 即整个液态区域, 给出的结果与 Monte Carlo 模拟的结果符合的
非常好.
另一个在 Carnahan-Starling 物态方程的基础上的改进方程由 Kolafa 给出,

PV

nRT

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

K

=
1 + ϕ+ ϕ2 ´ 2

3
(1 + ϕ)ϕ3

(1 ´ ϕ)3

这个方程更接近 Monte Carlo 的结果. 还有一些其他的改进形式, 但 CS 方程似乎是目
前最为精致且精度又很高的一个常用公式.
例题：勒纳德-琼斯势的第二位力系数
勒纳德-琼斯势为

u (r) = 4ε

[(σ
r

)12
´
(σ
r

)6]
其中 ε, σ为两个参数. 代入第二位力系数的表达式

B2 = ´
1

2

ż

dr (exp [´βu (r)] ´ 1)

= ´2π

ż 8

0

r2dr

(
exp

[
´4βε

((σ
r

)12
´
(σ
r

)6)]
´ 1

)
(5.1.28)
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令 x = r
σ
, t = kT

4ε
, 上式成为

B2 = ´2πσ3

8
ż

0

x2dx

(
exp

[
´
1

t

(
1

x12
´

1

x6

)]
´ 1

)
= ´2πσ3L (t) (5.1.29)

L (t)需要做数值计算求出.

5.2 约化概率密度与径向分布函数

可以通过计算单粒子力学量的平均值或二粒子力学量的平均值来定义约化概率密

度.
为方便起见, 考虑仅依赖于位置的 n粒子力学量. 在正则分布下, 完成对于动量的积

分, 可以得到 N个粒子的位置分布函数

P (r1, r2, ...rN ) =
1

ZN

e´βUN (r1,r2,...rN ) (5.2.30)

其中 ZN (T, V ) 为位形积分. 仅依赖于位置的 k粒子力学量可以写为

Ok,N =

CN
k
ÿ

α=1

Oα (r
α) (5.2.31)

这个力学量在正则分布下的平均值是

xOyk,N =
1

ZN (T, V )

ż

d3Nre´βUN (r1,r2,...rN )

CN
k
ÿ

α=1

Oα (r
α)

=
1

ZN (T, V )

N !

k!(N ´ k)!

ż

d3Nre´βUN (r1,r2,...rN )Ok (r1 ¨ ¨ ¨ rk)

(5.2.32)

引入 k粒子概率密度

P (k)(r1, r2, ...rk) =

ż

drk+1 drk+2 ... drN P (r1, r2, ...rN ) (5.2.33)

定义 k粒子密度函数 n(k)(r1, r2, ...rk)为

n(k)(r1, r2, ...rk) ”
N !

(N ´ k)!
P (k)(r1, r2, ...rk) (5.2.34)

则：

xOk,Ny (T, V ) =
N !

k!(N ´ k)!

ż

d3krOk(r1 ¨ ¨ ¨ rk)Pk,N (r1 ¨ ¨ ¨ rk)(r1 ¨ ¨ ¨ rk)

=
1

k!

ż

d3krOk(r1 ¨ ¨ ¨ rk)nk,N (r1 ¨ ¨ ¨ rk)

(5.2.35)
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相关长度 显然, 由 P (k)(r1, r2, ...rk)的规一化关系可得
ż

d3krn(k)(r1, r2, ...rk) =
N !

(N ´ k)!
(5.2.36)

这里, 为简单起见, 用 d3kr代表 dr1 dr2 ... drk, d3Nr代表 dr1 dr2 ... drN . 在实际研究中
最重要的是 k = 1和 k = 2的情形.
对于一个空间均匀的系统, 概率分布具有平移不变性, 即

P (k)(r1 + a, r2 + a, ...rk + a) = P (k)(r1, r2, ...rk) (5.2.37)

这里 a为任一矢量. 对于 k = 1, 有 P (1)(r1 + a) = P (1)(r1) =常数, 于是

P (1)(r1) =
1

V

n(1)(r1) =
N

V
” n

(5.2.38)

这里 V是系统的体积, n为系统中粒子的数密度. 当 k = 2时, 均匀系统的概率分布为

P (2)(r1, r2) = P (2)(r1 ´ r2) (5.2.39)

对于各向同性系统, (5.2.39) 进一步简化为

P (2)(r1, r2) = P (2)(|r1 ´ r2|) (5.2.40)

现在引入相关长度的概念. 当粒子的间距很大时, 任一粒子的概率分布不受其他粒子的
影响, 或各个粒子的分布是相互独立的. 而当粒子比较靠近时, 则粒子可以“感觉”到其
他粒子的存在, 即互相之间是相关的. 把粒子从相关转向非相关的特征距离定义为相关
长度 ξ. 实际上, 相关性不是突然消失, 这里的相关长度通常是一个特征长度, 超过这个
长度很多时, 相关效应就可以忽略不计. 相关长度 ξ与相互作用的力程有关. 但在临界点
附近, 相关长度发散. 当粒子间距 r " ξ时,

P (k)(r1, r2, ...rk) =
k
ź

i=1

P (1)(ri) (5.2.41)

及 (注意到 k ! N)

n(k)(r1, r2, ...rk) =
k
ź

i=1

n(1)(ri) (5.2.42)

定义 k粒子分布函数

g(k)(r1, r2, ...rk) =
n(k)(r1, r2, ...rk)

k
ś

i=1

n(1)(ri)

(5.2.43)

特别重要的情形是二粒子分布函数

g(r1, r2) ” g(2)(r1, r2) =
n(2)(r1, r2)

n(1)(r1)n(1)(r2)
(5.2.44)
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二粒子分布函数

对分布函数

对分布函数

对于均匀各向同性系统

g(r1, r2) ” g(|r1 ´ r2|) =
n(2)(|r1 ´ r2|)

n2
(5.2.45)

二粒子分布函数(又称对分布函数) 具有明确的物理含义, 它正比于当一个粒子固定 (如
r2) 时, 在距该粒子 |r1 ´ r2| = r处发现另一个粒子的概率. 当 r " ξ时, 因粒子之间无
关联, 所以发现一个粒子的概率是一常数. 由上述定义可知, 此常数取为 1.

典型的对分布函数的行为在图5.2.3和图5.2.4中给出. 对于 Lennard-Jones 液体, 在
r小于粒子的典型直径时, g(r)较小, 在 r = 0附近 g(r)基本上是 0, 在 r为粒子的典型直

径处有一个极大, 在接近 2 倍典型直径处也是极大, 然后随 r增加而趋于其渐进值 1. 对
于硬球液体, 在 r小于硬球直径时为 0, 在直径处是一尖锐极大, 同样在接近 2 倍直径处
极大并随 r增加而趋于其渐进值 1. 对分布函数的这种特征很好理解, 在 r = 0的粒子附

近, 由于强排斥作用, 其他粒子很难到达或完全无法到达 (硬球势), 在一个直径处, 形成
一个容易到达的壳层, 然后是极小后的第二个壳层. 在密度较高时, 还能出现更多个明
显的壳层.

图 5.2.3: Lennard-Jones 液体的对分布函数

在稀薄极限下, 对分布函数可以写成

g(r) ” g(2)(r) = e´βu(r) (5.2.46)

这里 u(r)为二体相互作用势. 当 βu(r) " 1时, g(r) « 0. 对硬球胶体

u(r) =

#

8, r ą 2a

0, r ă 2a
(5.2.47)

此处 2a为硬球的直径. 于是, 当 r ă 2a时, g(r) = 0; r Ñ 8时, g(r) = 1. 一般 g(r)具有

如图5.2.4所示形状. 其中 g(2a+)的值随体积分数 ϕ(定义为粒子占据的体积与系统总体
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图 5.2.4: 硬球粒子系统, 用 Percus-Yevick 方法求得的对分布函数 g(r)随粒子间距离 r/(2a)变化的

曲线. 实线对应于体积分数 ϕ = 0.3的情况; 虚线对应于体积分数 ϕ = 0.2的情况; 点虚线对应于体积
分数 ϕ = 0.05的情况.

积的比值) 的增加而增加. 在低密度近似下, g(r)可近似为

g(r) = θ(r ´ 2a) (5.2.48)

巨正则分布可以做类似处理, n粒子密度函数为

nk,µ (r1 ¨ ¨ ¨ rk, T, V ) =
1

ZG(T, V, µ)

8
ÿ

N=k

1

(N ´ k)!

1

h3N

ż

d3Npd3rn+1 ¨ ¨ ¨d3rNe´β(HN´µN)

=
1

ZG(T, V, µ)

8
ÿ

N=n

1

(N ´ k)!

( z
λ3

)N ż

d3rk+1 ¨ ¨ ¨d3rNe´βUN (r1,r2,...rN )

规一化关系为:

ż

d3r1 ¨ ¨ ¨d3rknk,µ(r1 ¨ ¨ ¨ rk) =

B

N !

(N ´ k)!

F

nk,µ 与发现粒子处于点 r1 ¨ ¨ ¨ rk 的概率成正比. 对应的, nk,µ 有如下的性质：

如果粒子之间无相互作用, 则 ZN = V N

nk,µ(r1 ¨ ¨ ¨ rk, T, V ) =

(
xNy

V

)k

(5.2.49)

对于均匀系, V , xNy很大时,

n1,µ(r) = xny =
xNy

V
(5.2.50)
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定义 k粒子相关函数

gk,µ(r1 ¨ ¨ ¨ rk) =
nk,µ(r1, r2 ¨ ¨ ¨ rk)

xny
k

(5.2.51)

无关联时, gk,µ(r1 ¨ ¨ ¨ rk) = 1, 则 gk,µ(r1 ¨ ¨ ¨ rk)d3r1 ¨ ¨ ¨d3rk表示具有相同平均密度的

k个粒子的分布概率, 最常用的是二体约化概率密度.

g2µ (r1, r2) = n2µ (r1, r2) / xny
2 (5.2.52)

相关函数具有如下的规一化关系

ż

d3krgk (r1 ¨ ¨ ¨ rk) =
1

xny
2 ¨

B

N !

(N ´ k)!

F

ż

d6rg2 (r1, r2) =
1

xny
2 ¨

B

N !

(N ´ 2)!

F

=
1

xny
2 xN(N ´ 1)y » V 2

(5.2.53)

因正则系综的结果和巨正则系综的结果在 xNy很大时 (宏观系统) 几乎完全一致, 以下
的讨论中, 如果不做特别说明, 则相关公式对两个系综都可用. 由二体相关函数的物理
含义, 可知以任一粒子为中心的 r Ñ r + dr之间平均粒子数为：

N

V
g(r)4πr2dr

g(r)可由衍射实验来测量, 也可用理论计算.
为了求出二体关联函数, 建立 g2(r1, r2)的方程如下：

B

Br1

nk,N (r1 ¨ ¨ ¨ rk, T, V )

=
1

ZN

N !

(N ´ k)!

ż

d3rk+1 ¨ ¨ ¨d3rN

N
ÿ

j=2

(
´β

Buij
Br1

)
e´βUN

=
k
ÿ

j=2

(
´β

Buij
Br1

)
1

ZN

N !

(N ´ k)!

ż

d3rn+1 ¨ ¨ ¨d3rNe´βUN

+
N
ÿ

j=k+1

1

ZN

N !

(N ´ k)!

ż

d3rk+1 ¨ ¨ ¨d3rN

(
´β

Buij
Br1

)
e´βUN

= ´β
n
ÿ

j=2

Buij
Br1

nk,N (r1 ¨ ¨ ¨ rk, T, V ) ´ β
1

ZN

N ! (N ´ k)

(N ´ k)!

ż

d3rk+1

ż

d3rk+2 ¨ ¨ ¨d3rNe´βUN

= ´β
k
ÿ

j=2

Buij
Br1

nk,N (r1 ¨ ¨ ¨ rk, T, V ) ´ β

ż

d3rk+1
Bu1,k+1

Br1

nk+1,N (r1 ¨ ¨ ¨ rk, T, V )

于是：
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Bn2(r1, r2)

Br1

= ´β
Bu12
Br1

n2(r1, r2) ´ β

ż

d3r3
Bu13
Br1

n3,N (r1, r2, r3)

´
1

βg(r12)

Bg(r12)

Br1

=
Bu12
Br1

+
n

g(r12)

ż

d3r3
Bu13
Br1

P3(r1, r2, r3)

(5.2.54)

这个方程在正则分布下导出, 对于巨正则分布也成立. 这是一个方程链, 即二体关联函
数依赖于三体关联函数, 三体关联函数依赖于四体关联函数, 等等. 为了求解, 必须在某
一阶截断, Kirkwood 引入下述近似,

g3(r1, r2, r3) = g2(r12)g2(r13)g2(r23)

则方程成为如下的闭合方程

´
1

βg(r12)

Bg2(r12)

Br1

=
Bu(r12)

Br1

+ n

ż

d3r3
Bu(r13)

Br1

g2(r13)g2(r23)

这一方程称为 BBGKY方程 ( Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood, Yvon), BBGKY方
程是封闭的微分积分方程, 可以数值求解, 也可由此得到一些一般结果, 对于硬球势, 数
值计算的结果见图5.2.5.

图 5.2.5:

如果在更高阶截断, 则所的方程过于复杂, 求解较为困难. 下节将介绍另外的一些
计算方法.



5.3 对分布函数, 结构函数与其他物理量的联系 261

对分布函数

结构函数

渗透压强

粒子数的涨落

压缩率

5.3 对分布函数, 结构函数与其他物理量的联系

对分布函数包含了很多热力学的信息. 对于二体相互作用系统, 系统的内能可以写
为

E = xHy

=
3

2
NkT +

1

2
nN

ż

dr u(r)g(r)

=
3

2
NkT + 2πnN

ż

dr r2u(r)g(r)

(5.3.1)

系统的压强为

p

kT
=n´

β

3V ZN

ż

drN

(
ÿ

i,j

Bu(rij)

Brij
¨ rij

)
e´βU

=n´
n2

6kT

ż

dr ru1(r)g(r)

=n´
2πn2

3kT

ż 8

0

dr r3u1(r)g(r)

(5.3.2)

这就是系统的物态方程.
从巨正则系综出发, 粒子数的涨落为

@

N2
D

´ xNy
2
= kT

(
B xNy

Bµ

)
T,V

= ´kT
xNy

2

V 2

(
BV

BP

)
T,xNy

(5.3.3)

因 n = xNy

V
, dV = ´ V 2

xNy
dn, 则

@

N2
D

´ xNy
2
= xNy kT

(
Bn

BP

)
T

(5.3.4)

可以证明
@

N2
D

´ xNy
2
= xNy

(
1 + n

ż

dr (g(r) ´ 1)

)
(5.3.5)

比较上述两个结果, 得到

n

ż

dr (g(r) ´ 1) = nkTKT ´ 1 (5.3.6)

这里

KT = ´
1

V

(
BV

Bp

)
T

”
1

n

(
Bn

Bp

)
T

ą 0 (5.3.7)

为等温压缩率. 通过对压缩率方程积分, 也可以得到系统的物态方程. 这一方程应
与(5.3.2)一致, 这称为热力学自洽关系, 可以作为检验各种近似方法好坏的一个判据.
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二粒子分布函数也可以写成平均值的形式

g(r, r1) =
V 2

N2

C

ÿ

i,j;i‰j

δ(r ´ ri)δ(r
1 ´ rj)

G

(5.3.8)

对于均匀系统, 对分布函数只依赖于 r 和 r1之差. 在此情况下有 g(r).

g(r) =
V

N2

C

ÿ

i,j;i‰j

δ(r ´ rij)

G

(5.3.9)

现在, 引入结构函数. 系统的密度算符为

n(r) =
N
ÿ

i=1

δ(r ´ ri) (5.3.10)

其傅里叶变换是À

nq =

ż

dr e´iq¨rn(r) =
ÿ

l

e´iq¨rl (5.3.11)

当 q = 0时,

n0 = N (5.3.12)

是均匀密度的傅里叶变换. 记 ∆n(r) ” n(r) ´ N/V 为密度相对于均匀密度的涨落. 对
于 q ‰ 0, nq = ∆nq. 定义静态结构因子为

S(q) =
1

N
x∆nq∆n´qy =

1

N

C∣∣∣∣∣ÿ
l

eiq¨rl

∣∣∣∣∣
2G

(5.3.13)

À 在本书中, 定义实空间函数 f(r)的傅里叶变换 fq ” f(q)为

fq =

ż

dr e´iq¨r
f(r)

其逆变换为

f(r) =
1

V

ÿ

q

fqeiq¨r

其中 V是体积 (二维空间时为面积, 一维时为长度), 当体积 V Ñ 8时, 逆变换成为

f(r) =
1

(2π)d

ż

dq f(q)eiq¨r

其中的 fq主要用在记为对 q求和的公式中, 而 f(q)主要用在记为对 q积分的公式中. 实际计算总是对于 q的积分.
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平均力势第二个等号应排除 q = 0. (5.3.13)可以变换为

S(q) =
1

N

ÿ

ij;i‰j

@

e´iq¨(ri´rj)
D

+ 1

=

ż

dr dr1 e´iq¨(r´r1) 1

N

ÿ

ij;i‰j

xδ(r ´ ri)δ(r
1 ´ rj)y + 1

=
N ´ 1

V 2

ż

dr dr1 e´iq¨(r´r1)g(r ´ r1) + 1

=1 + n

ż

dr g(r)e´iq¨r

=1 + n

ż

dr (g(r) ´ 1)e´iq¨r + nV δq,0

这里的最后一项 nV δq,0 = Nδq,0 = 1
N

xn2
0y δq,0, 对应 q = 0, 应该排除. 这样就得到了均

匀系统对分布函数的傅立叶变换与静态结构因子的关系

S(q) =1 + n

ż

dr e´iq¨r(g(r) ´ 1)

=1 +
4πn

q

ż 8

0

dr r sin(qr)(g(r) ´ 1)

(5.3.14)

当 q Ñ 8时, S(q) Ñ 1. 对(5.3.14)做逆傅里叶变换, 就能得到对分布函数 g(r)

g(r) =
1

(2π)3

ż

dq e´iq¨r

[
S(q) ´ 1

n

]
=1 +

1

2π2nr

ż 8

0

dq q sin(qr)[S(q) ´ 1]

(5.3.15)

利用(5.3.6)和(5.3.14), 还可得到

lim
qÑ0

S(q) = nkTχT (5.3.16)

结构函数 S(k)可以直接通过散射实验测量, 由测得的 S(k), 通过傅里叶变换, 就能够得
到对关联函数.
习题：请考虑怎样用 X 射线衍射测量 g(r), 并给出有关公式的推导.

5.4 平均力势

在液态物理中, 一个常用的物理量是所谓平均力势(Potential of mean force), 通常
记为 w(r), 直接由对分布函数定义

g(r) = e´βw(r) (5.4.1)
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极小功

极大功

即

w(r) = ´kT ln g(r) (5.4.2)

由定义, 对于 N个粒子的系统, g(r)为

g(r12) =
V 2

Z

ż

dr3 ... drN e´βU(rN ) (5.4.3)

其中的 r12 = r1 ´ r2, r12 = |r12|. 把 w(r)看做粒子 2 固定时, 粒子 1 所受的力的势能,
则粒子 1 所受的力为

´∇1w(r) =

ş

dr3 ... drN

(
´∇1U(rN )

)
e´βU(rN )

ş

dr3 ... drN e´βU(rN )

=
@

´∇1U(rN )
D

1,2

(5.4.4)

∇1表示对于 r1求梯度. 这个表达式可以解释为在固定粒子 2 时, 其他 N ´ 2个粒子的

每一个位形下粒子 1 所受的力对于所有位形的平均. 而 w(r)就是这个平均力的势能.
w(r)也可以理解为在给定了粒子数 N , 体积 V和温度 T的条件下, 把粒子 1 和粒子 2 从
相距无穷远移动到相距为 r12所做的可逆功. 为了看清这一点, 注意到固定粒子 1 和粒
子 2, 其余 N ´ 2个粒子的自由能为

F (r12) = ´kT ln
ż

dr3 ... drN e´βU(rN ) + F0(N ´ 2) (5.4.5)

其中 F0(N ´ 2)为与位形无关的部分, 来自 N ´ 2个粒子的动量的贡献. 于是有

w(r12) =F (r12) ´ F (8)

´∇12w(r12) = ´ ∇12F (r12)
(5.4.6)

这里 ∇12表示对于 r12求梯度. 由热力学, 自由能的改变为对系统做的可逆功 (极小功),
而在粒子数, 体积和温度固定时, 粒子 1 和 2 之间的无穷小位移 dr12导致自由能改变

dF = ∇12F (r12) ¨ dr12 (5.4.7)

这就是与此改变所对应的对系统做的极小功, 而其负值,

δWrev = ´∇12F (r12) ¨ dr12 = ´∇12w(r12) ¨ dr12 (5.4.8)

就是 N ´ 2个粒子的系统对于粒子 1 和 2 之间的无穷小位移所做的极大功.
w(r)要比粒子之间的直接相互作用势 u(r)复杂很多, 这是因为计入了其他 N ´ 2个

粒子的位形对于粒子 1 和 2 的影响. 在密度极低的情形下, g(r) Ñ exp t´βu(r)u,
w(r) Ñ u(r). 对于硬球系统, w(r)在 r小于 2 倍硬球直径时, 1 和 2 硬球之间不可能有
其他硬球进入, 形成排空效应, 对应的 w(r)是吸引相互作用, 这种相互作用称为排空相
互作用, 排空相互作用及其效应近年来得到深入研究, 特别是当另外的粒子的尺寸远小
于粒子 1 和 2 时, 有一些特殊的表现 (见马红孺胶体排空相互作用理论与计算《物理学
报》, 2016, 65(18): 184701. doi: 10.7498/aps.65.184701).
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总相关函数

直接相关函数

Ornstein-Zernike 方程
桥函数

超网链方程

Percus-Yevick 方程

5.5 OZ 方程

理论上计算对分布函数的方法通常有数值模拟方法, 如蒙特卡洛方法和分子动力学
方法, 密度泛函理论方法, 积分方程方法等. 其中积分方程方法比较简单, 也较常用. 除
了对分布函数外, 还可以引入总相关函数 h(r), 定义为

h(r) = g(r) ´ 1 (5.5.1)

显然, 当 r Ñ 8时, h(r) Ñ 0. h(r)代表了两个相距为 r的粒子之间的关联. 与总相关函
数对应, 可以引入直接相关函数c(r), 它与总相关函数由下式联系

h(r) = c(r) + n

ż

dr1 c(|r ´ r1|)h(r1) (5.5.2)

这一公式称为 Ornstein-Zernike(简称 OZ)方程[?],此处可以看作是直接相关函数 c(r)的

定义. OZ 方程的傅里叶变换为

h(q) = c(q) + nc(q)h(q) (5.5.3)

由此可得

h(q) =
c(q)

1 ´ nc(q)
(5.5.4)

以及

(1 + nh(q))(1 ´ nc(q)) = 1 (5.5.5)

OZ方程中包含两个未知函数 h(r)和 c(r),为了求得相关函数 h(r),还需要引入一个 h和

c之间的方程，称为闭合方程. 对于二体相互作用体系, 可以证明 [?, ?]，严格的闭合方
程是

g(r) = e´βu(r)´c(r)+h(r)+b(r) (5.5.6)

式中 u(r)为二体相互作用势, b(r)称为桥函数. 这一闭合关系可以通过集团展开来得到,
也可以从密度泛函理论推出. 桥函数 b(r)的名称来源于集团展开中的桥图. 这个方程的
推导过程比较长, 不在这里做详细推导, 有兴趣的读者可以参看统计物理的专门著作.

如果忽略桥函数 b(r), 得到的结果称为超网链 (Hypernetted chain, 简称 HNC ) 方
程

g(r) = e´βu(r)´c(r)+h(r) (5.5.7)

把(5.5.7)对 h(r) ´ c(r)线性化, 得到的结果为 Percus-Yevick(简称 PY) 方程[?]

g(r) = e´βu(r)[1 + h(r) ´ c(r)] = e´βu(r)(g(r) ´ c(r)) (5.5.8)

或

c(r) = g(r)(1 ´ eβu(r)) (5.5.9)
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Rogers-Young 方程
平均球近似

对于硬球相互作用, 通常 PY 方程给出比较精确的结果. 而对于长程相互作用体系, 则
HNC 方程的结果更好一些. 为了得到更精确的结果, 人们还提出了很多不同的近似闭
合关系, 其中比较著名的有 Rogers-Young(RY) 方程 [?]

g(r) = e´βu(r)

(
1 +

ef(r)[h(r)´c(r)] ´ 1

f(r)

)
(5.5.10)

其中 f(r) = 1 ´ exp t´λru. 方程中引入的参数 λ可以由热力学自洽关系决定. 另一个
参数更多的关系由 Verlet 给出 [?, ?]

g(r) =e´βu(r)+Y

Y =(h(r) ´ c(r)) ´A(h(r) ´ c(r))2
1 + λ(h(r) ´ c(r))

1 + µ(h(r) ´ c(r))

(5.5.11)

其中 A, λ和 µ为三个参数, 通过热力学自洽关系来确定. 实际上, 热力学自洽关系只有
当精确得到 g(r)时才能完全满足. 利用热力学自洽关系确定参数的具体做法是：通过调
节参数, 使得两种途径得到的物态方程的差别取极小, 则对应的参数即为所求的参数, 而
极小值的数字可以判定对应的闭合关系的好坏.
在低密度极限下, 对于汤川势还可以引入更简单的近似—平均球近似 ( MSA )

c(r) = e´βu(r) r ą 2a (5.5.12)

通常, 对于排斥相互作用如汤川相互作用, RY 方程能给出非常好的结果.
求解 OZ 方程通常采用迭代解法, 即先猜一个直接关联函数 c(r), 由 OZ 方程可以

算出总相关函数 h(r), 再代入闭合关系可以得到新的 c(r). 反复迭代到收敛为止. 对于
密度较小的系统, 这个迭代过程收敛很快；当密度较高时, 收敛较慢, 甚至不收敛, 这时,
需要一些特别的处理方法.

5.6 硬球液体 PY 截断下 OZ 方程的精确解：Baxter 方法

对于硬球势, PY 方程可以精确求解, 最早解出这个方程的是 Everett Thiele (Ev-
erett Thiele Equation of State for Hard Spheres J. Chem. Phys. 39, 474 (1963);
https://doi.org/10.1063/1.1734272) 这节介绍由 Baxter 建议的方法 (R J Baxter Orn-
stein–Zernike Relation for a Disordered Fluid Australian Journal of Physics 21(5) 563
- 570 (1968) ).
对 OZ 方程(5.5.2)作傅里叶变换, 注意到 c(r), h(r)仅仅是 r的大小 r的函数, 其傅

里叶变换 c(k), h(k)也仅仅是 k的大小 k的函数.

c(k) =

ż

dr e´ik¨rc(r) =
4π

k

ż 8

0

sin(kr)c(r)r dr (5.6.1)
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对(5.6.1)做分部积分

c(k) = ´
4π

k

ż 8

0

sin(kr) d
[ż 8

r

c(s)s ds
]

= ´
4π

k
sin(kr)

ż 8

r

c(s)s ds
∣∣∣∣8
0

+ 4π

ż 8

0

cos(kr)I(r) dr

=2π

ż 8

´8

e´ikrI(r) dr

(5.6.2)

其中

I(r) =

ż 8

r

sc(s) ds (5.6.3)

注意 c(r)只定义在 r ě 0, 为了把定义扩展到 r ă 0, 定义 c(´r) = c(r), 即把 c(r)偶延

拓到 r ă 0, 于是就有, I(´r) = I(r), 从而可以得到(5.6.2)的最后一步. 同理, 对于 h(r),
有

h(k) = 2π

ż 8

´8

e´ikrJ(r) dr (5.6.4)

其中

J(r) =

ż 8

r

s h(s) ds (5.6.5)

且选择满足 h(´r) = h(r), 使得 J(´r) = J(r). 傅里叶变换后的 OZ 方程成为

h(k) = c(k) + nc(k)h(k) (5.6.6)

这个方程可以改写成

(1 + nh(k))(1 ´ nc(k)) = 1

记

A(k) = (1 ´ nc(k))

则

(1 + nh(k))A(k) = 1 (5.6.7)

利用 I(r)为偶函数, 可知 A(k)是 k的偶函数

A(k) = 1 ´ 2πn

ż 8

´8

e´ikrI(r) dr = A(´k) (5.6.8)

到此为止的结果是一般的, 没有用到硬球相互作用和 PY 闭合关系. 对于硬球相互作用,
已经知道当 r ą σ时 c(r) = 0, 于是 I(r)和 A(k)成为

I(r) =

ż σ

r

sc(s) ds (5.6.9)

A(k) = 1 ´ 4πn

ż σ

0

cos(kr)I(r) dr (5.6.10)
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图 5.6.1: lnA(k)在实轴附近的条形区域解析

来考察函数 A(k)在复 k平面上的行为. 令 k = p+ iq, p和 q是实变量, 由于 A(k) 是

有限区间上的傅里叶积分, 所以, 在整个复平面上都没有奇点. 同时, 在实轴上 (q = 0)
也没有零点, 这是因为 1 + nh(k) = 1/A(k)为静态结构因子 S(k), 这是一个对于所
有 k都有限的函数. 由(5.6.10)可知, 对于任意有限的 q附近的一个条形区域, A(k)在
|p| Ñ 8时一致趋于 1, 因此, lnA(k)在实轴附近的一个条形区域内是解析的. 这样, 对
于如图围绕实轴的闭合曲线, 由柯西定理,

lnA(k) = 1

2πi

¿

lnA(k1)

k1 ´ k
dk1 (5.6.11)

令

lnQ(k) =
1

2πi

ż ´iϵ+8

´iϵ´8

lnA(k1)

k1 ´ k
dk1

lnP (k) = ´
1

2πi

ż iϵ+8

iϵ´8

lnA(k1)

k1 ´ k
dk1

(5.6.12)

因 A(k)是 k的偶函数, 所以
lnP (k) = lnQ(´k) (5.6.13)

即

A(k) = Q(k)Q(´k) (5.6.14)

在 |q| ă ϵ的条形区域内, 当 |p| Ñ 8时, 由(5.6.12)可知 lnQ(k) „ 1/p , 或 Q(k) „

1 ´ O(p´1), 所以, 可以对函数 1 ´Q(k)作逆傅里叶变换. 定义函数 Q(r)为

2πnQ(r) =
1

2π

ż 8

´8

eikr[1 ´Q(´k)] dk (5.6.15)
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由(5.6.12), 若 k为实数, 则 Q(k)˚ = Q(´k), 从而 Q(r)是一实函数. 同样由 (5.6.12),
lnQ(k)从而 Q(k)在实轴及上半平面解析, 而 Q(´k)在实轴及下半平面解析. 当 |k| Ñ

8时, 1´Q(´k) Ñ 0, 所以, 对于 r ă 0, (5.6.12)的积分可以在下半平面闭合, 从而得到

Q(r) = 0, r ă 0 (5.6.16)

注意到 Q(k)在实轴及上半平面没有零点, A(k)解析, 从而在上半平面上,

Q(´k) = A(k)/Q(k) (5.6.17)

解析. 这是一个与下半平面不同的解析函数. 由式(5.6.8)可知, A(k)在上半平面依照
e´ikσ = e´ipσeqσ的方式增长. 而 Q(k)随 |k| Ñ 8而趋于 1, 从而 Q(´k)也依照 e´ikσ =

e´ipσeqσ的方式增长. 当 r ą σ时, (5.6.15)中的积分有因子 e´q(r´σ), 在 q Ñ 8时趋于 0,
从而可以把积分在上半平面闭合, 得到

Q(r) = 0, r ą σ (5.6.18)

对 (5.6.15)反变换得到

Q(k) = 1 ´ 2πn

ż σ

0

eikrQ(r) dr (5.6.19)

分别把(5.6.8)的 A(k)和(5.6.19)的 Q(k)代入(5.6.14)的两边, 乘以 eikr, 并对 k积分, 得
到

I(r) = Q(r) ´ 2πn

ż σ

0

Q(s)Q(s´ r) ds (5.6.20)

另一方面, 方程(5.6.7)意味着

Q(´k)(1 + nh(k)) = 1/Q(k) (5.6.21)

在方程两边乘以 eikr并对 k积分, 注意到方程的右边为一上半平面的解析函数, 所以在
r ą 0时, 从上半平面闭合积分路径, 得到右边的积分为 0. 对左边积分得到

´Q(r) + J(r) ´ 2πn

ż σ

0

Q(s)J(|r ´ s|) ds = 0, r ą 0 (5.6.22)

把方程(5.6.20)和(5.6.22)分别对 r求导, 得到

rc(r) = ´Q1(r) + 2πn

ż σ

r

Q1(s)Q(s´ r) ds , 0 ă r ă σ (5.6.23)

rh(r) = ´Q1(r) + 2πn

ż σ

0

(r ´ s)h(|r ´ s|)Q(s) ds , r ą 0 (5.6.24)

这里 Q1(r) = dQ(r)/dr . 对于 0 ă r ă σ, h = ´1, 代入方程(5.6.24)得到 Q(r)的方程

r = Q1(r) + 2πn

ż σ

0

(r ´ s)Q(s) ds , 0 ă r ă σ (5.6.25)
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方程的解为

Q1(r) = ar + b (5.6.26)

其中

a = 1 ´ 2πn

ż σ

0

Q(s) ds , b = 2πn

ż σ

0

sQ(s) ds (5.6.27)

对 Q1(r)积分, 利用边界条件 Q(σ) = 0, 得到

Q(r) =
1

2
a(r2 ´ σ2) + b(r ´ σ) (5.6.28)

再代入 a和 b的表达式, 得到 a和 b的线性方程组, 求解得到

a =
1 + 2ϕ

(1 ´ ϕ)2
, b =

´3σϕ

2(1 ´ ϕ)2
(5.6.29)

把 Q(r)代入(5.6.23), 简单计算就得到 c(r)

c(r ă σ) = ´

[
λ1

(
1 +

1

2
ϕx3

)
+ λ2x

]
(5.6.30)

静态结构因子 S(k) = 1 + nh(k), 由(5.6.7)和(5.6.14)

S(k) =
1

A(k)
=

1

Q(k)Q(´k)

S(0) = 1/Q(0)2, 由(5.6.19)得到

Q(0) =1 ´ 2πn

ż σ

0

Q(r) dr

=
1 + 2ϕ

(1 ´ ϕ)2

(5.6.31)

即

S(0) =
(1 ´ ϕ)4

(1 + 2ϕ)2
(5.6.32)

5.7 密度泛函理论

1964 年, Kohn 和 Hohenberg[?] 证明了量子多体系统的基态的密度与外势之间的
一一对应, 这意味着量子多体系统的基态能量可以写成密度的泛函极小值. Mermin 在
1965 年 [?] 将其推广到有限温度情形, 证明了多体系统的平衡态的密度与外势场的一一
对应, 即自由能可以写成密度的泛函极小值. 这一节介绍有限温度的密度泛函理论.
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在给定粒子数 N , 体积 V和温度 T时, 系统的自由能

F = ´ kT lnZC

=E ´ TS

= xHy + kT xlnP y

= x(H + kT lnP )y

(5.7.1)

这里的 x¨ ¨ ¨y表示对于哈密顿 H的正则分布的平均, 其具体形式是

x¨ ¨ ¨y =
1

ZC

ż

drN dpN

N !h3N
e´βH(¨ ¨ ¨ ) (5.7.2)

其中的积分元 drN dpN表示对于所有 N个粒子的位置和动量的积分, P是正则分布函
数,

ZC =

ż

drN dpN

N !h3N
e´βH (5.7.3)

为配分函数. 在量子统计中

x¨ ¨ ¨y =
1

ZC

Tr e´βH(¨ ¨ ¨ )

ZC =Tr e´βH

(5.7.4)

下面的表述中, 利用量子统计的写法, 在经典情形下, Tr代表积分
ş

dr dp
/
N !h3N . 系统

的哈密顿量可以写成

H = Hs +He (5.7.5)

其中, Hs为系统的动能与粒子间相互作用能量之和, He为外势, 即系统的粒子所受到的
外部作用的势能, He可以写为

He =
N
ÿ

i=1

v(ri) (5.7.6)

此处 v(ri)是第 i个粒子所受到的外部作用势. 粒子的密度算符定义为

n(r) =
N
ÿ

i=1

δ(r ´ ri) (5.7.7)

其平均值为系统中粒子的密度, 记为

n(r) = xn(r)y (5.7.8)

利用密度算符, He可以写成

He =
N
ÿ

i=1

v(ri) =

ż

dr v(r)n(r) (5.7.9)
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其平均值为

xHey =

ż

dr v(r) xn(r)y =

ż

dr v(r)n(r) (5.7.10)

现在, 设想有两个不同的外势 v(r)和 v1(r), 对应有两个不同的哈密顿量 H和 H 1, 其正
则概率分布分别是

P =
e´βH

Tr e´βH
, P 1 =

e´βH1

Tr e´βH1 (5.7.11)

对于这两个分布, 有如下的极值定理 (见附录):

TrP 1(H + kT lnP 1) ą TrP (H + kT lnP ) = F, P 1 ‰ P (5.7.12)

把 P和 P 1互换, H与 H 1互换, 有

TrP (H 1 + kT lnP ) ą TrP 1(H 1 + kT lnP 1) = F 1, P 1 ‰ P (5.7.13)

对于一个确定的系统 (粒子之间的相互作用和粒子数给定), 给定外势 v(r), 也就给
定了哈密顿量 H, 于是就对应的有密度 n(r) = xn(r)y. 反过来, 如果指定了一个密度分
布 n(r),那么,能够给出这个密度的外势 v(r)是否唯一？从 Kohn-Hohenberg到Mermin
的工作回答了这个问题, 答案是唯一, 也就是说, 给定一个密度 n(r), 就唯一的对应着一
个产生这个密度的外势 v(r). 在泛函意义下, 密度 n(r)与外势 v(r)是一一对应的. 我们
来证明这个结论. 用反证法, 假定有两个不同的外势 v(r)和 v1(r)都能产生同一个密度

n(r), 于是由极值定理

TrP 1(Hs +He + kT lnP 1) =TrP 1(Hs +H 1
e + kT lnP 1) + TrP 1(He ´H 1

e)

=F 1 +

ż

(v(r) ´ v1(r))n(r) dr ą F

即

F 1 ´ F ą

ż

(v1(r) ´ v(r))n(r) dr

同理

TrP (Hs +H 1
e + kT lnP ) =TrP (Hs +He + kT lnP ) + TrP (H 1

e ´He)

=F ´

ż

(v(r) ´ v1(r))n(r) dr ą F 1

即

F ´ F 1 ą ´

ż

(v1(r) ´ v(r))n(r) dr

这两个不等式相互矛盾, 所以原假定不成立, 也就是说 v(r)和 v1(r)相同 (当然, 二者可
以相差一个常数, 在这种情况下 P和 P 1相同, 实际上是同一个外势).
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由这个定理, 可以做出如下论证：给定了一个密度 n(r), 也就决定了给出这个密度
的外势 v(r), 从而确定了一个哈密顿量 Hs +He, 进而可以得到自由能 F . 或者, 给定一
个密度, 就唯一对应于一个自由能 F , 自由能 F是密度的泛函. 自由能 F可以写成

F [n(r)] =TrP (Hs +He + kT lnP )

=TrP (Hs + kT lnP ) +
ż

v(r)n(r) dr
(5.7.14)

记

Fs[n(r)] = TrP (Hs + kT lnP ) (5.7.15)

则

F [n(r)] = Fs[n(r)] +

ż

v(r)n(r) dr (5.7.16)

这里的 Fs[n(r)]仅仅是密度的泛函, 也就是说, 这个泛函的具体形式只取决于系统本身,
而与实际的外势无关, 实际的外势用以确定密度的具体形式, 代入这个泛函得到 Fs的数

值进而得到 F 的数值. 这是一个非常了不起的结果, 它意味着, 对于给定了相互作用的
粒子系统, 存在一个内禀的密度的泛函 Fs[n(r)], 而极值条件则告诉我们, 在取定外势
后, 实际的密度是由 F [n(r)]取极小得到. 如果能够知道 Fs[n(r)]的形式, 则求自由能的
问题就成为简单的泛函极值问题了. 实际计算时, 需要注意到我们的系统是给定粒子数
N的系统, 所以还要加上

ş

n(r) dr = N的限制. 如果我们把系统改为开放系统, 则这个
限制可以取消. 对应的内禀泛函是广势泛函 Ωs[n(r)], 与 Fs[n(r)]的关系是

Ωs[n(r)] = Fs[n(r)] ´ µ

ż

n(r) dr (5.7.17)

µ是系统的化学势.

但是, 不幸的是, 以上的证明过程并不能提供任何关于 Fs[n(r)]的具体形式的信息,
而仅仅是证明了这个泛函的存在和唯一. 对于实际问题, 还需要利用各种办法去寻找这
个泛函的具体形式. 在实际应用中, 常常把 Fs[n(r)]写成

Fs[n(r)] = Fid[n] + Fex[n] (5.7.18)

其中 Fid为理想气体的内禀自由能泛函,可以精确求出, Fex称为过量 (excess)自由能,是
理想气体之外的部分, 这部分无法精确给出, 通常采用各种近似方案来得到.

作为一个简单例子, 这里给出 Fid的计算. 在给定外势 v(r)下, N个无结构, 无相互
作用的粒子的哈密顿量为

H =
ÿ

i

p2
i

2m
+
ÿ

i

v(ri)
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对应的正则配分函数是

ZCN =
1

N !h3N

ż

drN dpN e
´β

ř

i

(
p2
i

2m+v(ri)

)

=
1

N !h3N

[ż
dr dp e´β p2

2m+v(r)

]N
=

(2πm)3N/2

N !h3Nβ3N/2

[ż
dr e´βv(r)

]N
=

1

N !λ3N

[ż
dr e´βv(r)

]N
现在, 设想取 r处一个很小的体积元 ∆V作为我们的研究对象, 在其中 v(r)几乎是常量,
则对于这个体积元,

ż

dr e´βv(r) = e´βv(r)∆V

若体积元内的粒子数为 N , 则此体积元的配分函数是

ZCN (r) =
1

N !λ3N
e´Nβv(r)(∆V )N (5.7.19)

自由能为 ( 我们假定体积元内包含的粒子数 N足够大, 可以使用斯特林公式)

FN (r) = ´kT lnZCN (r) = NkT

(
ln
(
λ3 N

∆V

)
´ 1

)
+Nv(r)

由 N = n(r)∆V , 得到自由能密度

f(r) =
FN

∆V

=kTn(r)
(
ln
(
λ3n(r)

)
´ 1
)
+ n(r)v(r)

=fs(r) + n(r)v(r)

(5.7.20)

从而, 内禀自由能为

Fid =

ż

fs(r) dr = kT

ż

dr n(r)
(
ln
(
λ3n(r)

)
´ 1
)

(5.7.21)

利用巨正则系综, 可以给出更严格的推导. 同样设想在 r处的体积元 ∆V , 其 N粒

子正则配分函数由(5.7.19)给出, 巨配分函数为

ZG(r) =
8
ÿ

N=0

ZCN (r)eNβµ

=
8
ÿ

N=0

1

N !λ3N
e´Nβv(r)(∆V )NeNβµ

= exp
"

∆V eβ(µ´v(r))

λ3

*
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广势函数为

ΩG(r) = ´kT lnZG = ´kT
∆V eβ(µ´v(r))

λ3

体积元内的平均粒子数

xNy = ´
BΩG

Bµ
=

∆V eβ(µ´v(r))

λ3

记粒子密度 n(r) = xNy/∆V , 解出 v(r),

v(r) = ´kT ln
(
λ3n(r)

)
+ µ

则广势函数密度可以写成

ϕ(r) =
ΩG(r)

∆V
= ´kTn(r)

而内禀广势函数密度为

ϕs(r) =ϕ(r) ´ v(r)n(r)

= ´ kTn(r) + kTn(r) ln
(
λ3n(r)

)
´ µn(r)

=kTn(r)
(
ln
(
λ3n(r)

)
´ 1
)

´ µn(r)

再由

ϕs(r) = fs(r) ´ µn(r)

得到

fs(r) = kTn(r)
(
ln
(
λ3n(r)

)
´ 1
)

在量子多体问题中, 对于库仑相互作用的电子系统, 有大量关于内禀泛函形式的研
究和结果. 在胶体和液体物理问题中, 对于硬球系统有非常细致的系统研究, 构造了若
干非常精确的密度泛函的形式, 在后面的章节中会做一些介绍, 并利用这里的密度泛函
理论的原理解决一些比较具体的问题.

证明极值定律

为了证明极值定理，我们需要如下不等式(3.2.10)

lnx ď x´ 1

由此可得

TrP 1 lnP ´ TrP 1 lnP 1 = TrP 1 ln P

P 1
ď TrP 1

(
P

P 1
´ 1

)
= 0

即

TrP 1 lnP 1 ě TrP 1 lnP
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基本测度密度泛函 于是

TrP 1H+kT TrP 1 lnP 1 ě TrP 1H+kT TrP 1 lnP = TrP 1H´TrP 1H´kT TrP 1 lnTr e´βH = F

F = ´kT lnTr e´βH = TrPH + kT TrP lnP

最后得到

TrP 1H + kT TrP 1 lnP 1 ě TrPH + kT TrP lnP

5.8 非均匀液体

硬球系统的比较成功的密度泛函理论是所谓基本测度密度泛函, 这个理论的最简单
形式是 Rosenfeld 在 1989 年建立的 [?]. 这里仅仅给出这个最简单形式, 其建立和推导
过程可参看相关文献 [?, ?]. 这个理论是针对多组元硬球胶体建立的, 这里, 为简洁起见,
仅仅给出其单组元的形式. 在这个理论中, 过量自由能泛函写成加权平均密度的泛函形
式

fex

kT
= Φ1 +Φ2 +Φ3 (5.8.1)

其中

Φ1 = ´ n0 ln (1 ´ n3)

Φ2 =
n1n2 ´ nV 1 ¨ nV 2

1 ´ n3

Φ3 =
n3
2 ´ 3n2 (nV 2 ¨ nV 2)

24π (1 ´ n3)
2

(5.8.2)

上式中用到了四个标量加权密度平均和二个矢量加权密度平均, 分别为

nα =

ż

w(α)(r ´ r1)n(r1) dr1 , α = 0, 1, 2, 3

nV β =

ż

w(β)(r ´ r1)n(r1) dr1 , β = 1, 2

(5.8.3)
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权重函数与硬球的基本测度 (体, 面) 相联系, 分别为

w(3)(r) =θ(R ´ r)

w(2)(r) =δ(R ´ r)

w(1)(r) =
w(2)(r)

4πR

w(0)(r) =
w(2)(r)

4πR2

w(2)(r) =
r

r
δ(R ´ r)

w(1)(r) =
w(2)(r)

4πR

(5.8.4)

对于均匀系统, 这个密度泛函能够给出 PY 的压缩率物态方程. 对于非均匀情形, 通过
数值计算泛函极值, 能够计算密度分布及其他物理量, 例如通过求得接触密度而获得排
空势等. 对于各种约束的硬球系统, 这个泛函都能给出与数值模拟符合的相当好的结果.
实际计算时, 把系统划分成小的网格, 每个格点上的密度值为一个变量, 然后计算一

个多变量函数的极小值. 对于一般的三维问题, 为达到合适的精度, 网格的数目非常大
从而计算量也非常大. 对于具有对称性的问题, 则可以约化为二维或一维, 能够在目前
的计算能力下很快得到结果.
前已指出, CS 物态方程与数值模拟的结果符合很好, 而 PY 的压缩率方程在体积分

数较大时有明显偏差. 如果能够建立一个密度泛函, 在均匀情形给出 CS 物态方程, 则可
以期望这样的泛函应该更为精确, 这或许是一个值得探索的问题.

5.9 习题

1. 利用迈耶图展开, 系统的巨配分函数可以看做所有迈耶图的生成函数,

Ξ =
8
ÿ

N=0

yN

N !
ZN

其中 ZN = t 所有 N 点迈耶图的贡献u. 通过直接计算, 对于 y 的低阶项, 验证如
下结果：所有相连迈耶图的生成函数是 lnΞ, 即

lnΞ =
8
ÿ

l=1

yl

l!
WN

其中 WN = t所有 N 点相连迈耶图的贡献u.

2. 若粒子之间的相互作用是硬球势

u(r) =

#

8 r ď a

0 r ą a
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定义 Mayer 函数
f(r) = e´βu(r) ´ 1

试计算
ż

d3rf(r)

和
ż

d3r1d3r2f(|r1 ´ r2|)f(r1)f(r2)

3. 试写出以 z = e
µ

kBT 为参数的巨配分函数的展开式, 由

P =
1

V
lnΞ =

ÿ

l

blz
l

这里的 bl 与讲义上定义的 bl 相差一个 λ3l 因子. 证明密度可以写成

ρ =
N

V
=

1

V

B lnΞ
B ln y =

1

V

B lnΞ
B ln z =

ÿ

l

lblz
l

这样, 就有了确定物态方程的两个方程.

而李杨定理中的变量由 y 换为 z 时, 所有的讨论和结论都不变.

4. 考虑一个粒子系统，其中粒子之间的相互作用力由一个自由度为 γ 的广义齐次函

数势能产生，即

U(λr1, λr2, . . . , λrN) = λγU(r1, r2, . . . , rN)

证明系统的状态方程具有以下形式

PT´1+3/γ = f

(
V

N
T´3/γ

)
一旦 U 给定，就可以（至少在原则上）计算出 f(x).

5. 由 N 个粒子构成的气体, 粒子之间的相互作用是如下形式

v(rij) = ar´ν
ij

其中 |ri ´ rj|, a 是一个正常量, ν 是一个正数. 给定体积 V 和 T , 试证明

(1). 正则配分函数 Q(T, V,N) 是一个广义齐次函数, 即

Q(αT, α´3/νV,N) = α3N(1/2´1/ν)Q(T, V,N)

这里 α 是一个任一参数.
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(2). 自由能 F (T, V,N) 满足

T

(
BF

BT

)
V

´
3

ν
V

(
BF

BV

)
T

= F ´ 3

(
1

2
´

1

ν

)
NkT

(3). 内能 E 可以写成 E = yP + xNkT , 这里 y 和 x 是 ν 的函数, 请确定这两个
函数.

(4). 若 ν ą 3, 计算第二位力系数.

6. (选作) 考虑一维气体, N 个粒子处于长为 L 的线上, 粒子之间的相互作用为

uij =

#

8 |xij| ď d

0 |xij| ą d

证明该气体的精确物态方程是

P

kT
=

ρ

1 ´ ρd

求出这个气体的物态方程的位力展开到 ρ = N
L
的三次方, 并与精确结果比较.

7. (选作) 考虑二维气体, N 个粒子处于一面积为 S 的平面上, 粒子之间的相互作用
为

uij =

#

8 |rij| ď d

0 |rij| ą d

rij 是粒子 i 和 j 之间的距离. 求出这个气体的物态方程的位力展开到 ρ = N
S
的

三次方.
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第六章 数值方法

6.1 随机变量及其分布

在这一节中, 将介绍随机变量及几个相关的问题. 定义在样本空间上的函数就称为
随机变量. 举几个典型例子: 打桥牌时手中爱司的个数是随机变量; n 个人中生日相同
的人数是随机变量; 投掷硬币, 若给正面对应于 1, 反面对应于 0, 这是只取两个值的随
机变量. 在每一种情形都有惟一的一个规则使每一个样本点与一个数 ξ 联系起来. 在物
理系统中扩散时质点的位置、能量、温度等等都是随机变量, 它们是定义在非离散的样
本空间中. 即随机变量 (以下用 ξ 表示) 可分为两类, 一类是离散型随机变量, 它可以取
一系列分立值 x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn, ¨ ¨ ¨; 另一类是连续型随机变量, 可以连续取值.

在离散的样本空间的情况下, 可以把任一随机变量 ξ 列表表示, 即用某种次序把样
本空间中的所有的点及对应的 ξ 的值也都列出来.

随机变量这一术语有些模糊, 而称之为随机函数则更合适一些（其自变量为样本空
间中的点, 亦即一次实验的结果).

我们可以把随机变量想像为样本空间中的点的一种标记. 这种过程在骰子的例子中
是很熟悉的, 在骰子上每一面都用数目来标明, 而且我们把数目说成是单独试验的可能
结果. 在传统的数学术语里, 我们说随机变量是由原始样本空间到新空间上的映象, 这
个新空间的点是 x1, x2, ¨ ¨ ¨ .

对于离散型随机变量, 它取一系列分立值 x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn, ¨ ¨ ¨, 其对应的取某一值的
概率为 p1, p2, ¨ ¨ ¨ , pn, ¨ ¨ ¨. pi称为 ξ的概率分布; 对于连续型随机变量, ξ连续取值, 设
ξ在区间 [x, x+ δx) 内取值的概率为 p(x ď ξ ă x+ δx), 令

f(x) = lim
δxÑ0

p(x ď ξ ă x+ δx)

δx

则 f(x)称为 ξ的概率分布密度, 而 ξ处于区间 [a, b]内的概率由下式给出

p(a ď ξ ă b) =

ż b

a

f(x) dx

281
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概率应归一化, 即
8
ÿ

i=1

pi = 1 对离散型随机变量

ż 8

´8

f(x) dx = 1 对连续型随机变量

定义分布函数

F (x) = p(ξ ď x) =

ż x

´8

f(x) dx

代表 ξ处于 [´8, x]的概率. 显然,
f(x) =

dF
dx

随机变量的数学期望定义为

E(ξ) =
ÿ

i

xipi 对离散型随机变量

E(ξ) =

ż 8

´8

xf(x) dx 对连续型随机变量

方差定义为

D(ξ) =
ÿ

i

(xi ´ E(ξ))2pi 对离散型随机变量

D(ξ) =

ż 8

´8

(x´ E(ξ))2f(x) dx 对连续型随机变量

下面介绍两个重要定理:
大数定理: 设 ξ1, ξ2, ¨ ¨ ¨ , ξN , ¨ ¨ ¨为一随机变量序列, 相互独立, 具有同样分布, 且

E(ξi) = a 存在, 则对任意小量 ϵ ą 0, 有

lim
NÑ8

p

(ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

N

N
ÿ

i=1

ξi ´ a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ϵ

)
= 1

这一定理指出, 不论随机变量的分布如何, 只要 N足够大, 则独立同分布的随机变量序
列的算术平均与数学期望值可无限接近, 也就是说, 独立同分布随机变量序列的算术平
均以概率收敛于其数学期望值.
中心极限定理: 设 ξ1, ξ2, ¨ ¨ ¨ , ξN , ¨ ¨ ¨为一随机变量序列, 相互独立, 具有同样分布,

且 E(ξi) = a,D(ξi) = σ2 存在, 则当 N Ñ 8时,

p

(
1

N

N
ÿ

i=1

ξi ´ a ă
Xασ
?
N

)
Ñ

1
?
2π

ż Xα

´8

e´x2/2 dx
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α 0.5 0.05 0.02 0.01 0.001 0.0001 0.00001
1 ´ α 0.5 0.95 0.98 0.99 0.999 0.9999 0.99999
Xα 0.6745 1.9600 2.3263 2.5758 3.2905 3.8906 4.4172

表 6.1:

Xα 1 2 3 4 5 6
1 ´ α 0.68 0.95 0.997 0.99994 0.9999994 0.999999998
α 0.32 0.05 0.003 0.00006 0.6 ˆ 10´6 0.2 ˆ 10´8

表 6.2:

推论:

p

(ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

N

N
ÿ

i=1

ξi ´ a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
Xασ
?
N

)
Ñ

2
?
2π

ż Xα

0

e´x2/2 dx

令

2
?
2π

ż Xα

0

e´x2/2 dx = 1 ´ α

则当 N很大时,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

N

N
ÿ

i=1

ξi ´ a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
Xασ
?
N

(6.1.1)

成立的概率为 1 ´ α. 1 ´ α称为可信水平. α, 1 ´ α和 Xα的数值关系见表6.1, 6.2
由表可见, 当 Xα = 2.5758时, 式 (6.1.1) 成立的概率已经为 99%, 也就是说, 该式的

可靠性已相当高.

例题 6.1. 在 (0, 1)上均匀分布的随机数的期望值和方差.

解：

E(ξ) =

ż 1

0

xdx =
1

2

D(ξ) =

ż 1

0

(
x´

1

2

)2

dx =
1

12
, 即 σ =

1
?
12
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如果定义

r =
1

n

n
ÿ

i=1

ξi ´
1

2

其中, ξi是 (0, 1)上均匀分布的随机数, 当 n足够大时, r
?
n

σ
在区间 [x, x + dx) 的概率为

1?
2π
e´x2/2dx, 即 r

?
n

σ
满足高斯分布. 这个结论可以用来生成满足高斯分布的赝随机数.

6.2 赝随机数的产生

在数值模拟中, 总是要用到随机数, 因此, 首先讨论如何产生随机数. 产生随机数的
方法一般有两种, 一种是物理的方法, 一种是数学的方法. 这里只讨论产生随机数的数
学方法. 用数学的方法, 在计算机上产生随机数, 这似乎是不可能的. 这是因为一个程序
在运行中算得的结果完全是确定的, 不具有任何随机性. 但另一方面, 确实可以用确定
的程序, 产生出可以重复的, 满足随机数的各个检验要求的数列. 为了与真实的随机数
区别, 通常把数学方法产生的随机数称为赝随机数. 由于赝随机数序列是用确定的方法
产生的, 因此它有一定的周期, 即这一序列在它的第 N个数开始重复. 从实用的角度讲,
周期要尽可能长, 这样, 在一次数值模拟中所用的随机数的个数小于其周期, 否则, 如果
在一次计算中所用的随机数的数目超过了它的周期, 则可能产生虚假的结果.

最常用, 最基本的产生赝随机数的方法是同余法, 即下面的递推关系:

Ij+1 = aIj + c(mod m) (6.2.1)

这里, a, c, m 是三个整数, 由上述关系可推出一个序列 I1, I2, I3, ¨ ¨ ¨, 对于适当选定的
a, c, m, 这一序列可以作为赝随机数使用且具有足够长的周期. 关于系数的一个特别的
选择是

a = 16807, c = 0

对于大型的计算项目, 需要质量较好且与机器无关的随机数发生器. 一种常用的随
机数发生器是 Fibonacci 发生器, 其新的随机数由前面的两个已经得到的随机数通过加,
减或乘得到, 一种简单的实现是:

xk+1 = xk´17 ´ xk´5

当 x ă 0时, x Ð x + 1. 这一实现称为 17 位 Fibonacci 发生器, 可以通过下面的
FORTRAN 程序段来实现, 使 I 和 J 分别初始化为 17 和 5, 并生成 17 个随机数存在数
组 U 中

UNI=U(I)-U(J)
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IF(UNI.LT.0.0) UNI=UNI+1.0

U(I)=UNI

I=I-1

J=J-1

IF(I.EQ.0) I=17

IF(J.EQ.0) J=17

这一随机数发生器的周期可以达到 1012, 基本能满足大部分实际计算的需要. 目前广泛
使用的一个赝随机数发生器是 Shift-Register 发生器, 其程序实现称为 R250, 这似乎是
一个质量更高的发生器. R250 假定已经有了 250 个随机整数, 然后, 第 251 个为

x251 = x1 ‘ x148

或一般的

xk = xk´250 ‘ xk´103

这是一类随机数发生器中的一个, 这类发生器均可写为

xk = xk´p ‘ xk´q

这里 ‘表示对整数按照二进制位做 XOR 运算.
其它的 (p, q)组合有

(98, 27) (1279,216) (1279,418) (9689, 84)
(9689,471) (9689, 1836) (9689, 2444) (9689, 4187)
与二维 Ising 模型的精确结果比较发现 R250 随机数可能有一定的关联, 从而导致

计算结果略有失真. 通过结合两个同余法, 可以得到很好的赝随机数发生器, 在 Press 等
人的 Numerical Recipes 中 [?], 给出了一个具体的实现, 其程序名为 ran2, 这似乎是比
R250 更好的一个随机数发生器.[?]
对于其它分布的赝随机数, 只要对上面程序产生的序列做变换就可得到. 这里做一

个简短的介绍.
对于一个给定的概率密度分布 P (y), 我们希望由 (0, 1)上均匀分布的随机数 x获得

满足分布 P (y) 的随机数. 即需要找到一个 x的函数 f (x), 对于一系列在 [0, 1] 按照均

匀分布的 x, 由 y = f (x) 得到按照 P (y)分布的 y. 注意到 x的概率密度分布为

P (x) =

$

&

%

1 (0 ă x ă 1)

0 otherwise

则
ż y

´8

P (y1) dy1 ” F (y) =

ż x

0

P (x)dx = x,
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高斯分布 则显然

y = F´1 (x) .

下面是一个例子：

例题 6.2. 求均匀分布到指数分布的变换.

P (y) =

#

0, y ă 0

λe´λy, y ą 0
.

解：

F (y) =

ż y

´8

P (y1) dy1 =

#

0, y ă 0

1 ´ e´λy, y ą 0
,

则

y = f (x) ” F´1 (x) = ´
1

λ
ln (1 ´ x) .

不幸的是, 对于绝大多数分布, 上面的积分无法解析积出, 因此变换无法完成, 需要
寻找其它方法.
高斯分布的随机数是模拟计算中经常用到的, 可以用两种办法实现.
常用的从高斯分布中取样的方法之一是下述技巧, 考虑分布

P (x, y) =
1

2π
e´ x2

2 e´
y2

2

=
1

2π
e´

(x2+y2)
2

(6.2.2)

则

P (x, y) dx dy = P (r) dr dϕ
2π

(6.2.3)

这里 r2 = x2 + y2 及

P (r) = re´ r2

2 (6.2.4)

于是 x 和 y 的分布可以从 r 和 ϕ的分布得到, r的分布是(6.2.3)的 P (r), ϕ的分布是
[0, 2π]内均匀分布. 由于

ż r

0

P (r) dr =
ż r

0

re´ r2

2 dr

=1 ´ e´ r2

2
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中心极限定理如果在区间 [0, 1]内抽取 ξ, 则

r =
a

´2 ln (1 ´ ξ) (6.2.5)

满足分布 P (r), 通过在区间 [0, 2π]均匀抽取 ϕ, 可以得到两个满足高斯分布的随机变量
x = r cosϕ, y = r sinϕ.
另一个比较常用的抽取满足高斯分布的随机数的方法如下, 考虑高斯分布

1
?
2π

e´ x2

2 (6.2.6)

根据中心极限定理, 如果抽取在区间 [0, 1]均匀分布的随机数 ri, 定义变量 ξ如下

ξ =

1
n

n
ř

i=1

ri ´ 1
2

b

1
12n

(6.2.7)

当 n Ñ 8时, ξ 满足高斯分布
1

?
2π

e´
ξ2

2

而 ξ1 = ξA 的分布为
1

?
2πA

e´
ξ12
2A2

如果选 n = 12, 则得到

ξ =
12
ÿ

i=1

ri ´ 6. (6.2.8)

n = 12已经足够大, 也就是说, 可以通过 12 个均匀分布的随机数得到一个满足高斯分布
的随机数.

6.3 用 Monte Carlo 方法计算积分

高维积分的工作量之大, 是通常积分方法无法完成的, 这是因为计算量对积分重数
的依赖是指数关系, 即为 aN , 这里 a 是一个数, 大体为计算一重积分的计算量, N为积
分重数. 如果要求的精度不是很高, 则 Monte Carlo 方法计算高维积分可以大大减小计
算量. 如果把被积函数 u看作随机变量的函数, 积分变量看作随机变量, 在积分区域内均
匀分布, 则积分值就是随机变量函数的期待值乘以积分区域的体积. 由中心极限定理可
知, 如果在一个多维体积 V 中均匀随机地选 N 个点, x1,x2,x3, ¨ ¨ ¨ ,xN , 则

ż

V

udV « V xuy ˘ V

c

xu2y ´ xuy2

N
(6.3.1)
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这里 x¨ ¨ ¨ y表示取算术平均,

xuy ”
1

N

N
ÿ

i=1

u(xi), xu2y ”
1

N

N
ÿ

i=1

u2(xi)

在方程 (6.3.1) 中, 右边第一项是积分的近似值, 而第二项为误差估计 (取 Xα = 1并

以 xuy 代替数学期望值, 这个误差估计的可靠程度大致为 68%). 注意到误差项反比于
?
N , 正比于被积函数的方差. 因此, 为了达到较高的精度, 一种方法就是增大 N , 但
显然, 为了增加一位有效数字, 就要增加 100 倍的计算量, 下面是一个例子, 用 Monte
Carlo 方法计算积分

ż 1

0

dx1 ¨ ¨ ¨

ż 1

0

dx10
10
ÿ

i=1

x2i

这个积分可以解析积出来, 其结果为 10/3 « 3.333333 ¨ ¨ ¨. 下表是用 Monte Carlo 方法
计算的结果, 可以清楚地看到其缓慢收敛的过程.

N \eav{u} \eqv{u}-10/3 sqrt((\eav{u^2}-\eqv{u}^2)/N)

200 3.26346 0.698731E-01 0.659725E-01

2000 3.33163 0.170660E-02 0.209839E-01

20000 3.33331 0.267029E-04 0.667506E-02

200000 3.33352 -0.184298E-03 0.210897E-02

另一种提高精度的方法是减小方差, 为此, 考虑不在积分域内均匀取点, 而是按照某一分
布取点, 用 g(x)记这一分布, 则方程 (6.3.1) 成为

1

V

ż

V

udV « xu/gy ˘

c

x(u/g)2y ´ xu/gy2

N
(6.3.2)

其中 x¨ ¨ ¨ y为对于按照分布 g(x)取样的点所做的平均. 如果选择

g =
u

xu/gy
(6.3.3)

则方程中的误差项为零! 但仔细观察上式就会发现, 这实际上是做不到的, 因为上式中
包含有待求的项 xu/gy, 而在 g未给出之前 xu/gy根本无法计算. 但另一方面, g(x)与被
积函数成比例, 如果选择一个形状非常接近于被积函数的分布, 就可能减小方差.
不过, 还有一个更本质的困难, 一般我们给出的是均匀分布的随机数, 因此实现均匀

抽样完全是直接了当的, 但当要实现一个指定分布的抽样时, 就面临把均匀分布的随机
数变为所需分布的问题, 具体地说, 就是要找一变换

y = y(x)

使得对于均匀分布的 x有以 g分布的 y, 这种变换的寻找也许比原积分的计算更难, (至
少对绝大多数问题是如此!). 因此, 这一想法似乎是无用的. 不过, (6.3.3) 毕竟给我们一



6.3 用 MONTE CARLO 方法计算积分 289

些提示, 由于 g 正比于 f , 这就提示我们在被积函数值较大的地方多选取样点. 因此可
以构造一些简单 (变换容易) 而又满足上述要求的分布进行取样. 关于这一方面的内容,
需进一步了解者可参看 (裴鹿成, 张孝泽著, 蒙特卡罗方法及其在粒子输运问题中的应
用).

下一章将介绍另外一种基于这样一种观察的方法来模拟统计物理问题.

再来看一个例子, 考虑积分

I =

ż 10

0

dxx68 exp(´25x)

这个积分的精确值是

Iexact = 0.86416626117 . . .

用简单抽样法计算, 结果如下

N I |I´Iexact|

Iexact

?
N |I´Iexact|

Iexact
∆I
I

?
N∆I
I

102 1.0757 0.245 2.44 0.235 2.35

103 0.83834 0.299 ˆ 10´1 0.945 0.874 ˆ 10´1 2.76

104 0.84711 0.197 ˆ 10´1 1.97 0.277 ˆ 10´1 2.77

105 0.86775 0.414 ˆ 10´2 1.31 0.867 ˆ 10´2 2.74

106 0.86343 0.850 ˆ 10´3 0.850 0.274 ˆ 10´2 2.75

107 0.86423 0.686 ˆ 10´4 0.217 0.868 ˆ 10´3 2.75

108 0.86380 0.420 ˆ 10´3 4.20 0.275 ˆ 10´3 2.75

109 0.86426 0.111 ˆ 10´3 3.50 0.868 ˆ 10´4 2.75

1010 0.86420 0.383 ˆ 10´4 3.83 0.275 ˆ 10´4 2.75

其中, ∆I
I
是相对误差的估计, 一种估算方法是直接把被积函数的抽样值作为随机变

量, 由此得到:

∆I

I
=

d

xu2y ´ xuy2

Nxuy2

另一种方法是把总的步数分为若干段, 在每一段计算 I, 并把其看做为随机变量, 然后求
误差. 取大约 10 – 100段, 所得结果与第一种方法的结果大致相同. 这里的结果来自第
一种方法. 从最后一列可以看出, 误差估值反比于

?
N , 其比例系数与方差相联系.

为了减少方差, 我们尝试用一个与被积函数比较接近的分布来取样, 取此分布为

g(x) = 0.8920620583 exp
(
´2.5(x´ 2.8)2

)
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H

u(x) 分布 g(x)

然后, 利用这个分布取样, 并计算

x68 exp(´25x)

0.8920620583 exp(´2.5(x´ 2.8)2)

的平均值和误差, 计算结果如下. 注意到最后一列比简单抽样小差不多一个数量级.

N I |I´Iexact|

Iexact

?
N |I´Iexact|

Iexact
∆I
I

?
N∆I
I

102 0.86741 0.376 ˆ 10´2 0.038 0.346 ˆ 10´1 0.300

103 0.86192 0.260 ˆ 10´2 0.082 0.117 ˆ 10´1 0.320

104 0.86409 0.907 ˆ 10´4 0.009 0.365 ˆ 10´2 0.315

105 0.86395 0.247 ˆ 10´3 0.078 0.116 ˆ 10´2 0.318

106 0.86460 0.505 ˆ 10´3 0.505 0.367 ˆ 10´3 0.317

107 0.86422 0.617 ˆ 10´4 0.195 0.116 ˆ 10´3 0.317

108 0.86417 0.154 ˆ 10´5 0.015 0.367 ˆ 10´4 0.317

109 0.86418 0.170 ˆ 10´4 0.538 0.116 ˆ 10´4 0.317

1010 0.86416 0.315 ˆ 10´5 0.315 0.367 ˆ 10´5 0.317

为了实现对于 g(x)的抽样, 我们利用如下 Metropolis 算法, 关于这一算法的解释将
在下面给出. 算法如下：

1. 任取 x0 P [0, 10].

2. 设已经得到 xi, 选 y = xi + δ (ξ´ 0.5). 其中 ξ是 (0, 1)之间均匀分布的随机数, δ为
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一可调参数.

3. 如果 y ă 0或 y ą 10, 则令 xi+1 = xi. 否则, 计算 g(y), 产生随机数 ξ = ran(), 如
果 g(y)/g(xi) ě ξ, 则 xi+1 = y, 否则 xi+1 = xi.

这样得到的序列 x0, x1, . . ., xN 满足分布 g(x). 建议写一个实现上述算法的小程序, 产
生一个序列, 做出其分布的直方图并检验上述论断.

6.4 扩散限制粘结的计算机模拟

扩散限制粘结 (Diffusion limited aggregation), 简称 DLA, 是近三十年来引起广泛
兴趣, 得到大量研究的物理过程. 其开端是由 Witten 和 Sander 为了充分使用一台当时
最新的绘图仪而引发, 且一发而不可收拾 [?]. 全面介绍这样一个重要的领域大大超出了
本讲义的范围, 这一节介绍一种用计算机生成 DLA 集团的方法, 同学门可由此体会一
点 DLA 的初步知识.
考虑一个正方格子, 先在格子的中心放一个粒子, 作为 DLA 的种子. 从格子的边

缘随机选定一个出发点, 并使一粒子从该点出发, 在格子上做无规行走, 当此粒子到达作
为种子的近邻时, 则使其停下, 并随机在格子边缘选一出发点, 继续这一过程; 如果粒子
在无规行走中到达边界, 则放弃这一粒子. 重复这一过程多次直到生成一个较大的集团,
如果把这个集团显示到计算机显示器上或打印出来, 就会看到这一图案与很多自然现象
有相似之处, 如雪花, 闪电的图样, 山上岩石的裂纹等.

DLA 图样是随机分形的典型例子, 为了计算其分形维数, 可以考虑以种子所在的点
为圆心, 不断改变半径并数出圆内所具有的粒子数 M , 则应有

M „ Rdf ,

作出 lnM与 lnR 的图, 就可得到分形维数.
计算机实习题: 编写生成 DLA 的程序并生成 DLA 集团, 分析其分形维数.

6.5 高分子的模拟和无规行走

无规行走可以作为高分子链的简单模型, 为了简单直观起见, 这一节只考虑二维空
间的无规行走, 推广到三维是直接了当的.

简单无规行走 (RW)
考虑一个二维的正方格子（其它格子亦可）,从格子上的一个格点出发,随机地在四

个可能的方向上选择一个方向, 前进一步. 然后以新的位置为出发点, 重复前进, 走 N步

后, 其所走的轨迹构成一个一维链. 这个链可以看作最简单的高分子链的模型. 因为每
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一步有 z = 4种等价的选择, 而相邻的步是独立的, 因此, 无规行走的配分函数（总的状
态数）可以方便写出

Q = zN

这里, z是格点的最近邻格点数, 对于正方格子, z = 4. 用 ri表示第 i步的位移, N步后的
位移是

R =
N
ÿ

i=1

ri

R = |R|是起点与终点之间的距离, 称为末端距. 显然

xRy = 0

而末端距的平方的平均为

xR2y =
N
ÿ

i,j=1

xri ¨ rjy =
N
ÿ

i=1

xr2i y = Na2

这里 a是晶格常数. 随后将会看到, 这个严格的结果在模拟计算中非常有用.

不回头无规行走 (NRRW)

与简单无规行走类似, 除了每一步不容许立即回头, 即只能在 z ´ 1个可能的方向中

选择. 对于 N步行走, 其配分函数为

Q = (z ´ 1)N
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而末端距平方的平均值在 N ě 2时是 À

xR2y =
z

z ´ 2
Na2 ´

2

(z ´ 2)2
(z ´ 1)N ´ 1

(z ´ 1)N´1
a2

当 N Ñ 8时是

xR2y =
z

z ´ 2
Na2

自回避无规行走 (SAW)
如果考虑到高分子链具有体积效应, 即每个格点最多只能访问一次, 那么, 在无规行

走中, 如果遇到已经访问过的点, 就必须回避. 一种实际的计算方法是, 产生 NRRW 链,
一旦选择的新格点被占据, 就停止. 显然, 这样一种方法很难得到 N比较大的链, 事实
上, 在长度为 N的 NRRW 链中, 自回避链所占的比例由其配分函数的比值给出

wN =
QSAW

QNRRW

这也是计算 SAW 配分函数的一个方法. 事实上, SAW 的配分函数无法解析得到, 在
N Ñ 8时, 可以得到其渐进形式为

QSAW = Nγ´1zNeff

其中, γ是一个临界指数, zeff ă z ´ 1为有效近邻数, 通常不是一个整数. 这个数一般只
能通过数值模拟求得, 目前已知的结果是：三维空间 γ « 7

6
, 二维空间 γ « 4

3
. 利用这个

À 可以验证, 对于立方类格子（正方, 立方, 超立方）, 小的 k, xri´k ¨ riy = 1

(z´1)k
, 可以证明这个结果一般成立, 即

可得此结果. 一般性证明如下：

R =
N
ÿ

i=1

ri

@

R
2
D

=
N
ÿ

i=1

N
ÿ

j=1

xri ¨ rjy =
N
ÿ

i=1

a
2
+ 2

N
ÿ

j=2

j´1
ÿ

i=1

xri ¨ rjy

第一项为 Na2, 现在考察第二项, 设 j = i + k, 记 Rθ为转动 θ角的操作, 从一点出发能够到达的所有格点与出发点构
成的矢量, 可以通过其中的任意一个矢量通过 Rθ的操作得到, 而这些操作的和作用于任意一个格点矢量的结果为 0. 当
k = 1时, 在所有可能的 ri+1中, 必有一个是 ´ri, 由此出发, 经由除去恒等操作外的所有操作, 可以得到所有可能得
NRRW 中的一步, 这些操作的和作用于 ´ri的结果是 ri, 总的操作数是 z ´ 1个, 所以平均结果为 1

z´1
ri. 这意味着, 对

于从 ri出发的 NRRW 的一步, 其平均效果等价于 1
z´1

ri. 相继利用同样的论证, 得到 k步 NRRW 的平均效果等价于

1

(z´1)k
ri, 从而 xri ¨ rjy = 1

(z´1)k
a2. 于是

2
N
ÿ

j=2

j´1
ÿ

i=1

xri ¨ rjy =2
N
ÿ

j=2

j´1
ÿ

i=1

1

(z ´ 1)j´i
a
2
= 2

N
ÿ

j=2

j´1
ÿ

i=1

1

(z ´ 1)i
a
2

=2
N
ÿ

j=2

1 ´ 1

(z´1)j´1

z ´ 2
a
2
=

2

z ´ 2

(
N ´ 1 ´

1 ´ 1

(z´1)N´1

z ´ 2

)
a
2

=
2

z ´ 2
Na

2
´

2

(z ´ 2)2
(z ´ 1)N ´ 1

(z ´ 1)N´1
a
2
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结果, 可以得到

wN = Nγ´1

(
zeff

z ´ 1

)N

= exp
(

´N ln z ´ 1

zeff
+ (γ ´ 1) lnN

)
从上式可以看出, 随着 N增加, SAW 链出现的概率指数衰减, 因此, 当 N较大, 例如达
到 100 时, 从 NRRW 中挑出一个 SAW 是非常难的. 所以, 直接生成的方法通常限于
N ă 100的 SAW 链的研究.
除了自回避外, 如果在最近邻的占据格点上加上一点吸引相互作用, 则会得到非常

有趣的结果. 此时, SAW 链存在一个相变, 其来源是自回避排斥作用, 熵和吸引相互作
用的竞争. 存在一个临界温度 Tc, 当 T ą Tc时, SAW 的末端距平方的平均值在大 N极

限下为

xR2y „ N2ν , ν « 0.59

这里 ν是另外一个临界指数. 当 T ă Tc时,

xR2y „ N2/3

而当 T = Tc时

xR2y „ N

6.6 逾渗简介

逾渗问题本身不是一个物理问题, 但这一问题的研究包含了现代物理的很多重要概
念, 如相变, 临界指数, 重整化群等. 由于逾渗问题比实际统计物理问题简单很多, 因此
成为介绍这些重要物理概念的一个合适的入门模型. 逾渗的很多概念和模型在无序固体
及软物质的研究中也有重要应用. 这一节简单介绍点逾渗模型及一些概念, 下一节给出
一种计算机分析逾渗的方法.
为简单起见, 考虑二维问题, 把平面划分为正方格子, 如图6.6.1所示. 每一个小的方

格可以处于 “占据” 和 “空” 两种状态, 在图中以灰和白表示. 设每一个格点被占据的概
率为 p, 这一概率与格点的周围环境无关. 这样一种模型称为点逾渗模型. 对于给定的
占据概率 p, 每一占据格点或者是孤立的, 或者与最近邻占据格点形成集团. 定义若二格
点为最近邻且均被占据, 则此二格点直接相连, 若二格点之间可以找到一个通路, 沿通路
最近邻格点相连, 则此二格点间接相连. 集团定义为这样一组占据格点, 其中的任何二
个都直接或间接相连. 集团的大小是逾渗问题中的一个关键量. 设想若每个占据格点为
导体而空格点为绝缘体, 则如果存在一个大集团从格子的一边延伸到另一边, 则逾渗样
品将导通, 否则为绝缘体.
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图 6.6.1:

可以很容易用计算机生成逾渗集团, 对于每一个格点, 产生一个在区间 [0, 1]上均匀

分布的随机数 r, 若 p ą r, 则此格点标记为占据, 否则为空. 如果占据概率 p很小, 期
望只有一些孤立的小集团, 如图??所示, 如果占据概率 p „ 1, 我们期望大多数占据格点
形成一个跨越边界的大集团, 称此集团为跨越集团. 对于中等大小的 p, 如 p处于 0.4—
0.7之间, 会发生什么情况? 下面将看到, 对于一个无穷大的格点, 存在一个确定的临界
概率 pc, 当 p ą pc时, 存在一个无穷大的跨越集团; 当 p ă pc时, 所有集团都是有限的,
不存在跨越集团.

逾渗的本征量是其连通性, 随着格点占据概率的连续变化, 连通性在一个特定值
pc发生突变. 这种由无跨越集团到有跨越集团的变化是一种相变, 现在一般称为几何相
变.

逾渗并不仅仅是一个有趣的模型, 实际上有很多与之相关的物理问题. 一个有实际
意义的问题是随机复合介质问题, 如果把金属球和橡胶球均匀的随机放入一个容器中,
如果金属球没有形成通路, 则样品整体表现出绝缘性, 而当金属球形成通路时, 则样品在
整体上表现为导体. 用金属球在容器中所占的体积与容器的体积之比, 体积分数 ϕ来表

示金属球的多少, 当 ϕ很小时, 样品的电导为 0, 在一个临界体积分数 ϕc, 电导变为非零
并随 ϕ的增加而急剧增加. 这是一个金属绝缘体转变的典型例子. 其他的应用还有如磁
性物质的非磁性掺杂, 森林火灾的扩展, 流行病的扩展等等.

为了定量研究逾渗问题, 定义下面一些量. 集团尺寸 s, 定义为集团内的格点数; 平
均集团尺寸分布 ns(p), 定义为尺寸为 s的集团的数目 (当 p ą pc时, 排除跨越集团); 显
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然, sns为尺寸为 s的集团所占据的格点的总数, 而

ws =
sns

ř

s sns

为随机抽取一个占据格点时, 该格点处于某一尺寸为 s的集团的概率, 平均集团尺寸则
由下式给出

S =
ÿ

s

sws =

ř

s s
2ns

ř

s sns

.

另一个描述逾渗问题的重要量是跨越集团概率 P8, 定义为跨越集团内包含的格点
总数与占据格点总数之比. 对于一个无穷大的格点, 当 p ă pc时, P8 = 0 而当 p = 1时,
P8 = 1, 在 p = pc, P8由零变为非零且随 p增加而增加.

我们已经学过热力学相变和临界现象, 一个比较简单但具有代表性的例子是铁磁
系统的临界现象, 当温度 T小于临界温度 Tc时, 系统为铁磁体, 具有自发磁化, 而当
T ą Tc时, 系统为顺磁体. 系统的相变由参数温度引起, 在临界温度附近, 系统具有长
程关联, 关联长度在临界点发散, 其宏观表现为一系列热力学量在临界点的非解析性质.
逾渗相变与热力学临界现象有很多相似之处, 下面给出一些定义和分析, 这些分析对理
解更为复杂和丰富多采的热力学临界现象可提供帮助.
首先定义一个与逾渗有关的长度, 即平均连接长度 ξ(p), 代表集团的空间尺寸. 这

一长度可以有多种定义方式, 这里考虑一个大小为 s的集团的回转半径 Rs, 定义为

R2
s =

1

s

s
ÿ

i=1

(ri ´ xry)2

其中

xry =
1

s

s
ÿ

i=1

ri

而 ri是第 i个格点的位置矢量. xry是集团的质心. 可以把非跨越集团回转半径的平均值
定义为 ξ, 也可把最大的非跨越集团的回转半径定义为 ξ. 当 p ă pc时, ξ随 p的增加而

增加, 当 p ą pc时, ξ随 p的减小而增加, 在 p = pc处 ξ发散. 当 |p´ pc| ! 1时, 称系统处
于临界区域, ξ的发散行为是非解析的, 满足如下的指数关系

ξ(p) „ |p´ pc|
´ν

ν 被称为关联长度的临界指数. 在临界区域, 我们期望当 p ą pc时, 有

P8 „ (p´ pc)
β

在临界区域, 集团的尺寸发散, 我们期望其行为是

S(p) „ |p´ pc|
´γ
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这样我们定义了三个临界指数, 对于二维问题, 这些临界指数可以解析求出, 其值为
β = 5/36, γ = 43/18, ν = 4/3. 对于三维问题, 只能用各种近似方法来得到, 其结果为
β « 0.4, γ « 1.8, ν « 0.9. 这些指数具有很大的普适性, 与晶格结构以及与关联长度的
不同定义均无关. 除此之外, 它们之间还满足一定的关系, 如

2β + γ = νd

式中 d为空间维数, 这种关系称为标度关系. 有兴趣的同学可参看有关书籍和文献. 相
对于临界指数, 临界点 pc则不是一个普适量, 对于二维正方格点, pc « 0.5927 ¨ ¨ ¨而对于

三角格子 pc = 1/2.

6.7 逾渗的计算机模拟和分析

上一节简单介绍了逾渗的概念, 这一节将讨论用计算机研究逾渗问题的一些方法.
研究逾渗问题大体上分为三步, 第一步是生成逾渗集团, 这是最简单的一步, 已经在上节
介绍过了; 第二步是标定集团, 即找出每个集团所包含的格点, 并对集团编号, 以便进一
步分析, 这是整个分析中最困难的一步; 第三步是根据第二步的结果, 具体计算临界概
率, 临界指数等.
一种直观的标定集团的算法是从一个占据格点出发, 找出与此格点直接和间接相

连的所有格点, 并给这些格点赋予数 1; 然后从剩下的占据格点中选出一个, 找出所有
与这一格点相连的格点并赋予数 2; 重复这一过程直到所有占据过格点全部用完. 请
同学试写出这一算法的程序并对从小到大的格点进行试算, 看会有什么结果? 实际上,
随着格点数目的增加, 计算量将指数增加, 从而使计算实际上成为不可能. 下面介绍一
种由 Hoshen 和 Kopelman 发展的算法 [?]. 这一算法可通过下面的例子来介绍. 考
虑图6.7.1所示的一个逾渗样本, 从左下角开始, 并从左到右, 从下到上进行编号. 因格
点 (1,1) 被占据, 给它赋予集团标号 1, 下一个没有占据, 无需赋值, 下一个占据格点是
(3,1),由于其左边的格点为空,我们给它赋予下一个集团标号 2,格点 (4,1)左边占据,与
其左边的格点同属一个集团, 也赋予 2, 这一行其余格点的分析是直接了当的. 然后到第
二行, 考察格点 (1,2), 由于这一格点被占据, 它的上一行的近邻 (1,1) 的集团标号为 1,
因此对它赋值 1, 并从左到右检查这一行, 如果一个格点为空, 则跳过该格点, 如果格点
被占据,则考察其左边和下边的最近邻,若此 2近邻均空,则给此格点赋予下一个集团标
号, 如果只有一个近邻被占据, 则给此格点赋予其近邻的集团标号, 如格点 (2,2) 赋予 1,
因为只有其左边的近邻被占据且具有标号 1. 如果格点的左和下两个近邻均被占据, 则
意味着原标定为不同标号的两个集团实际上是一个集团, 必需进行合并并重新编号. 如
格点 (6,2), 其左边格点 (5,2) 标号为 4, 而其下边格点 (6,1) 标号为 3, 显然应该对 (6,2)
赋予较小的标号 3 并把 (5,2) 的标号更新为 3, 但是在后面可能还会有进一步的重复和
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合并, 我们把这一更新过程推迟到后面再进行. 为了记录这种合并信息, 引入一个正规
标定数组 n, 数组的每一个元素与一个集团标号相联系, 对独立的集团标号, 数组的对应
元素赋值为该数组的下标, 否则赋值对应将要合并的集团的标号. 对于本例, 在到达格
点 (6,2) 前, 分别有

np(1) = 1, np(2) = 2, np(3) = 3, np(4) = 4.

而到达格点 (6,2), 我们知道标号为 4 的集团实际上与标号为 3 的集团是同一集团, 为了
记住这一信息, 有 np(4) = 3. 这一赋值告诉我们标号 4 是非正规的, 而且与正规标号 3
相连.

1 2 2 3

1 1 4 3 3

5 4 3 3

6 6 5 5 4 3 3

6 5 3 3

7 8 3 3

7 7

1 2 2 3

1 1 3 3 3

3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3

7 3 3 3

7 7

图 6.7.1: 集团的构造算法

这样一个过程仍然有不确定性, 当到达格点 (5,4), 此格点的左边标号为 5, 下边标
号为 4, 我们已经知道标号 4 为非正规标号 (因为 np(4) ‰ 4), 此时并不是按照上面的规
则为 (5,4) 标号 4, 而是标号为较小标号所指的正规标号, 这里为 3(因为 np(4) = 3), 同
时我们知道标号 5 也是非正规的, 其所对应的正规编号为 3, 故应令 np(5) = 3. 当检查
完所有格点后, 可以根据数组 np的值对非正规标号进行更新.

实际计算时, 总是分析有限的格点, 对每一个给定大小的格点和在给定 p后生成的

逾渗样本, 计算得到的 P8一般并不相同, 因此必需对多个样本进行平均. 这样计算得
到的结果与所取样本大小有关, 为了得到无穷大格点的结果, 应对不同大小的格点进行
计算, 然后外推到无穷大样本. 为了计算临界指数, 可在 pc附近对不同的 p计算 P8, 设
P8 „ (p´ pc)

β, 则

lnP8 = β ln(p´ pc) + C

这里 C为一个常数, 通过调节 pc, 使得 lnP8 与 ln(p´ pc) 成为一条直线, 则直线的斜
率就给出 β.



6.8 重要性抽样 299

作为一个计算实习题, 请同学根据前面二节的内容分析二维正方格子上的逾渗问
题, 试通过计算 P8, ξ等量来得到临界概率 pc及临界指数.

6.8 重要性抽样

Monte Carlo 用于统计物理研究的第一个重要抽样方法是由 Metropolis 提出的 [?],
这个方法是 Monte Carlo 模拟中用的最多的一个算法.

重要性抽样的基本思路是构造一个 Markov 过程, 从一个样本出发, 在样本空间以
此过程的转移概率行走, 从而产生一个样本链, 在抛弃这个链中前面足够长一段后, 余下
的部分满足给定样本的分布概率.

用 xr代表样本空间中的第 r个元素, 其概率为 p(xr). 其含义是, 在样本空间中随机
抽取一个元素, 抽取到 xr的概率是 p(xr), 这个概率是事先给定的. 我们的目的是在这个
样本空间中抽取 N个样本, 其中抽取到 xr的次数 Nr满足

p(xr) =
Nr

N

可以证明, 选择转移概率 w(xr Ñ xs), 只要满足

p(xr)w(xr Ñ xs) = p(xs)w(xs Ñ xr)

则由此转移概率产生的 Markov 链上的元素, 在抛弃前面足够多个元素后, 满足概率分
布 p(xr). 上述方程称为细致平衡条件. 这个方程的解并不唯一, 每一个解都可以生成所
需的分布.

细致平衡条件中的转移概率可以写成

w(xr Ñ xs) = T (xr Ñ xs)w
acc(xr Ñ xs)

其中, T (xr Ñ xs)为选择概率, wacc(xr Ñ xs)为接受概率. 即从 xr到 xs的转移概率为两

部分, 首先以 T (xr Ñ xs) 选择一个元素 xs, 再以 wacc(xr Ñ xs) 接受此元素. 如果不接
受, 则把 xr作为 Markov 链的下一个元素. 简单的情况是取 T (xr Ñ xs) = T (xs Ñ xr),
更简单的是选取 T (xr Ñ xs)为常数, 在此情况下, 还可以区分两种情况, 即 xs不能为

xr和 xs可以为 xr两种情形. 也就是在选择新的状态时, 是否排除自己. 但需要注意的
是, 即便选择时排除自己, 只选其他状态, 但最终的结果也可能保持不动是下一个新的状
态, 这是因为转移概率要归一化, 如果所有转移到其他状态的概率之和小于 1, 则保持不
动的概率为 1 减去转移到其他状态的概率之和.
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给定了转移概率, 且转移概率满足一定条件时, 则从任意一个分布出发, 经过足够多
的转移, 就能到达稳定的概率分布. 这个稳定的概率分布满足如下方程

p(xr) =
ÿ

xs

p(xs)w(xs Ñ xr)

这是给定了转移概率后决定概率分布的方程. 如果把 w(xs Ñ xr)看做矩阵, 则这是这个
矩阵的本征值为 1 的本征方程.

Metropolis 算法取 W (x Ñ x1) = T (x Ñ x1)min (1, p (x1) /p(x)) , x ‰ x1, 其中 T

为一个对称的转移矩阵

T (x Ñ x1) = T (x1 Ñ x)

下面仔细分析两个简单例子, 把上述过程演示一遍.
设想有三个状态, 记为 1, 2, 3, 对应的概率分别为 π1 =

1
10
, π2 = 1

2
, π3 = 2

5
. 我们来

求出实现这个分布的转移概率, 记 w(i Ñ j) ” wji, 由细致平衡条件

πiwji = πjwij , 或 wjiπi = wijπj

取 wji = wgen
ji w

acc
ji , 这里 wgen

ji 为选择概率, wacc
ji 为接受概率. 设想一个 Markov 过

程, 在从一个状态 i转移到下一步 j时, 需要做两件事：1, 选择 j, 这由 wgen
ji 来确定；2,

是否接受选择的状态, 这由 wacc
ji 决定. 取 wgen

ji 为常数.

wacc
ji =

#

πj

πi
如果 πj ă πi

1 如果 πj ě πi

现在, 还有两种可能, 一是在上面诸式中 j ‰ i, 即选择新的状态时, 不选自己；二是
把 i = j也考虑进去, 即可以选择自己. 在两种情况下, pii一般都不是 0, 即有一定的概
率是自己转移到自己. 现在分别考虑；

1, j ‰ i. i = 1时, j = 2或 3, wgen = 1
2
, 即在 2 和 3 中等概率的选一个；因 π3和

π2均大于 π1, pacc
j1 = 1, 于是得到

w11 = 0, w21 = w31 =
1

2

i = 2时, wgen = 1
2
, wacc

12 = π1

π2
= 1

5
, wacc

32 = π3

π2
= 4

5
, 这样不接受的概率为 1

2
ˆ (1 ´

1
5
) + 1

2
ˆ (1 ´ 4

5
) = 1

2
, 得到
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w12 =
1

10
, w22 =

1

2
, w32 =

2

5

i = 3时, wgen = 1
2
, wacc

13 = π1

π3
= 1

4
, wacc

23 = 1, 这样不接受的概率为 1
2

ˆ (1 ´ 1
4
) = 3

8
,

得到

w13 =
1

8
, w23 =

1

2
, w33 =

3

8

写成矩阵形式

w =


0 1

10
1
8

1
2

1
2

1
2

1
2

2
5

3
8


求解本征值方程,

πj =
ÿ

i

wjiπi

并考虑到归一化条件, 得到

π1 =
1

10
, π2 =

1

2
, π3 =

2

5

与所给概率分布相同.
2, i可以等于 j. wgen = 1

3
. 这样一来, 从状态 i出发, 新状态仍然在 i的概率有两个

贡献, 一是选择 i的概率乘以接受 i的概率, 二是每个选择其他状态的概率乘上不被接受
（拒绝）概率的和. 当然, 更简单的做法是先求出转移到其他状态的概率之和, 然后从 1
减去, 就剩下停留在 i的概率.

i = 1时, wacc
11 = 1, wacc

21 = 1, wacc
31 = 1.

w11 = w21 = w31 =
1

3

i = 2时, wacc
12 = 1

5
, wacc

32 = 4
5
, wacc

22 = 1.

w12 =
1

15
, w22 =

1

3

(
1 +

4

5
+

1

5

)
=

2

3
, w32 =

4

15

或 w22 = 1 ´
(

1
15

+ 4
15

)
= 2

3

i = 3时, wacc
13 = 1

4
, wacc

23 = 1, wacc
33 = 1.
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w13 =
1

12
, w23 =

1

3
, w33 =

1

3

(
1 +

3

4

)
=

7

12

或 w33 = 1 ´
(

1
12

+ 1
3

)
= 7

12
.

即

w =


1
3

1
15

1
12

1
3

2
3

1
3

1
3

4
15

7
12


这两个 w并不相同, 但因为他们都满足细致平衡原理的条件, 都能给出所需的分布.

如果求解这个矩阵的本征方程, 就能得到同样的概率分布.
3, 还可以选择 wgen不为常数, 例如,

wgen
11 = wgen

33 = 0

wgen
12 = wgen

21 = wgen
23 = wgen

32 = 0.2

wgen
13 = wgen

31 = 0.8

wgen
22 = 0.6

上面的选择满足 wgen
ij = wgen

ji , 类似求得

w =


0 1

25
1
5

1
5

4
5

1
5

4
5

4
25

3
5


求解该矩阵的本征方程, 同样能得到给定的分布.
4, 当然, 也可以取 wgen

ij 不对称的情况, 只要细致平衡条件能够满足, 仍然可以得到
正确的概率分布. 在下一个例子中讨论.
从任意一个状态出发, 例如, 系统在状态 1, 此时 π1 = 1, π2 = π3 = 0, 经过若干次

变换 (转移), 都收敛到给定的分布. 这只要注意到对每一个 w, 于足够大的 N , 都有

wN =


0.1 0.1 0.1

0.5 0.5 0.5

0.4 0.4 0.4


对于任意一个归一化的矢量



6.8 重要性抽样 303

π =


π1

π2

1 ´ π1 ´ π2


都有

wNπ =


0.1

0.5

0.4


计算表明：到 4 位有效数字, 有：


0 0.1 0.125

0.5 0.5 0.5

0.5 0.4 0.375


4

=


0.1002 0.1000 0.1000

0.5000 0.5000 0.5000

0.3998 0.4000 0.4000




0 0.1 0.125

0.5 0.5 0.5

0.5 0.4 0.375


5

=


0.1000 0.1000 0.1000

0.5000 0.5000 0.5000

0.4000 0.4000 0.4000




1
3

1
15

1
12

1
3

2
3

1
3

1
3

4
15

7
12


9

=


0.1000 0.1000 0.1000

0.5000 0.5000 0.5000

0.4000 0.4000 0.4000




0 1

25
1
5

1
5

4
5

1
5

4
5

4
25

3
5


19

=


0.1000 0.1000 0.1000

0.5000 0.5000 0.5000

0.4000 0.4000 0.4000


即不同的转移概率收敛速度不同.

例题 6.3. 对于如图所示的公寓房, 房内的学生在房间内做无规运动, 即在确定的时间间
隔内, 转移一次房间, 如果他处于四个房间的概率分别为 p1 = p2 = 1

4
, p3 = 3

8
, p4 = 1

8
,

试求出能够达到这个分布的转移矩阵.
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解：

如图所示, 不能简单地取选择概率相同, 因为某些房间之间不通, 对应的选择概率为
0. 对于互通的房间, 取到达每个可去房间的选择概率相同, 这样就有

wgen
21 =wgen

31 =
1

2

wgen
12 =wgen

32 =
1

2

wgen
13 =wgen

23 = wgen
43 =

1

3

wgen
34 =1

其余 wgen
ij = 0. 这个选择是前面所说的第 4 种情形, 即选择概率非对称的情形. 由细致

平衡条件,

wgen
ij wacc

ij πj = wgen
ji w

acc
ji πi

如果选

wacc
ij = min

(
wgen

ji πi

wgen
ij πj

, 1

)

则细致平衡条件能够满足. 按照这个规则, 对 4 个房间：wacc
21 = 1, wacc

31 = 1 , wacc
12 = 1,

wacc
32 = 1, wacc

13 = 1, wacc
23 = 1, wacc

43 = 1, wacc
34 = 1, 这样

w21 =w31 =
1

2

w12 =w32 =
1

2

w13 =w23 =
1

3
, w43 =

1

3

w34 =1
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其余 wij = 0. 即

w =


0 1

2
1
3

0

1
2

0 1
3

0

1
2

1
2

0 1

0 0 1
3

0


也可以把所在房间也包含在选择之中, 这样就有

wgen
11 =wgen

21 = wgen
31 =

1

3

wgen
12 =wgen

22 = wgen
32 =

1

3

wgen
13 =wgen

23 = wgen
33 = wgen

43 =
1

4

wgen
34 =wgen

44 =
1

2

其余 wgen
ij = 0. 对 4 个房间：wacc

21 = 1, wacc
31 = 1 , wacc

12 = 1, wacc
32 = 1, wacc

13 = 8
9
,

wacc
23 = 8

9
, wacc

43 = 2
3
, wacc

34 = 1

w11 =w21 = w31 =
1

3

w12 =w22 = w32 =
1

3

w13 =w23 =
2

9
, w33 =

7

18
, w43 =

1

6

w34 =
1

2
, w44 =

1

2

其余 wij = 0. 如前所述, 其中的对角元有两种求法. 例如 w33 = wgen
33 +wgen

13 (1´wacc
13 )+

wgen
23 (1´wacc

23 )+wgen
43 (1´wacc

43 ) = 1
4
+ 1

4
1
9
+ 1

4
1
9
+ 1

4
1
3
= 7

18
,或 w33 = 1´(w13+w23+w43) =

1 ´
(
2
9
+ 2

9
+ 1

6

)
= 7

18
. 即

w =


1
3

1
3

2
9

0

1
3

1
3

2
9

0

1
3

1
3

7
18

1
2

0 0 1
6

1
2


这两个看上去不同的 p都能得到正确的概率分布.
计算表明 

0 1
2

1
3

0

1
2

0 1
3

0

1
2

1
2

0 1

0 0 1
3

0



31

=


0.2500 0.2500 0.2500 0.2500

0.2500 0.2500 0.2500 0.2500

0.3750 0.3750 0.3750 0.3750

0.1250 0.1250 0.1250 0.1250
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蒙特卡洛模拟

Metropolis 算法


1
3

1
3

2
9

0

1
3

1
3

2
9

0

1
3

1
3

7
18

1
2

0 0 1
6

1
2



17

=


0.2500 0.2500 0.2500 0.2500

0.2500 0.2500 0.2500 0.2500

0.3750 0.3750 0.3750 0.3750

0.1250 0.1250 0.1250 0.1250


即第二种选择收敛要快一些.
两种选择的乘积也是可能的选择, 例如

5
18

5
18

13
54

1
6

5
18

5
18

13
54

1
6

1
3

1
3

7
18

1
2

1
9

1
9

7
54

1
6


=


0 1

2
1
3

0

1
2

0 1
3

0

1
2

1
2

0 1

0 0 1
3

0




1
3

1
3

2
9

0

1
3

1
3

2
9

0

1
3

1
3

7
18

1
2

0 0 1
6

1
2


其收敛速度更快

5
18

5
18

13
54

1
6

5
18

5
18

13
54

1
6

1
3

1
3

7
18

1
2

1
9

1
9

7
54

1
6



5

=


0.2500 0.2500 0.2500 0.2500

0.2500 0.2500 0.2500 0.2500

0.3750 0.3750 0.3750 0.3750

0.1250 0.1250 0.1250 0.1250
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热力学量的计算有两类, 一类是计算平均值, 例如内能为哈密顿量的平均值, 压强可
以通过位力的平均值得到等等. 另一类不能通过平均值计算, 例如熵, 自由能等等. 这一
节讨论平均值的计算, 后面再讨论自由能的计算.
为了计算在给定分布下的平均值, 通常需要计算一个多重积分 (对于分立变量的系

统, 是一个对各种位形的求和), 如果所考虑的系统有 N个原子, 就需要计算 3N重积分,
N 通常是一个非常大的数, 例如, 为了得到可靠的结果, N一般取 100 – 10000左右. 计
算这样高重的积分, 除非可以解析求解, 否则蒙特卡洛（Monte Carlo）方法就是唯一选
择.
蒙特卡洛方法计算积分的基本思路是在积分区域内取一系列均匀分布的随机点 x1,

x2, x3, ...xM , 在这些随机点上计算被积函数的值并求平均, 再乘以积分区域的体积. 以
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正则系综为例, 计算力学量 A(xi)的平均值所对应的积分可以写成

xAy =

řM

i=1A(xi) exp t´βH(xi)u
řM

i=1 exp t´βH(xi)u
(6.9.1)

稍一分析, 就可发现这种作法完全行不通. 由于指数因子的存在, 整个被积函数在积分
区域内剧烈变化, 这将导致误差很大. 实际情况比这还要糟糕, 因为被积函数相差太大,
对于有限位数的计算机来说, 式(6.9.1)的求和根本无法进行. 为了能够计算并得到结果,
可以不在积分区域内均匀取点, 而是按照某种分布 P (x)取点, 此时式 (6.9.1)成为

xAy =

řM

i=1A(xi) exp t´βH(xi)u/P (xi)
řM

i=1 exp t´βH(xi)u/P (xi)
(6.9.2)

如果取

P (xi) =
exp t´βH(x)u

Q
(6.9.3)

为正则分布, 则精度可大大提高, 且式(6.9.2)简化为

xAy =
1

M

M
ÿ

i=1

A(xi) (6.9.4)

xAy的误差可以估计为

∆A =
Xασ
?
M

其中

σ2 =
1

M

M
ÿ

i=1

A(xi)
2 ´ xAy

2

一般, 取 Xα = 1, 这样, 大致保证所求的物理量, 即 A(xi)的数学期望值 E(A)有 0.68的

概率在 xAy ˘ ∆A的范围内.
现在的问题在于, 如何实现按正则分布的抽样? 为此, 先简单介绍一下马尔柯夫

(Markov) 过程.
对于一个我们所要研究的统计物理系统, 它可以处于各种允许的微观状态. 例如对

于一个由 N 个粒子组成的系统, 给定了每个粒子的位置和动量就决定了一个状态, 这可
用由 3N维位置空间和 3N维动量空间构成的 6N维相空间的一个点来表示. 从经典角
度来讲, 系统可有无穷多个微观状态, 但量子力学的不确定关系限制了相空间一个“点”
最小为 h3N , h为普朗克常数. 因而系统总的微观状态数约为(

4π

3
p̄3V

)N
1

h3NN !

式中 p̄为单个粒子动量大小的平均值, V 为体积, 分母上的 N !因子是由于在微观上不区

分非常相似的粒子. 注意到, 当 N较大时, 系统的微观状态数非常大, 因而对所有状态的
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马尔柯夫过程 求和根本无法做到. 我们所要做的事情是, 在所有微观状态中选出很小的一部分, 并利
用这一小部分微观状态做计算. 这一小部分微观状态作为系统所有微观状态的代表, 需
要满足正则分布. 实现这个要求的方法是通过一个随机的马尔柯夫过程来抽样.

构造一个过程, 从系统的某一微观状态出发, 并在过程的每一步转移到一个新的状
态. 为了确定起见, 下面用 Xi代表系统的微观状态, 如果从 X0出发, 则这一过程产生
一系列状态 X1, X2, ... Xi, ..., 这一系列状态构成一个链. 所谓马尔柯夫过程, 是指这
样一种过程, 在过程的每一步所达到的状态只与前一状态有关, 从一状态 r到另一状态

s的转移通过一转移概率 w(Xr Ñ Xs) 来实现. 由马尔柯夫过程产生的一系列状态构成
一个序列, 称为马尔柯夫过程链.

为了实现按照正则分布抽样, 可以构造这样一个马尔柯夫过程链, 使得无论从何状
态出发, 存在一个大数 M0, 在丢掉链的前面 M0个状态后, 链上其余的状态满足正则分
布. 现在来证明, 只要取 w(Xr Ñ Xs) 满足如下条件, 就可达到我们的要求.

p(Xr)w(Xr Ñ Xs) = p(Xs)w(Xs Ñ Xr) (6.9.5)

式中 p(X)为正则分布(6.9.3). 这一式子又称为细致平衡条件. 为了证明(6.9.5), 考虑很
多个平行的马尔柯夫过程链, 在给定的某一步, 有 Nr个链处于第 r个态, Ns个链处于第

s个态. 于是在下一步从 r态到 s态的数目为

NrÑs = Nrw(Xr Ñ Xs)

从 s态到 r态的数目为

NsÑr = Nsw(Xs Ñ Xr)

从 r态到 s态的净转移的数目为

∆NrÑs = Nrw(Xs Ñ Xr)

[
w(Xr Ñ Xs)

w(Xs Ñ Xr)
´
Ns

Nr

]
(6.9.6)

若 w(Xr Ñ Xs)满足式(6.9.5), 则(6.9.6)成为

∆NrÑs = Nrw(Xs Ñ Xr)

[
p(Xs)

p(Xr)
´
Ns

Nr

]
(6.9.7)

这是一个十分重要的结果, (6.9.7)表明, 如果二个状态之间不满足正则分布, 若 Ns

Nr
ă

p(Xs)
p(Xr)

, 则 ∆NrÑs ą 0, 若 Ns

Nr
ą

p(Xs)
p(Xr)

, 则 ∆NrÑs ă 0, 即这一马尔柯夫过程的演化结果
将总是使 Ns

Nr
趋于 p(Xs)

p(Xr)
. 这样, 就证明了我们的论断.
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有了上面的定理, 就可以实现正则分布的抽样了, 只要选择一个满足细致平衡条件
的转移概率, 产生一个马尔柯夫过程链, 丢掉链的前面 M0个状态, 其余状态就满足正则
分布. 也就是说, 通过这样一个过程, 我们从所有微观状态中选出了很小的一部分, 这一
小部分尽管数量远小于微观状态的总数, 但他们满足与所有微观状态相同的分布. 于是,
可以用这些态进行计算.

五十年代初, Metropolis 提出了一个满足细致平衡条件的算法, 这个算法此后得到
了非常广泛的应用, 现在, 这一算法被称为 Metropolis 算法. 考虑从 r态到 s态的转移,
若二状态的能量差为

δH ” H(Xs) ´H(Xr)

则

w(Xr Ñ Xs)

w(Xs Ñ Xr)
= exp t´βδHu

w(Xr Ñ Xs)由两部分构成, 一部分是选择概率 T (Xr Ñ Xs), 即在所有微观状态中选
择状态 s, 第二部分是接受概率 wa(Xr Ñ Xs), 即接受所选状态的概率.

w(Xr Ñ Xs) = T (Xr Ñ Xs)wa(Xr Ñ Xs) (6.9.8)

通常, T (Xr Ñ Xs)在离开状态 r的一定“范围”内取为常数,“范围”之外为 0. 对于粒
子系统, 实际的操作过程就是选择一个粒子, 使其移动到附近的一点. 当年 Metropolis
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选择

wa(Xr Ñ Xs) =

#

exp t´βδHu 如果 δH ą 0

1 如果 δH ď 0
(6.9.9)

这就是 Metropolis 算法.
应当注意的是, w的选择并不唯一, 只要满足(6.9.5)的要求即可, 但不同的 w收敛速

度往往差别很大, 如何选择合适的 w以达到尽可能快的收敛速度和尽可能高的计算精度

仍然是当前蒙特卡洛算法研究的前沿课题之一.
目前常用的另一种选择是

wa(Xr Ñ Xs) =
1

2

[
1 ´ tanh

(
βδH

2

)]
(6.9.10)

需要特别注意的是, 这个 s的集合包含 r自己, 如果选择的一个 s不被接受, 则 r就作为

马尔科夫链上的一个新的状态.

6.10 Ising 模型的 Monte Carlo 模拟

这一节以 Ising 模型为例, 介绍分立变量模型 Monte Carlo 模拟方法.
设想在空间中构造一个格子, 格点以 i标记, 在每个格点上赋予一个变量, 记为 si,

取值 ˘1. 这个变量在物理上可以描述多种物理过程, 其中之一是描述磁性, 在此情况下,
把 si称为第 i格点上的自旋, 取值 ˘1现在称为自旋向上和自旋向下. 在最简单的情况
下, 假定最近邻格点之间有相互作用, 其相互作用能量为 ´Jsisj , 这样就有如下的 Ising
模型的 Hamiltonian 量

H = ´J
ÿ

xijy

sisj ´ h
ÿ

i

si (6.10.1)

式中 J现在称为交换积分, h为外场. 求和号的下标 xijy表示对所有近邻对求和。

Ising 模型是最简单的非平庸统计物理模型, 由德国物理学家 Lenz 在二十年代提
出, 这一模型可用来描述单轴各向异性磁性系统, 合金等物理体系, 同时也是一个十分有
兴趣的理论模型. Ising 最早给出了这一模型在一维情况下的严格解, 证明了在一维下
这一模型不存在相变. Onsager 于 1945 年做出了零场下这一模型在二维空间的严格解
并计算了它的相变温度, 比热在相变点的行为等热力学量. 杨振宁在 1952 年解出了外
场很小时二维空间的 Ising 模型, 求出了序参量的临界行为. 由于对这一模型的很多行
为目前了解的比较透彻, 因此它经常被用来做为检验各种数值方法或解析近似方法的标
准.

1969 年, A. E. Ferdinand 和 M. E. Fisher[?] 求得了有限尺寸 2D Ising 模型在周期
性边界条件下的严格解, 成为检验模拟结果的一个有效标准.
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与 Ising 模型类似的还有 Heisenberg 模型:

H = ´
ÿ

xijy

(JxS
i
xS

j
x + JyS

i
yS

j
y + JzS

i
zS

j
z) (6.10.2)

式中, 求和号的下标 xijy表示对于近邻对的求和, Jx, Jy, Jz 称为交换积分, S = (Sx, Sy,

Sz)为自旋矢量. S 可为量子算符, 也可取为经典量, 分别对应于量子 Heisenberg 模型和
经典 Heisenberg 模型. 在这里, 只讨论经典问题.
若 Jx = Jy = Jz ” J , 则上式成为各向同性的 Heisenberg 模型:

H = ´J
ÿ

xijy

Si ¨ Sj (6.10.3)

通过适当调整 J , 式中的 S可以看作三维空间的单位矢量. 如果把矢量 S的维数降为二,
得到所谓的 XY 模型; 矢量 S的维数为一时即为 Ising 模型; 当矢量 S的维数趋于无穷大
时, 对应于球模型; 而当矢量 S的维数趋于零时, 可用来描写高分子溶液.
在 Ising 模型中, 如果 s的取值不是 ˘1, 而可以取多个值, 则对应于所谓 Potts 模

型.
为了模拟 Ising 模型, 首先要确定模型的各个方面：

给定一个晶格和晶格的尺寸. 例如, 可以取一个简单立方格子, 取三个方向的大小
均为 L. 在每个格点上放置一个自旋变量 si, 可以取值 ˘1.

指定一个初始位形. 一般来说, 如果在临界温度之下进行计算, 通常取所有自旋沿
同一方向为初始位形, 而如果在临界温度之上进行计算, 通常取随机分布的自旋取
向为初始位形, 也可取所有自旋沿同一方向为初始位形. 这是由于在临界温度之下
的平衡位形是有序的, 若从一无序位形出发, 系统在演变中将形成若干个有序的区
域, 相邻区域的边界上将出现畴壁. 当然, 如果计算的目的是为了研究畴壁, 则必
须从一自旋取向为随机分布的初始位形出发.

确定适当的边界条件, 因为计算总是对有限大小的系统进行的, 选择合适的边界条
件对于得到好的结果十分重要. 如果感兴趣的是系统的体性质, 则应尽量消除边界
的影响, 此时一般取周期性边界条件, 即在每个方向上, 取 sL+1 ” s1. 然而, 周期
性边界条件对于写并行计算的程序不太方便, 而并行计算是当前计算科学发展的
一个重要方向, 因此, 另一种称为螺旋周期边界条件得到了较多的应用, 以二维正
方格子为例, 这种边界条件是让每一行的最后一个自旋与其下一行的第一个自旋
相同.

确定选取产生一系列状态的方式, 即选定 T (x Ñ x1). 一般来说, Markov 链中的每
一个状态与其前一个状态相差应较小, 因为如果两个状态相差过大, 其能量差亦较
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大, 从而转移概率太小, 计算很容易陷入相空间中初态附近一个很小的子空间内.
与出发状态最近的状态是翻转一个自旋, 翻转的方式可以沿格点顺序进行, 也可以
每次随机选择一个格点的自旋翻转, 这是一种不保持总自旋守恒的计算. 如果要保
持总自旋守恒,则可以每次交换一对相邻自旋,相邻对的选择可以随机或顺序进行.
这样, 选择的新状态与原状态相差很小, 接受的概率就不会很小.

对于 Ising 模型, 人们通常感兴趣的热力学量是能量

E = xHy

序参量

m =

C

1

N

ÿ

i

si

G

能量的涨落

xH2y ´ xHy2

序参量的涨落

xm2y ´ xmy2

等. 能量的涨落与系统的比热成正比, 而序参量的涨落则正比于系统的磁化率.
对于 Ising 模型, Metropolis 算法的实现方式为：1, 随机或顺序选取一个格点作为

翻转对象, 这一步为实现 T；2, 以概率 min(1, exp(´δH/T )翻转此格点的自旋.
下面, 给出二维 Ising 模型的 Monte Carlo 模拟具体实现的一些细节. 考虑一个

N = L ˆ L的正方格子, 把 Ising 自旋置于格点上. 用两种方式标记格点, 一种是用两个
数 (k, l)来标记, 表示的是第 k行的 l个格点, k和 l的取值为从 1到 L；另一种是用一个

数 i标记, i取值从 0到 N ´ 1. 这两种标记之间的关系是：

i = (k ´ 1) ˆ L+ (l ´ 1)

或反过来

k = [i/L] + 1, l = mod(i, L) + 1

这里 [ ]表示取整, mod(i, L)为取 i/L的余数.
指定边界条件为周期性边界条件, 即把第 1列和第 L列作为最近邻列, 第 1行和第

L行作为最近邻行. 在格点内部, 即 k和 l不等于 1 和 L 时, (k, l)的最近邻是 (k ˘ 1, l)和

(k, l ˘ 1)四个格点；若 k = 1, l ‰ 1, l ‰ L时, 近邻为 (1, l ˘ 1), (2, l), (L, l)；若 k = L,
l ‰ 1, l ‰ L时, 近邻为 (L, l ˘ 1), (1, l), (L ´ 1, l); 若 l = 1, k ‰ 1, k ‰ L 时, 近邻为
(k˘ 1, 1), (k, 2), (k, L) ; 若 l = L, k ‰ 1, k ‰ L 时, 近邻为 (k˘ 1, L), (k, L´ 1), (k, 1).
另外四个特殊点即四个顶点：(1, 1)的最近邻为 (2, 1), (1, 2), (L, 1), (1, L)；(1, L)的最
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近邻为 (2, L), (1, L ´ 1), (L,L), (1, 1)；(1, 1)的最近邻为 (2, 1), (1, 2), (L, 1), (1, L)；

(L,L)的最近邻为 (L ´ 1, L), (L,L ´ 1), (1, L), (L, 1). 用一维表示时, 只要把上述结果
带入对应关系即可, 其实现的方式可以通过简单的分支判断得到.
在指定了格点之后, 下一步是指定初始条件. 除非特殊需要, 一般都取所有的自旋

指向同一方向, 即令所有 si = 1. 在高温情形, 系统很快就演化到混乱位型, 在低温情形,
系统保持对应的有序性. 如果从一个完全随机的位型出发, 在低温下, 将会出现畴结构.
而畴结构的寿命非常长, 在模拟过程中几乎不可能消失.

然后就是具体的模拟过程：把尝试翻转N个自旋定义为一个Monte Carlo步 (MCS),
即平均而言, 每个自旋翻转了一次为一个 MCS. 设定一个需要丢弃的 Monte Carlo 步数
Ndis, 总的 Monte Carlo 步数 Ntot. 给定温度 T和外场 h. 计数器置零.
每次 Monte Carlo 操作包含如下几步：

1. 选择一个格点 i, 其自旋将考虑作翻转 si Ñ ´si. 格点 i的选择, 一般来说可有很多
种不同的方法, 最常用的有两种, 一种是顺序取每一个格点, 另一种是随机的选取.
在随机选取时, 应使每个格点平均说来被访问的次数相同

2. 计算与此翻转相联系的能量变化 δH.

3. 用式 (6.9.9) 计算这一翻转的转移概率 w.

4. 产生一在 [0,1] 之间均匀分布的随机数 ξ.

5. 如果 ξ ă w, 则翻转该自旋, 否则, 保持不变. 不论何种情况, 其结果都作为一新的
状态.

6. 分析该状态, 为计算平均值收集数据.

上述操作的前面 Ndis次为热化过程或称为趋向平衡过程, 在进行这些操作时, 最后一步
不需要做. 在完成热化过程后,再进行 Ntot ´Ndis步操作,在此过程中计算对应状态的能
量,磁化, ... ... 并累加. 完成总计 Ntot步操作后,把累加的能量,磁化等除以 Ntot ´Ndis,
得到对应的平均值.
一次有价值的计算通常需要做几千或几万个 MCS. 有时, 为了得到高精度的结果,

甚至要作百万 MCS 以上的计算. Ntot为所需计算的 MCS 乘以格点数.
针对具体实现, 再讨论一些细节.
由于每一个状态与其前导状态最多相差一个自旋翻转, 因而其物理性质具有很强的

关联. 这样, 上述过程的第 6 步不必对每次自旋翻转都进行, 而是每间隔一个或数个
MCS(视问题的关联时间的大小) 进行一次. 另外, 如在前面已经指出过的, 前面若干个
MCS 应舍弃.
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计算能量差是最费时的工作, 对于 Ising 模型, 由于能量差只取很少几个数值, 可以
予先算好存起来以节省计算量. 这一技巧不仅适用于 Ising 模型, 也适用于其它分立变
量的模型如 Potts 模型等. 对于一个 LˆL的简单正方格子, 一个给定自旋, 共有 4 个最
近邻格点, 因此, 对其最近邻的求和只取 5 个可能的值, 也就是说

si
ÿ

ăiją

sj = t´4,´2, 0, 2, 4u (6.10.4)

对应于 si的 4 个近邻格点中全与 si反向, 3 个反向, …, 1 个反向, 全不反向. 5 种情形下,
当 si翻转时, 对应的能量差为

δH = 2Jsi
ÿ

ăiją

sj = t8J, 4J, 0,´4J,´8Ju

实际计算时, 通常先计算出所有可能的能量差对应的 e´δH/kT , 把这几个数放入一个数
组, 然后在使用时直接查表即可, 这样可以大大减少计算时间.

Metropolis 算法中, 每一个位形来自其前一个位形的微小变化（或不变）, 显然与
前一个位形紧密相关. 通常在经过几个蒙特卡洛步之后, 位形之间的关联才会消失. 统
计误差的公式 ∆A = σ

/?
M 通常低估了统计误差, 正确的公式应该是

∆A =
σ

?
M

?
1 + 2τ (6.10.5)

τ 为相关时间, 大致上就是为了产生相互独立的位形所需要的蒙特卡洛步. 相关时间
τ可以通过下面的方式来计算. 定义相关函数

f(t) =
xA(0)A(t)y ´ xAy

2

xA2y ´ xAy
2 , (6.10.6)

此处时间 t 以蒙特卡洛步来量度. 这里的角括号代表对于蒙特卡洛步的平均

xA(0)A(t)y =
1

M

M
ÿ

n=1

A(n)A(n+ t)

A(n)为物理量 A在第 n个蒙特卡洛步的值. 相关时间可以由下式定义和计算

τ =
8
ÿ

t=1

f(t) (6.10.7)

在远离临界点时, τ大概为 3左右. 在临界点附近, 因临界慢化, τ可以变得非常长, 并在
临界点发散, 因此, 这里描述的模拟方法无法计算临界点附近的性质. 本章后面会专门
讨论这一问题.
这一节以正则系综为例, 介绍了蒙特卡罗方法的梗概, 在处理实际问题时, 则应根据

需要, 采用不同的系综. 针对定压定温系综, 巨正则系综等的蒙特卡罗方法都已经有了
很好的发展和研究, 读者在需要时可以查阅相关专著和文献 [?].
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6.11 有限尺寸相关问题

Monte Carlo 计算的系统远小于实际宏观系统, 系统的粒子数（格点数）通常是数
千到百万量级. 对于这样的有限系统, 边界导致的尺寸效应不可忽略. 实际计算时, 通常
关心的是热力学极限下的结果. 即使使用了周期性边界条件, 计算结果仍然是系统尺寸
的函数. 为了获得热力学极限, 就需要做外推处理. 在大多数情况下, 只要计算出几个不
同尺寸下的结果, 把所得结果和 1

L
作图, 然后外推到 L Ñ 8.

在有些情况下, 有限体系会导致其他问题. 例如, 在 Ising 模型计算序参量时, 在
T ă Tc时, 因为系统的尺寸有限, 在较长的模拟时间下, 系统能够在 m = 1

L2

ř

i si为正或

为负之间反复转换多次 (图6.11.1), 但在热力学极限下, 系统的序参量不可能发生正负之
间的转换. 这样, 如果在模拟计算中求序参量的平均值, 在 T ă Tc时, 无法得到收敛的
结果, 为了克服这一问题, 通常计算序参量绝对值的平均, 即计算 x|m|y =

@ˇ

ˇ

1
L2

ř

i si
ˇ

ˇ

D

.
在 T ! Tc, 这样的计算应该没有问题, 但在 Tc附近, 这样计算的结果并不能代表序参量,
而这个量的方差, 也不是磁化率. 所以, 在 Tc附近, 对于计算结果的物理解释必须要小
心. 当 T ą Tc时, 序参量的平均值应该是 0, 但如果对序参量的绝对值求平均值, 将得到
有限的值, 而这个有限值在某种程度上代表了系统的涨落.

图 6.11.1: 序参量随模拟时间的变化, 二维正方格子, 16 ˆ 16, T = 2.04

由中心极限定律, 在 T ă Tc, 序参量满足双峰高斯分布
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PL(m) =
1

2
Ld/2

(
2πkTχ(L)

)´1/2
ˆ

!

e´(m´ML)2Ld/(2kTχ(L))

+e´(m+ML)2Ld/(2kTχ(L))
)

(6.11.1)

式中, L是模拟格点的边长, d是空间维数, χ(L)是对应于 L大小的系统的磁化率. 当
L Ñ 8, Ml Ñ ˘Msp, 即自发磁化的方向不确定. 为了得到确定的自发磁化, 应该先加
一个小磁场, 最后再使其趋向于 0.

Msp = lim
hÑ0

lim
LÑ8

M(T, h)

这个分布的两个峰的位置分别为 ˘ML, 因为分布是对称的, 所以, xmy = 0, 如果对于
|m|求平均, 等价于只在一半分布上求平均, 于是得到

x|m|y =ML

当 T ą Tc时, m的概率分布是

PL(m) = Ld/2
(
2πkTχ(L)

)´1/2 e´m2Ld/(2kTχ(L)) (6.11.2)

xmy = 0, 但 x|m|y =

b

2kTχ(L)

πLd , 只有当 L Ñ 8时才为 0.
另外一类问题是涉及相变的 Monte Carlo 模拟计算. 在 T ă Tc, h从正变为负或从

负变为正时, 发生一级相变. 在 h = 0时, 存在临界点 Tc, 在该点发生连续相变. 对于有
限系统, 不会发生突变, 如何从模拟结果提取相变的信息？这里, 简单介绍使用比较广泛
的获得 Tc的一个方法, 更多的内容, 建议阅读相关文献, 如 Binder 和 Heermann 的书
[?] 及其所引文献. 在热容量和磁化率曲线上, 都有 Tc的信息, 虽然有限系统的热容量和
磁化率没有奇异性, 但会有一个峰, 且峰的高度随着系统的增大而增高, 于是, 可以把峰
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的位置定义为对应有限系统的临界温度 Tc(L), 通过外推到 L Ñ 8而得到 Tc. 这样得
到的 Tc, 精度不是很高. Binder 提出了一个确定 Tc的高精度方法. 为此, 先考察 Binder
累积量

UL = 1 ´
xm4y

3 xm2y
2

在 T Ñ 0时, 由(6.11.1), Ul Ñ 2
3
, 当 T Ñ 8时, 由(6.11.2), 求得 UL Ñ 0. 在 Tc附近,

因相关长度发散, 相关涨落很强, m不再满足高斯分布. m的分布与温度和系统的尺寸有
关, 在临界点附近, 物理量满足标度关系, 所以其温度依赖性通过相关长度来体现, 这样,
m的分布是三个量的函数, 即 m, L, ξ, 由有限系统的标度理论, 这三个量只能有两个独
立, 可以选定 L或 ξ为标度因子, 这样, PL(m)可以推断为

PL(m) = ξβ/νP
(
L/ξ,mξβ/ν

)
= Lβ/νP̃

(
L/ξ,mLβ/ν

)
.

其中 ξ为相关长度, 在 T Ñ Tc时发散, β是序参量的临界指数, ν是相关长度的临界指数.
P和 P̃是未知函数. 前置标度因子 ξβ/ν或 Lβ/ν以保证 PL(m)能归一化,

ż 8

´8

PL(m)dm = 1

这样, 在临界点附近

@

m4
D

=

ż 8

´8

m4PL(m)dm = L´4β/νχ4(L/ξ)

@

m2
D

=

ż 8

´8

m4PL(m)dm = L´2β/νχ2(L/ξ)

其中

χn =

ż 8

´8

xnP̃ (L/ξ, x)dx

是 L/ξ的函数, 于是,

UL = 1 ´
χ4(L/ξ)

3χ2(L/ξ)2

在 T = Tc, ξ Ñ 8, 上式成为

UL = 1 ´
χ4(0)

3χ2(0)2

是一个与 L无关的数. 这就意味着, 对于不同的 L计算 Ul与温度的关系, 不同 L的 UL在

T = Tc时交于一点, 由此便可确定临界温度 Tc. 实际上, 计算结果并不会精确交于一点,
这是因为标度关系并不精确成立, 对于标度关系的修正导致 UL在 Tc仍然微弱地依赖于

Tc. 尽管如此, 通过 Binder 累积量, 已经可以非常精确地确定 Tc了.
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临界慢化 6.12 临界慢化, Swendsen-王建生算法和 Wolff 算法

在临界点附近, 很多热力学量具有奇异性, 相关时间也是如此. 对于一个无穷大的
格点, 相关时间按照幂率的方式发散

τ9|T ´ Tc|´νz (6.12.1)

这里, ν是相关长度的临界指数, 而 z 称为动态临界指数. 相关时间变得非常长的现象称
为临界慢化, 它不仅发生在蒙特卡洛计算中, 也发生在实际的系统中, 在临界点附近, 实
际系统趋向平衡的时间也会变得非常长. 对于尺度为 L的有限系统, 相关时间不会趋向
无穷. 在 T = Tc时, 相关时间随系统的尺寸而增长

τ9Lz, �T = Tc� (6.12.2)

把这个结果代入误差公式, 得到, 在 T = Tc时

∆A «
σLz/2

?
M

(6.12.3)

由此可见, 数值模拟临界点附近的性质将会非常困难, 直接利用 Metropolis 算法几乎不
可能得到可靠的结果. 1987 年, Swendsen 和王建生 [?] 针对 Ising 模型发展了处理这个
问题的集团算法. Wolff[?] 在 Swendsen 和王建生方法的基础上, 提出了一个改进的算
法, 这里介绍 Wolff 算法. 这个算法的数学基础是 Fortuin–Kasteleyn[?] 定理, 方法本身
非常简单：

1. 随机选取一个格点

2. 从这个格点出发, 向每个近邻格点中相同自旋的点按照概率 p = 1 ´ e´2βJ连线,
即对每一个近邻格点, 如果其自旋与所选格点相同, 则产生一个随机数 ξ, 如 1 ´

e´2βJ ą ξ, 则所选格点与此近邻相连, 否则, 放弃此近邻格点.

3. 从已经连接的每个近邻格点出发, 以同样的方式继续连接其近邻格点, 直到没有新
的连接为止. 所有连接的格点生成了一个集团.

4. 翻转这个集团的自旋

这个算法中的一步与 MCS 的关系与集团的大小有关, 仍然按照平均每个自旋访问了一
次作为一个 MCS, Swendson-王建生方法和 Wolff 方法可以非常有效地减小动态临界指
数 z, 从而减少计算时间. 在离开临界点较远时, Wolff 算法与常用的 Metropolis 算法的
效率差别不大, 但有一个非常不一样的表现, 就是在低温下可以非常有效的在自旋正向
优势和负向优势之间转换, 保持各态历经.
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Lennard-Jones 模型集团方法也已经推广到粒子系统, 这里不再进一步介绍. 有兴趣的读者可以参看相
关文献. [?, ?, ?]

6.13 Lennard-Jones 模型的蒙特卡洛模拟
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Lennard-Jones模型是一个重要的液体模型,对于理解蒙特卡洛方法也很有帮助,在
这一节介绍这一模型及其模拟. Lennard-Jones 模型假定分子是球形的, 其二体相互作
用为：

U =
ÿ

xi,jy

uij =
ÿ

xi,jy

4ε

[(
σ

rij

)12

´

(
σ

rij

)6
]

(6.13.1)

这里 rij = |ri ´ rj | , σ 和 ε 是模型的两个参量, 求和对所有的粒子对进行.
这一模型由两部分构成,一部分是吸引相互作用,与距离的 6次方成反比,来自于中

性原子的涨落偶极矩的相互作用, 是一个纯量子力学效应, 在第一章做过仔细分析；另
一部分是与距离的 12 次方成反比的排斥相互作用, 这一部分主要来自于泡利不相容原
理, 但并没有很好的量子力学计算, 基本上是唯像引入. 这个模型可以较好地描述惰性
气体和非极性分子气体, 几种气体对应的参数如下

Ar Kr Xe CH4 N2 CO2 C2H4

ε/kB (K) 120 165 230 143 85 216 202

σ (A) 3.43 3.72 4.05 3.77 3.72 3.88 4.26

系统的位形由所有粒子的位置来确定. Metropolis 算法的蒙特卡洛模拟由如下几步
构成

1. 把粒子的位置初始化到 FCC 格点上.

2. 随机选择第 k个粒子作为打算移动的粒子, 并设想做了移动: r1
k = rk + δrk, 这里

δxk =∆(rand() ´ 0.5)

δyk =∆(rand() ´ 0.5)

δzk =∆(rand() ´ 0.5)

(6.13.2)

∆ 是一个事先指定的值, 计算中把它调节到接受概率（见后面的解释）为 0.3 左
右, rand() 可以是任何能够产生 0到 1之间的均匀随机数的好的随机数发生器.

3. 计算能量改变
∆E = U(tr1u) ´ U(tru)

4. 如果 exp t´β∆Eu 大于一个 0到 1之间的均匀分布的随机数, 则接受这个移动, 形
成新的位形；否则把原来的位形作为新的位形.

5. 跳到第 2 步.
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蒙特卡洛步

中心极限定理

计算分为两个步骤,第一个是达到平衡的过程,只要重复上述算法足够多次即可. 在
达到平衡后, 则利用上述过程生成的位形计算各个所需的物理量, 并重复运行, 积累这些
物理量并最终得到其算术平均值. 定义平均每个粒子被访问了一次为一个蒙特卡洛步,
物理量的计算一般每个蒙特卡洛步做一次. 对于任一用微观位形表示的物理量 A, 其平
均值

xAy =
1

M

M
ÿ

i=1

Ai (6.13.3)

这里, Ai是由第 i个蒙特卡洛步的位形计算出来的 A的数值, M是所用的蒙特卡洛步数.
如果每个用来计算的位形是独立的, 按照中心极限定理, 在一定的可靠程度下, xAy的统

计误差可以用下式来估计

∆A =
σ

?
M

(6.13.4)

这里 σ为 A的根方差, 可以由下式估计

σ «

b

xA2y ´ xAy
2 (6.13.5)

对于粒子系统, 通常计算如下一些量的平均值

1, 动能
N
ř

i=1

1
2
mv2i；(因为动能是二次函数, 在经典情形下, 其平均值通过能量均分定

理可以得到, 所以, 实际上不需要经过 Monte Carlo 计算)
2, 势能 U =

ř

xi,jy

u(rij), 这里 xi, jy表示所有的粒子对, 由动能和势能的平均值就可

以得到能量的平均值即内能；

3, 位力
ř

xi,jy

rij
Bu(rij)

Brij
, 位力的平均值与物态方程相联系

p

kT
= 1 ´

1

3NkT

C

ÿ

xi,jy

rij
Bu

Brij

G

(6.13.6)

4, 还需要积累计算对分布函数的数据, 由于系统的尺寸限制, 只能计算一个范围内
的对分布函数. 设能够计算的最大距离为 rmax, 可以把区间 [0, rmax] 划分为一些小区间,
第 i个区间为 [i∆r, (i+ 1)∆r], 在模拟的每一次取样时, 在数组 n(i)中加入相距在第 i个

区间的粒子对的数目, 并在计算结束后取平均. 对分布函数则由此可以得到

g(ri) =
V

N(N ´ 1)

xn(r)y

2πr2i∆r
(6.13.7)

其中 ri = (i+ 1
2
)∆r. 因为实际计算中所用到的粒子数 N比较小, 一般是 103 – 105的数

量级, 对于一些特殊需要的计算, 目前大概可以到更多粒子数, 例如 107, 但计算开销也
非常巨大. 这样的数目, 与宏观系统的 1023个粒子相距甚远. 所以, 边界条件的选择也非
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常重要. 一般, 除了特殊需要外, 都选择周期性边界条件, 即把所要模拟的系统在所有方
向周期性的延伸, 当选择的粒子移动导致粒子从系统的一边离开时, 对应在对面的边界
移入.
在蒙特卡洛模拟的每一步, 能量改变的计算是整个模拟过程中计算量最大的部分,

为了提高计算速度, 注意到 Lennard-Jones 势能随距离衰减较快, 所以可以通过把势能
截断而减小计算量, 目前, 大家都习惯取截断距离为 rc = 2.5σ. 即对于相距 r ą rc的粒

子, 认为其相互作用为 0. 在截断处, 势能由 u(rc)突变为 0, 其导数发散, 这可能导致位
力计算的误差. 解决这个问题的简单方法是计算位力时用截断移动势能, 即对截断势能
uc做一移动, 使 uc(rc) = 0, 这只要取

uc(r) =

#

u(r) ´ u(rc), r ď rc

0, r ą rc
(6.13.8)

这个截断和移动导致的误差, 可以通过计算尾修正得到部分补偿. 即用下面的式子计算
最后的势能和物态方程.

xUy = xUycutoff + 2πρN

ż 8

rcutoff

dr r2u(r)g(r) + 2πu(rc)ρN

ż rcutoff

0

dr r2g(r)

p

ρkT
=1 ´

1

3NkT

C

ÿ

xi,jy

rij
Bu

Brij

G

cutoff

´
2πρ

3kT

ż 8

rcutoff

dr r3 Bu

Br
g(r)

(6.13.9)

6.14 蒙特卡洛方法计算自由能

在蒙特卡罗方法中, 计算自由能, 熵, 化学势这些量比计算力学量的平均值要困难很
多. 这一节非常简短地讨论自由能的计算, 并介绍若干非常实用的计算技术.
最为常规的计算方法是热力学积分方法, 这种方法设计一个热力学路径, 联系已知

自由能的一个状态和待求状态, 沿热力学路径通过模拟计算出自由能的导数, 然后沿路
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Bennett 方法径积分. 例如, 利用自由能和内能的关系
(

B(F/T )
BT

)
V

= ´ E
T 2 , 则通过计算各个温度的内

能, 从高温极限下的自由能为理想气体的自由能出发, 可以通过积分得到气态的任一温
度的自由能. 但这类计算的计算量显然太大. 热力学积分的另一个问题是积分路径不能
穿过相变线, 因为在发生相变时热力学函数有奇异性. 所以, 不同相的计算, 需要使用不
同的初始条件. 早期的计算, 基本上是这种方法, 也有一些重要的结果.
除了热力学积分方法外, 经过研究者的长期努力, 发展了一些成功的直接方法, 这里

做一些简短的介绍. 首先介绍 Bennett 方法[?]. 这个方法用来计算两个系统的自由能之
差, 如果知道其中一个系统的自由能, 那么, 这个方法就能够算出另一个系统的自由能.
在很多问题中, 并不需要知道自由能的绝对数值, 往往需要计算的就是两个系统之间的
自由能之差, 这一方法就能够直接满足这个要求. 设想两个系统的粒子数等约束条件均
相同, 但其势能分别为 U0 和 U1. 其自由能之差为

β∆F = βF1 ´ βF0 = ´ ln Z1

Z0

(6.14.1)

这里

Z1 =

ż

exp t´βU1(X)u dX

Z0 =

ż

exp t´βU0(X)u dX
(6.14.2)

分别为对应于势能 U1 和 U0的位形积分. 为了简化符号, 这里的 X代表所有粒子位置的

集合, 而对 dX的积分则是对所有粒子位置的积分. 这两个位形积分的比值可以做如下
变换

Z1

Z0

=
Z1

Z0

ş

W (X) exp t´β[U0(X) + U1(X)]u dX
ş

W (X) exp t´β[U0(X) + U1(X)]u dX

=
xW exp t´βU1uy0
xW exp t´βU0uy1

(6.14.3)

这里, 尖括号的下标 0 和 1 代表对于势能 U0 和 U1的正则分布的平均. W是一个基本上
任意的位形的函数. 现在, 如果选取

W9

(
1

n1

exp t´βU0u +
1

n0

exp t´βU1u

)´1

(6.14.4)

其中的 n0 和 n1 是两个任意常数, 便有

Z1

Z0

=
n0

n1

B(
1 + n0

n1
exp tβ(U1 ´ U0)u

)´1
F

0
B(

1 + n1

n0
exp tβ(U0 ´ U1)u

)´1
F

1

(6.14.5)

如果令
n0

n1

= eC (6.14.6)
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就可以得到
Z1

Z0

= eC xf(βU1 ´ βU0 + C)y0
xf(βU0 ´ βU1 ´ C)y1

(6.14.7)

这里 f(x) = (1 + ex)´1
为费米函数. 于是自由能的差就成为

β∆F = ´ ln Z1

Z0

= ´ ln xf(βU1 ´ βU0 + C)y0
xf(βU0 ´ βU1 ´ C)y1

´ C (6.14.8)

选取合适的常数 C, 用 Metropolis 方法计算(6.14.8)中的两个平均值, 就能够得到自由
能之差.
与自由能计算相关的的是态密度的计算, 在统计物理中, 态密度定义为单位能量间

隔内的微观状态数, 通常记为 Ω(E). 如果已知一个系统的态密度, 那么, 配分函数可以
写成

Q(β) =

ż

Ω(E)e´βE dE

对 Q求对数并乘以 ´kT就得到了自由能.
1987 年, Ferrenberg 和 Swendsen[?] 提出了一个直方图算法, 实际上用到了态密度.

利用这一方法, 可以通过很少几个点的模拟而得到整个温区的结果. 其基本思路非常简
单：注意到给定温度下系统按照能量的分布是

P (β,E) =
Ω(E)e´βE

Q(β)

对于一个确定的温度, 由 Metropolis 算法, 可以得到这个分布的直方图. 直方图 H(β,

E)与 P (β,E)成正比, 或
H(β,E)9Ω(E)e´βE

于是

Ω(E)9H(β,E)eβE

对于另一个温度 β1, 其分布可由上述 Ω(E)得到

P (β1, E) =
Ω(E)e´β1E

Q(β1)
=

H(β,E)e(β´β1)E

ş

dEH(β,E)e(β´β1)E

这样, 在一个温度下的模拟结果, 原则上可以用来计算所有温度的平均值. 而上式的分
母, 则可以用来估算配分函数从而估算自由能（相差一个任意常数）.

这一方法取得了巨大成功, 大致可以把 Monte Carlo 的计算时间减少一个量级, 同
时也提供了计算自由能的思路和方法.
另一个直接针对态密度的计算的方法是由 Berg 在 1992 年提出来的多正则系综方

法 [?, ?]. 这是一个迭代算法, 基于如下观察. 设系统的态密度为 Ω(E), 现在, 如果已经
知道了态密度, 并利用 1

Ω(E)
取样做模拟计算, 那么将得到一个平的分布, 也就是说模拟

结果对能量做直方图 H(E), 将得到一个常数.
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分子动力学方法Berg 算法的思路是, 先假设一个态密度 Ω(0)(E), 然后由此态密度的倒数取样, 得到
直方图 H(0)(E), 然后, 把态密度变为 Ω(1)(E)9Ω(0)(E)H(0)(E), 开始一轮新的迭代, 这
样, 就能得到一系列的 Ω(n)(E), n = 1, 2, . . ., 直到直方图变平（在给定的精度下）, 最
后得到的 Ω(E)就是所求的态密度.
这一方法思路很清楚, 但实现起来非常困难. 首先, 方法本身的稳定性不好, 对于一

个比较任意的初始态密度, 很难得到收敛的结果. 其次, 需要认真处理能量的上界和下
界处的问题, 在这些地方, 态密度很小, 容易出问题.

2005 年由王福高和朗道提出的算法, 克服了 Berg 算法的缺点, 这一算法的基本思
路与 Berg 的思路相同, 但采取了一个不满足细致平衡条件的做法 [?, ?]. 在模拟的每一
步都修正态密度. 其基本步骤是：1, 给定一个初始态密度 Ω(E), 从一个初始位形（对应
于一个确定能量）出发；2, 按照 1

Ω(E)
取样, 前进一步, 到达新的位形和对应能量；3, 立

刻把这个新的能量对应的态密度乘以一个放大因子, 继续计算. 在计算中同时统计直方
图, 当直方图基本变平时, 缩小放大因子, 并把所得态密度作为新的初始态密度, 开始计
算. 当放大因子缩的足够小, 且直方图在精度要求下变平时, 得到最终的态密度计算结
果. 在王福高和朗道的原始论文中, 给出了对于 Ising 模型实现此算法的细节的详细解
释.
这个方法的稳定性非常好, 几乎对于所有模型, 任何初始态密度都能得到收敛的结

果. 这个算法的发现, 被看成是 Monte Carlo 历史上具有里程碑意义的事件. 但是, 这个
算法也有比较严重的问题, 虽然能够保证收敛且计算非常稳定, 但收敛的精度似乎有一
个极限, 到达此极限后, 无法通过加大计算量来提高精度. 另外, 一个显而易见的问题是,
即便以精确态密度作为初始态密度, 一旦开始计算, 也开始引进误差, 最终得到的是有一
定误差的态密度.

6.15 分子动力学方法

蒙特卡罗方法是通过一个随机过程来生成一系列状态, 使其满足特定的分布, 例如
正则分布. 这一节粗略介绍分子动力学（MD）方法. 分子动力学方法利用真实的动力
学过程产生一系列状态, 所以特别适合微正则系综.

在微正则系综（NVE 系综）, 一个一般的分子动力学计算包含如下步骤：

1. 初始化;

2. 开始模拟并使得系统达到平衡;

3. 继续模拟并存储结果.

现在解释上面三个步骤.
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Verlet 算法 初始化: 指明粒子数和粒子之间的相互作用, 给定模拟系统的边界, 指明总能量 E.
在实际研究中, 通常指定的是温度而不是能量, 因此, 在分子动力学计算中通过调整能量
的数值以达到指定的温度.
作为初始条件, 需要给每个粒子指明初始位置和初始动量, 在很多情况下, 把粒子的

位置指定到 FCC 格点上, 这是一种密堆积结构, 在给定体积下可以容纳最多的粒子. 而
且, 这也是很多固体的基态结构. 如果使用立方的模拟盒子, 因每个立方元胞的粒子数
是 4, 所以总的粒子数可以选为 4M3, M = 1, 2, 3, .... 也就是说, 模拟系统的总粒子数的
比较合适的数字应该是 N = 4, 32, 108, 256, 500, 864.... 粒子的初始速度则以给定温度
下的麦克斯韦分布来指定. 这可以通过按照高斯分布来指定速度的每一个分量来实现.
例如, 速度的 x-分量的分布为

P (vx) =

c

m

2πkT
exp

"

´
mv2x
2kT

*

(6.15.1)

在生成所有粒子的初始速度后, 因为粒子数有限, 系统的总动量一般不为零, 这只要对每
个粒子的速度做简单平移就能够使得总的动量为 0.
开始模拟并使得系统达到平衡: 由上述方式确定的系统显然不是处于平衡态, 需要

从上述初始条件出发, 通过积分动力学方程, 逐步使系统达到平衡态. 对于运动方程的
积分有多种方法, 这里仅仅介绍一种常用而且比较简单的方法, 主要说明方法的内容, 同
时也提供一种可以实际操作的方法. 其他方法可以参看相关专著和文献 [?, ?].
在分子动力学模拟计算的历史上, 标准的 Verlet算法可能是第一个计算运动方程积

分的成功算法, 这个算法目前仍然在广泛使用, 还有一些比较新的, 更好的算法, 也是由
此算法改造而来. 这个算法是, 对于每个粒子

r(t+ h) = 2r(t) ´ r(t´ h) + h2
F (r(t))

m
(6.15.2)

这里 r(t)是粒子在时间 t = nh的位置矢量, F (r(t))是 t时刻作用在所考虑的粒子上的合

力. 为了能够开始计算, 除了给定的初始位置 r(0)外, 还需要 r(h), 这可以由初始速度
求出为

r(h) = r(0) + hv(0) + h2
F (r(0))

2m
(6.15.3)

在计算过程中, 每个时间的速度由下式计算

v(t) =
r(t+ h) ´ r(t´ h)

2h
(6.15.4)

这种方法的简单变形有

v(t+ h/2) =v(t´ h/2) + h
F (r(t))

m

r(t+ h) =r(t) + hv(t+ h/2)

(6.15.5)
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以及

r(t+ h) =r(t) + hv(t) + h2
F (r(t))

2m

v(t+ h) =v(t) + h
F (r(t+ h)) + F (r(t))

2m

(6.15.6)

这些变形在数学上与原算法等价, 但对于有限位数的数值计算, 比原算法的稳定性更好
一些.
通常, 使用周期性边界条件（PBC）, 其实现方式一般有两种, 一是最小镜像方法,

即在每个方向上, 只计算距离不大于 L/2 的粒子的作用力. 另一个是截断方法, 是把相
互作用势能在 rmax 处截断, 大于这个距离的势能取为 0. 在截断方式下, rmax 处的不连

续性可能导致较大的误差, 这通常用势能的平移来解决, 即

Vsh(r) = V (r) ´ V (rmax) (6.15.7)

对于像静电相互作用那样的长程相互作用, 则需要考虑所有距离的贡献, 这需要采用一
些特殊的方法来处理, 比较经典的方法是 Ewald 求和方法, 将在附录中给出.
系统的温度由能量均分定律给出, 即每个自由度的动能的平均值为 kT/2 , 即

3

2
kT =

1

N ´ 1

N
ÿ

i=1

B

1

2
mv2i

F

(6.15.8)

这里 N ´ 1 是由于总的动量守恒, 从而独立的速度的数目是 3(N ´ 1). 如果实际上指定
的是温度, 那么, 为了达到所给定的温度, 需要对系统的速度进行重新标度,

vi(t) Ñ λvi(t) (6.15.9)

标度因子 λ 可以如下选择

λ =

d

(N ´ 1)3kT
řN

i=1mv
2
i

(6.15.10)

在开始的若干步中, 可以每隔几个时间步做一次重新标度, 总共做几次（10 – 20 次）即
可.
继续计算并存储结果: 在系统达到平衡后, 继续计算, 同时计算感兴趣的物理量

的平均值, 除了前面蒙特卡洛一节列出的之外, 还要计算温度的平均值. 因为前面已经
做过重新标度, 计算得到的温度平均值应该非常接近事先指定的温度. 物理量 A 的平均

值由如下时间平均得到

Ā =
1

n

n
ÿ

ν=1

Aν (6.15.11)

这里 Aν 是 A 在第 ν个时间步的值, 这里的时间步从达到平衡后重新从 1 开始.
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6.16 郎之万动力学模拟

在有些问题中, 常常涉及两个相差很大的时间尺度的问题. 例如悬浮液系统, 纳米
到微米尺度的粒子悬浮于液体中, 在液体的分子作用下, 这些悬浮颗粒做随机运动. 与
颗粒运动相关的时间尺度远远大于液体中分子运动的时间尺度. 如果把液体分子和悬浮
颗粒放在同等的尺度做模拟计算, 那么, 在相当长的时间内, 完全无法观察到颗粒的运
动. 如果我们主要关心颗粒的运动, 则可以把液体大体上看成是连续的介质, 其分子的
热运动用一个随机力来代表. 在这样的近似下的模拟为郎之万动力学模拟. 以下, 称悬
浮粒子为布朗粒子.
布朗粒子的运动由郎之万方程描述

m
dv
dt = ´γv (t) + F (t) + R (t) , (6.16.1)

这里, γv(t) 代表布朗粒子在液体中受到的阻力, 这里, 这个阻力用低雷诺数近似下的公
式表示, 即阻力与速度成比例, 沿速度的反方向. F (t)是布朗粒子所受的确定力, 来自外
界或其他布朗粒子, R (t)是随机力, 来自液体中分子的热涨落. 在写出上面方程时, 忽略
了流体力学相互作用, 当布朗粒子的密度比较大时, 流体力学相互作用非常重要. 所谓
流体力学相互作用, 是指布朗粒子在运动时, 会在液体中激发一个速度场, 这个速度场可
以影响其他布朗粒子的运动. 考虑流体力学相互作用的计算比较复杂和专门, 这里略去,
有兴趣的同学可以参看相关专门著作 [?, ?]. 随机力来自液体分子对于布朗粒子的碰撞,
因分子运动的时间尺度远远小于布朗粒子运动的时间尺度, 所以, 假定随机力满足如下
的时间相关函数

xRi (t)Rj (0)y = qδ (t) .

这里 q = 2kBTγ, 这一关系最早由爱因斯坦得到, 称为爱因斯坦关系. 这一关系将在涨
落一章讨论.
为了模拟这个动力学, 关键的问题是处理随机力. 通常, 用 Verlet 方法来积分方

程(6.16.1)

v (t+ h/2) = v (t´ h/2) + hF (r (t)) + ∆v

r (t+ h) = r (t) + hv (t+ h/2) .

这里, ∆v 是随机力的贡献, 这部分贡献用下面的方法计算. 如果求解不受确定力的布朗
粒子的运动方程, 可得到

U = v (t) ´ v (0) exp
(

´
γt

m

)
=

1

m

ż t

0

exp
(

´
(t´ τ) γ

m

)
R (τ) dτ.

这里, 粒子之间, 粒子运动的各个分量之间没有耦合, 只需要考虑一个粒子的一个分量.
当 t " m/γ时,第一项是 0. m/γ的典型数值是 10´11 s (例如,考虑直径为 1µ的布朗粒子
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悬浮于水中, m „ 4π/3 (d/2)
3
ρ „ 0.5ˆ10´18, γ = 6πη (d/2) „ 6πˆ0.01ˆ0.5ˆ10´6 „

10´7, m/γ „ 10´11 s), 如果模拟布朗粒子的时间步长远大于此时间, 则满足上述要求.
在此条件下, 速度的平均为 0. 速度平方的平均为

@

U(t)2
D

=
q

2γm

(
1 ´ exp

(
´
2γt

m

))
,

对于大的 t 趋向于
@

U(8)2
D

=
@

v(8)2
D

=
q

2γm
”
kBT

m
.

上面的第二个等式来自温度的定义. 由此得到爱因斯坦关系

q = 2kBTγ.

在大 t极限下, 布朗粒子与液体处于热平衡, 速度 v满足麦克斯韦分布,

P (v)9 exp
(

´
mv2

2kBT

)
.

所以, 在时间步长远大于 m/γ时, ∆v即为上述满足麦克斯韦分布的随机变量, 只需以上
述分布取样即可. 如果时间步长不是足够长, 则 v满足的分布成为

P (v)9 exp
(

´
m|v ´ v(0) exp

(
´γt

m

)
|2

2kBT
(
1 ´ exp

(
´ 2γ∆t

m

))) .
这里 v(0)为上一步的无规速度. 实际计算时, 时间间隔一般都会取得足够长, v(0)一般不
会出现.
另一种算法是在 r(t+ h)上加 ∆r.

v (t+ h/2) =v (t´ h/2) + hF (r (t))

r (t+ h) =r (t) + hv (t+ h/2) + ∆r.

对于随机速度再积分一次,

r ´ r0 =
ż t

0

v (t1) dt1

代入速度的表示式, 得到

r ´ r0 =
ż t

0

dt1
[

v(0)e´
γ
m t1

+ e´
γ
m t1

ż t1

0

dt2e
γ
m t2R (t2)

]

即

r ´ r0 ´
m

γ
v(0)

(
1 ´ e´

γ
m t
)
=

ż t

0

dt1e´
γ
m t1

ż t1

0

dt2e
γ
m t2R (t2)
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分部积分一次, 上式简化为

r ´ r0 ´
m

γ
v(0)

(
1 ´ e´ζtt

)
=

ż t

0

m

γ

[
1 ´ e´

γ
m(t1´t)

]
R (t1) dt1

对上式做系综平均,

xr ´ r0y = mv(0)
(
1 ´ e´

γ
m t
)

γ

平方再平均

A

|r ´ r0|
2
E

=
m2v(0)2

γ2

(
1 ´ e´

γ
m t
)2

+
3mkT

γ2

(
2
γ

m
t´ 3 + 4e´

γ
m t ´ e´2 γ

m t
)

可以证明 r ´ r0 ´ m
γ

v(0)
(
1 ´ e´

γ
m t
)
满足高斯分布

P (r, t; r0, v(0)) =
[

γ2

2πmkT
(
2 γ
m
t´ 3 + 4e´

γ
m t ´ e´2 γ

m t
)]3/2 exp

´
γ2

ˇ

ˇ

ˇ
r ´ r0 ´ m

γ
v(0)

(
1 ´ e´

γ
m t
)ˇ
ˇ

ˇ

2

2mkT
(
2 γ
m
t´ 3 + 4e´

γ
m t ´ e´2 γ

m t
)


若时间足够长, 则
A

|r ´ r0|
2
E

=
6kT

γ
t = 6Dt

D为扩散系数.

P (r, t; r0) =
[

1

4πDt

]3/2
exp

[
´

|r ´ r0|
2

4Dt

]
这样, 就可以利用上式取样得到 ∆r了. 大部分实际计算都是在这样的大 ∆t极限下进行.

6.17 长程力与 Ewald 求和

在前面讨论的对于 Leonard-Jones 模型的模拟中, 对相互作用进行了截断. 这是由
于相互作用随距离迅速趋向于 0. 这是对于短程相互作用的典型的处理方法. 另一方面,
有一些相互作用趋向于 0很慢, 最典型的是库伦相互作用, 对于这样的系统, 在计算能量
时, 需要计算粒子与模拟盒子内粒子以及其周期性扩展的盒子内的粒子的相互作用, 计
算这种相互作用的方法需要针对每一种相互作用的形式来建立, 这里给出库伦相互作用
的计算方法.
库仑相互作用是长程相互作用, 其相互作用势能随距离以一次方的方式衰减, 考虑

到粒子的数目（指定距离下的粒子数目）与距离的平方成正比,所以,相互作用能是发散
的. 实际上, 带电系统均需要满足电中性条件, 通过不同电荷之间相互作用的抵消, 才能
够得到有限的结果. 由于相互作用衰减太慢, 如果利用前面所介绍的截断方式处理, 将
带来太大的误差, 因此, 必须要对所有的周期性的像求和. 在周期性边界条件下, 用 R表
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示周期性重复的模拟盒子的位置（选盒子上的某个点为代表点）, R = 0为模拟盒子, 其
他 R为其周期性重复的像. 库仑相互作用能量由下式给出

U =
1

2

ÿ

R

ÿ

i

ÿ1

j

qiqj
|ri ´ rj ´ R|

(6.17.1)

求和号上的“1”表示当 R = 0时, 不包括 i = j的项, 求和受到电中性条件的限制
ÿ

i

qi = 0 (6.17.2)

R ‰ 0时包含 ri = rj的项, 是周期性边界条件下系统的所有周期性扩展的像系统对于模
拟系统的作用, 像系统的第 ri 的位置的粒子与实际系统的同一位置的粒子有相互作用.
这个求和可以利用 Ewald 求和计算.

U =
1

2

ÿ

R

ÿ

i

ÿ1

j

qiqj
|rij ´ R|

erfc(η|rij ´ R|)

+
ÿ

G‰0

2π

V G2
e´ G2

4η2

∣∣∣∣∣ÿ
i

qieiG¨ri

∣∣∣∣∣
2

´
η

?
π

ÿ

i

q2i

(6.17.3)

这里 G是以模拟盒子为元胞的周期性格点 R的倒格矢, 例如, 对于 Lˆ Lˆ L的盒子,

R = L(m1,m2,m3), G =
2π

L
(n1, n2, n3)

这里 mi, ni取整数. erfc(x)是余误差函数, η是一个收敛参数, 其设置使得上式中对于
G和 R的求和均能较快收敛. 因 U的计算结果与 η无关, 通过改变 η 并观察计算结果是

否变化, 也可以用来检验程序是否有错.
下面给出这个公式的推导. 由下述恒等式:

1

x
”

2
?
π

ż 8

0

e´x2t2 dt (6.17.4)

记 rij = ri ´ rj , 将右边的积分分为两部分,

1

|rij ´ R|
=

2
?
π

ż η

0

e´|rij´R|2t2 dt+ 2
?
π

ż 8

η

e´|rij´R|2t2 dt

=
2

?
π

ż η

0

e´|rij´R|2t2 dt+ 1

|rij ´ R|
erfc(η|rij ´ R|)

(6.17.5)

在最后一步利用了余误差函数的定义

erfc(x) = 2
?
π

ż 8

x

e´t2 dt

方程(6.17.5)两边对 R求和, 右边的第二项由于余误差函数的性质而快速收敛, 现在考虑
第一项

I(rij) =
ÿ

R

2
?
π

ż η

0

e´|rij´R|2t2 dt
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显然 I(rij)是格矢的周期函数, I(rij) = I(rij +R), 因此可以展开为格点付里叶级数

I(rij) =
1

V
ÿ

G

I(G)eiG¨rij (6.17.6)

这里 G是倒格矢, V是系统做周期性扩展后的总体积.

I(G) =

ż

dr I(r)e´iG¨r

=
ÿ

R

2
?
π

ż η

0

dt
ż

dr e´|r+R|2t2e´iG¨(r+R)

=N 2
?
π

ż η

0

dt e´ G2

4t2
π3/2

t3

=V 4π

V G2
e´ G2

4η2

(6.17.7)

这里的 N是对应的周期性扩展的数目（实际上 V和 N都是无穷大, 但 V/N = V , V是
模拟盒子的体积. 这里先保留 V和 N , 并在此后趋于无限大）. 在(6.17.7)的第二行插入
了因子 e´iG¨R = e´i2π = 1, 在第三行利用了被求和量与 R 无关从而给出 N , 与 V一起
给出因子 1/V . 把方程 (6.17.7) 代入 (6.17.6)

I(rij) =
ÿ

G

4π

V G2
e´ G2

4η2 eiG¨rij (6.17.8)

这一表达式因有一指数因子, 从而快速收敛. 这样就有
ÿ

R

1

|rij ´ R|
=
ÿ

R

1

|rij ´ R|
erfc(η|rij ´ R|) +

ÿ

G

4π

V G2
e´ G2

4η2 eiG¨rij (6.17.9)

这一求和本身是发散的, 应该把其发散部分分离出来. 如果 rij ‰ 0, 实空间的求和是收
敛的, 唯一的发散部分来源于倒空间求和中的 G = 0项. 因此上述方程应写为

ÿ

R

1

|rij ´ R|
=
ÿ

R

1

|rij ´ R|
erfc(η|rij ´ R|)

+
ÿ

G‰0

4π

V G2
e´ G2

4η2 eiG¨rij + lim
gÑ0

4π

V g2
´

π

V η2

(6.17.10)

当 rij = 0, 应当计算

ÿ

R‰0

1

R
= lim

rÑ0

(
ÿ

R

1

|r ´ R|
´

1

r

)

=
ÿ

R‰0

1

R
erfc(ηR) +

ÿ

G‰0

4π

V G2
e´ G2

4η2

+ lim
gÑ0

4π

V g2
´

π

V η2
+ lim

rÑ0

1

r
( erfc(rη) ´ 1)

(6.17.11)
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利用关系式

erfc(x) « 1 ´
2

?
π
x+

2
?
π

x3

3
+ ¨ ¨ ¨

有

ÿ

R‰0

1

R
=

ÿ

R‰0

1

R
erfc(ηR) +

ÿ

G‰0

4π

V G2
e´ G2

4η2 + lim
gÑ0

4π

V g2
´

π

V η2
´

2
?
π
η (6.17.12)

有了上述准备, 我们来求(6.17.1). 由方程(6.17.10)和(6.17.12)可以得到

ÿ

i

ÿ

R‰0

ÿ

j

qiqj
|rij ´ R|

=
ÿ

i

ÿ

R‰0

ÿ

j‰i

qiqj
|rij ´ R|

+
ÿ

R‰0

ÿ

i

q2i
R

=
ÿ

R‰0

ÿ

i

ÿ

j

qiqj
|rij ´ R|

erfc(η|rij ´ R|)

+
ÿ

G‰0

ÿ

i

ÿ

j

qiqj
4π

V G2
e´ G2

4η2 eiG¨rij

+

(
lim
gÑ0

4π

V g2
´

π

V η2

)(
ÿ

i

ÿ

j

qiqj

)

´
2

?
π
η
ÿ

i

q2i

+
ÿ

i

ÿ

j‰i

qiqj
|ri ´ rj |

( erfc(η|rij |) ´ 1)

注意到, 由电中性条件
ÿ

i

ÿ

j

qiqj =

(
ÿ

i

qi

)2

= 0

以及

ÿ

i

ÿ

j

qiqjeiG¨rij =
ÿ

i

qieiG¨ri

ÿ

j

qje´iG¨rj =

∣∣∣∣∣ÿ
i

qieiG¨ri

∣∣∣∣∣
2

得到

U =
1

2

ÿ

R

ÿ

i

ÿ1

j

qiqj
|rij ´ R|

erfc(η|rij ´ R|)

+
ÿ

G‰0

2π

V G2
e´ G2

4η2

∣∣∣∣∣ÿ
i

qieiG¨ri

∣∣∣∣∣
2

´
η

?
π

ÿ

i

q2i

大的边界条件, 这里对应于金属. 一般情况，需要加上一项

Upol =
2π

(2ϵ1 + 1)V

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

i=1

riqi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
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硬球系统的分子动力学 6.18 硬球系统的分子动力学

硬球系统的分子动力学模拟是人类历史上第一个用模拟方法研究统计物理的工作

[?, ?]. 由于硬球相互作用特别简单, 其模拟计算也特别简单, 初始化等均与前述相同, 不
同的是运动方程的积分和物理量的计算. 每个硬球粒子在与其他粒子碰撞前, 做匀速直
线运动, 碰撞后改变速度的大小和方向, 于是, 动力学方程的积分简化为：

1, 确定下一次碰撞;
2, 把所有粒子移动到对应于下一次碰撞的位置;
3, 由碰撞动力学确定碰撞的一对粒子碰撞后的速度;
考虑二个粒子 i 和 j, 直径为 σ, 在时间 t 位于 ri 和 rj , 其速度分别为 vi 和 vj . 如

果这两个粒子在 t+ tij 发生碰撞, 则下面的方程必须满足

|rij(t+ tij)| = |rij(t) + vijtij | = σ (6.18.1)

这里 rij = ri ´ rj , vij = vi ´ vj . 如果定义 bij = rij ¨ vij , 则方程成为

v2ijt
2
ij + 2bijtij + r2ij ´ σ2 = 0. (6.18.2)

如果 bij ą 0或 b2ij ´ v2ij
(
r2ij ´ σ2

)
ă 0, 这个方程没有正实数解. 在其他情况下, 有

tij =
´bij ´

(
b2ij ´ v2ij

(
r2ij ´ σ2

))1/2
v2ij

(6.18.3)

这就是 i 和 j粒子将要碰撞的时间. 对于每一对, 能够得到一个碰撞时间 tij , 或者可以
知道其不会碰撞, 下一个实际的碰撞时间则为 t+min (tij).

如果采用光滑硬球的弹性碰撞, 则碰撞中动能和动量守恒, 对于质量和直径相同的
两个球 i 和 j的碰撞, 可以得到

vnew
i =vold

i + δvi

vnew
j =vold

j ´ δvi

(6.18.4)

这里 δvi为

δvi = ´
bij
σ2

rij (6.18.5)

bij在碰撞的时刻计算.
硬球系统物理量的计算, 基本上与前述粒子系统相同. 只有在涉及势能相关的计算

时, 因硬球势是奇异的, 这会导致计算困难, 需要特别处理. 这里重点讨论压强计算中位
力的计算方法. 由位力公式

P = ρkBT +
1

3V

C

ÿ

i

ÿ

jąi

rij ¨ fij

G

.
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对于硬球系统 f ij可以写为

fij = ´
Bu (rij)

Brij
= kBTδ (rij ´ σ) r̂ij

这个结果需要借助对分布函数来得到, 由(5.3.2), 压强可以写为

p = nkT ´
2πn2

3

ż 8

0

dr r3u1(r)g(r)

对于硬球系统, g(r) 在 r = σ处不连续, 引进函数 y(r) = eβu(r)g(r), 则压强公式第二项
的积分可以改写为

ż 8

0

dr r3u1(r)g(r) =

ż 8

0

dr r3u1(r)e´βu(r)y(r) = ´
1

β

ż 8

0

dr r3de
´βu(r)

dr eβu(r)g(r)

在硬球情况下, eβu(r) = θ(r ´ σ), de´βu(r)

dr = δ(r ´ σ) 再注意到在碰撞瞬间, 两个硬球之
间的间距比 σ大无穷小, 所以对应的 eβu(r) = 1, 这样就得到

ż 8

0

dr r3u1(r)g(r) = ´
1

β

ż 8

0

dr r3δ(r ´ σ)g(r)

即

´u1(r) = kTδ(r ´ σ)

这就是所要的结果. 利用这个力的公式, 可以把位力改写为
ÿ

i

ÿ

jąi

rij ¨ fij = kT
ÿ

i

ÿ

jąi

rij ¨ δ (rij ´ σ)

在实际计算时, 上式近似为
ÿ

i

ÿ

jąi

rij ¨ fij « kT
ÿ

i

ÿ

jąi

rij

[
θ (rij ´ σ) ´ θ (rij ´ (σ +∆r))

∆r

]
.

θ (rij ´ σ) ´ θ (rij ´ (σ +∆r)) 在 σ ă rij ď rij +∆r时取 1, 其他情形为 0.

6.19 习题

1. 若投掷硬币正反面的概率均为 1
2
, 用一个随机变量 ξ 表示硬币的正反面, 正面时

ξ = 0, 反面时 ξ = 1, 求出 ξ 的数学期望 E(ξ) 和方差 D(ξ).

2. * 数值模拟上面的问题, 对于 N = 100, N = 104, N = 106, 用算术平均求出若干
个 E(ξ) 和 D(ξ) 的近似值, 并与精确值比较.

3. * 对上题的 N = 104 情形, 做 M = 104 次计算, 求出每次的 E 的近似值, 做出 E

的计算结果的直方图分布, 统计计算结果出现在一个标准差 (Xα = 1) 和两个标准
差内的个数, 由此验证中心极限定理.
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4. 设 ξi 是区间 [0, 1] 的均匀分布的随机数, 取这个序列中的每 12 个 ξ 构造一个 x,

xj =
12
ÿ

i=1

ξi ´ 6

由中心极限定理, 证明序列 xj 满足高斯分布.

5. 利用上题的方法生成高斯分布的随机数序列, 做出所得结果的直方图, 并与理论结
果比较. 高斯分布是

p(x) =
1

?
2π

e´ 1
2x

2

6. 对于指数分布

f(x) =

#

e´x (x ą 0)

0 (x ă 0)

分别用变换方法和重要性抽样方法抽样, 并对抽样结果做直方图验证所得结果.

7. * 对于如下分布
f(x) = 0.131796023 ex2´ 1

4x
4

利用重要性抽样法实现依照上述分布的抽样, 并对抽样结果做直方图验证所得结
果.

8. * 如何实现离散随机变量的重要性抽样？对于泊松分布

P (n) =
λn

n!
e´λ

取 λ = 8, 做出这个分布的取样并验证所得结果.

9. 利用你所使用的系统自带的随机数发生器, 模拟二维正方格子上的无规行走和不
回头的无规行走, 计算 xR2y 与行走步数 N 之间的关系, 由此检验随机数发生器.

10. 若随机变量 xl 的概率为 p(xl), 构造一个随机过程，其转移概率 w(xr Ñ xs) =

wg(xr Ñ xs)w
a(xr Ñ xs), 其中 wg(xr Ñ xs) 和 wa(xr Ñ xs) 分别为选择概率和

接受概率. 试证明,

wa(xr Ñ xs) = min
(
1,
p(xs)w

g(xs Ñ xr)

p(xr)wg(xr Ñ xs)

)
满足细致平衡条件

p(xr)w(xr Ñ xs) = p(xs)w(xs Ñ xr)

若选择概率取为常数, 则接受概率成为

wa(xr Ñ xs) = min
(
1,
p(xs)

p(xr)

)
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11. * 模拟二维正方格子上的自回避无规行走, 试生成 106 个自回避无规行走的链并统

计各种长度的链所占的比例.

12. 对于如图所示的公寓房,房内的学生在房间内做无规运动,即在确定的时间间隔内,
转移一次房间, 如果他处于四个房间的概率分别为 p1 = p2 = 1

4
, p3 = 3

8
, p4 = 1

8
.

（1）求出能够达到这个分布的一种转移矩阵；（2）由所得转移矩阵，利用重要性抽
样方法，从一个任选的学生所在的初始房间出发，生成其所在放间的序列并检查

该序列满足所给的概率分布.

图 6.19.1: 恒压下的一维理想气体.

13. 恒压下的一维理想气体.

对含有 N 个质量为 m 的粒子的一维系统（图 9.4）进行模拟. 其一端有一质量为
M 的活塞，它被以恒力 P 推向气体. 另一端是固定的墙壁. 当和墙壁碰撞时，粒
子速度的方向发生变化，但是大小保持不变. 和活塞碰撞时，粒子和活塞系统的能
量和动量保持守恒. 活塞和墙壁之间的瞬时距离为 L(t). 该气体为理想气体，即粒
子间的相互作用可忽略.

（a）验证焓（PL+ 动能）守恒.

（b）解释即使系统从非平衡态速度分布（例如所有粒子都以恒定速率向相同方向
运动，但是位置是随机的）出发，一段时间后，气体总是趋向 Maxwell-Boltzmann
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（麦克斯韦-玻尔兹曼）速度分布

P (v) „ exp
(
1

2
βmv2

)
(9.52)

其中 β´1 为 1
2
ˆ 每个粒子动能的平均值.

（c）从不同的初始能量和固定 P 出发，当系统与外界达到热平衡时，“测量”温度

和 L 在一次有效运行中的平均值. 验证系统近似满足理想气体方程.

（d）有人或许会试图通过令与固定墙壁碰撞的粒子有一速度分布（9.52）（该分布
可用中心极限定理产生，即可以通过让一个粒子在速度空间做“随机行走”来实

现）来做恒温恒压模拟. 验证这时温度比（9.52）预测的要低. 为什么？

14. Markov 过程的另一个例子

初始时，在箱子 A 中有两个白色弹子，在箱子 B 中有一个黑色弹子. 从每一个箱
子里随机选一个弹子，并将它们交换. 态 α = [˝‚][˝] 和 β = [˝˝][‚] 的稳态概率分

别是多少?

15. Ising 链

考虑含有 N 个自旋并具有自由边界条件（3.1）的一维 Ising链.（a）用Metropolis
算法对该自旋系统做 Monte Carlo模拟（根据你们的计算资源来选择自旋数）. 用
涨落公式（9.30）和能量的数值微分来计算温度 T = 2J/kB 时的平均能量和热容.
与 3.1 节的精确解比较.

（b）用涨落公式和 9.2.3 节的直方图法，从温度 J/kB 时的单次运行中求比热，并

将其画出来. 与比热的精确解比较.

16. 用模拟退火解旅行（巡回）推销员问题.

写出并调试求解旅行（巡回）推销员问题的计算机程序. 许多城市之间的距离可在
大部分公路地图册里找到. 如果觉得手动输入大矩阵太麻烦，可先把城市随机排
成一列，然后让计算机来产生距离表格. 我们的经验是，只有当城市数达到 30 个
或者更多时，模拟退火才会体现出优势，否则只需做多次零温淬火并从中选择最

优解.

17. 如下二题选做一题.

（选做一）构造无外场二维正方格子上 Ising 模型的 Monte Carlo 程序, 分别
对于几个不同的格子大小（例如 N = L ˆ L, L = 8, 12, 16, 20）计算平均能

量, 比热, 磁化和磁化率随温度的变化曲线，计算 Binder 累积量并确定临界
温度 Tc，讨论所得计算结果. 如有可能, 请与对应格点数的精确结果比较, 以
考验所用随机数发生器.



6.19 习题 339

(选做二) 构造 Lenard-Jones 相互作用流体的 Monte Carlo 模拟, 利用周期性
边界条件, 对于粒子数为 N „ 100 和 N „ 200, 求出能量和物态方程（即计
算压强与密度的关系). （此题需要做无量纲化, 做相互作用的截断, 即对于
r ą rc, 令 u(r) = 0, 通常选 rc = 2.5σ, 压强可以通过计算位力

ř

f ¨ r 得

到. 关于此问题的详细讲解,参看 Daan Frenkel, Berend Smit, Understanding
Molecular Simulations. 关于位力与压强的关系, 查看讲义的系综理论开头部
分). 给出程序清单和计算结果，

本题可以选取如下一组数据进行计算.
Ar Kr Xe CH4 N2 CO2 C2H4

ε/kB (K) 120 165 230 143 85 216 202

σ
(
Å
)

3.43 3.72 4.05 3.77 3.72 3.88 4.26

(1Å = 10´10m)

(选做三) 利用王福高-Landau 方法计算二维正方格子上 Ising 模型的态密度.
这个题目基本上是重复王福高和 Landau 的原始计算, 建议仔细阅读他们的
原始论文并完成计算.
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第七章 相平衡与化学平衡

这一章将从热力学的角度讨论热力学系统的相平衡.

7.1 平衡判据

热力学系统的平衡是一种热动平衡. 由热力学第二定律, 当一个绝热的热力学系统
达到热动平衡时, 它的熵达到极大值. 因此, 有如下的熵判据:
熵判据: 一个绝热系统在其内能和总体积不变时, 对于各种可能的虚变动来说, 平

衡态的熵最大.
从熵判据出发, 可以很容易导出其它判据, 为此, 考虑一个大的孤立系统, 我们要研

究的系统是这个大的封闭系统的一个子系统, 而大系统的其它部分是我们所要研究的系
统的外部介质 (环境). 设环境的压强为 P0, 温度为 T0, 系统和环境都足够大, 使得其界
面的效应可以忽略不计, 则

St = S0 + S

Vt = V0 + V

Et = E0 + E

(7.1.1)

现在考虑系统的一个变动, 使得
S Ñ S +∆S

V Ñ V +∆V

E Ñ E +∆E

(7.1.2)

相应的, 环境的对应物理量也有变动 ∆S0, ∆V0和 ∆E0. 由于大系统是孤立的, 所以

∆V0 +∆V = 0

∆E0 +∆E = 0
(7.1.3)

如果大系统 (从而它的任何部分) 已经达到平衡态, 大系统的熵 St已经达到最大, 那么任
何变动都会使得大系统的熵减小

∆St = ∆S0 +∆S ă 0 (7.1.4)

341
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这就是熵判据对大的孤立系统的数学表示.
对于环境, 有

∆E0 = T0∆S0 ´ P0∆V0

即

T0∆S0 = ∆E0 + P0∆V0

= ´∆E ´ P0∆V

代入 (7.1.4) 得到
T0∆S ´ ∆E ´ P0∆V ă 0

或

∆E ´ T0∆S + P0∆V ą 0 (7.1.5)

若系统的温度保持为环境的温度, T = T0不变, 体积不变, 则得到

∆(E ´ TS) ą 0

即

∆F ą 0 (7.1.6)

由此得到自由能列据: 一个系统在温度和体积不变时, 对于各种可能的虚变动来说, 平
衡态的自由能最小.
如果系统的温度保持为环境的温度, T = T0不变, 压强保持为环境的压强 P = P0不

变, 则得到
∆(E ´ TS + PV ) ą 0

即

∆G ą 0 (7.1.7)

由此得到吉布斯函数判据: 一个系统在温度和压强不变时, 对于各种可能的虚变动来说,
平衡态的吉布斯函数最小.
如果系统的体积保持不变, 且绝热, 则

∆E ą 0

由此得到内能判据：一个系统的熵和体积不变时, 对于各种可能的虚变动来说, 平衡态
的内能函数最小.
具体利用哪一个判据, 要看具体问题而定.
上面几个判据中提到的所谓虚变动是指描述系统的某些状态变量的假想变动, 这个

概念是力学中虚位移的推广. 为了区别虚变动和真实的变动, 用符号 δ来标记某个热力
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学量的无穷小虚变动, 以区别于 d所代表的系统热力学量在真实过程中的无穷小变动.
在数学上, 熵判据可以表达为: 在固定内能和体积时, 系统熵的一级变化为零（这称为平
衡条件）而二级变化大于零（这称为稳定条件）. 由于有了约束条件, 我们一般需要研
究在一定约束条件下（例如熵判据中的固定内能和体积）的函数极值问题. 在数学上这
可以通过拉格郎日乘子（Lagrange multiplier）法得到. 具体地说, 如果在 m个附加条

件 ϕν (x1, x2, ¨ ¨ ¨xn)下, ( ν = 1, 2, , ¨ ¨ ¨ ,m), 要求函数 f(x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn)的极值, 可以通
过引入 m个拉格郎日乘子 λν , 并且求函数

f (x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn) +
ÿ

ν

λνϕν (x1, x2, ¨ ¨ ¨xn)

的极值得到. 而拉格郎日乘子的值则通过约束条件得到. 在推导各种分布时, 已经多次
使用过这个技巧.

7.2 单元复相系的相平衡

这一节, 先推导单元开系的热力学基本微分方程. 考虑一个开放的均匀系, 它所含
的物质量可以发生变化 (例如水, 可以汽化成水蒸气). 考查一个摩尔的该物质, 它的热
力学基本微分方程 (由于是固定的一摩尔物质, 所以可以用无物质变化的方程)

du = Tds´ Pdv

其中 u, s和 v分别为一摩尔该物质的内能、熵和体积. 在热力学中, 总是考虑宏观体系,
其中的物理量或者是正比于物质量的广延量, 或者是与物质量无关的强度量. 对于 ν摩

尔的物质, 且 ν可变时, 有

dE = d (νu) = udν + νdu

= νTds´ νPdv + udν

= Td (νs) ´ Tsdν ´ Pd (νv) + Pvdν + udν

= TdS ´ PdV + (u´ Ts+ Pv) dν

= TdS ´ PdV + µdν

其中 µ = u´ Ts+ Pv为一摩尔该物质的吉布斯函数, 即摩尔化学势. 后面会看到, 化学
势的高低决定了化学反应和相变的进行方向. 公式 (7.2.1) 就是一个开放的单元均匀系
的热力学基本微分方程.

7.2.1 单元复相系的相平衡条件

下面利用平衡的熵判据来推导单元系中几种相达到平衡的平衡条件. 一般的平衡条
件可以分为三类: 热平衡条件、力学平衡条件、相平衡条件和化学平衡条件. 对于单元
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系来说, 没有化学平衡的问题. 因此, 在此将研究热、力学和相的平衡条件.
如果选择系统的变量为 x, y, 对于一个热力学量 f(x, y), 当 x, y有变化 δx, δy时,

热力学量的变化为

∆f = δf +
1

2
δ2f + ¨ ¨ ¨

其中

δf =
Bf

Bx
δx+

Bf

By
δy

为一阶变化.

δ2f =
B2f

Bx2
(δx)2 + 2

B2f

BxBy
δxδy +

B2f

By2
(δy)2 = δ

(
Bf

Bx

)
δx+ δ

(
Bf

By

)
δy = δ(δf)

为二阶变化. 一阶变化是指热力学量对于变量虚变化展开的一次项, 二阶变化与展开的
二次项对应, 类似的, 可以引进三阶, 四阶变化等.
假设该单元系的几个相构成一个闭合系统, 第 α相的摩尔数为 nα. 闭合系统的总的

内能 E =
ř

α ναuα, 总的体积 V =
ř

α ναvα和总的摩尔数 ν =
ř

α να是固定的. 于是,
利用拉格郎日乘子法, 考虑到上述约束条件, 得到熵的一级变化为零的条件

δS ´
1

T
δE ´

P

T
δV +

µ

T
δν = 0 (7.2.1)

其中 T , P
T
, µ

T
是做为拉格郎日乘子引入的. 利用

δsα =
1

Tα

δuα +
Pα

Tα

δvα

其中 Tα和 Pα分别为 α相的温度和压强, 得到约束条件下熵的一级变化为 0 的条件为

δS ” δS ´
1

T
δE ´

P

T
δV +

µ

T
δν

=
ÿ

α

να

(
1

Tα

´
1

T

)
δuα +

ÿ

α

να

(
Pα

Tα

´
P

T

)
δvα +

ÿ

α

(
sα ´

uα
Tα

´
Pvα
Tα

+
µ

T

)
δνα

= 0

由于引入了拉格郎日乘子, δuα, δvα和 δνα现在可以看成独立的变量, 于是, 在达到平衡
时有

1

Tα

´
1

T
= 0

Pα

Tα

´
P

T
= 0

sα ´
uα
Tα

´
Pvα
Tα

+
µ

T
= 0

上式中第一个条件为热平衡条件, 它指出在复相平衡时, 各相的温度相等; 第二个条件是
力学平衡条件, 它指出平衡时各相的压强相等; 第三个条件是相平衡条件, 它指出相平衡
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时, 共存各相的化学势相等. 上述关系可以统一写成

Tα = T, Pα = P, µα = µ (7.2.2)

如果上述平衡条件不能满足, 那么系统就会发生真实的变动 (而不再是虚变动), 真实变
动的方向将使系统趋向于平衡态, 从而使得系统的总熵增加. 如果力学平衡条件已经
满足, 但热平衡条件不满足, 则系统的变化将使得

ř

α να

(
1
Tα

´ 1
T

)
δ(uα + Pvα) ą 0.

就是说, 如果某个 Tα ą T , 与之相应的 δh = δ(uα + Pvα) ă 0, 即热量会从这个相
传向其他相. 同样, 如果力学平衡条件没有满足 (为简单起见, 假定热平衡条件已经满
足), 那么系统会向

ř

α να

(
Pα

Tα
´ P

T

)
δvα ą 0的方向变动. 亦即, 如果某个 Pα ą P , 与

之相应的 δvα ą 0, 即该相的体积会膨胀. 如果化学平衡条件没有满足, 系统就会向
ř

α

(
´µα

Tα
+ µ

T

)
δνα ą 0的方向变动. 也就是说, 如果某个 µα ą µ, 与之相应的 δνα ă 0,

即该相的摩尔数会减少. 即物质会从化学势高的相经过相变到化学势低的相, 这也就是
化学势这个名称的由来.

7.3 平衡的稳定性条件

在上一小节, 利用熵判据, 由熵的一级变化为零, 得到了单元系平衡的条件. 一级变
化为零给出的是熵的极值, 但不一定是极大值. 按照熵判据的要求, 要确保这个极值是
极大值. 为此, 需要研究熵的二级变化. 现在假定上一节中讨论的平衡条件都己经得到
满足了, 我们进一步讨论这个平衡是稳定的条件, 即总熵为极大值的条件. 平衡的稳定
性是由系统的熵的二级变化决定的 (由平衡条件, 它的一级变化已经为零). 系统的熵为
一个稳定的极大的条件是, (引入了相应于约束条件的拉格郎日乘子后的) 熵的二级变化
小于零

δ
2
S ” δ2S ´

1

T
δ2E ´

P

T
δ2V +

µ

T
δ2ν ă 0 (7.3.1)

选择 sα, vα和 να为独立变量, 也即是这几个量可以独立变化, 而不是通过其他量的变化
而变化, 这样, 他们的二级变化为 0, δ2sα = δ2vα = δ2να = 0. 熵的二级变化成为

δ2S =
ÿ

α

2δναδsα

内能的二级变化为：

δ2E =
ÿ

α

(
ναδ

2uα + 2δναδuα
)

其中

δuα = Tαδsα ´ Pαδvα

δ2uα = δTαδsα ´ δPαδvα
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体积的二级变化和摩尔数的二级变化分别为

δ2V =
ÿ

α

(2δναδvα)

δ2ν = 0

将这些表达式带入公式 (7.3.1), 并利用平衡条件得到

δ
2
S =

ÿ

α

2δναδsα ´
P

T

ÿ

α

2δναδvα

´
1

T

ÿ

α

(ναδTαδsα ´ ναδPαδvα + 2Tαδναδsα ´ 2Pαδναδvα)

=
ÿ

α

να

(
1 ´

Tα

T

)
2δναδsα ´

1

T

ÿ

α

να (δTαδsα ´ δPαδvα) +
ÿ

α

(
Pα

T
´
P

T

)
2δναδvα

即

δ
2
S =

1

T

ÿ

α

να(δPαδvα ´ δTαδsα) (7.3.2)

平衡稳定性要求此式对于任意的 να都要小于或等于零, 因此对于每一个均匀相 ( 略去
角标 α) 都有

δPδv ´ δTδs ď 0

这就是要求的平衡的稳定性条件.

如果不指定独立变量, 也可以得到相同的结果. 此时

δ2S =
ÿ

α

(
ναδ

2sα + 2δναδsα + sαδ
2να
)

δ2E =
ÿ

α

(
ναδ

2uα + 2δναδuα + uαδ
2να
)

=
ÿ

α

(
ναTαδ

2sα ´ nαPαδ
2vα + nαδTαδsα ´ ναδPαδvα

+ 2Tαδναδsα ´ 2Pαδναδvα + uαδ
2να
)

δ2V =
ÿ

α

(
ναδ

2vα + 2δναδvα + vαδ
2να
)

δ2ν =
ÿ

α

δ2να
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δ
2
S =

ÿ

α

(
ναδ

2sα + 2δναδsα + sαδ
2να
)

´
1

T

ÿ

α

(
ναTαδ

2sα ´ ναPαδ
2vα + ναδTαδsα ´ ναδPαδvα

+ 2Tαδναδsα ´ 2Pαδναδvα + uαδ
2να
)

´
P

T

ÿ

α

(
nαδ

2vα + 2δναδvα + vαδ
2να
)

+
µ

T

ÿ

α

δ2να

=
ÿ

α

(
1 ´

Tα

T

)(
ναδ

2sα + 2δnαsα
)

´
ÿ

α

(
P

T
´
Pα

T

)(
ναδ

2vα + 2δναδvα
)

+
1

T

ÿ

α

(µ´ uα ´ Pvα + Tsα) δ
2να +

1

T

ÿ

α

να (δPαδvα ´ δTαδsα)

=
1

T

ÿ

α

να (δPαδvα ´ δTαδsα)

利用平衡的稳定性条件, 可以得到一系列的热力学不等式. 例如, 如果选取 T和 v为

独立变量, 则可以把 δP和 δs表示为 T和 v的变化, 再利用麦氏关系就得到

cv
T

(δT )
2

´

(
BP

Bv

)
T

(δv)
2

ą 0

由平衡稳定性要求得到

cv ą 0(
BP

Bv

)
T

ă 0

即定容比热和等温压缩系数都是正的, 这一点实际上也很容易从物理上来理解.
在一些特殊的条件下, 熵的二阶变化可以为零, 那么, 在这样的条件下, 三阶变化也

必须为零, 这是因为三阶变化的符号是不定的. 为了使系统稳定, 其四阶变化必须小于
零. 这样的特定条件对应于系统的临界点.
平衡稳定性的条件还可以用其他变量来表达并得到一系列的热力学不等式. 例如可

以证明: 定压比热和绝热压缩系数也是正的: 定压比热一定不小于定容比热等等, 这些
都留作练习.

7.4 相图和克拉珀龙方程

当两相达到平衡时, 温度和压强满足一定的关系, 这个关系确立了 ( T, P ) 平面上
的一条曲线, 它把 ( T, P ) 平面分成两个区域, 分别对应于两相, 这样的图称为相图. 日
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图 7.4.1: 一个典型的相图, 由固相、液相和气相组成.

常见到的物质的相可以分为气相 (或称非凝聚相) 和凝聚相 (一般包括液相和固相, 液相
比较复杂, 包括简单液体如液氮等和复杂液体-软物质等, 例如胶体, 液晶, 高分子熔液等
等)
气相只能有一个相, 固相一般可以有多个相存在, 它们往往对应于不同的晶格结构

或对称性. 简单液体通常情况下只有一个相, 但有些特殊的物质可以有多个液相 (比如
液氦、液晶等). 图7.4.1中画出了一个典型的相图, 图中的三条曲线将图分为三个区域,
分别对应于固相、液相和气相.
当两相 (分别记为 α相和 β相) 达到平衡时, 根据平衡条件有

Tα = Tβ = T, Pα = Pβ = P, µα (T, P ) = µβ (T, P ) (7.4.1)

原则上, 上式确定了两相平衡时的温度与压强的关系. 但是由于化学势作为温度和
压强的函数关系一般在理论上不容易得到, 多数情况下相变曲线还是由实验给出. 利用
热力学理论, 可以对相变曲线的斜率做出预言, 这就是著名的克拉拍龙（Clapeyron）方
程. 假定 ( T, P ) 和 ( T + dT, P + dP ) 为相变曲线上临近的两个点, 有

dµα = dµβ

对于两相分别利用热力学关系

dµ = ´sdT + vdP



7.4 相图和克拉珀龙方程 349

其中 s和 v分别为摩尔熵和摩尔体积, 带入上式得到

dP
dT =

sβ ´ sα
vβ ´ vα

=
L

T (vβ ´ vα)

这就是所谓的克拉拍龙方程. 它是克拉珀龙首先得到的, 只是他当时是从错误的热质说
出发得到的. 克劳修斯首先运用正确的热力学理论导出了这个方程, 因此也有人称之为
克拉珀龙-克劳修斯方程.
例题：在 0o C和一个大气压下, 冰的熔化热为 80 cal/ g, 冰和水的摩尔体积之比为

1.091 : 1. 试估计熔点与压强的关系.
解：由克拉珀龙方程：

dT
dP =

T (vw ´ vi)

L
=

´0.091 ˆ 273

80

K ¨ cm3

cal = ´7.4 ˆ 10´8 K/Pa

在克拉珀龙方程中, 引入了相变潜热

L = T (sβ ´ sα)

由于两相的熵一般并不相等, 所以一般说来相变潜热不等于零, 同时两相的摩尔体积也
不同, 也就是说, 系统在发生相变时, 它的熵和体积会有一个跃变. 这样的相变被称为一
级相变. 如果注意到每摩尔的吉布斯函数（即化学势）在相变时是连续的, 熵和体积是
吉布斯函数的一阶导数, 因此可以说: 一级相变是吉布斯函数连续而它的一阶导数不连
续的相变. 在一级相变的相变曲线上, 可能存在这样的点（称为临界点）, 当相变曲线上
的点趋于这个点时, 一级相变的熵和体积跃变逐渐趋于零（相应的相变潜热也趋于零）
. 于是系统将经过一个所谓的高级相变. 按照 Ehrenfest 的分类, 吉布斯函数及其一阶
导数都连续, 但吉布斯函数的二阶导数不连续的相变称为二级相变；吉布斯函数及其一、
二阶导数都连续, 但吉布斯函数的三阶导数不连续的相变称为三级相变, 如此等等. 目
前, 实验上己经发现许多二级相变, 但实际上它们与 Ehrenfest 的定义并不是十分吻合.
因为在多数已经发现的二级相变中, 吉布斯函数的二阶导数实际上在相变点附近是发散
的. 目前的分类一般不使用 Ehrenfest 的分类方法, 而是把相变分为一级相变和连续相
变二类.
从微观角度来看, 一般来说, 系统的熵是它混乱度的体现. 固体的混乱度通常小于

液体和气体, 所以固体的熵也低于液体和气体. 所以, 由固体相变为液体要吸收热量 (熔
解热), 由固体相变到气体时也要吸收热量 (升华热). 液体的熵虽较固体大, 但仍然小于
气体, 所以液体转变到气体时, 也要吸收热量 (汽化热). 固体和液体的摩尔体积总是小
于气体, 而固体的摩尔体积通常也小于液体 (也有例外, 比如冰的摩尔体积大于水). 由
固体、液体相变为气体时体积要膨胀. 所以固体-气体和液体-气体的两相的分界线的斜
率总是正的, 固体-液体的两相分界线的斜率通常也是正的.
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7.5 范氏气体及其气液两相的转变

这一节研究气液相变. 前面的很多讨论都是针对理想气体而做的, 理想气体没有相
变. 所以, 气液相变一定与分子之间的相互作用有关. 考虑一个足够一般的相互作用模
型. 首先, 假定分子之间只有二体相互作用. 其次, 把相互作用分为两个部分, 硬球排斥
相互作用和长程吸引相互作用. 实际的分子当相距很近时, 会有非常强的排斥作用, 这
种排斥作用的具体形式并不是十分重要, 所以, 可以把它简化为硬球相互作用. 形象地
看, 就是设想分子具有一定大小, 像硬球一样, 不能互相重合. 当两个分子离开较远时,
分子之间有吸引相互作用, 这种相互作用的来源是每个分子中电子因涨落而使电荷偏离
平衡位置, 从而产生的瞬时偶极矩之间的相互作用. 由量子力学可以证明, 这种相互作
用总是吸引的, 而且与分子之间距离的六次方成反比. À

硬球相互作用的后果, 使得每个分子占据一定体积, 所以, 对于给定体积为 V的系

统,每个分子实际能够活动的体积要比 V小,如果在理想气体的物态方程中,把体积 V换

成 V ´B, 就可以部分计入这种硬球排斥作用的影响.
为了考虑吸引作用的影响, 我们从公式 (2.7.2) 出发进行分析. 式 (2.7.2) 是一个精

确的关系式, 为了分析方便, 把它写在下面

PV = NkT +
1

6

ÿ

ij

rij ¨ f ij

把上式改写为

P =
NkT

V
+

1

6V

ÿ

ij

rij ¨ f ij

考虑到硬球作用的修正后, 把第一项的 V换成 V ´B

P =
NkT

V ´B
+

1

6V

ÿ

ij

rij ¨ f ij

上式右边第二项中分子之间的相互作用力只有吸引力, 从而 rij与 f ij反向, 所以每一项
的贡献都是负的. 分子之间相互作用力的力程是有限的, 给定 i, 则对于 j的求和实际上

只有 i分子附近一个小范围内才有 rij ¨ f ij异于 0, 设这个范围的体积为 V0, 其中的分子
数为 N0, 则 N0 = ρV0, 如果每一项的贡献记为 ´w, w ą 0, 则给定 i后对 j求和得到

´N0w = ´ρV0w, ρ = N
V
, V0仅仅由分子相互作用的力程决定. 对于 i的求和, 给出 N ,

总的贡献为 ´NρV0w, 于是
1

6V

ÿ

ij

rij ¨ f ij = ´
NρV0w

V
= ´

A

V 2

这里 A = V0w是一个参数. 这样, 就可以得到一个物态方程(
P +

A

V 2

)
(V ´B) = NkT

À 考虑到推迟效应及真空涨落, 此相互作用与距离的 7 次方成反比.
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这个方程首先由 Van der Waals 基于上述考虑得出, 称为 Van der Waals 物态方程, 或
简称为范氏方程. 范氏方程可以近似描述一大类实际的体系, 是关于实际气体和液体理
论的具有里程碑意义的成果. 下面, 研究满足此方程的气体的相变问题.
对于一个摩尔, 范氏气体的状态方程是(

P +
a

v2

)
(v ´ b) = RT

其中参数 a和 b分别反映了气体分子的相互吸引和固有体积效应. 范氏气体的状态方程
是一个非常漂亮的方程, 它形式上非常简单, 但可以同时定性描写液体和气体及其相互
间的相变. 在温度较高时, 在整条等温线上都满足平衡稳定性条件 (

(
BP
Bv

)
T

ă 0), 即
压强是体积的单调递减函数. 随着温度的降低, 当温度到达某一特定温度时,

(
BP
Bv

)
T
=

0, 此时, 为了满足稳定性的要求, 还应该有
(

B2P
Bv2

)
T

= 0(对应于熵的三阶变化) 以及(
B3P
Bv3

)
T

ą 0. 两个方程可以解出一组温度和体积, 这一温度对应于临界温度 Tc和临界体

积 vc, 代入范氏方程可求得临界压强 Pc. 这样就决定了一个特殊的点, 称为临界点. 由
范氏方程, 可以求得 (

BP

Bv

)
T

= ´
RT

(v ´ b)
2 + 2

a

v3(
B2P

Bv2

)
T

= 2
RT

(v ´ b)
3 ´ 6

a

v4

临界点由
(

BP
Bv

)
T
= 0,

(
B2P
Bv2

)
T
= 0决定

RT

(v ´ b)
2 = 2

a

v3

RT

(v ´ b)
3 = 3

a

v4

解得

vc = 3b, RTc =
8

27

a

b
, Pc =

1

27

a

b2

以 vc, pc, Tc为单位, 得到约化的物态方程

p =
8T

3v ´ 1
´

3

v2

图7.5.1给出了 T = 0.8Tc, T = 0.9Tc, T = Tc, T = 1.1Tc, T = 1.2Tc时的等温线. 当
T ă Tc时, 等温线上有一段不满足平衡稳定性条件

(
BP
Bv

)
T

ă 0, 线的右段对应于气体而
左段对应于液体, 而中间不满足平衡稳定性条件的一段实际上是不能实现的, 它对应于
气体、液体相变时两相共存的情况.
为了说明相变时的情况, 在图7.5.2中专门画出了当温度低于临界温度时, 等温线上

各个重要的点. 当气液相变发生时, 系统的温度和压强将保持恒定. 所以, 将利用平衡态
吉布斯函数 (由于讨论一个摩尔的范氏气体, 它的吉布斯函数也就是化学势) 最小原理
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来寻找相变时的稳定平衡态问题. 当温度一定时, 化学势的微分为 dµ = vdP , 于是可以
（保持温度固定, 或沿等温线）积分得到

µ = µB +

ż P

PB

vdP (7.5.1)

为了确定起见, 取积分的起始点为图7.5.2中的 B 点. 当沿着等温线从 B 点出发并
向左移动时, 压强会逐渐增加, 于是公式 (7.5.1) 告诉我们化学势也会增加.

图 7.5.1: 范氏气体的等温线示意图. 在某个临界温度以上时, 压强是体积的单调递减函
数, 在温度低于临界温度时, 等温线中间有一段不稳定的区域.

图 7.5.2: 范氏气体的等温线示意图,其中温度低于临界温度的曲线中显示了 Maxwell的
等面法法则.

化学势的改变量在图上有着非常清楚的儿何意义, 它就是等温线在压强界于 PB和
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P之间, 与压强轴所围的面积. 当沿着等温线到达 N 点时, 化学势达到极大. 这时, 如
果继续沿着等温线由 N 点移向 J 点, 则化学势反而会减小, (同时压强也由 P2减小到

P1). 在 J 点, 化学势会达到一个极小. 如果继续沿等温线从 J 点移向点 A, M 和 R, 则
压强将再次增加, 化学势也将不断增加. 这个过程也可以用化学势随压强的变动图来表
示, 这显示在图7.5.3中. 这个图中的各个点, 都与图7.5.2中的各个点相应. 其中化学势的
P P (0, P2)和 P P (P1,8)的两段的交点, 对应于图7.5.2中的水平线段 ADB.由于这几个
点对应于同样的压强, 且 A 点和 B 点的化学势相等, 所以在 µ´ P图上 A 和 B 点就缩
为一个点了. 按照吉布斯函数最小原理, 真实的稳定平衡态应当是取图7.5.3中 KA(B)M
线段上的各个点. 它们对应于固定温度和不同压强下稳定的状态. 在线段 KB 上, 系统
完全处于气态, 在线段 AM 上, 系统完全处于液态. 在线段 BDA 上系统处于气液混合
共存的状态. 点 A 和 B 应当满足条件: µA = µB. 按照公式（7.5.1）, 这就是说: 闭合
曲线 AJD 的面积与闭合曲线 BND 的面积相等, 这就是著名的麦克斯韦等面积法则. 在
超过了水平线段 BDA 而仍能满足平衡稳定性的两段（即 BN 和 AJ 两段）, 分别对应
于过冷气体和过热液体. 它们是所谓的亚稳态, 对应于吉布斯自由能的局部极小. 对于
小的扰动，他们是稳定的, 但它们不是吉布斯自由能的最小, 一旦有了足够大的扰动, 他
们就会跳到更加稳定的状态-气液共存的状态.

范氏气体的临界点满足

(
BP

Bv

)
T

= 0,

(
B2P

Bv2

)
T

= 0

在临界点, 气相和液相的区别消失, 系统经历一个二级相变. 如果温度高于临界温度, 范
氏气体将只能以气态存在了.

范氏气体的临界现象在后面临界现象的部分再讨论.

例题 7.1. 如果一个均匀系统在 A相的自由能为 FA, 在 B相的自由能为 FB, FA和 FB

是温度 T和体积 V的已知函数, 试证明相变点可以由给定温度时 FA和 FB的曲线的公

共切线决定. (如图所示）
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图 7.5.3: 范氏气体的化学势在温度固定时, 随压强的示意图, 其中的温度低于临界温度.
图中的各个点的标记与图 4.3 一致.

解： 相平衡时, 两相的温度, 压强和化学势相等, 对于给定量的物质, 化学势相等等价
于吉布斯自由能相等

P = ´
BFA

BVa

= ´
BFB

BVB

即压强是自由能曲线每一点切线斜率的负值, 所以公共切线给出相同的压强. 另一方面,
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由相平衡条件可以得到这个压强为

GA = GB, FA + PVA = FB + PVB, P = ´
FA ´ FB

VA ´ VB

例题 7.2. 一个大气压下, 水的沸腾温度是 100˝ C, 实验测得沸腾温度的变化与压强的
变化有如下关系

dT
dP =

1

3.607

K
kPa

试估计水的汽化热.

解： 由克拉珀龙方程：

dT
dP =

T (vg ´ vl)

L
, L =

T (vg ´ vl)
dT
dP

蒸汽的摩尔体积远大于水的摩尔体积, 所以, 可以略去 vl, 把蒸近似处理为理想气体, 则
vg = RT

P
= 8.314ˆ373

1.013ˆ105
= 3.06 ˆ 10´2 m3/mole.

L = 373 ˆ 3.06 ˆ 10´2 ˆ 3.607 ˆ 103 J/mole = 4.12 ˆ 104 J/mole

实验测量的结果大致是 4.06 ˆ 104 J/mole.

7.6 曲面分界时的平衡条件和液滴的形成

前面已经讨论了两相处于平衡时的条件, 即温度相同, 压强相同和化学势相同. 这
些条件只有当两相的分界面是平面时才精确成立. 对于气液相变, 两相的分界面具有表
面张力, 如果分界面是平面, 则表面张力不影响相平衡条件, 但是, 当液相和气相的分界
面是曲面时, 由于表面相的存在, 力学平衡条件需要进行修正. 热平衡条件仍然是各相
（包括表面相）的温度相同. 用 l表示液相, g表示气相, s表示表面相. 同时假设液相和气
相的总体积保持不变. 于是整个系统具有固定的温度和体积, 可以利用自由能判据来推
导平衡条件. 三个相的自由能的变化分别为

δFl = ´PlδVl + µlδnl

δFg = ´PgδVg + µgδng

δFs = ´σδA
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其中, 假定表面相是纯粹的几何面, 所以不含有摩尔数. 由于系统有固定的总体积和总
摩尔数, 所以有 δVl = ´δVg和 δnl = ´δng. 为了简单起见, 假设液滴的形状是球形的,
半径为 r, 于是显然有 δVl = 4πr2δr以及 δA = 8πrδr = 2δVl/r. 这样, 系统总自由能的
变化为

δF = ´
(
Pl ´ Pg ´ 2

σ

r

)
δVl + (µl ´ µg) δnl

由于 δVl和 δnl是任意的, 立刻得到平衡条件

Pl = Pg +
2σ

r

µl (T, Pl) = µg (T, Pg)

由上式可知, 由于表面相的存在, 力学平衡条件发生了变化. 相平衡条件虽然还是两相
化学势相等, 但要注意的是, 两相的化学势是在不同压强时的化学势.
下面利用上面得到的平衡条件来讨论液滴的形成问题. 当一个球形液滴与压强为

P 1, 温度为 T的蒸气达到平衡时, 有

µl

(
T, P 1 +

2σ

r

)
= µg (T, P

1)

另一方面, 如果液体和蒸气在温度 T和平面分界面的情形下达到平衡时, 应有

µl (T, P ) = µg (T, P )

这个式子决定了平面分界面时的饱和蒸气压 P (T ). 假设液体的性质随压强变化不大,
可以用一线性函数近似

µl

(
T, P 1 +

2σ

r

)
= µl (T, P ) +

(
P 1 ´ P +

2σ

r

)
vl

其中 vl为液体的比容. 蒸气可以近似为理想气体, 化学势为

µg (T, P
1) = µg (T, P ) +RT ln P

1

P

这样就得到

P 1 ´ P +
2σ

r
=
RT

vl
ln P

1

P

当温度为 T时, 此式确定了半径为 r的液滴与蒸汽达到平衡时蒸气的压强 P 1与分界面为

平面时饱和蒸气压 P的关系. 对于多数情形, P 1 ´ P ! 2σ
r
, 因此上式可以简化为

2σvl
r

=
RT

vl
ln P

1

P

反过来, 如果给定蒸气的压强 P 1, 则可以定义一个临界半径 rc

rc =
2σvl

RT ln P 1

P

=
2σvl

P 1vg ln P 1

P
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容易看出, 如果一个液滴的半径大于临界半径 rc, 则液相的化学势小于气相的化学势,
该液滴会增大（即蒸气会相变成液滴）；如果一个液滴的半径小于临界半径 rc, 则液相
的化学势大于气相的化学势, 该液滴会减小直至消失（即液滴会汽化成蒸气）. 由此可
见, 如果蒸气十分纯净而没有足够大的凝结核, 即使蒸气压大大超过平面时的饱和蒸汽
压, 液滴也可以不凝结. 这种情形就是所谓过饱和蒸气, 它对应于一种亚稳态. 在粒子
物理和核物理实验中广泛运用的威尔逊云室就是利用过饱和蒸气的性质. 上述讨论也适
合于固液相变的情形, 例如, 对于非常纯净的水, 可以在温度远低于摄氏 0˝ C时（例如
´40˝ C）仍然处于液态.

为了有一个数量的概念, 看一下雨滴的形成. 水的表面张力约为 7 ˆ 10´2 N/m,
v水
v汽

„ 10´3, 若 P „ 2 ˆ 103 N/m2(大约 20˝ C的饱和蒸汽压), P 1/P = 1.2 则

rc =
1.4 ˆ 10´2

103 ˆ 2 ˆ 103 ˆ 0.18
m « 4 ˆ 10´8 m = 40 nm

7.7 多元均匀系的热力学基本方程

现在讨论多元均匀系的热力学性质. 假定系统由 k个组元构成. 系统的状态除了温
度 T , 压强 P以外, 还必须引入各个组元的摩尔数 n1, n2, . . . , nk 做为表征平衡态的参

量.

一个多元均匀系的三个基本热力学函数体积、内能和熵可以写为

V = V (T, P, ν1, ν2, , νk)

E = E (T, P, ν1, ν2, , νk)

S = S (T, P, ν1, ν2, , νk)

这些热力学函数都是所谓的广延量, 即如果保持系统的温度和压强不变时, 使系统的各
个组元的摩尔数都变为原来的 λ倍时, 系统的体积、内能和熵也变为原来的 λ倍

V (T, P, λν1, λν2, , λνk) = λV (T, P, ν1, ν2, , νk)

E (T, P, λν1, λν2, , λνk) = λE (T, P, ν1, ν2, , νk)

S (T, P, λν1, λν2, , λνk) = λS (T, P, ν1, ν2, , νk)

与广延量相对应的是所谓强度量, 例如温度、压强等等. 从数学上, 广延量的性质说明广
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延量是各个组元摩尔数的一次齐次函数, 应用齐次函数的欧拉 (Euler) 定理, 得到

V =
ÿ

i

ni

(
BV

Bνi

)
T,P,νj

E =
ÿ

i

νi

(
BE

Bνi

)
T,P,νj

S =
ÿ

i

νi

(
BS

Bνi

)
T,P,νj

其中偏导数
(

BV
Bνi

)
T,P,νj

中的下标 nj代表除了 ni以外的所有其他的 nj不变. 定义

vi =

(
BV

Bνi

)
T,P,νj

ui =

(
BE

Bνi

)
T,P,νj

si =

(
BS

Bνi

)
T,P,νj

它们分别称为第 i个组元的偏摩尔体积, 偏磨尔内能和偏摩尔熵. 于是体积, 内能和熵可
以写成

V =
ÿ

i

νivi

E =
ÿ

i

νiui

S =
ÿ

i

νisi

由于吉布斯函数也是广延量, 也有

G =
ÿ

i

νiµi (7.7.1)

其中 µi是第 i个组元的偏摩尔吉布斯函数

µi =

(
BG

Bνi

)
T,P,νj

(7.7.2)

它也称为第 i个组元的化学势. 对吉布斯函数 G (T, P, ν1, ν2, , νk)取全微分, 得到

dG = ´SdT + V dP +
ÿ

i

µidνi (7.7.3)

类似地, 对于内能有

dE = TdS ´ PdV +
ÿ

i

µidνi (7.7.4)
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这就是多元均匀系的热力学基本微分方程. 对公式 (7.7.1) 求微分并与式 (7.7.3) 比较,
得到

SdT ´ V dP +
ÿ

i

νidµi = 0

即 k + 2个强度量间有一个关系, 这称为吉布斯关系.

7.8 多元系的复相平衡及相律

现在利用吉布斯函数判据来讨论多元系的复相平衡. 为了简单起见, 假设多元系的
k个组元之间不发生化学反应, 并且每一个组元可以有两个相: α相和 β相. 假设第 i个组

元在 α相和 β相中的摩尔数发生的虚变动分别为 δnα
i和 δnβ

i , 各个组元总的摩尔数不变
要求

δναi + δνβi = 0

在温度和压强保持固定时, 两相的吉布斯函数的虚变化为

δGα =
ÿ

i

µα
i δν

α
i , δGβ =

ÿ

i

µβ
i δν

β
i

于是总的吉布斯函数的虚变动为

δG = δGα + δGβ =
ÿ

i

(
µα
i ´ µβ

i

)
δναi

吉布斯函数判据告诉我门, 平衡态的吉布斯函数最小. 于是得到平衡条件

µα
i = µβ

i , i = 1, 2, ¨ ¨ ¨ , k

也就是说, 两相中各个组元的化学势必须分别相等.
利用这个结果, 我们来推导著名的吉布斯相律. 假设多元复相系有 k个相互无化学

反应的组元, 每一个组元有 σ个相. 相律是要求这样的系统中可以独立改变的强度量的
个数. 这个数目称为多元复相系的自由度数, 记为 f . 为此, 引入各个组元的相对浓度

xαi =
ναi
να

其中 να为 α相中各个组元的总摩尔数. 很显然 xαi满足约束条件

ÿ

i

xαi = 1

也就是说, 每一个相由 ( k + 1)个强度量描述 (( k ´ 1)个独立的 xαi加上温度和压强).
因为多元复相系有 σ个相, 所以总共有 σ (k + 1)个强度量变数. 这些变数之间还必

须满足热平衡条件、力学平衡条件和相平衡条件. 热平衡条件是各个相的温度相等

T 1 = T 2 = ¨ ¨ ¨ = T σ
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力学平衡条件是各个相的压强相等

P 1 = P 2 = ¨ ¨ ¨ = P σ

相平衡条件是每一个组元的化学势在各相中相等

µ1
i = µ2

i = ¨ ¨ ¨ = µσ
i , (i = 1, 2, ¨ ¨ ¨ , k)

以上这些平衡条件共有 (k + 2) (σ ´ 1)个方程,因此当多元复相系达到平衡时,它的独立
的强度量的个数, 即自由度数 f为

f = (k + 1)σ ´ (k + 2) (σ ´ 1) = k + 2 ´ σ

这就是著名的吉布斯相律. 由相律可以证明, 一个单元系共存相的个数最大是 3, 所以
在水的三相点, 系统的自由度数目为零, 也就是说系统所有的强度量具有完全确定的值.
这就是为什么三相点可以作为一个标准点来校准压强、温度.

7.9 化学反应

任何一个化学反应都可以把反应物移到生成物的一边并且改变化学反应式前系数

的符号. 例如把化学反应
2H2 +O2 Ñ 2H2O

写成

2H2O ´ 2H2 ´ O2 = 0

一般地讲, 一个化学反应总可以写成
ÿ

i

νiAi = 0

其中 νi为化学反应方程式的系数. 按照我们的约定生成物的系数为正, 反应物的系数为
负. Ai是相应于生成物和反应物的化学符号. 当化学反应进行时, 各个组元的摩尔数的
变化都按比例进行, 这称为道尔顿定律. 即 ∆ni = νi∆n. 显然当 ∆n ą 0时, 化学反应
向正向进行；当 ∆n ă 0时, 化学反应向反向进行.
一个化学反应的进行往往伴随着热量的吸收或放出. 我们将主要讨论在等温等压条

件下进行的化学反应. 我们知道, 在等温等压条件下, 一个过程中所吸收的热量等于过
程前后焓的改变. 在化学上, 把 νi摩尔数生成物产生后所吸收的热量称为 (定压) 反应
热. 按照定义, 定压反应热 QP为

QP ” ∆H =
ÿ

i

νihi
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其中 hi为组元 νi的偏摩尔焓. 显然, 按照我们的约定, ∆H ą 0对应于吸热反应；∆H ă

0对应于放热反应. 由于焓是态函数, 因此 ∆H只与反应的初态和末态有关而与中间的

过程无关. 所以, 如果最初的反应物先经过一个化学反应到达一个中间态, 再经过另一
个化学反应到达终态；这个过程的反应热一定是上述两个化学反应的反应热之和. 这在
热化学上称为赫斯 (Hess, 1840) 定律. 反应热是温度的函数, 如果保持压强不变, 对温
度求偏微商

B∆H

BT
=
ÿ

i

νicp,i

这个方程称为基尔霍夫（Kirchhoff）方程. 它告诉我们, 一旦知道了组元的热容量和某
个温度时的反应热, 可以求出其他温度时的反应热.
当化学反应在等温等压条件下进行时, 利用吉布斯函数判据, 可以得出化学反应达

到平衡的条件. 为此, 假设有一个虚变动 δνi = xiδn, 那么在这个虚变动中, 吉布斯函数
的变化为

δG =
ÿ

i

µiδνi = δν
ÿ

i

µixi

于是我们看到, 化学反应达到平衡的化学平衡条件是
ÿ

i

µixi = 0 (7.9.1)

如果化学平衡条件 (7.9.1) 没有满足, 化学反应就会向使吉布斯函数减小的方向进行. 具
体地说, 按照对于各个 νi符号的约定, 如果

ř

i µixi ă 0, 化学反应向正向进行；如果
ř

i µixi ą 0, 化学反应向反向进行.



362 第七章 相平衡与化学平衡



第八章 宏观涨落理论

8.1 高斯积分及相关数学补充

在整个理论物理学中, 高斯积分也许是最重要的一个积分
ż 8

´8

e´ 1
2βx

2dx =

c

2π

β
(8.1.1)

这个积分的最简单的计算方法是计算其平方, 并变换到极坐标系, 立即可以得到结果.
直接计算比较繁复, 可以参考龚升的《简明微积分》. 在随机变量的分布中, 高斯分布也
许是最常用, 最重要的一种分布, 这个分布的概率密度函数是

P(x) =

c

β

2π
e´ 1

2βx
2 (8.1.2)

由概率的归一化条件

1 =

ż 8

´8

P(x)dx =

c

β

2π

ż 8

´8

e´ 1
2βx

2dx

两边对 β求导

0 =
1

2β

c

β

2π

ż 8

´8

e´ 1
2βx

2dx´
1

2

c

β

2π

ż 8

´8

x2e´ 1
2βx

2dx

由此得到
@

x2
D

”

c

β

2π

ż 8

´8

x2e´ 1
2βx

2dx =
1

β
(8.1.3)

这样, P(x)也可以写成

P(x) =

c

1

2π xx2y
e´ x2

2xx2y (8.1.4)

对于高斯分布, 显然
@

x2n´1
D

= 0, n = 1, 2, ¨ ¨ ¨ (8.1.5)

现在计算 xx2ny, n = 1, 2, ¨ ¨ ¨. 前已得到

@

x2
D

=
1

β
=

c

β

2π

ż 8

´8

x2e´ 1
2βx

2dx

363
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即
ż 8

´8

x2e´ 1
2βx

2dx =
?
2πβ´3/2

两边对 β求导, 并乘以 (´2), 左边的积分号内乘以 x2, 右边成为
?
2π3β´5/2. 即

ż 8

´8

x4e´ 1
2βx

2dx =
?
2π3β´5/2

重复上述操作, 得到
ż 8

´8

x2ne´ 1
2βx

2dx =
?
2π3 ¨ 5 ¨ ¨ ¨ (2n´ 1)β´(2n+1)/2

由此得到
@

x2n
D

=

c

β

2π

ż 8

´8

x2ne´ 1
2βx

2dx = 3 ¨ 5 ¨ ¨ ¨ (2n´ 1)
1

βn
(8.1.6)

与高斯积分相关的另一个重要积分是 eJx在高斯分布下的平均
@

eJx
D

= eJ2/2β (8.1.7)

证明如下
@

eJx
D

=

c

β

2π

ż 8

´8

e´ 1
2βx

2+Jxdx

e指数上的部分变换如下

´
1

2
βx2 + Jx = ´

1

2
β

(
x2 ´ 2

J

β
x+

(
J

β

)2

´

(
J

β

)2
)

= ´
1

2
β

(
x´

J

β

)2

+
J2

2β

对积分变量做代换 x1 = x´ J
β
, 得到

c

β

2π

ż 8

´8

e´ 1
2βx

2+Jxdx = e J2

2β

c

β

2π

ż 8

´8

e´ 1
2βx

12dx1 = eJ2/2β

这种处理方式称为 Hubbard-Stratonovich 变换, 在量子场论和统计场论的计算中经常
会用到.

(8.1.7)的另一个常用形式是
@

eiJx
D

= e´J2/2β (8.1.8)

这只要在(8.1.7)中把 J换为 iJ即可得到.
上面的结果可以推广到多个变量的情形, 多个变量的高斯积分为多个单变量的高斯

积分的乘积

ż 8

´8

dx1dx2 ¨ ¨ ¨dxne´ 1
2β1x

2
1´ 1

2β2x
2
2¨¨¨´ 1

2βnx
2
n =

d

(2π)n

β1β2 ¨ ¨ ¨βn
(8.1.9)
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ż 8

´8

dx1dx2 ¨ ¨ ¨dxne´ 1
2β1x

2
1´ 1

2β2x
2
2¨¨¨´ 1

2βnx
2
n+J1x1+J2x2¨¨¨+Jnxn

=

d

(2π)n

β1β2 ¨ ¨ ¨βn
eJ2

1/2β1+J2
2/2β2¨¨¨+J2

n/2βn

(8.1.10)

更进一步, 设 A为一 nˆ n对称正定矩阵, 则
ż 8

´8

dx1dx2 ¨ ¨ ¨dxne´ 1
2x

T ¨A¨x+JT ¨x =

c

(2π)n

detA e 1
2J

T ¨A´1¨J (8.1.11)

ż 8

´8

dx1dx2 ¨ ¨ ¨dxne´ 1
2x

T ¨A¨x+iJT ¨x =

c

(2π)n

detA e´ 1
2J

T ¨A´1¨J (8.1.12)

这里,
xT = (x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn)

是一个由 n个变量构成的行矢量, 对应的 x为列矢量.

JT = (J1, J2, ¨ ¨ ¨ , Jn)

为一 n维行矢量, J是其对应的列矢量. A´1是 A的逆矩阵, 而 detA是 A的行列式. 这个
结果可以证明如下. 因为 A是对称矩阵, 可以对角化, 且其本征值均为实数, 对应于不同
本征值的本征矢量互相正交. 如果本征值有简并 (即两个或多个本征值相同), 则对应的
本征矢量可以通过线性组合构成与对应的简并本征值数目相同的正交本征矢量. 把这些
相互正交并归一化的本征矢量排在一起, 构成一个正交矩阵 U , 则

UT ¨A ¨ U = AD, UT ¨ U = U ¨ UT = I

AD是以 A的本征值为对角元的对角矩阵, I是单位矩阵. 设其对角元为 ai, i = 1, 2, ¨ ¨ ¨n.
于是

xT ¨A ¨ x = xT ¨ U ¨ UT ¨A ¨ U ¨ UT ¨ x = yT ¨Ad ¨ y =
n
ÿ

i=1

aiy
2
i

其中

yT = xT ¨ U = (UT ¨ x)T , y = UT ¨ x

A正定, 所有本征值大于零, ai ą 0.

JT ¨ x = JT ¨ U ¨ UT ¨ x = J 1T ¨ y =
n
ÿ

i=1

J 1
iyi

J 1T = JT ¨ U = (UT ¨ J)T , J 1 = UT ¨ J
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把积分变量从 x变为 y,

dx =

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bx

By

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dy = detUdy = dy

ż 8

´8

dx1dx2 ¨ ¨ ¨dxne´ 1
2x

T ¨A¨x+JT ¨x

=

ż 8

´8

dx exp

#

´
1

2

n
ÿ

i=1

aiy
2
i +

n
ÿ

i=1

J 1
iyi

+

=

ż 8

´8

dy exp

#

´
1

2

n
ÿ

i=1

aiy
2
i +

n
ÿ

i=1

J 1
iyi

+

=

c

(2π)n

a1a2 ¨ ¨ ¨ an
exp

#

n
ÿ

i=1

J 12
i

2ai

+

注意到

a1a2 ¨ ¨ ¨ an = detA

n
ÿ

i=1

J 12
i

2ai
=

1

2
J 1T ¨A´1

d ¨ J 1 =
1

2
JT ¨A´1 ¨ J

代入前面的表达式就得到所需结果.
最后, 再给出一个一般的公式. 设 n个随机变量 x1, x2, ¨ ¨ ¨xn的概率分布密度为

P9e´H(x1,x2,¨¨¨xn) (8.1.13)

定义

Xi =
BH

Bxi

则

xxiXjy = δij (8.1.14)

证明如下, 由定义

xxiXjy =

ş

xiXje´Hdx
ş

e´Hdx

= ´

ş

xi
Be´H

Bxj
dx

ş

e´Hdx

= ´

ş

xie´Hd1x
ş

e´Hdx
+

ş

Bxi

Bxj
e´Hd1x

ş

e´Hdx

= δij

上式的第三行对 dxj做了分部积分, d1x是对除了 xj之外的其他变量的积分.
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8.2 涨落的准热力学理论

在前面的章节中简单讨论了正则分布中的能量涨落以及巨正则分布中的粒子数涨

落, 实际上可以讨论一个任意热力学量的涨落. 这个理论被称之为涨落的准热力学理论,
是爱因斯坦首先提出的. 考虑系统与一个大的热源接触, 热源具有确定的温度 T和压强

p. 所考虑的系统与热源一起组成的复合系统是一个孤立系, 所以当系统的能量, 体积
和粒子数发生涨落 ∆E、∆V和 ∆N时, 热源的能量, 体积与粒子数也相应地发生变化
∆E0、∆V0和 ∆N0, 它们满足

∆E +∆E0 = 0, ∆V +∆V0 = 0, ∆N +∆N0 = 0 (8.2.1)

当系统的能量与体积取其平均值 xEy、xV y和 xNy时 (以下写为 E, V和 N), 复合系统
的熵具有最大值 Smax, 对应于平衡态. 复合系统的熵与其微观态数目之间的关系由玻耳
兹曼关系描述 (实际上首先由普朗克写出). 由于每个微观态都是等概率地出现 (等概率
原理), 所以系统的能量、体积和粒子数出现 ∆E、∆V和 ∆N的涨落的概率正比于

P9e(St´Smax)/k = e∆St/k (8.2.2)

由于

∆St = ∆S +∆S0

∆S0 =
1

T
(∆E0 ´ P∆V0 + µ∆N0) = ´

1

T
(∆E ´ P∆V + µ∆N) (8.2.3)

其中运用了约束条件 (8.2.1). 于是得到

P9e∆St/k = exp
"

T∆S ´ ∆E + P∆V ´ µ∆N

kT

*

(8.2.4)

需要将上面的式子化为用三个独立的量的变化 (例如 ∆S, ∆V和 ∆N) 来表达. 这可以
利用 ∆E的表达式以及热力学第二定律有

T∆St = T∆S ´ ∆E + P∆V ´ µ∆N

= ´
1

2

(B2E

BS2
(∆S)

2
+

B2E

BV 2
(∆V )

2
+

B2E

BN2
(∆N)

2

+ 2
B2E

BSBV
∆S∆V + 2

B2E

BSBN
∆S∆N + 2

B2E

BNBV
∆N∆V

)
= ´

1

2

[(BT

BS
∆S +

BT

BV
∆V +

BT

BN
∆N

)
∆S

´

(
BP

BS
∆S +

BP

BV
∆V +

BP

BN
∆N

)
∆V

+

(
Bµ

BS
∆S +

Bµ

BV
∆V +

Bµ

BN
∆N

)
∆N

]
= ´

1

2
(∆T∆S ´ ∆P∆V +∆µ∆N)

(8.2.5)
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所以最终得到一个普遍的表达式

P9e∆St/k = e´
(∆T∆S´∆P∆V+∆µ∆N)

2kT (8.2.6)

至此的表述表面上似乎没有问题，但如果继续做下去，将会遇到麻烦。建议同学以此为

基础，研究粒子数，体积和温度的涨落，看看会遇到什么困难. 这里，认为体积，粒子
数均可以独立变化，这就意味着系统的尺度没有确定，从而粒子数或体积的涨落将是无

穷大。为了把系统的大小固定下来，体积和粒子数之一应该给定。在物理上，能够直接

测量的，基本上是宏观意义上的密度涨落，这在固定体积的基础上通过粒子数涨落去研

究更为直观，但传统上，给定一个系统则往往是给定了粒子数。下面，我们将遵循传统，

把粒子数 N固定下来。令 ∆N = 0，(8.2.6)成为

P9e´
(∆T∆S´∆P∆V )

2kT (8.2.7)

这个公式可以有多种用途. 可以取任何感兴趣的二个独立变量来研究他们的涨落.
例如，以体积 V和温度 T为独立变量, 得到

∆S =
CV

T
∆T +

(
BP

BT

)
V

∆V

∆P =

(
BP

BT

)
V

∆T +

(
BP

BV

)
T

∆V

带入涨落公式 (8.2.7), 得到

∆T∆S ´ ∆P∆V =
CV

T
(∆T )

2
´

(
BP

BV

)
T

(∆V )
2

P9 exp
"

´
CV

2kT 2
(∆T )

2
´

1

2kT

(
BP

BV

)
T

(∆V )
2

*

这个公式告诉我们温度和体积的涨落由两个独立的高斯分布描写, 所以得到
A

(∆T )
2
E

=
kT 2

CV

,
A

(∆V )
2
E

= V KTkT, x∆V∆T y = 0

这个公式也说明了, 一个热力学系统如果要对于温度和体积的涨落保持稳定, 它的定容
热容量和等温压缩系数必定是非负的. 系统的粒子数保持不变, 系统体积的涨落也可以
表达成系统密度的涨落. 在临界点附近, 系统的等温压缩系数趋于无穷大, 系统内部的
密度涨落也发散, 这时原先的两相的分界面就会消失. 同时, 如果有可见光入射到系统
内部, 会观察到所谓的临界乳光现象.
也可以得到其他热力学量的涨落, 例如, 利用 ∆T和 ∆V为变量, 能量的涨落可以计

算如下

∆E =

(
BE

BT

)
V

∆T +

(
BE

BV

)
T

∆V = CV ∆T +

(
BE

BV

)
T

∆V
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A

(∆E)
2
E

= C2
V

A

(∆T )
2
E

+

(
BE

BV

)2

T

A

(∆V )
2
E

= CV kT
2 +

(
BE

BV

)2

T

V KTkT (8.2.8)

由 (
BE

BV

)
T

= T

(
BS

BV

)
T

´ P = T

(
BP

BT

)
V

´ P

则
A

(∆E)
2
E

= CV kT
2 +

(
T

(
BP

BT

)
V

´ P

)2

V KTkT (8.2.9)

这个结果与等压系综下的计算结果(2.5.28)相同.
若选择 S, P作为变量,

∆T =

(
BT

BS

)
P

∆S +

(
BT

BP

)
S

∆P =
T

Cp

∆S +

(
BT

BP

)
S

∆P

∆V =

(
BV

BS

)
P

∆S +

(
BV

BP

)
S

∆P =

(
BT

BP

)
S

∆S +

(
BV

BP

)
S

∆P

∆T∆S ´ ∆P∆V =
T

CP

(∆S)
2

´

(
BV

BP

)
S

(∆P )
2

P9 exp
"

1

2kCP

(∆S)
2

´
1

2kT

(
BV

BP

)
S

(∆P )
2

*

于是,
A

(∆S)
2
E

=kCP

A

(∆P )
2
E

= ´ kT

(
BP

BV

)
S

=

(
BP

BT

)2

V

kT 2

CV

´ kT

(
BP

BV

)
T

x∆S∆P y =0

(8.2.10)

可以验证
@

∆T 2
D

=
T 2

C2
P

@

∆S2
D

+

(
BT

BP

)2

S

@

∆P 2
D

=
kT 2

CV

以及
@

∆V 2
D

=

(
BT

BP

)2

S

@

∆S2
D

+

(
BV

BP

)2

S

@

∆P 2
D

= V KTkT

这自然是应有的结果.
作为有交叉项的例子, 选择 T、P为自变量.

∆S =
CP

T
∆T ´

(
BV

BT

)
P

∆P

∆V =

(
BV

BT

)
P

∆T +

(
BV

BP

)
T

∆P
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∆T∆S ´ ∆P∆V =
CP

T
(∆T )

2
´

(
BV

BP

)
T

(∆P )
2

´ 2

(
BV

BT

)
P

∆T∆P

P9 exp
"

´
CP

2kT 2
(∆T )

2
+

1

2kT

(
BV

BP

)
T

(∆P )
2
+

1

kT

(
BV

BT

)
P

∆T∆P

*

利用(8.1.14), 得到

CP

kT 2

@

(∆T )2
D

´
1

kT

(
BV

BT

)
P

x∆P∆T y =1

CP

kT 2
x∆T∆P y ´

1

kT

(
BV

BT

)
P

@

(∆P )2
D

=0

´
1

kT

(
BV

BP

)
T

@

(∆P )2
D

´
1

kT

(
BV

BT

)
P

x∆P∆T y =1

´
1

kT

(
BV

BP

)
T

x∆p∆T y ´
1

kT

(
BV

BT

)
P

@

(∆T )2
D

=0

解出
@

(∆T )2
D

=
kT 2

CV

@

(∆P )2
D

=

(
Bp

BT

)2

V

kT 2

CV

´ kT

(
BP

BV

)
T

x∆P∆T y =

(
BP

BT

)
V

kT 2

CV

代替固定粒子数以固定系统的大小，也可以固定体积, 即令 ∆V = 0, 此时涨落公式
成为

P9e´
(∆T∆S+∆µ∆N)

2kT (8.2.11)

在此情况下，计算得到的涨落一般与固定粒子数时会有差别。

如果选 T , N为变量, 利用 Maxwell 关系(
BS

BN

)
T,V

= ´

(
Bµ

BT

)
N,V

有

∆S =

(
BS

BT

)
N,V

∆T +

(
BS

BN

)
T,V

∆N =
1

T
CV ∆T ´

(
Bµ

BT

)
N,V

∆N

∆µ =

(
Bµ

BT

)
N,V

∆T +

(
Bµ

BN

)
T,V

∆N

得到

∆S∆T +∆µ∆N =
CV

T
(∆T )

2
+

(
Bµ

BN

)
T,V

(∆N)
2
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P9 exp
"

CV

2kT 2
(∆T )

2
+

1

2kT

(
Bµ

BN

)
T,V

(∆N)
2

*

由此得到

A

(∆T )
2
E

=
kT 2

CV

,
A

(∆N)
2
E

= kT

(
BN

Bµ

)
T,V

, x∆T∆Ny = 0 (8.2.12)

粒子数的涨落也可以用等温压缩率表示, 这只要利用等式(1.10.8)(
BN

Bµ

)
T,V

= ´
N2

V 2

(
BV

BP

)
T,N

(8.2.13)

这样, 就有
A

(∆N)
2
E

=
N

V
NKTkT (8.2.14)

在实际应用中, 感兴趣的是密度 n = N
V
的涨落. 如果固定 V , 则

A

(∆n)
2
E

=

A

(∆N)
2
E

V 2
=
N2

V 3
KTkT

如果固定 N , 则
A

(∆n)
2
E

=
N2

V 4

A

(∆V )
2
E

=
N2

V 3
KTkT

二者相同, 这自然是应该得到的结果. 密度的相对涨落为
c

A

(∆n)
2
E

n
=

c

KTkT

V
(8.2.15)

为了使用方便, 用 σ加下标来表示各个涨落量, 并把 σ2称为方差, 即

σn =

c

A

(∆n)
2
E

, σN =

c

A

(∆N)
2
E

, σT =

c

A

(∆T )
2
E

, ¨ ¨ ¨

用简化的记号, 有
σn
n

=

c

KTkT

V

我们再计算此情形下的能量涨落, 注意此时体积是固定的

∆E = CV ∆T +

(
BE

BN

)
T

∆N

A

(∆E)
2
E

= C2
V

A

(∆T )
2
E

+

(
BE

BN

)2

T,V

A

(∆N)
2
E

= CV kT
2 +

(
BE

BN

)2

T,V

N2

V
KTkT

(8.2.16)
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由 (
BE

BN

)
T

= T

(
BS

BN

)
T

+ µ = µ´ T

(
Bµ

BT

)
N

则
A

(∆E)
2
E

= CV kT
2 +

(
µ´ T

(
Bµ

BT

)
N

)2
N2

V
KTkT (8.2.17)

这一结果和巨正则系综下求得的结果(2.5.16)相同，但与(8.2.9)不同。
最后，我们计算压强 P的涨落.

∆P =

(
BP

BT

)
N

∆T +

(
BP

BN

)
T

∆N

@

(∆P )2
D

=

(
BP

BT

)2

N

@

(∆T )2
D

+

(
BP

BN

)2

T

@

(∆N)2
D

利用
(

BP
BN

)
T
= ´ V

N

(
BP
BV

)
T
, 代入 x(∆T )2y 和 x(∆N)2y的结果，得到

@

(∆P )2
D

=

(
BP

BT

)2

N

kT 2

CV

´ kT

(
BP

BV

)
T

这个结果与固定粒子数情形下的计算结果相同. 需要注意的是，在系综理论下计算压强
的涨落并不直接，若取 P = ´ BH

BV
作为压强的 “算符” 计算，所得结果与这里的结果不

同.
如果粒子数和体积都不固定, 选 T , V , N为变量

∆S =
1

T
CV ∆T +

(
BP

BT

)
V,N

∆V ´

(
Bµ

BT

)
V,N

∆N

∆P =

(
BP

BT

)
V,N

∆T +

(
BP

BV

)
T,N

∆V +

(
BP

BN

)
T,V

∆N

∆µ =

(
Bµ

BT

)
N,V

∆T +

(
Bµ

BV

)
T,N

∆V +

(
Bµ

BN

)
T,V

∆N

´2T∆St = ∆S∆T ´ ∆P∆V +∆µ∆N

=
1

T
CV (∆T )

2
+

1

V KT

(∆V )
2
+

(
V

N

)2
1

V KT

(∆N)
2

´
2

NKT

∆N∆V

=
1

T
CV (∆T )

2
+

V

KT

(
∆V

V
´

∆N

N

)2

=
1

T
CV (∆T )

2
+

V

n2KT

(∆n)
2

这里，n = N
V
. 在得到上式时, 已经使用了相关的 Maxwell 关系、(8.2.13)以及(1.10.7).

这个结果有点古怪，独立的变量少了一个，这也就意味着，到涨落的二次项，只有粒子
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数和体积之比的涨落受到限制，而 N或 V则不受限制，其原因在于，如果选择了 N和

V作为独立变量，则系统的大小完全没有限制，可以为任意大小. 由
B(´∆St/k)

B∆T
=

CV

kT 2
∆T

B(´∆St/k)

B∆n
=

V

n2KTkT
∆n

于是, 由公式(8.1.14), 得到
CV

kT 2

A

(∆T )
2
E

= 1

V

n2KTkT

A

(∆n)
2
E

= 1

解得
A

(∆T )
2
E

=
kT 2

CV
A

(∆n)
2
E

=
n2KTkT

V

(8.2.18)

更深层的原因在于热力学量只有广延量和强度量两类, 其结果导致 Gibbs-Duheim 关
系(1.10.11)，对(1.10.11)求导，得到

SdT ´ V dP +Ndµ = 0 (8.2.19)

此式也被称为是 Gibbs-Duheim 关系。这是三个强度量 µ, T 和 P之间的一个约束关系，

表明这三个量不是互相独立，实际上独立的变量只有两个。作为这样一个约束条件的结

果,
´2T∆St = ∆S∆T ´ ∆P∆V +∆µ∆N (8.2.20)

的独立变量也只能是二个。由约束条件 (8.2.19), 有

∆µ = ´s∆T + v∆P (8.2.21)

其中 s = S
N
, v = V

N
. 由 S = Ns, V = Nv, 有

∆S = s∆N +N∆s, ∆V = v∆N +N∆v (8.2.22)

. 把(8.2.21), (8.2.22)代入(8.2.20), 得到

´2T∆St =(s∆N +N∆s)∆T ´ ∆P (v∆N +N∆v) + (´s∆T + v∆P )∆N

=N(∆T∆s´ ∆P∆v)
(8.2.23)

这样以来，变动的量全是强度量，只有两个独立变量。我们选择 T和 v作为独立变量，

演示一下各个热力学量的计算。以 T和 v为独立变量，则

∆s =

(
Bs

BT

)
v

∆T +

(
Bs

Bv

)
T

∆v =
cv
T
∆T +

(
BP

BT

)
v

∆v
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∆P =

(
BP

BT

)
v

∆T +

(
BP

Bv

)
T

∆v

∆St

k
= ´

N

2kT

(
cv
T
∆T 2 ´

(
BP

Bv

)
T

∆v2
)

由此立即得到

@

(∆T )2
D

=
kT 2

Ncv
=
kT 2

CV

,
@

(∆v)2
D

= ´
kT

N

(
Bv

BP

)
T

=
V kT

N2
KT (8.2.24)

利用(8.2.24), 可以得到其他热力学量的涨落. 分子的数密度 n = N
V

= 1
v
, 于是 ∆n =

´ 1
v2∆v,

@

(∆n)2
D

=
1

v4
@

(∆v)2
D

=
kT

Nv3
kT ,

这个结果并未指明是固定体积或固定粒子数，所以在两种情况下均成立。现在考虑粒子

数固定，则 ∆v = 1
N
∆V , 由此得到

@

(∆V )2
D

= N2
@

(∆v)2
D

= V kTKT . (8.2.25)

能量为 E = Nε, ∆E = N∆ε = N
((

Bε
BT

)
v
∆T +

(
Bε
Bv

)
T
∆v
)

@

(∆E)2
D

=N2c2v
@

(∆T )2
D

+N2

(
Bε

Bv

)2

T

@

(∆v)2
D

=CV kT
2 +

(
Bε

Bv

)2

T

V kTkT

=CV kT
2 +

(
BE

BV

)2

T,N

V KTkT

(8.2.26)

对于压强 ∆P =
(

BP
BT

)
v
∆T +

(
BP
Bv

)
T
∆v

@

(∆P )2
D

=

(
BP

BT

)2

v

kT 2

CV

´

(
BP

Bv

)
T

kT

N

=

(
BP

BT

)2

V,N

kT 2

CV

´ kT

(
BP

BV

)
T,N

= ´ kT

(
BP

BV

)
S,N

(8.2.27)

上式最后一步利用了(1.11.2).
若体积 V 固定, 先考查粒子数的涨落, 在此情形下, ∆v = ´ V

N2∆N , 由此得到

@

(∆N)2
D

= ´
N2kT

V 2

(
BV

BP

)
T,N

=
N2kT

V
KT (8.2.28)
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再看能量

∆E =∆Nε+ N∆ε

= ´
N2

V
ε∆v +N

((
Bε

BT

)
v

∆T +

(
Bε

Bv

)
T

∆v

)
=CV ∆T +N

((
Bε

Bv

)
T

´
E

V

)
∆v

=CV ∆T ´
N2

V

(
E

N
´
V

N

(
Bε

Bv

)
T

)
∆v

=CV ∆T ´
N2

V

(
BE

BN

)
T,V

∆v

即

@

(∆E)2
D

=C2
V

@

(∆T )2
D

+
N4

V 2

(
BE

BN

)2

T,V

@

(∆v)2
D

=CV kT
2 +

(
BE

BN

)2

T,V

N2

V
KTkT

(8.2.29)

这里所得的结果均与前面得到的相同.

当然，我们也可以选择 T , P或其他二个强度量作为独立变量来计算，最后的关于各
个热力学量的涨落，与选择哪对强度量为独立变量计算无关, 但计算量与选择有关, 特
别是, 如果选择的两个强度量的涨落不独立，则计算将比较麻烦，例如，选择 T , P时，
因 x∆P∆T y ‰ 0, 计算就会比较麻烦一些。有兴趣的读者可以试着计算一遍.

强度量的表述还有一个显而易见的结论，那就是 ∆St显示地与 N成正比，从而强

度量的涨落均与 N成反比，广延量的涨落均与 N成正比.

总结一下，在用强度量的表述中，只有两个独立变量，而不是三个; 粒子数的涨落
和体积的涨落均通过比容 v的涨落来表示; 体积和粒子数不能各自独立的涨落，只能以
比容的涨落形式来表示。一般情况下

∆v =
∆V

N
´

V

N2
∆N = v

(
∆V

V
´

∆N

N

)

@

(∆v)2
D

= v2
(

x(∆V )2y

V 2
+

x(∆N)2y

N2
´ 2

x∆N∆V y

NV

)
上式左边确定，用系统的热力学量表示，所以给出了体积和粒子数的涨落必须满足的一

个约束关系，由此关系，可以方便得到固定体积时的粒子数涨落和固定粒子数时的体

积涨落。若体积和粒子数均可涨落，则必须给出二者之间的关系，才能得到粒子数和体

积的涨落。如果体积的涨落和粒子数的涨落之间满足某个给定的关系，最简单的，例如
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∆N = λ∆V，则可以求得

@

(∆V )2
D

=
x(∆v)2y

v2
V 2

(λv ´ 1)2

@

(∆N)2
D

=
x(∆v)2y

v2
λ2V 2

(λv ´ 1)2

当 λ Ñ 0或 λ Ñ 8时，分别得到固定粒子数和固定体积的结果。

固定粒子数的模型大致可以设想为装在可以任意改变体积的容器（如带有活塞的气

缸）内的气体; 固定体积的模型可以设想为带孔的容器; 而带有漏气孔的气缸活塞系统，
或许可以看做 ∆N = λ∆V的一个物理模型。

最后，我们看一下单原子理想气体的涨落，利用理想气体的物态方程能量公式

PV = NkT, E =
3

2
NkT

求得

CV =
3

2
Nk, KT =

1

P
=

V

NkT
,

(
BE

BV

)
T,N

= 0,

(
BE

BN

)
T,V

=
3

2
kT

代入(8.2.24)，得到
@

(∆T )2
D

=
2T 2

3N
,

@

(∆v)2
D

=
V 2

N3

由(8.2.25)和(8.2.28) ，得到

@

(∆V )2
D

=
V 2

N
,

@

(∆N)2
D

= N

由(8.2.26), 固定粒子数时
@

(∆E)2
D

=
3

2
Nk2T 2

由(8.2.29), 固定体积时
@

(∆E)2
D

=
3

2
Nk2T 2 +

9

4
Nk2T 2 =

15

4
Nk2T 2

由(8.2.27), 压强的涨落是

@

(∆P )2
D

=

(
Nk

V

)2
2T 2

3N
+
Nk2T 2

V 2
=

5

3

Nk2T 2

V 2

8.3 光的散射

当光线射入气体和液体时, 一部分光线由于受到散射而偏离入射方向, 从而使得光
的强度有所减弱, 同时, 在其它方向上有光输出. 这就是光的散射现象. 光的散射一般由
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两种原因造成, 一种是光受到悬浮于液体或气体中微粒的作用, 发生散射, 这种现象称为
丁铎尔效应 (Tyndall); 另一种是在纯净的气体或液体中发生的散射, 其原因是气体或液
体的密度涨落导致折射率不均匀而产生的对光的散射, 称为瑞利散射.
按照瑞利散射理论, 在与入射角为 θ角的方向, 长波 (波长远大于原子) 的散射强度

为

I9
(1 + cos2 θ)

λ4

(σn
n

)2
式中 n是折射率, ∆n是密度涨落导致的折射率的涨落 (这一节的 n表示折射率, 而不是
数密度, 数密度用 ρ表示). 按照洛伦兹折射率公式, 折射率与介质的密度之间满足

1

ρ

n2 ´ 1

n2 + 2
=常数

式中 ρ = M
V
为介质的质量密度. 由上式可知：

σρ
ρ

=
6n2

(n2 ´ 1)(n2 + 2)

σn
n

由此得到在入射的垂直方向 ( θ = 90o) 散射光的强度为

I9
(n2 ´ 1)2(n2 + 2)2

n4λ4

(
σρ
ρ

)2

密度的涨落为
C(

σρ
ρ

)2
G

=

B(σV
V

)2F
= ´

kT

V 2

(
BV

BP

)
T

=
kT

V
KT

这样, 在垂直于入射方向散射光的强度为

I9
(n2 ´ 1)2(n2 + 2)2

n4λ4
KT

即散射强度与波长的四次方成反比, 与压缩率成正比. 由于气体的压缩率比液体大很多,
所以, 光在气体中的散射比液体中要强. 散射强度与波长的四次方成反比, 故长波的散
射更多一些,这就可以解释天为什么是蓝的：太阳的白光入射到大气层之后,可见光中红
光受到的散射最少, 而较短波长的蓝光被散射的较多, 从而形成了一个蓝色的天空. 在
早晚太阳刚出来和落山之时, 因为到达地面的太阳光要穿过很厚的大气层, 蓝光被散射
掉了很多, 留下的红光占优势, 所以看到的是一轮红日.

8.4 临界点附近的涨落和临界乳光

如果一个系统的温度处于临界温度 Tc, 考虑粒子数固定的情形, 则可以选择 ∆V为

变量. 在临界点, 系统的温度为 Tc, 压强为 Pc, 体积为 Vc. 确定临界点的方程是(
BP

BV

)
T

= 0,

(
B2P

BV 2

)
T

= 0
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这样,到 ∆V的二阶项, ∆P∆V = 0,需要考虑高阶项. 取 ∆T = 0, ∆N = 0,则 (8.2.4)成
为

P9 exp
"

T∆S ´ ∆E + P∆V

kT

*

= exp
"

´∆F + P∆V

kT

*

对 ∆V展开,

∆F =

(
BF

BV

)
T

∆V +
1

2!

(
B2F

BV 2

)
T

(∆V )
2
+

1

3!

(
B3F

BV 3

)
T

(∆V )
3
+

1

4!

(
B4F

BV 4

)
T

(∆V )
4
+ ¨ ¨ ¨

= ´P∆V ´
1

2!

(
BP

BV

)
T

(∆V )
2

´
1

3!

(
B2P

BV 2

)
T

(∆V )
3

´
1

4!

(
B3P

BV 3

)
T

(∆V )
4
+ ¨ ¨ ¨

代入临界点的条件, 得到

P9 exp
"

1

24kT

(
B3P

BV 3

)
Tc

(∆V )
4

*

(8.4.1)

为了上式有意义, 必有
(

B3P
BV 3

)
Tc

ă 0. 利用分布(8.4.1), 体积的涨落为

A

(∆V )
2
E

=

ş8

´8
d∆V (∆V )

2 exp
"

1
24kT

(
B3P
BV 3

)
Tc

(∆V )
4

*

ş8

´8
d∆V exp

!

1
24kT

(
B3P
BV 3

)
Tc
(∆V )

4
) (8.4.2)

为了得到结果, 需要计算积分
ż 8

´8

dxe´ax4

和积分
ż 8

´8

dxx2e´ax4

这两个积分可以求出, 其结果是
ż 8

´8

dxe´ax4

=

?
2π

4a1/4Γ(3/4)

ż 8

´8

dxx2e´ax4

=
Γ(3/4)

2a3/4

@

x2
D

=

ş8

´8
dxx2e´ax4

ş8

´8
dxe´ax4

=
Γ(3/4)

2

?
2aπ

=
0.338
?
a

把这些结果用于(8.4.2), 得到

A

(∆V )
2
E

= 0.338

d

24kT(
´ B3P

BV 3

) (8.4.3)
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以范德瓦尔斯方程为例, 计算临界点的体积涨落. 范德瓦尔斯方程是(
P +

A

V 2

)
(V ´B) = nRT (8.4.4)

其中 A = n2a, B = nb, n为系统的摩尔数, a, b为参数, 与具体的物质有关. 把范德瓦尔
斯方程改写为

P =
nRT

V ´B
´

A

V 2
(8.4.5)

(
BP

BV

)
T

= ´
nRT

(V ´B)2
+ 2

A

V 3(
B2P

BV 2

)
T

= 2
nRT

(V ´B)3
´ 6

A

V 4(
B3P

BV 3

)
T

= ´6
nRT

(V ´B)4
+ 24

A

V 5

(8.4.6)

在临界点有
(

BP
BV

)
T
= 0,

(
B2P
BV 2

)
T
= 0, 与范德瓦尔斯方程一起, 可以解出

Vc = 3B = 3nb, Pc =
A

27B2
=

a

27b2
, Tc =

8A

27nRB
=

8a

27Rb
(8.4.7)

把 A, B用 Vc和 Tc表示,
A =

9nRTcVc

8
, B =

1

3
Vc

代入(8.4.6)的第三式, 求得在临界点(
B3P

BV 3

)
T

= ´
135

4

nRTc

V 4
c

= ´
135

4

RTc

vcV 3
c

(8.4.8)

这里 vc =
Vc

n
为摩尔临界体积. 把(8.4.8)代入(8.4.3), 有

A

(∆V )
2
E

V 2
c

= 0.338

c

32

45

vc
N0

1
?
Vc

(8.4.9)

即
σρ
ρ

=
σV
V

„
1

V 1/4
(8.4.10)

比其他点的涨落多了一个 V 1/4因子, 故临界点的涨落被放大, 出现临界乳光现象.
当然, 为了得到这个结论, 实际上不需要做详细计算, 注意到(

B3P

BV 3

)
T

„
1

V 3

(8.4.2)中的积分有如下行为

A

(∆V )
2
E

=

ş8

´8
d∆V (∆V )

2 exp
!

´ α
TV 3 (∆V )

4
)

ş8

´8
d∆V exp

!

´ α
TV 3 (∆V )

4
) = α1

?
TV 3/2 (8.4.11)
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其中 α, α1为常数.
A

(∆V )
2
E

V 2
c

„

c

T

Vc

(8.4.12)

8.5 推广

涨落的分布还可以进一步一般化. 在第一章中, 讨论了极大功和极小功. 注意到改
变处在环境中的系统的状态时, 需要做的极小功为

Wmin = ∆E ´ T∆S + P∆V ´ µ∆N

与(8.2.4)比较, 涨落的概率分布可以写成

P9 exp
"

´
Wmin

kT

*

(8.5.1)

若给定系统的粒子数, 体积和温度, 则

Wmin = ∆E ´ T∆S = ∆F

即涨落的概率分布密度

P9e´ ∆F
kT

若给定粒子数, 压强和温度, 则

Wmin = ∆E ´ T∆S + P∆V = ∆G

即涨落的概率分布密度

P9e´ ∆G
kT

若给定体积, 温度, 化学势, 则

Wmin = ∆E ´ T∆S ´ µ∆N = ∆ΩG

即涨落的概率分布密度

P9e´
∆ΩG
kT

这个结果在更一般的意义下也成立, 只要系统和环境的变化总是能保持各个热力学
关系成立即可. 这可以证明如下: 考虑由环境和系统构成的孤立系统, 处于平衡态. 系统
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可以通过涨落而偏离平衡态，设想环境非常大，在系统涨落过程中，环境的温度 T0和压

强 P0保持不变. 当系统因涨落偏离平衡态时, 环境能量的改变为

∆E0 = T0∆S0 +∆W0

这里 ∆W0是系统对环境做的功, T0∆S0是系统传递给环境的热量. 由上式解出

∆S0 =
∆E0 ´ ∆W0

T0

由于系统加环境的孤立系统总能量不变, 所以 ∆E0 = ´∆E, ∆E是发生涨落时系统能
量的改变. 设系统的熵改变了 ∆S, 则整个孤立系统的熵变为

∆St = ∆S0 +∆S = ´
∆E +∆W0 ´ T0∆S

T0

由此得到发生这种涨落的概率为

P9 exp t∆St/ku = exp
"

´
∆E +∆W0 ´ T0∆S

kT0

*

现在我们证明, ∆St也可以写为

∆St = ´
Wmin

kT0

À

这样就有

Wmin = ∆E +∆W0 ´ T0∆S

图 8.5.1:

À 见朗道和栗弗席兹，《统计物理学 I》第 20 节
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如图8.5.1, 孤立系统的熵 St是系统的总能量 Et的函数, 若我们研究的系统与环境
平衡, 处于总能量为 Et的 a 点, 由于系统的涨落, 偏离平衡, 使得总的熵到达 b 点, 减少
了 ´∆St, b 点的熵与平衡曲线上的 c 点相同. 另一方面, 从系统与环境平衡的 c 点出
发, 外界对系统做可逆功 Wmin(朗道的书上用 Rmin) 到达 b 点. 因 Wmin ! Et, 所以

´∆St =
BSt

BEt

Wmin =
1

T 0
Wmin

例题：系统整体速度的涨落. 系统的平均速度是 0, 到速度 v的极小功是 1
2
Mv2,

M是系统的质量. 于是
P9 exp

"

´
Mv2

2kT

*

速度的涨落是
@

v2
D

=
3kT

M

如果系统是空气, 每摩尔质量大约 30 g = 0.03 kg, 所以 M = 0.03n kg, n是系统的摩尔
数. 则

a

xv2y =

c

3kT

M
„

c

10´20

10´2n
=

10´9

?
n

m/ s

为了达到例如 10´3 m/ s的速度涨落, n应该小于 10´12 mole.

图 8.5.2:

例题：考虑两端固定的弦, 长度为 L, 张力为 F , 处在温度为 T的环境下, 讨论其横
向涨落. 如图8.5.2所示 (图中的横向位移严重夸张), 若 x0处横向位移为 ξ0, 则所需的极
小功为

Wmin = F
(
a

x20 + ξ20 ´ x0

)
+ F

(
b

(L´ x0)
2
+ ξ20 ´ (L´ x0)

)
因横向位移很小, 做泰勒展开得到

Wmin =
F

2
ξ20

"

1

x0
+

1

L´ x0

*

=
FL

2x0(L´ x0)
ξ20

由此可得
@

ξ20
D

=
kT

FL
x0(L´ x0)
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此处, x0是 (0, L)之间的任意一点, 于是可以得到

@

ξ(x)2
D

=
kT

FL
x(L´ x)

图 8.5.3:

也可以计算两个点上的涨落的关联, 对于如图8.5.3这样的横向位移, 其所需的极小
功是

Wmin =F
(
a

x21 + ξ21 ´ x1

)
+ F

(
b

(L´ x2)
2
+ ξ22 ´ (L´ x2)

)
+ F

(
b

(x2 ´ x1)
2
+ (ξ2 ´ ξ1)

2
´ (x2 ´ x1)

)
做泰勒展开得到

Wmin =
F

2

"

ξ21
x1

+
ξ22

L´ x2
+

(ξ2 ´ ξ1)
2

x2 ´ x1

*

定义

X1 =
B(Wmin/kT )

Bξ1
=

(
x2ξ1

x1 (x1 ´ x1)
´

ξ2
x2 ´ x1

)
F

kT

X2 =
B(Wmin/kT )

Bξ2
=

(
´

ξ1
x2 ´ x1

+ 2
(L´ x1)ξ2

(L´ x2) (x̄2 ´ x1)

)
F

kT

由公式(8.1.14)

xξ1X1y =

(
x2 xξ21y

x1(x2 ´ x1)
´

xξ1ξ2y

x2 ´ x1

)
F

kT
= 1

xξ2X2y =

(
(L´ x1) xξ22y

(L´ x2)(x2 ´ x1)
´

xξ1ξ2y

x2 ´ x1

)
F

kT
= 1

xξ2X1y =
F

kT

(
x2

x1 (x2 ´ x1)
xξ1ξ2y ´

xξ22y

x2 ´ x1

)
= 0
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xξ1X2y =

(
(L´ x1) xξ1ξ2y

(L´ x2) (x2 ´ x1)
´

xξ21y

x2 ´ x1

)
F

kT
= 0

解得

xξ1ξ2y =
L´ x2
L´ x1

@

ξ21
D

=
x1
x2

@

ξ22
D

回代得到

(
x2

x1 (x2 ´ x1)
´

L´ x2
(L´ x1) (x2 ´ x1)

)
@

ξ21
D

=
kT

F

(
L´ x1

(L´ x2) (x2 ´ x1)
´

x1
x2 (x2 ´ x1)

)
@

ξ22
D

=
kT

F

化简得到
L

x1(L´ x1)

@

ξ21
D

=
kT

F

L

x2(L´ x2)

@

ξ22
D

=
kT

F

解得：
@

ξ21
D

=
kT

FL
x1(L´ x1)

@

ξ22
D

=
kT

FL
x2(L´ x2)

xξ1ξ2y =
kT

FL
x1(L´ x2)

前两个式子是预期的结果, 第三个是新的, 代表了 x1, x2两点的涨落之间的关联 (注意.
这里的 x2 ą x1).

图 8.5.4:
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这个题目的另一种更为学术化的解法是, 考虑一般的涨落, 如图8.5.4所示, 为了计算
极小功, 考虑其中一小段, 如图8.5.4所示, 其极小功为

dWmin = F

(
b

(ξ(x+ dx) ´ ξ(x))
2
+ (dx)2 ´ (dx)2

)
=

1

2
F

(
Bξ

Bx

)2

dx

总的极小功是

Wmin =
1

2
F

ż L

0

(
Bξ

Bx

)2

dx

对涨落位移做傅里叶展开

ξ(x) =
8
ÿ

n=1

An

c

2

L
sin
(
nπ

x

L

)
带入极小功的公式, 计算得到

Wmin =
1

2
F

8
ÿ

n,n1=1

AnAn1
nπ

L

n1π

L

2

L

ż L

0

cos
(
nπ

x

L

)
cos
(
n1π

x

L

)
dx

=
1

2
F

8
ÿ

n=1

A2
n

(nπ
L

)2
于是

xAnAn1 y = δn,n1
kT

F
/
(nπ
L

)2

xξ(x1)ξ(x2)y =
8
ÿ

n,n1=1

xAnAn1 y
2

L
sin
(
nπ

x1
L

)
sin
(
n1π

x2
L

)
=
kT

FL
2

8
ÿ

n=1

sin
(nπ
L
x1

)
sin
(nπ
L
x2

)
/
(nπ
L

)2
当 x1 = x2 = x

@

ξ(x)2
D

=
kT

FL
2

8
ÿ

n=1

sin2
(nπ
L
x
)
/
(nπ
L

)2
与前面得到的结果比较, 得到一个有趣的数学等式

2
8
ÿ

n=1

sin
(nπ
L
x1

)
sin
(nπ
L
x2

)
/
(nπ
L

)2
= x1(L´ x2), (x2 ě x1)

两边同时除以 L2, 并把 x
L
作为新的 x, 得到

2
8
ÿ

n=1

sin (nπx1) sin (nπx2)
n2

= π2x1(1 ´ x2), (x2 ě x1, x2 ď 1)

当 x1 = x2 = x

2
8
ÿ

n=1

sin2 (nπx)

n2
= π2x(1 ´ x)
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注意到

sin2 x =
1

2
(1 ´ cos(2x))

有
8
ÿ

n=1

1

n2
´

8
ÿ

n=1

cos(nπ2x)
n2

= π2x(1 ´ x)

利用已知结果
8
ÿ

n=1

1

n2
=
π2

6

得到
8
ÿ

n=1

cos(n2πx)
n2

=
π2

6
´ π2x+ π2x2

或, 把 2πx换为 x, 得到

8
ÿ

n=1

cos(nx)
n2

=
π2

6
´
πx

2
+
x2

4
, (0 ď x ď 2π)

这是一个基本的求和公式.
最后, 估计一下这个涨落的大小. 张力 F的取值显然与弦的粗细有关, 试用另一个

判据来确定它. 设想这根弦是某乐器的弦, 振动时发出的声音频率为 f = 103Hz, 设弦
长 L = 1m, 截面积 S, 质量密度 ρm = 1000 kg/m3. 先找出频率与张力之间的关系,
F的单位是 kg m/ s2, 频率的单位是 1/ s, 频率应该与 F , ρm和 L有关, 显然 F

ρmSL2的量

纲是 1/s2, 所以, 作为估计, 有如下关系

f2 =
F

ρmSL2
, F = ρmSL

2f2

代入数据, 得到

F „ 103 ˆ 12 ˆ 106S = 109S

如果取弦的中点, x = L
2
, 在室温下

@

ξ2
D

=
kTL

4F
„

10´21

109S
=

10´30

S
m2

a

xξ2y „
10´15

d
m

这里 d是弦的直径. 当弦的直径为 1mm = 10´3 m时,
?
ξ2 „ 10´12 m = 10´3 nm, 完全

观察不到. 而当弦的直径为 1µm = 10´6 m时,
?
ξ2 „ 10´9 m = 1 nm, 此时, 弦本身已经

到了可见光观察的边缘, 而涨落依然非常小.
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8.6 自由链的涨落

这一节考虑一个自由链, 这可以看做高分子的一个简单模型. 分子链中的原子之间
的相互作用倾向于链成为直线, 但因为链非常长, 而趋于直线的相互作用通常很弱, 热涨
落的作用将导致分子成团. 当链偏离直线时, 沿链上每一点有一个曲率矢量 K, 对于直
线, K = 0. 在每个局部, 链偏离直线很小, 所以, K可以作为小量, 从而, 极小功 (或自
由能) 可以用 K展开, 单位长度的的自由能增量为

∆F =
1

2

ÿ

ij

aijKiKj (8.6.1)

K = 0对应的直线是平衡态,所以一次项为 0. aij是一个对称正定的 2阶矩阵,且对应于
直链, 假定链是均匀的, 所以 aij与链的位置无关, 对整个链是常量. 通过选择合适的坐
标系, 可以使 aij对角化, 这样的坐标系为主轴坐标系, 两个主轴的单位坐标为 e1和 e2.
记二个对角元为 a1和 a2, 如果链具有轴对称性, 则 a1 = a2, 这里不做此假定. 这样, 在
主轴坐标系, (8.6.1)成为

∆F =
1

2

(
a1K

2
1 + a2K

2
2

)
(8.6.2)

这里 K1, K2分别是曲率沿主轴的分量. 对(8.6.3)积分, 得到总的自由能增量

∆Ft =
1

2

ż (
a1K

2
1 + a2K

2
2

)
dl (8.6.3)

这里, l是沿着链的长度坐标.
令 ta、tb为沿着链的两个相距为 ∆l的点上的切向单位矢量, 令 θ(∆l) 为这两个切

线单位矢量之间的夹角, 即 cos θ(∆l) = ta ¨ tb, 设 θ为一小量, 在由 e1, e2和 ta 构成的坐

标系里, tb可以投影到 tq分别与 e1和 e2构成的坐标面上, 若面上的投影分别与 ta的夹

角为 θ1和 θ2, 则
sin2 θ = sin2 θ1 + sin2 θ2

对于小角度,
θ2 = θ21 + θ22 (8.6.4)

曲率矢量 K = dt
dl近似为

K =
tb ´ ta
∆l

=
sin θ1e1 + sin θ2e2

∆l

令 ∆l Ñ 0

K =
dθ1
dl e1 +

dθ2
dl e2 (8.6.5)

即

K1 =
dθ1
dl , K2 =

dθ2
dl
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总自由能增量成为

∆Ft =
1

2

ż

[
a1

(
dθ1
dl

)2

+ a2

(
dθ2
dl

)2
]
dl (8.6.6)

设想把链划分为长为 ∆l的小段, 每一段近似为直线, 对于其中一段

∆F =
a1
2∆l

θ21 +
a2
2∆l

θ22

θ为此段与前一段的夹角. 涨落的概率

P9e´∆F/kT

求得
@

θ21
D

=
∆lkT

a1
,

@

θ22
D

=
∆lkT

a2

则 θ(∆l)的涨落为
@

θ2
D

= ∆lkT

(
1

a1
+

1

a2

)
=

2∆lkT

a
(8.6.7)

这里, 定义
2

a
=

1

a1
+

1

a2

现在考虑相邻的三段, 其起点依次为 a, b, c, 对应的切向矢量为 ta, tb和 tc, 如图. 则

cos θac = cos θab cos θbc ´ sin θab sin θbc cosϕ

ϕ为平面 (ta, tb)与 (tb, tc)之间的夹角. 对上式平均, 忽略段与段之间的关联, 得到

xcos θacy = xcos θab cos θbcy

= xcos θaby xcos θbcy

包含 cosϕ的项平均到 0. 这个结果表明 xcos θ(∆l)y是相邻单元线段长度 ∆l的相乘函数.
对于小的 θ, 已经得到

xcos θ(∆l)y « 1 ´
1

2

@

θ2
D

= 1 ´
∆lkT

a

考虑到相乘条件, 对于任意长度 l的一段, 得到

xcos θy = e´lkT/a (8.6.8)

现在, l不必是小量. 当 l变大时, xcos θy Ñ 0. 分子首尾之间的矢量是

R =

ż L

0

t(l)dl

其中 L为分子的总长度. 于是
@

R2
D

=

ż L

0

ż L

0

xt (l1) ¨ t (l2)ydl1dl2 =
ż L

0

ż L

0

e´kT |l1´l3|/adl1dl2
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积分得到
@

R2
D

= 2
( a

kT

)2(LkT
a

´ 1 + e´LkT/a

)
(8.6.9)

在低温下, LkT ! a,
@

R2
D

= L2

(
1 ´

LkT

3a

)
(8.6.10)

当 T Ñ 0时,
@

R2
D

Ñ L2, 这是预期的结果.
当 LkT " a, (高温或 L很大)

@

R2
D

=
2La

kT
(8.6.11)

@

R2
D

„ L, 当 L很大时, xR2y
L2 Ñ 0.

8.7 习题

1. 体积为 V 的容器内有 N 个粒子. 令 n 为容器内一个体积为 v 的体积元内的粒子

数. 在平衡时, 发现某个粒子处于体积元 v 内的概率为 v
V
.

(1) . 求 n 的概率分布 f(n).

(2). 计算 xny 和 x(n´ xny)2y.

(3). 证明当 N 和 n 都很大时, f(n) 趋向于高斯分布.

(4). 证明当 v/V Ñ 0, 以及在 N/V =常数 且 V Ñ 8 时, f(n) 趋于泊松分布

f(n) =
e´xny xny

n

n!



390 第八章 宏观涨落理论



第九章 连续相变与临界现象

9.1 引言

本章主要研究临界点的相变问题, 通常称为临界现象, 或称为连续相变, 即除了一类
相变之外的相变.
临界点的相变的具体例子包括：液 4He通过 Λ线的相变, 铁磁体的顺磁铁磁相变 (

B = 0), 反铁磁相变 ( B = 0), 铁电体相变 ( E = 0), 超导相变, 二元溶液相变以及合金
的有序无序相变等等.
相变和临界现象的研究经历了三个阶段, 第一阶段从临界点的提出到朗道平均场理

论的建立, 是经典的阶段, 此时, 一个争论的重要问题是统计物理能否描述相变的问题；
第二阶段以 Onsager 的二维 Ising 模型的严格解为重要标志, 李政道和杨振宁证明了两
个关于相变的定理, 对于深入认识相变问题起了重要作用；第三阶段始于 Widom 引入
标度概念, 以 Wilson 建立重正化群而达到顶峰.

1. 经典时期：

1869 年, T. Andrews 引进临界点；

1873 年, Van der Waals. 从理论上讨论了气液相变的临界点问题；

1875 年, Maxwell 等面积法则；

1895 年, Pierre Curie 指出了铁磁相变与气－液相变的相似性；

1907 年, Weiss 建立顺磁、铁磁相变的分子场理论；

1928 年, Gorsky 引入有序度的概念；

1934 － 1935 年, Bargg － Williams 提出了长程序的概念；

1939 年, Cernuschi 和 Eyring 讨论了晶格气体；

这些均加深了人们对相变的认识, 也看出了他们之间的相似性；

1937 年朗道（朗道）建立了相变的平均场理论, 对连续相变提出了一个统一
的描述；BCS 超导理论则是平均场理论的高峰.

391
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2. 1944 年 Onsager 关于二维 Ising 模型的严格解, 揭开了人们研究相变的新的阶段.

1952年,李政道—杨振宁建立了关于相变的定理,加深了对于统计物理和相变的本
质来源的认识.

在 Onsager 之后, 出现了一大批统计模型的严格解, 一方面通过这些解帮助认识和
理解相变, 另一方面, 这些严格解也成为了检验各种近似方法的标准.

3. 1965 年, 从 Widom 的标度理论开始, 经过 Kadanoff, Fisher 等的长期研究, 到
1971, 1972 年 K.G.Wilson 的重正化群理论, 达到相变和临界现象研究的高峰. 重
正化群理论已经超越相变和临界现象, 成为多个多体问题的研究方法, 并可能或正
在拓展到更广阔的领域.

相变研究的另一条路是高温展开和低温展开, 这里似乎没有多少新物理概念, 但长
期以来非常有效地得到了有关相变的一些非常精确的结果. 而且, 这些展开级数的处理
对于利用发散级数或渐进级数得到正确的数值结果提供了有效的方法和相关数学理论.
物理学家对于相变的认识有一个深化的过程, 即使对于提出和建立了平均场理论的

朗道, 也没有立刻认识到关于汽液相变的 Van de Waals 理论其实就是平均场理论, 例
如, 朗道的统计物理的旧版中, 平均场理论和汽液相变是分开处理的, 只是在新版中, 二
者才放到了一起.

9.2 杨李相变理论

从统计力学基本原理出发, 以单一的数学形式能否描写相变及其所涉及的各相？这
是三十年代中叶开始发生争议的问题.
梅耶建立了有相互作用时的一个展开理论–非理想气体理论, 其主要结果为(5.1.19),

(5.1.20)： (
P

kT

)
V

=
8
ÿ

l=1

bl(V )yl

nV =
8
ÿ

l=1

bl(V )lyl

梅耶认为, 当 V Ñ 8时, bl(8) 存在,

P

kT
=

8
ÿ

l=1

bl(8)yl = F (y)

n =
8
ÿ

l=1

bl(8)lyl = y
dF
dy

(9.2.1)
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在 y = 0 附近, 函数 F (y) 解析, 当 y变大时, 在某一点 y = yc 处, F (y) 有奇异性, 发生
凝聚.

Born, Fuchs, Kahn, Uhlenbeck 等曾经详细证明过这个猜想, 但这个猜想和证明都
是错误的！

梅耶理论把相变和集团展开的收敛圆联系起来, 但这种联系并不正确. Ising(1925)
求解了一维的 Ising 模型, 没有发现相变, Ising 猜想, 统计力学可能不能描述相变. On-
sager(1944) 得到了二维 Ising 模型的严格解, 得到了相变, 从而确切地回答了统计力学
能否描述相变的问题. 从 Onsager 解可以看出, 相变的奇异性来自于热力学极限.

1952 年, 李政道和杨振宁发表了两篇论文, 对于非常一般的系统, 给出了关于相变
的一些一般性的结论, 这一节介绍这一重要工作.

为具体起见, 考虑一个由 N个粒子所组成的经典系综, 体积为 V , 哈密顿量为：

H = K + U =
ÿ p2

i

2m
+
ÿ

xijy

uij (9.2.2)

且：

u(r) =

$

’

’

&

’

’

%

8 r ă a

´ε ă 0 a ă r ă r0

0 r ą r0

(9.2.3)

对于通常的物质, 上述势是一个很好的近似, 以 QN表示正则系综下的配分函数, 则
巨正则配分函数为(5.1.6)：

ZG =
8
ÿ

N=0

ZN

N !
yN

由基本热力学公式得到：

PV =
kT

V
lnZG

nV =
1

v
=

1

V
y

B

By
lnZG
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PV 是有限体系的压强, ρV 是其粒子数密度, v 是比容. 由上述二式消去 y即得物态方

程.
给定 V , 粒子数有一上限 Nm(V ), N ą Nm(V )时, 系统的势能是无穷大, ZN = 0.

故对于有限的 V .

ZG(y, T, V ) = 1 + Z1y +
Z2

2
y2 + ¨ ¨ ¨

ZNm

Nm!
yNm (9.2.4)

各个 ZN均为正, 故 ZG ě 1, 函数 lnZG作为 y, T , V的函数是正常的, 即只要 V有限,
(不论多大), 由 lnZG所导出的任何热力学函数不可能有任何数学上的奇异性, 于是, 这
样的理论不可能描写相变问题.
取热力学极限, 有

P = kT lim
V Ñ8

(
1

V
lnZG

)
n =

1

v
= lim

V Ñ8

(
1

V
y

B

By
lnZG

) (9.2.5)

注意, 上式在数学意义上取无限大, 极限和求导的次序不可随意交换. 杨—李定理表明,
此时将可能出现热力学函数的奇异性, 上式能描写气相, 凝聚相的状态方程和相变.
杨–李主要讨论 ZG(y, T, V )的解析性质, V有限时, 以 yp表示 y平面上 Nm次方程式

ZG(y)的零点, 则巨配分函数可以写为

ZG(y, T, V ) =
Nm
ÿ

N=0

ZN (T, V )

N !
yN =

Nm
ź

k=1

(
1 ´

y

yp

)
(9.2.6)

yp是如下方程的解：
Nm
ÿ

N=0

ZN (T, V )

N !
yN = 0 (9.2.7)

方程(9.2.7)是一个 Nm次的代数方程, 方程的系数均大于 0, 且为 T和 V的函数. 由代数
基本定理可知, 总共有 Nm个 yp, yp分布在复平面上, 但不可能在正实轴上, 所有实根均
处于负实轴上. 若 yp是一复根, 则 y˚

p也一定是一复根, 即根的分布对实轴对称. 所有的
根都是 T , V的函数, 与相互作用有关.
定理 1：对于所有 y ą 0, lim

V Ñ8
(lnZG)存在, 极限与体积 V的形状无关, 且为 y的连

续单调增函数. (设 V Ñ 8时, V的表面积的增加不快于 V 2/3)

定理的证明见李政道, 统计力学.
当体积 V有限时,根的数目 = Nm(V )有限, Nm(V ) „ V . (单个粒子最小 4πa3

3
, N个,

N 4πa3

3
, Nm „ V / 4πa3

3
). 故 V增加时, Nm成比例增加, 由于 yp为 V的函数, V增加时, 根

的分布就发生变化, 某些根可能任意地趋近于正实轴上的一点, 如 y0. 用数学语言描述,
在 y0的任一邻域, 不管多么小, 总包含着一些零点. 此时, 在正实轴上, 1

V
lnZG有可能出
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现奇异性, 由定理一, 1
V
lnZG本身连续, 但其导数可以不连续, 与此有关, 有杨李第二定

理.
定理 2, 若在复 y平面上有一包含一段正实轴的区域 R内总不包含 ZG(y, T, V ) =

0的根, 则对区域 R内的各 y. lim
V Ñ8

1
V
lnZG, lim

V Ñ8

1
V

B
B ln y

lnZG, lim
V Ñ8

1
V

(
B

B ln y

)2
lnZG 均

存在, 它们是 y的解析函数, 而且在 R中 B
B ln y
与 lim

V Ñ8
可以交换, 即:

lim
V Ñ8

1

V

B

B ln y lnZG =
B

B ln y lim
V Ñ8

1

V
lnZG

证明见李政道, 统计力学.
现在用这两个定理来分析相变现象.

1. V Ñ 8, 包含实轴的 R中无 ZG = 0的根.

此时, 对所有实正 y(物理的), P
kT
和 ρ是 y的解析函数, 从 P和 ρ的方程消去 y即得

P ´ V等温线, 在其上无任何奇异性, 这与单相对应, 如下图：

2. V Ñ 8时, ZG (y)的零点趋近于正实轴上的一点 y0,而在区域R1, R2内无 ZG (y) =

0的根, 同前 y ă y0, y ą y0的系统分别以单相存在, 在 y0点, 由定理 1, 压强 P连

续, 但其导数可以不连续, 若 1
V

B
B ln y

lnZG在 y = y0 不连续, 则发生一级相变, 若
1
V

B
B ln y

lnZG 在 y = y0 连续, 而
(

B
B ln y

1
V
lnZG

)
在 y = y0 不连续, 则发生二级相

变, 如下图.
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如果正实轴上存在不止一个 ZG (y)零点的极限点, 则每个极限点均可能发生相变,
如下图所示.

李–杨理论说明了可以具有相变, 相变发生在复 y平面上正实轴上那些点 y0, 当
V Ñ 8时, 巨配分函数 ZG (y) = 0的根趋于 y0.

李–杨理论可以提供具体的算例, 李–杨本人以其方法讨论了 Ising 模型. 表明相变
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问题完全可以用根的分布函数来讨论. 有兴趣者可参见原文.
C. N. Yang and T. D. Lee, Phys. Rev. 87, (1952)404, 410
作为一个简例, 考虑下述模型, 假定有一巨配分函数求出为：

ZG(V, λ
3y) =

(1 + λ3y)V (1 ´ (λ3y)αV )

1 ´ λ3y

ZG(V, y) = 0 ñ y = ´
1

λ3
, V重

y = ei2πk/αV /λ3, k = 1, 2, ¨ ¨ ¨αV

当 V增加时, 根的数目亦增加, 并且, 根向 y = 1/λ3逼近, ei2πk/αV Ñ 1 (V Ñ 8),
1
V
lnZG(y, V )在 λ3y ą 1和 λ3y ă 1时有不同的极限, λ3y ą 1时, (λ3y)αV " 1

lim
V Ñ8

1

V
lnZG(y, V ) = lim

V Ñ8

1

V
ln
[
(1 + λ3y)V

[
(λ3y)αV ´ 1

]
λ3y ´ 1

]
= lim

V Ñ8

1

V

[
V ln

(
1 + λ3y

)
+ αV ln

(
λ3y
)

´ ln
(
λ3y ´ 1

)]
= ln

(
1 + λ3y

)
+ α ln

(
λ3y
)

λ3y ă 1 时, (λ3y)αV ! 1

lim
V Ñ8

1

V
lnZG(y, V ) = lim

V Ñ8

1

V
ln
(
(1 + λ3y)V

[
1 ´ (λ3y)αV

]
1 ´ λ3y

)
= lim

V Ñ8

1

V

[
V ln

(
1 + λ3y

)
´ ln

(
1 ´ (λ3y)αV

)
´ ln

(
1 ´ λ3y

)]
= ln

(
1 + λ3y

)
于是,

P

kT
=

#

ln(1 + λ3y) λ3y ă 1

ln(1 + λ3y) + α ln(λ3y) λ3y ą 1

λ3y = 1时, P
kT
连续, 但

n =
xNy

V
=

B

B ln y

(
P

kT

)
=

#

λ3y
1+λ3y

λ3y ă 1
α+(α+1)λ3y

1+λ3y
λ3y ą 1

从 P和 n的表达式中消去 y, 得到：

P

kT
=

$

’

’

&

’

’

%

ln
(

1
1´n

)
V / xNy ą 2 或 ρ ă 1

2

ln 2 1
2

ă n ă 1+2α
2

ln (n´α)α

(1+α´n)α+1
1+2α

2
ă n ă 1 + α
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下面各图依次给出压强 P/kT , 密度 n与 λ3y的关系以及物态方程 P/kT与 n的关系.

9.3 自旋模型及其相变

自旋模型是人们在研究一大类相变问题时所引入的模型. 这类模型的哈密顿量中只
包含晶格上的自旋（一般是指原子的角动量）之间的相互作用. 人们发现, 铁磁相变、反
铁磁相变等许多与磁性有关的二级相变都可以用自旋模型来描写. 另外, 自旋模型的意
义还远不止此. 其他的二级相变的（例如超导相变、超流相变等）临界性质也可以与自
旋模型的临界性质对应起来, 这就是所谓的普适性. 在这一节中对自旋模型的相变作一
个简单的介绍.
研究自旋模型的理论方法主要有如下几类:
平均场近似: 主要思想是将其他自旋对于一个给定自旋的相互作用用一个自洽的平

均场来替代. 这样一来, 可以将自旋模型的统计问题化为一个独立粒子系的统计问题从
而可以轻易求解. 其优点是物理图象清晰, 容易进行计算；缺点是其近似程度不清楚, 对
于一些问题往往得到错误的结果.
高温展开或其他展开方法. 这类方法是把 1

T
或其它参数作为小参数, 对配分函数

(或其它热力学量)做级数展开. 再对所得到的级数利用 Pade逼近或其它方法进行处理,
获得系统的性质. 这类方法的优点是可以相当精确地得到系统的性质, 缺点是在展开式
的收敛性差, 需要使用特殊的方法处理所得级数. 另外, 往往需要计算级数展开中的许
多项, 计算量很大.
重正化群方法. 原则上, 这一方法是研究极其靠近临界点时的严格方法. 但实际上

必须与其他近似方法联合使用, 而且计算也相当复杂.
Monte Carlo 数值模拟方法. 这是一个严格的方法, 但是需要进行数值模拟. 对于计

算机有一定的要求（取决于所研究的问题的规模）. 随着计算机能力的提高, 这一方法
正越来越成为统计物理研究的主流方法.
考虑在外磁场中的伊辛模型, 它的哈密顿量为

H = ´J
ÿ

xijy

sisj ´ h
ÿ

i

si (9.3.1)
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h为外磁场. si是第 i个格点上的自旋变量, 可取值 ˘1. 这个模型是楞次 (Lenz) 在 1920
年左右提出来的, 交给他的学生伊辛 (Ising) 求解. 伊辛求出了一维空间的配分函数.
1944 年, 昂萨格 (Onsager) 发表了二维空间无外场的精确解, 发现比热在临界温度 Tc有

奇异性, 表明二维伊辛模型具有相变. 1951 年, 杨振宁发表了外场趋于零时的精确解, 得
到自发磁化在 Tc附近以指数 1/8趋于零.

1944 年昂萨格找到零场下二维伊辛模型的解, 求解过程比较繁难, 在本章附录中给
出. 对于一个 N = Lˆ L的正方格子, 其结果是

F = ´NkT ln 2 +NkT ln
(
1 ´ tanh2(βJ)

)
´

1

2
kT

L
ÿ

p=0

L
ÿ

q=0

ln
((

1 + tanh2(βJ)
)2

´ 2 tanh(βJ)
(
1 ´ tanh2(βJ)

)
ˆ

(
cos 2πp

L
+ cos 2πq

L

))
为了分析上式, 令 x = tanh(βJ). 若求和中的对数宗量小于等于 0, 则可能出现奇异性,
这一部分的最小值出现在 q = 0, p = 0一项, 此时, 对数的宗量部分为

(1 + x2)2 ´ 4x(1 ´ x2) = (x2 + 2x´ 1)2

令上式为 0, 解得 (注意 x = tanh(βJ) ą 0)

xc =
?
2 ´ 1, kTC =

2

ln
(?

2 + 1
)J = 2.269J

即

βCJ = 0.44068679 . . .

当 N Ñ 8, 式中的求和可以写成积分形式, 由上面的讨论, 令 t = T ´ Tc, 则被积函数
在临界点附近可以写成

ż 2π

0

ż 2π

0

dω1dω2 ln
(
c1t

2 + c2(ω
2
1 + ω2

2)
)

其中 c1, c2是两个常数. 计算上述积分, 得到

F « a+
1

2
bt2 ln |t|

a和 b是两个常数. 对上式求导两次, 得到比热在临界点的行为为

C « ´BTc ln |T ´ Tc|

即热容量在临界点按照对数方式发散, 这和朗道理论给出的有限跃变是不同的.
1947 年, 昂萨格在一次会议上指出, 在临界点附近, 二维伊辛模型的自发磁化为

M9(Tc ´ T )1/8

后来（1951）, 杨振宁证明了昂萨格的这一结果.
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9.4 二维 Ising 模型存在相变的证明

从前面的章节,我们已经知道,由平均场理论得到 Ising模型在有限温度存在有序到
无序的相变, 与维数无关, 而严格解则表明一维 Ising 模型在有限温度不存在相变. 1936
年, Peierls 在不求解 Ising 模型的前提下, 论证了二维及以上的 Ising 模型存在相变.À

这一节给出 Peierls 的论证. 这里给出的论证方式与 Peierls 的思路相同, 但细节略有不
同. 此处的论证更容易把握和理解.
为了更方便理解二维及以上的论证, 先来看一维情形. 在 T = 0时, 假定所有格点

均有 si = 1, 现在, 保持链的两端的 s = 1, 温度 T ą 0时, 会有某些 si变为 ´1, 如果有
一个 si变为 ´1, 则需要 4J的能量, 此后, 与 si相邻的格点上的 s变为 ´1并不需要能量,
这就意味着, 产生一个任意长的自旋为负的线段只需要 4J能量. 代替考虑线段, 显然更
合适的是考虑端点, 即一段自旋为负和一段自旋为正的交接点. 因为固定边界为正, 所
以这样的端点数为偶数, 每个端点的能量是 2J . 产生 n个端点的概率正比于

e´2βJn

β = 1
kT

. n个端点, 在一维链上有 N !
n!(N´n)!

种分布方式, 从而配分函数为

Z =
ÿ

n,even

N !

n!(N ´ n)!
e´2βJn

注意到 N非常大, 所以只要取上式中最大的一项即可代表整个 Z, 取 Z 中一项, 求其极
大. 显然计算其对数的极大要更为方便, 即求

´2βJn+ ln N !

n!(N ´ n)!

的极大. 利用斯特林公式表示阶乘, 对 n求导数并令其为 0得到

2βJ + ln n

N ´ n
= 0

解得
n

N
=

1

e2βJ + 1

而这个 n也就是平均的端点数. 因为 n
N
有限, 两个端点之间的长度可以任意, 正负自

旋的段的分布相同, 这就意味着在 N很大时, 有相同数量的 s分别具有 1和 ´1, 从而
xsy = 0.
现在考虑二维情形. Á 考虑一个 N个格点的二维正方格子, 每个格点上自旋可以为

正或为负, 在格子的边界上, 自旋固定为正. 如果不对边界的自旋做限制, 对于无外场的
À Peierls, R. (1936). On Ising’s model of ferromagnetism. Mathematical Proceedings of the Cambridge Philo-

sophical Society, 32(3), 477-481.
Á R. B. Griffiths, Peierls Proof of Spontaneous Magnetization in a Two-Dimensional Ising Ferromagnet, Phys.

Rev. 136, 2A, A437(1964)
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Ising 模型, 则一定有 xsy = 0, 这是因为 Ising 模型具有 si Ø ´si的对称性. 现在, 对于
一个确定的位形, 设想在自旋异号的相邻格点之间划分割线, 则所有的自旋为负的格点
一定都由这样的线段构成的闭合圈所包围. 为了确定起见, 我们规定划线的方向总是使
得负的自旋在线的右边, 这样, 圈不会发生交叉. 如下图所示：

对于任何一个位形, 其磁化定义为

m =
N+ ´N´

N
= 1 ´ 2

N´

N

若 m对于所有位形的平均不为 0,则表明有自发磁化. 另一方面,在温度非常高时, N+和

N´的平均值必相等, 所以, 如果在较低的温度 N´的平均值小于
1
2
N , 则有自发磁化, 从

而至少有一个临界温度存在, 在此温度自发磁化从非零变为零.
在上述构造下, 所有的自旋为负的格点都处于圈内, 对于一个长度为 L的圈, 当圈

为正方形时包含的格点数最多, 为 L2/16个, 如果在整个晶格上所有可能构造出的长度
为 L的圈有 M(L)个, 对于这些可能的圈中的每一个, 系统的所有位形中, 有一部分满足
圈的边界上外部格点的自旋全为正, 内部格点全为负的条件, 这些位形记为 B, 定义一
个函数 XL(l), 如果一个给定的周长为 L的圈 l 在给定的位形下属于 B, 则 XL(l) = 1,
否则为 0. N´ 的平均值的上限可以估计如下, 考虑一个长度为 L的圈, 其中最多可包含
L2/16个格点, 所以圈内最多可以有 L2/16个负自旋, 长度为 L的圈的数目记为 M(L),
在一个给定的位形下,把 XL(l)对所有周长为 L的圈求和,就得到了包含负自旋格点的周
长为 L的圈的数目, 乘以 L2/16 , 然后对所有可能的 L求和, 就得到了这个位形下 N´的

上限. 对于正方格子, L ě 4且只能取偶数. （在上面的构造下, 也有可能在圈内还有包
含自旋为正的块的情形, 这里都记入负自旋格点了）

N´ ă
ÿ

L=4,6,¨¨¨

L2

16

M(L)
ÿ

l=1

XL(l)
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上式对所有位形取平均, 就得到

xN´y ă
ÿ

L=4,6,¨¨¨

L2

16
M(L) xXL(l)y

现在估计 xXL(l)y, 这个平均值的含义是, 给定了一个长为 L的圈, 这个圈用 l来代表, 对
于系统的每一个自旋位形 i, 对应的能量记为 E(i), 则在此位形下, XL(l)可能为 1（位形

属于 B）或 0, 于是

xXL(l)y =

ř1

i e´βE(i)

ř

i e´βE(i)

分子上求和号的 “ 1” 是指对于所有的 B位形求和, 分母则对所有可能的位形求和. 对于
满足分子上的求和条件（属于 B）的每一个位形 C, 如果把圈内的所有自旋反号, 记为
C˚, 则 C˚也是分母中的一个可能的位形, 反号的操作将把圈的边界上相反的 L个自旋

对变为相同, 每个自旋对的能量减少 2J , 于是

EC˚ = EC ´ 2JL

现在, 如果对分母的求和中只保留那些 C˚的位形, 则分母变小, 结果变大. 因为每个
C˚对应于一个 C, 再注意到 C和 C˚的能量之间的关系, 就得到

xXL(l)y ă e´2βJL

M(L)是长度为 L的圈的数目, 可以这样估计, 在格点任选一个点, 有 N种方式（忽略边

界效应）, 从这一点出发画圈, 有 4个方向, 此后每次有 3个可选方向, 这样就有 N ˆ 4ˆ

3L´1种可能, 这样估计, 显然是大大高估了, 为了能闭合, 在选定第一个点和方向后其后
的方向不完全是自由的, 我们忽略掉这个限制, 另外, 圈上的每个点都可以选为起始点,
所以上面的估计应除以 L, 这样就得到

M(L) ă
4 ¨ 3L

3L

这样就有

xN´y ă
ÿ

L=4,6,¨¨¨

NL

12
3Le´2βJL =

N

6

8
ÿ

i=2

i32ie´4βJi =
Nκ4

6

2 ´ κ2

(1 ´ κ2)
2

上式求和收敛的条件是 κ = 3e´2J/kT ă 1, 这在小的 T时总可以满足. 由此得到

xmy = 1 ´ 2
xN´y

N
ą 1 ´

Nκ4

3

2 ´ κ2

(1 ´ κ2)
2

对于 κ ă 1
2
, 得到 xmy ą 0.46. 这样, 就论证了在有限温度存在自发磁化.

对于三维 Ising 模型, 类似的论证也能得到同样的结论.
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9.5 对偶变换与二维 Ising 模型的精确临界温度

1941 年 Kramers 和 Wannier À 通过对偶变换求得了二维 Ising 模型的精确临界温
度. 这一节介绍他们的工作, 下面的处理方式主要参照 Baxter 的书.

图 9.5.1: 正方格子 L (实线和黑点) 和其对偶格点 LD (虚线和空心点).

考虑 9.5.1 所示正方格子 L 上的 Ising 模型, 水平方向和竖直方向的相互作用分别
为 ´J 和 ´J 1, 设外场为 0, 则其配分函数为

ZN =
ÿ

si=˘1

exp

K ÿ

(i,j)

sisj + L
ÿ

(i,k)

sisk

 (9.5.1)

方括号中的第一个求和遍及所有水平键, 第二个求和遍及所有竖直键.

K = βJ = J/kT, L = βJ 1 = J 1/kT (9.5.2)

k 是 Boltzmann 常数.
ZN 可以用两种相似的方式表示出来, 分别是低温形式和高温形式.
先看低温形式. 对于一个给定的自旋位形, 令 r为水平相异近邻自旋对的数目, s为

竖直相异自旋对的数目, M为格点的水平键的总数和竖直键的总数, 即 N = M +
?
N .

这样, 就有 M ´ r个相同近邻水平自旋对和 M ´ s个相同近邻竖直自旋对. (9.5.1)中的
求和项成为

exp[K(M ´ 2r) + L(M ´ 2s)] (9.5.3)

只与相异近邻自旋对的数目有关.
对偶格点定义如下：对于任意二维格子 L , 通过在其格子的每个面的中心放置格点

而构成新的格点, 把这样构成的格点的近邻链接, 得到新的二维格子, 这个格子就定义为

À H. A. Kramers, G. H. Wannier, Statistics of the Two-Dimensional Ferromagnet. Part I, II, Phys. Rev. 60,
252, 263 (1941)
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格子 L的对偶格子 LD. 正方格子 L的对偶格子 LD 也是正方格子, 已在 9.5.1 画出,
其与 L 仅仅是在水平和竖直方向移动了半个晶格常数.

我们即可以认为自旋处于格子 L的格点上, 也可以认为处于对偶格子 LD的面心

上, 给定一个位形, 可以把相异自旋对用 LD上的连线表示：如果相邻两个自旋相异,
则在这两个自旋之间的 LD 格子上画一条键. 对所有相异近邻自旋对均画上键, 就在
LD画了 r个水平键和 s个竖直键, 与每个格点链接的键的数目一定是偶数, 这是因为包
围每个 LD上格点的四个面上的自旋, 一定经历偶数次变号, 所以, 由此格点发出的连线
一定是偶数（等于 0, 2或 4), 这样以来, 分割相异近邻的键一定会连接起来, 构成多边
形. 如 9.5.2 所示.

图 9.5.2: 位于正方格子 LD面心上的一个自旋位形, 画出了分开 + 和 ´自旋的多边形.

显然, 这些多边形把格子的平面划分成自旋向上和自旋向下的区域. 这样的区域可
以对应到两个自旋位形, 一个是另一个把所有自旋反号.

利用(9.5.3), 由(9.5.1) 表示的 ZN 可以等价地写成

ZN = 2 exp[M(K + L)]
ÿ

P

exp(´2Lr ´ 2Ks) (9.5.4)

求和遍及 LD上所有的多边形. 因子 2来自自旋反号.

式(9.5.4) 可以用来生成低温展开级数, 在低温极限下, K和 L是大数, 所以主导项来
自 r = s = 0, 即完全没有多边形, 接下来是最小的多边形, 等等. 所以, 这样的表示称为
低温表示, 但它本身完全是精确的, 对任何温度都适用.

再看高温形式：

因 si, sj 只能取值 +1 或 ´1, 则有如下恒等式:

exp [Ksisj ] = coshK + sinhKsisj (9.5.5)
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这个恒等式可以通过把方程两边做泰勒展开而证明. 利用此恒等式, (9.5.1) 可以写为：

ZN = (coshK coshL)M
ÿ

ts=˘1u

ź

(i,j)

(1 + vsisj)
ź

(i,k)

(1 + wsisk) (9.5.6)

这里

v = tanhK, w = tanhL (9.5.7)

第一个乘积遍及 L 的 M 个水平键; 第二个乘积遍及 M个竖直键.
现在展开(9.5.6)的乘积, 展开后总共有 2N 项. 其中任一项的形式为

vrwssn1
1 s

n2
2 s

n3
3 . . . (9.5.8)

其中 ni为 L上第 i个格点上的自旋 si出现的次数. 现在对所有 si = ˘1求和, 如果有任
意一个 ni为奇数, 则对应的这一项为 0, 只有所有 ni为偶数的项才会留下来, 而对应的
求和结果是 vrws2N .

现在可以用图形来表示上述结果, 对于每一个非零项, 其中的每个 v对应于 L上一

个相邻水平格点对, 画一条连接这个相邻对的水平键, 每一个 w对应一个竖直相邻对, 画
一条连接这个相邻对的竖直键, 在求和前, 每个键的两端各有一个自旋, 求和后只有全为
偶数个自旋的格点才留下, 所以这样画出来的图上, 每个格点必定与偶数条键相连（即
相连的键的数目是 0, 2, 或 4）, 于是, 这些键一定连成一些多边形. 这样, 展开式的每一
项对应于一个 L上的键图位形, 由一些多边形构成.

对这些键图位形进行分类, 则(9.5.6)可以写成

ZN = 2N (coshK coshL)M
ÿ

P

vrws (9.5.9)

求和遍及 L上所有的每个格点上有偶数条键的键图位形, 也即为 L上的多边形位形.
这样得到的就是配分函数的高温表示. 这是因为在高温极限下, v和 w都是小数, 主导项
是没有多边形的项, 然后是最小的多边形等等. 由此可以构造高温展开级数. 同样, 这样
的表示是完全精确的.
令 kTψ 为单位格点的自由能, 则

´ψ = lim
NÑ8

N´1 lnZN (9.5.10)

由(9.5.1), ψ 是 K和 L的函数, 可以写为 ψ(K,L). (9.5.4) 和 (9.5.9) 非常相似, 但不是
全等, 因为第一个求和遍及 LD 上的多边形, 而第二个求和则遍及 L上的多边形. 对于
有限的格子, LD 和 L 在边界上有差别.

在热力学极限下, 边界的差异可以略去, 而且在热力学极限下 M/N = 1, 所以由
(9.5.4) , (9.5.9) 和 (9.5.10) 得到

´ψ(K,L) = K + L+Φ
(
e´2L, e´2K

)
, (9.5.11)

´ψ(K,L) = ln[2 coshK coshL] + Φ(v, w) (9.5.12)
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其中

Φ(v, w) = lim
NÑ8

N´1 ln

#

ÿ

P

vrws

+

(9.5.13)

把(9.5.12) 中的 K, L 换为 K˚, L˚, 其中

tanhK˚ = e´2L, tanhL˚ = e´2K , (9.5.14)

则(9.5.12) 成为

´ψ(K˚, L˚) = ln[2 coshK˚ coshL˚] + Φ(e´2L, e´2K)

与(9.5.11)联立, 消去函数 Φ, 得到

ψ (K˚, L˚) = K + L+ ψ(K,L) ´ ln [2 coshK˚ coshL˚] . (9.5.15)

大的 K, L 对应小的 K˚, L˚. 因此(9.5.15) 联系了高温和低温的自由能, 称为对偶关系.
它可以写成更为对称的形式：

sinh 2K˚ sinh 2L = 1, sinh 2L˚ sinh 2K = 1,

ψ (K˚, L˚) = ψ(K,L) +
1

2
ln(sinh 2K sinh 2L).

(9.5.16)

现在, 可以由此关系得到临界点的位置了. 首先考虑各向同性的情形, 即 J = J 1, 即
K = L 和 K˚ = L˚. 此时, 对偶关系简化为

sinh 2K˚ sinh 2K = 1,

ψ (K˚) = ψ(K) + ln(sinh 2K).
(9.5.17)

在临界点, 自由能不解析, 从而 ψ 不是 T（亦即 K）的解析函数. 假定奇异点在 Kc,
则由(9.5.17) 可知 ψ 在 K˚ = K˚c也不解析. 这一般对应于一个不同的 K, 也就是说
可以有两个临界点. 现在, 假定只有一个临界点, 那么这只能在 K˚

c = Kc时发生, 此时,
(9.5.17)右边第二项必须为 0, 即 Kc 由下式给出

sinh 2Kc = 1, Kc = 0.44068679 . . . (9.5.18)

对于各向异性的情形, 对偶关系 (K,L) Ñ (K˚, L˚) 把 9.5.3 中的区域 I 映射到区
域 II, 区域 II 映射到区域 I, 并保持 AB 曲线上的点不变. 这样, 如果在区域 I 内有一条
临界点的线, 则区域 II 也一定有一条对应的线. 如果假定只有一条临界点的线, 那么这
条线只能是曲线 AB, 其方程是

sinh 2K sinh 2L = 1. (9.5.19)
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三年后 Onsager 的精确解确认了(9.5.19) 从而也确认了(9.5.18)的结果.

图 9.5.3: (9.5.16)的映射交换区域 I 和区域 II, 保持由 sinh 2K sinh 2L = 1确定的曲线 AB不变.

除了最简单的正方格子外, 三角格子和蜂窝状格子互为对偶格子, 如 9.5.4 所示.

图 9.5.4: 蜂窝格子（实线）和与其相联系的三角格子（点线）. (a) 对偶格子, (b) 星-三角变换.

通过对偶变换和星-三角变换, 能够得到三角格子和蜂窝格子的 Ising 配分函数之间
的关系, 并由此得到这两种格子的临界温度. 有兴趣了解的同学可以参考相关文献, 例
如 Baxter, Exactly Solved Models in Statistical mechanics.

9.6 配分函数的高温展开

如何通过统计物理计算临界指数, 理解连续相变的物理, 这是一个长期被研究的问
题. 平均场理论给出的结果与实验值在定量上不符合, 但要超出平均场, 又非常困难. 在
相当长一段时间, 一些统计物理的学者利用微扰展开的思路来研究这一问题, 并且获得
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了非常好的结果. 这一节简单介绍高温展开方法及其利用高温展开级数获得临界行为的
办法. 这一类方法在物理学的其他领域也有重要应用.

考虑 h = 0的二维 Ising 模型,

H = ´J
ÿ

xijy

sisj

h ‰ 0的情形比较复杂. 令 K = βJ , 则

ZN =
ÿ

tsi=˘1u

ź

xijy

(coshK + sisj sinhK) = 2N (coshK)2M
ÿ

tsi=˘1u

ź

xijy

(1 + vsisj).

这是(9.5.6)中 J = J 1的特殊情况. 把上式展开：

ZN = (coshK)2M
ÿ

tsi=˘1u

(1 + v
ÿ

xijy

sisj + v2
ÿ

xijy

ÿ

xkly

1sisjsksl + ¨ ¨ ¨ )

只有所有 si为偶次方时不为零, 对 si = ˘1的求和才不为 0, 即

ÿ

si=˘1

s2n+1
i = 0;

ÿ

si=˘1

s2ni = 2;
ÿ

tsi=˘1u

1 = 2N

于是,

ZN = (coshK)S2N
8
ÿ

r=0

g(r)vr. (9.6.1)

用图表示式中各项, 每条线贡献一个 v, 只考虑满足偶数条件即每个点有偶数条线相连
的图. 由此可知, (9.6.1)中的所有的项对应于所有的闭合图, 其中 g(r)为 r 条边的闭和

图的数目.

计算(9.6.1)中各项系数的问题现在变成数图问题, 即找出各界闭合图的数目的问题.
数图问题分两个方面, 一是对于给定的 r, 找出所有 r条边的闭合图, 这些图可以是相连
的, 也可以不相连, 即由若干个分开的部分构成；二是对于每一种图, 放在格子上的方式
数. 在 1940 和 1950 年代, 有大量的关于数图的研究, 得到了一些重要结果, 相关的理论
和算法在 Domb 和 Green 所编的 Phase Transitions and Critical Phenomena 的第三卷
有详细介绍, 这里一二维正方格子为例, 演示最低阶的计算.

最低阶的闭合图是边长为 4的正方形, 其次是边长为 6的长方形, 接下来是边长为
8的图, 有 5 类, 其中有 4 类是连接图, 一类是由两个边长为 4的正方形构成的非连接图.
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每个图个放置方法数由下式给出.

N v4

2N v6 横竖二种放法

N v8

4N v8 四种放法

2N v8 二种放法

2N v8 二种放法

不相邻
1

2
N(N ´ 9) v8

不相连图在格子上的放法数可以这样计算. 忽略不相连的限制, 求出两个正方形在格点



410 第九章 连续相变与临界现象

上的放置方式数, 再扣除相连部分的放置数.
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不相邻

N(N ´ 1)

2
= 2N + 2N+?

? =
1

2

(
N2 ´ 9N

)
于是：

ZN = 2N (cosK)St1 +Nv4 + 2Nv6 +
1

2
N(N + 9)v8 + ¨ ¨ ¨ u

对二维, 现在能数到大约 40 边图以上, 前几阶可用手算, 后面的须用计算机, 60 年开始
用计算机数图.
例如三维简单立方格子的磁化率 χ =

ř

ixs0siyc = 1 +
ř8

r=1 arv
r的展开式是

（P. Butera and M. Comi, A library of extended high-temperature expansions of ba-
sic observables for the spin-S Ising models on two- and three-dimensional lattices，
arxiv.org/abs/hep-lat/0204007v1 ）

χsc(v) =1 + 6v + 30v2 + 150v3 + 726v4 + 3510v5 + 16710v6 + 79494v7 + 375174v8 + 1769686v9

+ 8306862v10 + 38975286v11 + 182265822v12 + 852063558v13 + 3973784886v14

+ 18527532310v15 + 86228667894v16 + 401225368086v17 + 1864308847838v18

+ 8660961643254v19 + 40190947325670v20 + 186475398518726v21

+ 864404776466406v22 + 4006394107568934v23 + ¨ ¨ ¨ .

(9.6.2)
这样的级数, 看起来是发散的, 怎样从这样的级数中求得有用的数值, 特别是临界点的数
据？实际上, 这种发散级数包含了被展开的函数的很多信息, 这些信息由级数的系数给
出, 我们需要寻找合适的方法把这些信息提取出来. 关于发散级数的处理, 有很多研究,
这样仅仅介绍一种常用的方法, 即 Padè 近似. 我们用一个非常简单的已知精确结果的
问题来演示这个方法.
例子：

I(z) =

ż 8

0

e´t

1 + zt
dt

原函数求不出来.
数值方法可以计算出积分值：

I(1) = 0.596347 . . .
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现在用分部积分法求一个级数.

I(z) = ´
e´t

1 + zt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8

0

´ z

ż 8

0

e´tdt
(1 + zt)2

= 1 + z
e´t

(1 + zt)2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8

0

´ 2z2
ż 8

0

e´t

(1 + zt)3

= ¨ ¨ ¨

= 1 ´ 1!z + 2!z2 ´ 3!z3 + 4!z4 ´ 5!z5 + ¨ ¨ ¨

显然, 上述级数的收敛半径为 0.
请利用前 11项, 算 I(1), 这不是一个失去理智的要求.
令：

I(z) =
a0 + a1z + a2z

2 + a3z
3 + a4z

4 + a5z
5

1 + b1z + b2z2 + b3z3 + b4z4 + b5z5

11个已知系数, 可定 11个 ai, bi, 令 z = 1得到 I(1) = 0.597383. 误差小于千分之一.
回到高温展开级数, 级数的收敛半径由函数在复平面上的奇点确定, 相变点是实轴

上的奇点. 所以, 在最好的情况下, 对应于收敛半径的奇点在实轴上, 此时的相变点由级
数开始发散确定；但一般的情况是, 与收敛半径对应的是非物理奇点, 此时, 级数的发散
与相变没有任何关系. 所以, 必须闯到收敛圆外面去, 找到物理奇点, 以研究相变.
前面演示的 Padè近似,就是一个有效的方法. 还有其它方法,请参看前述 Domb和

Green 书中 D.S.Gaunt, Guff Mann 的文章.
这里给出一个简单的数据处理过程. 对高温级数, f(v) =

ř

r

arv
γ

假定 v Ñ v´
c 时

f(v) »

(
1 ´

v

vc

)´λ

A(v)

A(v)在 vc解析, 则,

f(v) » A(1 ´
v

vc
)´λ

(
1 + 0(1 ´

v

vc
)

)
D(v) ”

d
dv ln f(v) »

´λ

v ´ vc
[1 +O(v ´ vc)]

于是 D(v)的 Pole(极点) 为 vc, 其留数为 λ, 做法, 把 f(v) =
ř

aγv
γ化为: D(v) =

ř

aγv
γ , 对 D(v)做 Padè 近似,

D(v) =
P (v)

Q(v)

Q(v) = 0 的根给出 vc, 而
lim
vÑvc

(v ´ vc)P (v)

Q(v)
= ´λ

这样, 就可以由高温级数得到临界温度和临界指数.



412 第九章 连续相变与临界现象

我们用上面描述的方法处理由(9.6.2)给出的级数. 经过简单但略为繁琐的代数计算
(利用计算机代数，则可以直接得到结果），得到

D(v) =6 + 24 v + 126 v2 + 528 v3 + 2646 v4 + 11160 v5 + 54942 v6 + 236448 v7 + 1147590 v8

+ 4997304 v9 + 24016878 v10 + 105409872 v11 + 503177382 v12 + 2221205976 v13

+ 10550588046 v14 + 46779283008 v15 + 221344824198 v16 + 984810774456 v17

+ 4645471739406 v18 + 20726801667408 v19 + 97524764573334 v20

+ 436137683145144 v21 + 2047836611612718 v22

(9.6.3)
取上式到 v9次方，得到的几个 Pade 近似结果如下（这些结果通过计算机代数系统可以
方便得到，如果用手算，则计算量较大. ）

D4,5(v) =
6 ´ 14766 v

7361
´ 139578 v2

7361
+ 896658 v3

7361
´ 2670624 v4

7361

1 ´ 31905 v
7361

´ 50224 v2

7361
+ 372576 v3

7361
´ 1319265 v4

7361
+ 2251321 v5

7361

这里，下标 4, 5表示 Pade 近似的分子和分母的多项式的最高次幂. 求上式分母为 0 的
根，得到两个正实根 0.2183和 0.4052，对于根 0.2183，求得 λ = 1.256.

D5,4 =
6 + 7302859 v

399967
+ 11314024 v2

399967
+ 57248328 v3

399967
+ 10554120 v4

399967
+ 18010568 v5

399967

1 ´ 2296349 v
2399802

´ 4982737 v2

399967
+ 4624923 v3

799934
´ 136677032 v4

1199901

令分母为 0得到一个正实根 0.2182，对应的 λ = 1.252. 由上述二个结果，我们推断
vc = 0.2182，λ = 1.254.

对于完整的级数，得到的结果是 (第一列的 m,n表示使用 Dm,n)：
m,n vc λ

10, 12 0.218108 1.2460
11, 11 0.218107 1.2458
12, 10 0.218106 1.2456
由此推断，vc = 0.218107，λ = 1.246. 我们处理的是磁化率的数据，因此，这里

的 λ就是临界指数 γ. 目前，Monte Carlo 计算得到的三维简立方格子上 Ising 模型最好
的临界温度结果是 Kc = 0.221654626(5)，γ = 1.23708(33)(Alan M. Ferrenberg, Jiahao
Xu, and David P. Landau, Phys. Rev. E 97, 043301–April 2018), 其中括号内的数字
是最后一位的误差. 该结果对应的 vc = tanhKc = 0.218094552, 这里基于高温级数的
最简单处理得到的临界温度的结果与其符合到 4 位有效数字，临界指数符合到三位有
效数字.

对于三维 Ising 模型, 用高温展开求得的临界指数如下（此数据为 1970 年代初的数
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据，不是最新数据）,
β » 0.312 ˘ 0.002

γ » 1.250 ˘ 0.003

α = 0.125 ˘ 0.020

ν = 0.638 ˘ 0.002

η = 0 ˘ 0.006

这些数据与实验符合很好, 在后来发展的重正化群理论中, 也证明这些数据是正确的结
果.

9.7 范氏气体及其气液两相的转变和临界现象

在7.5中，我们讨论了范氏方程的气液相变，这一节讨论其临界现象。
利用临界压强, 临界温度和临界体积分别作为压强, 温度和体积的单位, Van der

Waals 方程可以写成如下约化形式(
P +

3

v2

)
(3v ´ 1) = 8T (9.7.1)

这个方程表明，所有满足 Van der Waals 方程的物质，如果用约化量表示其物态方程，
则具有相同的物态方程，且由(9.7.1)给出. 实验上发现，大部分物质的物态方程，在用
约化量表示时，确实很好地用一个物态方程来表示. 但其具体形式与 Van der Waals 方
程有偏差. 图9.7.1画出了几种物质的约化物态方程.

图 9.7.1: 8 种物质在气液共存区域的约化物态方程，n密度
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在临界点附近，令：t = T ´ 1, ṽ = v ´ 1, p̃ = P ´ 1, 把方程(9.7.1)的 P , V和 T代

换为 p̃，ṽ和 t，并把 p̃对 t和 ṽ展开, 物态方程成为

p̃ = 4t´ 6tṽ ´
3

2
ṽ3

我们略去了 ṽ4及以上的项. 后面会看到, tṽ2的项比 ṽ3的幂次要高, 也略去了. 图9.7.2画
出了 t = 0.02和 t = ´0.02时，p´ 4t与 v的关系

图 9.7.2:

p̃对 ṽ的导数为 (
Bp̃

Bṽ

)
t

= ´6t´
9

2
ṽ2

当 t ě 0时,
(

Bp̃
Bṽ

)
t

ď 0, 没有相变发生；当 t ă 0时, 在 ṽ2 ă ´ 4
3
t的一段,

(
Bp̃
Bṽ

)
t

ą 0, 系统
不稳定, 将有相变发生. 相变的条件是两相的温度相同, 压强相同, 化学势相同. 沿等温
线, 化学势相同对应于等面积法则, 注意到 p̃ ´ 4t是 ṽ的奇函数, 等面积法则结合等压条
件就成为 p̃´ 4t = 0, 即

p̃´ 4t = ´6tṽa ´
3

2
ṽ3α = ´6tṽβ ´

3

2
ṽ3β = 0

式中 vα和 vβ是 αβ两相共存时 α相和 β相的摩尔体积. 设 vα ă vβ, 由此得到

ṽβ = ´ṽα =
?

´4t

两相的摩尔体积之差：

δṽ = ṽβ ´ ṽα = 4
?

´t
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我们看到, 当 t ă 0时, 气液两相共存, 其密度差为

δρ9
1

1 + ṽα
´

1

1 + ṽβ
9ṽβ ´ ṽα = 4

?
´t

当 t ě 0时, 气相和液相的区别消失, 称为流体相. 从共存相到流体相, 密度差连续的变
为 0, 其趋于零的方式与 t1/2成正比. 因为 ṽ „ t1/2, 所以 tṽ2 „ ṽ4, 因此可以在前面的展
开式中忽略.
在临界点附近, 压缩率 KT „

(
Bṽ
Bp̃

)
, 当 t ă 0时

KT „
1

´6t´ 9
2
ṽ2

= ´
1

12t

当 t ą 0时, 只有一个相, 沿着等体积线, 有

KT „
1

6t

在临界点, t = 0,
p̃ = ´

3

2
ṽ3

仅仅由物态方程不能得到比热. 由已经得到的结果, 我们发现, 在 t Ñ 0时, 压缩率
的发散行为 „ t´1, 密度差以 t1/2的方式趋于 0, 而在 t = 0时, 压强与密度差的关系是
p „ δρ3. （δρ „ δṽ = 2ṽβ)

9.8 二类相变的朗道唯象理论

1936 年, 朗道建立了一个描述相变的一般理论. 首先, 朗道认为, 对于连续相变, 其
表征参量为序参量 η, 它是系统有序程度的量度, 随具体研究的体系不同而不同, 例如,
对于磁系统, 在高温相 (顺磁), 微观磁矩的平均值为 0, 即：

xSy = 0

一切方向都是等价的, 在低温铁磁相, 微观磁矩的平均不再是零, 这就是自发磁化强度
m.

m = xSy ‰ 0

它选出了一个特殊方向, 破坏了各向同性.
连续相变的共同特征是系统的对称性降低, 有序度变高, 标志有序的序参量不为 0,

这是一种对称性的破缺, 而且这种破缺是自发的.
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从统计的角度看, 我们出发的哈密顿有一定的对称性, 满足某个对称群, 例如旋转
不变性 O(3) 等等. 但物理结果或其物理性质在临界点以下不具有此对称性, 而是发生
了破缺. 当然, 这种破缺是对具体的物性而言, 对称性实际上通过别的方式保留了下来,
这表现为序参量的方向是任意的, 可以是任一个方向, 但一旦选出, 就不再变了. 一般用
η标志系统的序参量.
如铁磁– 顺磁相变, 对应的序参量是自发磁化, η = m; 对于气– 液临界点, 序参量

是液体和气体的密度差, η = ∆ρ; 对于超导、超流相变, 序参量是其宏观波函数（或称为
能隙函数）ψ 等等.
序参量随所取系统而异, 内部自由度 n，即序参量的分量数目也有多有少, 如单轴

各向异性铁磁体, n = 1, 各向同性铁磁体，n = 3, 平面各向同性铁磁体，n = 2, 超导
n = 2(模, 相角). 高分子溶液的相变也可以归入这个框架, 对应的 n = 0. 序参量需根据
具体系统来确定, 但一旦找到了序参量, 便可统一的处理问题. 这就是朗道的相变理论.
假定临界点附近, 序参量是系统的内参量, 自由能是序参量的解析函数, 给定与序参

量耦合的外场, 由于序参量是小量, 可以展开为泰勒级数

F (T, η) = F0 +
1

2
A(T )η2 +

1

4
C(T )η4 + ¨ ¨ ¨

这里考虑到系统具有对序参量的反演对称性, 奇次方不出现. 如果没有反演对称性, 则
有奇次项. 由热力学稳定性, 要求 c ą 0. 这里, 给定的是外场, 以 h表示, 序参量 η是内

参量, 在给定 T和 h的情况下, 序参量 η的值将调整到使得吉布斯自由能 G(T, h)取极小,
这里

G(T, h) = F (T, η) ´ ηh

在临界点, T = TC , h = 0

BG

Bη
=Aη + Cη3 = 0

B2G

Bη2
=A+ 3Cη2 = 0

B3G

Bη3
=6Cη = 0

B4G

Bη4
=6C ą 0

当 T = TC时, 有 C ą 0, 序参量 η = 0, A = 0. 当 T ą TC时, η ” 0, 为无序相, 而
B2G
Bη2 = A ą 0,以满足 G的极小条件. 而 T ă TC时, η2 = ´A

C
, B2G

Bη2 = ´2A ą 0,即 A ă 0,
如果假设 A(T )在 TC附近解析, 则把 A(T )在 TC展开, 得到 A(T ) = a(T ´TC) = a0t, 其
中 a ą 0; 同样, 假设 C在 T = TC解析, 因 C在 TC附近必须恒大于零, 只需要保留常数
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项 c ą 0. 于是,
F = F0 +

1

2
atη2 +

1

4
cη4 + ¨ ¨ ¨

其曲线如下图：

η的平衡值由吉布斯自由能极小来确定.

BG

Bη
= 0

atη + cη3 ´ h = 0

当 h = 0时, 方程的解为

η = 0, 和 η = ˘
a

a/c
?

´t = ˘m(´t)1/2

二阶导数
B2G

Bη2
= at+ 3cη2

对于二个解给出

η = 0,
B2G

Bη2
= at

η = ˘m(´t)1/2,
B2G

Bη2
= at´ 3at = ´2at

t ą 0时, η = 0稳定, t ă 0时, η = ˘m (´t)
1/2
稳定.

η = ˘m(´t)1/2的正负号随机决定, 正是在这一点上, 系统保持了其对称性. 这样,
在零场下, 当 t ą 0时, G(T, 0) = F0, 当 T ă Tc时,

G(T, 0) = F0 ´
1

4

a2

c
t2
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有外场时, ( h为对偶场)

G(T, η) = F 0 +
1

2
atη2 +

1

4
cη4 ´ hη

于是由 BG
Bη

= 0, 得到

atη + cη3 = h

在 T = TC时,

h = cη3

磁化率

χ =
Bη

Bh
=

(
Bh

Bη

)´1

=
1

at+ 3cη2
=

#

1
at

t ą 0

1
´2at

t ă 0

再看比热, 在零场下, t ą 0时, η = 0

ch = ´T
B2F 0

BT 2
= c0

当 t ă 0时, η = ˘m(´t)1/2,

ch = ´T
B2G

BT 2
= c0 +

a2

2c
T

在 T Ñ TC时, 比热有跳跃 a2

2c
Tc.

我们看到, 平均场理论是凑出来的, 结论已经包含于出发点之中, 但对唯象理论来
说, 其特点就是从少数假定出发, 得出大量的结果. 朗道的二级相变理论正是如此.

9.9 相关涨落和关联长度

我们已经看到, 在连续相变的临界点, 热力学函数呈现奇异性, 表现为比热, 磁化率
等热力学量在临界点趋于无穷, 或有限跃变等等, 这是二类相变的普遍特征. 此外, 在临
界点还观测到很强的涨落, 如气液相变临界乳光等等, 这种非常大的涨落, 反映原体系内
部进行某种调整, 孕育着新相的出现.
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首先介绍涨落的平均场理论, 并引出有关概念, 指出其应用范围. 粒子的数密度定
义为

n(r) =
ÿ

i

δ(r ´ ri)

式中的求和遍及所有粒子, ri为第 i个粒子的位置矢量.
定义, 密度关联函数为

C(r, r1) ” x(n(r) ´ xn(r)y)(n(r1) ´ xn(r1)y)y

xn(r)y为 r点粒子的平均数密度, n(r) ´ xn(r)y 代表 r点的数密度对其平均值的偏离

值. n(r)是随机变量, xn(r) ´ xn(r)yy = 0, 当 r = r1时, C(r, r) = x(n(r) ´ xn(r)y)2y代

表 r点的局域密度涨落, 若不同点的涨落相互独立, 则当 r ‰ r1时, C(r, r1) = 0. 若
C(r, r1) ‰ 0, 则不同点的涨落存在着关联.

考虑均匀流体, xn(r)y = const., C(r, r1)只是 |r ´ r1|的函数, C(r, r1) = C(|r ´ r1|),
简记为：C(r) = x(n(r) ´ xny)(n(0) ´ xny)y

记

δn(r) = n(r) ´ xny

把 δn(r)做傅里叶展开

δn(r) =
1

V

ÿ

p

npeip¨r

np =

ż

δn(r)e´ip¨rd3r

因 δn(r) 是实数, 有 np = n˚
´p, 密度涨落的傅里叶分量的平均值为〈

|np|
2
〉
=

ĳ

d3rd3r1 ⟨δn(r)δn(r1)⟩ e´ip(r´r1)

=

ż

d3r1d3RC(R)e´ip¨R = V C(p)

其中 R = r ´ r1.
C(p) =

ż

d3RC(R)e´ip¨R

C (p)为关联函数的副氏分量.

C(R) =
1

V

ÿ

p

C(p)eip¨R

上述关系是严格的, 对其它量, 亦可定义关联函数. 下面计算关联函数. 计算前, 先
看看关联函数的意义及其与有关物理量的联系.
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复习一下热力学涨落理论, 一般分布.

W = ce∆St/k

St为一组参量 A1, A2, ¨ ¨ ¨ As取一组特定值时的熵.

∆St = St ´ SE

SE是平衡熵.
现在求 ∆St, 对于一个子系统来讲, 子系统外的部分为媒质, 于是：

∆St = ∆S0 +∆S

下标 0标志媒质, 现求 ∆S0

若子系统内能改变 ∆U , 来源于媒质传热及做功, 则

∆U = ´T0∆S0 + P0∆V0 ´ µ0∆n0

等温等容等粒子数.

∆V0 = ´∆V

∆U = ´T0∆S0 ´ P0∆V

∆S0 = ´
1

T0

∆U +
P0

T0

∆V

∆St = ∆S0 +∆S = ´
1

T0

∆U +
P0

T0

∆V +∆S

= ´
1

T0

∆(U + P0V ´ T0S)

∆St = ´
1

T
∆F

等温等压, T = T0, P = P0

∆St = ´
1

T
∆(U + PV ´ TS) = ´

1

T
∆G

从而等温等容时,
W9e´∆F/kT

等温等压时

W9e´∆G/kT

这里的 ∆F , ∆G为对应条件下因系统内部的涨落导致的对于平衡态的偏离值. 因平衡
时对应的自由能是极小, 所以必有 ∆F ą 0, ∆G ą 0. 考虑等温等容的情形

∆F = F ´ F0 =

ż

(f ´ f0)d3r
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F0和 f0分别表示平衡态的自由能和自由能密度. ∆F是 tδn(r)u的泛函, f0与位置无关,
f通过 n (r)而随机变化.

C(r, r1) = A

ż

[Dδn]δn(r)δn(r1)e´∆F/kT (9.9.1)

假定涨落是小量, 则
∆f = f ´ f0 =

a

2
δn2 +

b

2
(∇n)2

a, b只是温度的函数, 且
a =

B2f

Bn2
ą 0

在临界点: a = 0, a在 TC上下不必相同，由朗道相变理论，a = a˘|t|, t = T´Tc

Tc
为温度

相对于临界点的偏移. 这样，两个参数为

a = a˘|t|, b ą 0.

作付氏变换,

δn(r)2 =
1

V 2

ÿ

pp1

n˚
pnp1e´i(p´p1)¨r

(∇n(r))2 = 1

V 2

ÿ

pp1

n˚
pnp1p ¨ p1e´i(p´p1)¨r

∆f =
1

V 2

ÿ

pp1

n˚
pnp1

(
a

2
+
b

2
p ¨ p1

)
e´i(p´p1)¨r

对位置变量积分得到

∆F =
1

2V

ÿ

p

(a+ bp2) |np|
2

由(9.9.1)求得:
A

|np|
2
E

=
V kT

a+ bp2

C(R) =
kT

V

ÿ

p

1

a+ bp2
eip¨R =

kT

4πb

1

R
e´R/ξ

其中 ξ =
b

b
a
, 上式表征了相距 R的两点密度涨落之间的关联, ξ为关联长度.

对于磁性系统, 定义自旋密度.

s(r) =

ř

i

si

∆V
, i P ∆V

则重复上面的分析, 求得
Css(R) =

kT

4πc

1

R
e´R/ξ

ξ =

c

b

a
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下面证明一个重要关系式

KT =
β

xny
2C(p = 0)

证: 由定义
KT = ´

1

V

(
BV

BP

)
T,N

xny =
1

ZG

Tr
[
n(r)e´βH+βµ

ş

n(r)dr
]

Maxwell 关系: (
BP

BN

)
T,V

= ´

(
Bµ

BV

)
T,N

P , µ是强度量, P = P (¨ ¨ ¨ , N
V
, ¨ ¨ ¨ )(

BP

BV

)
T,N

= ´
N2

V 2

(
Bµ

BN

)
T,V

= ´
N2

V 3

(
Bµ

B xny

)
T,V

KT = ´
1

V

(
BV

BP

)
T,N

=
1

V

V 3

N2

(
B xny

Bµ

)
T,V

=
1

xny
2

(
B xny

Bµ

)
T,V

系统的哈密顿为 H, 则：

xny = ZG
´1 Tr

[
n(r)e´βH+βµ

ş

n(r1)d3r1
]

(
B xny

Bµ

)
T,V

=
β

ZG

Tr
[
n(r)

ż

d3r1n(r1)e´βH+βµ
ş

n(r1)d3r1
]

´
β

ZG
2 Tr

[ż
d3r1n(r1)e´βH+βµ

ş

n(r1)d3r1
]

¨ Tr
[
n(r)e´βH+βµ

ş

n(r1)d3r1
]

= β

ż

d3r1xn(r)n(r1)y ´ β

ż

d3r1 xn(r)y xn(r1)y

= β

ż

d3r1 xδn(r)δn(r1)y = β

ż

C(r, r1)d3r1

即：

KT =
β

xny
2

ż

C(r, r1)d3r1

对均匀系：

C(r, r1) = C(|r ´ r1|); C(p) =

ż

d3RC(R)e´ip¨R

KT =
β

xny
2C(p Ñ 0)

这是一个严格成立的关系, 没有包含任何近似.
类似地, 也可以证明如下严格成立的关系式：
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磁化率:
χ = βµ2Css(p Ñ 0)

定容热容量:
CV = kβ2CEE(p Ñ 0)

这些关系把系统对于外场的响应（密度对于压强的响应, 磁化对于磁场的响应, 能量对
于温度的响应等等）与系统自身的物理量的涨落（密度涨落, 磁化涨落, 能量涨落）联系
了起来.
这里的计算, 是在涨落不大的假定下做出来的, 具体表示为自由能的涨落展开到密

度涨落的最低阶项. 由此求出的关联涨落公式, 也只能在小涨落的情形下成立. 现在, 如
果把上述公式推到临界点附近, 看看结果如何. 当 T Ñ Tc时,

ξ „ |T ´ TC |
´1/2

关联长度 ξ随 T Ñ Tc而发散, 在 T = Tc,

C(r) Ñ
1

r

C(p) Ñ p´2

当 p Ñ 0时, C(P ) 发散, 即等温压缩率发散. 以上这些结果, 和实验的趋势一致, 但定量
上有差别. 实验表明, ξ的发散行为为

ξ „ |T ´ TC |
´ν
,

而 C(r)和 C(p)的发散方式是

C(r) „r´d+2´η

C(p) „p´2+η

这里 d为空间维数.
这里引进了两个临界指数 ν, η. 其实验值分别为为: η „ 0.07, ν „ 0.57.
我们看到,当 T Ñ TC时, ξ Ñ 8,这是相变的本质特征,正因为 ξ Ñ 8,整个系统都

互相关联起来了, 任何一点小的扰动都会影响整个系统, 同时, 注意到 |np|
2
代表第 p个

付氏分量的涨落, T Ñ TC时, 长波分量的涨落会 Ñ 8, 但我们的结果是在假定 |np|
2
为

小量时得到的, 这是一个矛盾问题, 尽管如此, 它还是反映了相变的本质特征.
怎样描述相变点的行为, 上述朗道理论可以适用的条件是什么, Ginsberg 给出了一

个判据, 下面简单介绍这个判据.
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我们以磁系统为例. 考虑一个具有关联长度 ξ量级大小的磁体系, 设空间维数为 d,
其总自旋数为 N „ ξd, 涨落小的条件等价于 xδM2y ! M2. 我们先证明,

@

δM2
D

„ Nχ

其中 χ为磁化率. 这个关系可证明如下, 自旋密度涨落满足如下分布

W9eS/k9e´∆F/kT

在高斯近似下,
∆F =

1

2

B2F

BM2
δM2

从而
@

(δM)2
D

=

ż

d(δM) (δM)2 e´ 1
2kT

B2F
BM2 δM2

= ´

(
B2F

BM2

)´1

kT

利用热力学关系
BF

BM
= H

B2F

BM2
=

BH

BM
=

1

χV

得到

kT

(
B2F

BM2

)´1

= kTV χ =
kT

n
Nχ

其中 n = N
V
为自旋的数密度. 这就是所要的结果.

这样, 涨落小的条件成为
Nχ ! M2

而 M2 „ (mN)2, m是每个自旋的平均磁化. 上述条件成为

ξdχ ! (mN)2 (9.9.2)

在临界点附近, T Ñ Tc, 令 t = T´Tc

Tc
, 由前面的计算可知, 在涨落的高斯近似下, ξ Ñ

|t|
´1/2, χ Ñ |t|

´1, M Ñ |t|
1/2

|t|
´d/2. 把这些结果代入不等式 (9.9.2), 得到

|t|
´d/2

|t|
´1

! |t|
1

|t|
´d

即得 Ginsberg 判据如下
|t|

d´4
2 ! const (9.9.3)

右边的常数与具体系统有关.
由(9.9.3), 可以得到如下结论：
1, 当空间维数 d ą 4时, (9.9.3)总能满足, 所以, 基于高斯涨落近似的平均场理论是

正确的.
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2, 当 d ă 4, T Ñ Tc时, (9.9.3)总有不满足地时候, 把不满足不等式(9.9.3) 的区域定
义为临界区域, 在临界区域之外, 平均场可用, 而在临界区域之内, 平均场失效.

3, 当 d = 4, 平均场基本正确, 但会有小的修正（通常是对数修正）.

9.10 临界指数

连续相变的具体形式可以多种多样, 但在临界点的热力学函数具有某种奇异性则是
普遍的. 实验和理论都表明, 在临界点附近, 某些热力学量可以表成幂函数的形式, 这些
数幂一般是非整数, 下面, 以铁磁体为例, 来定义各个临界指数.

1. 序参量指数 β

当外场 h = 0, T ă Tc时, M随 T升高而减小, 在 Tc处变为 0. 当 T Ñ Tc时, M与
Tc ´ T成幂函数形式.

M(T, 0) „ (Tc ´ T )β, T Ñ Tc

实验上测量得到的 β „ 0.3 ´ 0.35.

2. 序参量 - 外场指数 δ

当 T = Tc时, 对于小 h, M与 h的关系为

M „ h1/δ, (T = Tc, h Ñ 0)

实验上得到的 δ „ 4.

3. 磁化率指数 γ

磁化率定义为

χ =

(
BM

BB

)
T

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

h=0

当 T Ñ Tc时，磁化率发散

χ „

#

(T ´ TC)
´γ T Ñ TC + 0

(TC ´ T )´γ1
T Ñ TC ´ 0

实验表明：γ = γ1, 其值为 γ „ 1.29

4. 比热指数 α

在 h = 0, T Ñ Tc时, Ch趋于无穷.

Ch „

#

(T ´ Tc)
´α

(Tc ´ T )´α1

T Ñ TC + 0

T Ñ TC ´ 0

与磁化率一样, 实验表明 α = α1. 实验上测出的 α » 0.
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5. 序参量的涨落指数 η

上节引入了自旋密度关联函数.

Css(r) = x(s(r) ´ xsy)(s(0) ´ xsy)y

其付氏分量为 Css(p). 在 T Ñ TC , h Ñ 0时,

Css(p) „ p´2+η

实验上测出的 η » 0.

6. 关联长度指数 ν

定义关联长度为：

ξ2 = ´
1

2Css(p)

d2Css(p)

dp2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p=0

(h = 0)

在郎道理论下

Css(p) =
kT

a+ bp2

d2Css(p)

dp2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p=0

= ´kT
2b

a2

ξ2 = b
a
, 与前面的结果一致. T Ñ TC时, ξ趋于无穷大, 可用指数 ν来表征.

ξ „

#

(T ´ TC)
´ν

(TC ´ T )´ν1

T Ñ TC + 0

T Ñ TC ´ 0

实验上发现，ν = ν 1, 测量得到结果为 ν „ 0.6. ν 不好直接测量, 通常用间接地方
法来定.

上面定义了九个临界指数.

α, α1, β, γ, γ1δ, η, ν, ν 1

指出了三个实验上的关系：α = α1, ν = ν 1, γ = γ1. 这三个关系也可以通过后续的理论
分析来论证.
对其它系统, 可以类似地定义临界指数：
如气–液临界点，做对应

M Ñ ρL ´ ρG, h Ñ P ´ Pc

χ Ñ κT , Ch Ñ CP

Css(p) Ñ C(p)
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即可得到各个临界指数的定义.
对于超导转变，做对应

M Ñ Ψ

Ch Ñ CP

根据实验测量结果, 人们发现了一些关系，如

α+ 2β + γ = 2

α+ β(δ + 1) = 2

以及

γ = β(δ ´ 1)

γ = ν(2 ´ η)

νd = 2 ´ α

其中的 d为空间维数. 上面的 5 个关系中，只有 4 个时独立的.
以上关系, 由实验数据总结得出, 在热力学框架内，目前还没有证明. 利用用热力学

的稳定性理论, 可证明它们作为不等式出现. 为什么是等式, 似乎还无法在热力学意义
下说明. 下一节将由标度假定来论证这些关系.
这里演示如何从热力学证明其中一个以不等式出现. 由热力学关系可以得到

χT (Ch ´ CM ) = Tα2
h

其中

αh =

(
BM

BT

)
h

由热力学稳定性理论

CM = Ch ´ T
α2
h

χT

ě 0

即

Ch ě T
α2
h

χT

在临界点附近，有

Ch „ |t|
´α
, χT „ |t|

´γ BM

BT
„ |t|

β´1

代入前式，得到

|t|
´α

ě |t|
2β´2+γ

, t Ñ 0

对上式取对数，

´α ln |t| ě (2β ´ 2 + γ) ln |t|
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注意到 ln |t| ă 0 (因 t Ñ 0）, 得到

2β ´ 2 + γ ě ´α ñ α+ 2β + γ ě 2

9.11 标度假定和普适性

临界现象地基本任务之一是计算临界指数, 我们已经看到平均场理论给出了一套临
界指数, 但这些指数与实验不符合. 另一方面, 不论是平均场的结果, 还是实验数据, 均
满足几个关系, 为了理解这一点, Widom 于 60 年代提出了标度理论 (标度假定), 下面
来介绍标度假定.
标度假定的基本思想是,在临界点附近,表征涨落关联的空间范围——关联长度 ξ变

得很大, 趋于临界点时, ξ Ñ 8, 结果, 一切有限大小的微观特征尺度的影响都被抹去,
唯一的特征长度就是 ξ, 临界点的一切热力学量的奇异性都来源于 ξ的奇异性, 在临界点
ξ Ñ 8, 任何尺度变换都不会改变自由能的形式, 而只改变其变量的尺度. 为了从数学
上表述这一思想, 下面介绍广义齐次函数的概念.
定义：对于函数 f(x, y, z ¨ ¨ ¨ ), 如果满足 f(λpx, λqy, λhz ¨ ¨ ¨ ) = λf(x, y, z ¨ ¨ ¨ ), 则称

f(x, y, z ¨ ¨ ¨ )为一广义齐次函数.
若只有两个变量：

f(λpx, λqy) = λf(x, y)

令 λ = y´1/q，则 f(x, y) = y1/qf
(

x
yp/q , 1

)
即：f(x, y)除了一个因子 y1/q外, 只以 x

yp/q的形式依赖于 x, y, 成为一个单变量的
函数.
有了广义齐次函数的概念, 就可以来介绍 Widom 的标度理论, 这个理论是临界现

象研究史上的一个里程碑.
引入约化温度 t = T´TC

TC
和约化磁场 h = H

kTC
, 其中 H为磁场强度.

临界点对应 t = 0, h = 0

自由能密度可以写成 t和 h的函数，即 g = g(t, h)

把自由能分成正常部分和奇异部分

g = gs + gn

下面将不考虑 gn, 为简单起见, 记 g = gs.
Widom 假定 g(t, h)是一个广义齐次函数 (与 Landau 假定比较).
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可以证明：朗道自由能是一广义齐次函数.

gL(t, h) =
1
2
atm2 + 1

4
bm4 ´ cmh

gL(λ
pt, λqh) = λgL(t, h)

p = 1
2
, q = 3

4

Widom 假定

g(λpt, λqh) = λg(t, h) (9.11.1)

λ为任意参数, p, q待定, 理论本身不能给出. ( p, q为 Scaling Power).
令 m代表单个自旋的自发磁化.

m = ´

(
Bg

BH

)
T

„ ´

(
Bg

Bh

)
t

对(9.11.1)两边求导 (
Bg

Bh

)
t

= λqm(λpt, λqh) = λm(t, h) (9.11.2)

1. 在(9.11.2)中令 λpt = ´1, h = 0, 则 λ = (´t)1/p

λqm(´1, 0) = λm(t, 0)

m(t, 0) = λq´1m(´1, 0)

m(t, 0) = m(´1, 0)(´t)(1´q)/p

于是：β = 1´q
p

2. 令 t = 0, λqh = 1, λ = h´1/q

λqm(0, 1) = λm(0, h)

m(0, h) „ λq´1 = h(1´q)/q

δ =
q

1 ´ q

再对(9.11.2) 求一次导数：

λ2qχ(λpt, λqh) = λχ(t, h) (9.11.3)

1. t ą 0, (T ą Tc)



430 第九章 连续相变与临界现象

令: λpt = 1, λ = t´1/p, h = 0

λ2qχ(1, 0) = λχ(t, 0)

χ(t, 0) „ λ2q´1 = t´
2q´1

p

γ =
2q ´ 1

p

2. t ă 0, 令: λpt = ´1, h = 0, λ = (´t)´1/p

λ2qχ(´1, 0) = λχ(t, 0)

χ(t, 0) „ λ2q´1 = (´t)´
2q´1

p

γ1 =
2q ´ 1

p

γ = γ1

现在看比热：

CB = ´T

(
B2g

BT 2

)
B

„
B2g

Bt2

对自由能(9.11.1)两边对 t求二次导数：

λ2pCh(λ
pt, λqh) = λCh(t, h)

1. t ą 0, 令: λpt = 1, h = 0, λ = t´1/p

CB(t, 0) „ λ2p´1 = t´
2p´1

p

α =
2p´ 1

p

2. t ă 0, 令: λpt = ´1, h = 0, λ = (´t)´1/p

CB(t, 0) „ λ2p´1 = (´t)´
2p´1

p

α1 =
2p´ 1

p

α = α1
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综合上述分析得到如下几个关系

β =
1 ´ q

p

δ =
q

1 ´ q

γ =
2q ´ 1

p

α =
2p´ 1

p

消去 p, q即得二个标度关系

α+ 2β + γ = 2 Rushbrooke

γ = β(δ ´ 1) Widom

解出 p和 q得到

p =
1

2 ´ α
, q =

δ

1 + δ

这样，g(t, h)就可以用 p和 q写成标度形式

g(t, h) = t2´αg(h/t
(2´α)δ
1+δ ) (9.11.4)

以上由自由能的标度关系得到了两个关系, 下面考察关联函数 C(p).
假定：临界点附近有 (基于 ξ是唯一特征长度).

C(p) = ξyg(pξ) (9.11.5)

y是待定参数.
当 t Ñ 0, t ‰ 0时, 令 p Ñ 0

C(0) = ξyg(0) „ ξy

磁化率：

χT =
µ2

kT
C(0) „ C(0) „ ξy

由定义：ξ „ |t|
´ν , κT „ |t|

´γ

χT „ |t|
´νy

= |t|
´γ

y = γ/ν

t很小, p Ñ 0时, 由定义 C(p) „ p´2+η, 因此

g(pξ) „ (pξ)´2+η, C „ p´2+ηξy´2+η = p´2+η
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y ´ 2 + η = 0

y = 2 ´ η

于是得到又一个标度关系

γ = ν(2 ´ η) Fisher

为了得到最后一个与空间维数有关的关系, 我们介绍量纲分析方法.
考虑尺度变换, 若原系统所用的长度单位为 a, 现在把尺子放大 L倍, 也就是说用

La为单位, 如果用 a为单位时, 某一长度为 ∆x, 用 La为单位时, 变为：

∆x1 = L´1∆x

(a = cm,∆x = 10 cm, L = 100, La = m,∆x1 =
1

100
∆x = 0.1m)

同理

∆p ñ ∆p1 = L∆p

定义标度量纲如下, 若某一物理量 A在尺度变换下, A Ñ A1 = LλA, 就称物理量 A的标

度量纲为 λ.
由定义

物理量 标度量纲

∆x ´1

∆p +1

d-Volume ´d

ξ ´1

用 [ ]代表标度量纲, 如 [∆x] = ´1, [∆p] = 1, …
由定义可知

[AB] = [A] + [B], [A/B] = [A] ´ [B], [Aq] = q[A]. . .

现在分析关联函数

C(p) « ξyg(pξ)

[C(p)] = [ξy] + [g(pξ)] = ´y

另一方面, p Ñ 0时

C(p) „ p´2+η

[C(p)] = ´2 + η
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即 y = 2 ´ η, 这已经是得到过的结果.
再考虑自由能, 在临界点, 总自由能在尺度变换下不变, 自由能密度的标度量纲为：

[g] = [G
V
] = [G] ´ [V ] = d, 再考虑到系统的唯一特征长度是 ξ, g „ ξ´d

由 ξ „ |t|
´ν

g „ tνd, c „ tνd´2 „ t´α

即: α = 2 ´ νd, 这是一个新的标度关系.

νd = 2 ´ α Josephson

结果：

α+ 2β + γ = 2 Rushbrook

γ = β(δ ´ 1) Widom

γ = ν(2 ´ η) Fisher

νd = 2 ´ α Josephson

(9.11.6)

由此可见, 6 个临界指数, 只有 2 个独立, 只要算出了其中两个, 其它也就定了.
看一个有趣的例子, 从实验上我们知道, α, η很小, 令其为 0, 则得到；对三维空间,

d = 3.
ν =

2

3
, γ =

4

3
, β =

1

3
, δ = 5

与实验结果比较接近.
基于上述分析, 利用标度关系，自由能密度的奇异部分(9.11.4) 的标度形式可以化

为

g(t, h) = td/yt f̂(h/tyh/yt) = ξ´df̂(hξd´β/ν) (9.11.7)

其中，yt =
1
ν
，yh = 1

2
(d´ η) + 1 = d´ β

ν
= βδ

ν
.

关联函数的标度形式为

C(p) = ξ2´ηg(pξ) (9.11.8)

由此出发，可以得到其他重要量的标度关系. g(t, h)对 h求导得

m(t, h) = ξ´β/νm̂(hξd´β/ν) = tβm̂(ht´βδ) (9.11.9)

上式可立刻改写为如下形式

ξβ/νm = m̂(hξd´β/ν), t´βm = m̂(ht´βδ)

这表明 t´βm 是 ht´βδ的普适函数，换言之，对于不同的 t, h，如果以 t´βm 和 ht´βδ为

纵横坐标作图，则所有数据都将在同一条曲线上.
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再对 h求导，得到

χ(t, h) = ξγ/νχ̂(hξd´β/ν) = t´γχ̂(ht´βδ) (9.11.10)

在得出上式时，利用了标度关系 d = 2´α
ν

= 2β
ν
+ γ

ν
. 由上式立即得到

ξ´γ/νχ(t, h) = χ̂(hξd´β/ν), tγχ = χ̂(ht´βδ)

此式表明，对于不同的 t, h，以 tγχ和 ht´βδ作图，将得到一条曲线.
把 g(t, h)对 t求导两次，得到比热

ch = ξα/nuĉh(hξ
d´β/ν) = t´αĉh(ht

´βδ) (9.11.11)

即

ξ´α/νch = ĉh(hξ
d´β/ν), tαch = ĉh(ht

´βδ)

这表明以 tαch和 ht´βδ为纵横坐标作图时，对于不同的 t, h，将得到一条曲线.
图9.11.1是不同温度下镍的实验数据曲线, 镍的 Tc = 627.2K, 若取 β = 0.368,

δ = 4.22, 则得到图9.11.2, 图上的两条曲线分别对应于 T ą Tc和 T ă Tc, 由图可以清楚
看出, 数据满足标度关系(9.11.9), 但在 Tc上下的标度函数不同.

图 9.11.1: 镍的实验数据.

图 9.11.2: 镍的实验数据, 标度关系.

我们在自旋模型的讨论中一直是以伊辛模型为例子的. 实际上, 人们还研究过许多
其他的自旋模型. 这些模型的物理背景千差万别, 来自物理的各个领域而不仅仅局限于
统计物理. 最后人们发现,许多原先完全无关的物理模型,它们的临界行为竟然表现出高
度地一致性. 在临界点附近, 系统内的关联长度趋于无穷；物理量都有确定的临界行为,
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由相应的临界指数描写. 不仅如此, 人们发现这些临界指数具有某种普适性. 例如, 在气
液相变的临界点附近, 其临界指数与伊辛模型的临界指数相同. 两个看似毫无关系的相
变却拥有相同的临界指数. 这种现象又在其他一些模型中得到验证. 于是, 人们总结出
所谓的临界现象的普适性（Universality）: 系统在连续相变的临界点附近的行为由一些具有一定普适性的临界指数描写.
这些临界指数只与系统在两相中对称性、系统的维数有关；与系统的微观细节（例如晶格结构等等）无关.
这意味着, 在 Tc附近, 如果对变量适当标度后, 不同温度的 m- h曲线将重合. 属于同一
普适类的不同系统的数据也将会在同一条曲线上. 这在实验上已经得到证实.

二维 Ising Model 的严格解中, 除了 Tc不同外, 各种晶格的临界行为也是相同的.

这表明, 临界点只有某些共性起主导作用, 而特殊物质的特殊性质则不起作用.

注意, 这个普适性并不是说系统的所有性质都与系统的微观细节无关. 它只是告诉
我们临界指数（实际上还有其他一些物理量）是普适的. 比如前面提到的系统的临界温
度 Tc, 就不是一个普适的量, 它与系统的微观细节有关. 应当指出的是, 普适性是在自旋
之间的相互作用是短程时才成立的. 如果系统中的相互作用的力程不是短程的, 那么普
适性的结论有可能不成立. 普适性的根本物理原因在于当系统接近临界区域时, 系统内
的特征关联长度 ξ趋于无穷大. 因此, 这时只有大尺度上的物理才变得重要而系统在微
观尺度上的细节完全不起任何作用.

在临界现象中, 系统的对称性起着决定性的作用. 实际上在连续相变中正是由对称
性的变化来标志两个不同的相的. 一般来讲, 在一个相中系统具有较高的对称性（一般
是高温相）, 在另一个相中系统具有相对低的对称性. 例如在我们讨论的伊辛模型中, 在
非铁磁相中晶格上的自旋取向是上下对称的, 也就是说如果将 si Ñ ´si, 系统的态并不
改变. 在低温的铁磁相中则不然. 系统具有自发的磁化, 从而系统不再具有符号改变后
的对称性. 所以说在铁磁相中, 这个对称性被破缺了. 需要注意的是, 伊辛模型的哈密顿
量（外场为零时）是具有这种对称性的, 但是如果温度低于临界温度时, 系统的能量最
低的态却不具备这个对称性. 因此, P. W. Anderson 称这种现象为对称性自发破缺. 事
实上, 所有二级相变（或者说连续相变）都是一个对称性自发破缺的过程. 在这里, 破缺
的对称性本质上是各态历经的对称性.

这些主要是基于实验观测和物理思考得到的看法是否正确, 能否从理论上予以证
明？这是后面的几节试图回答的问题.

由于前述的普适性的结论主要来自于临界点关联长度的发散行为，而系统的基本单

元之间的相互作用则是短程的. 如果基本单元的力程是无穷大，这意味着整个系统通过
相互作用已经关联，在此情形下，相变的性质是否会改变？答案是肯定的，结论是具有

长程相互作用的系统，其临界行为由平均场描述，具有更强的普适性. 这一点将通过一
个比较极端的习题予以说明.
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9.12 相变的模型序列, 重正化群的概念

如果能够从第一性原理出发, 定量或定性地从微观模型得出临界现象, 我们就有了
一个完整的理论, 在进行这种尝试之前, 先介绍一些基本的概念.
首先, 何谓微观模型？微观模型的定义并不是固定不变的, 而是依赖于我们所感兴

趣的现象, 以铁磁现象为例, 用一系列模型来说明这一点.
模型 (1), 电子和原子核通过库仑力相互作用. 这确实是一个微观模型, 包括临界现

象的很多现象都可以由此得出, 但显然它不是一个合适的研究临界现象的出发模型.
模型 (2), 电子与指定的晶格具有有效相互作用, 晶格结构假定已知, 我们认为, 电

子—电子互作用, 能带结构, 晶场等都是已知的. 这个模型比第一个模型在研究临界现
象方面要合适一些, 但仍然太细, 我们知道临界现象是一种长程的作用, 因此, 还可简化
模型.

(3), 经典自旋模型. 给定晶格, 每个格点由一个自旋，自旋之间的相互作用已经指
明.
在这里, 量子效应, 电子运动和很多模型 (2) 的详细信息都被抹掉了, 自旋-自旋相

互作用由一个参量来标志, 这个参量通过尽可能的模拟出模型 (2) 的行为来指明, 这方
面常用的是 Ising 模型, Heisenberg 模型，XY 模型等等. 虽然这些模型很粗糙, 但我们
期望多个自旋运动的后面有重要的物理, 这些模型在研究临界现象时与模型 (1), (2) 一
样微观.
模型 (4)，我们把模型 (3) 粗粒化，把格点归并为集团，每个集团 (2 ˆ2 ˆ2 个元

胞) 上放置一个经典自旋, 指明自旋-自旋之间的相互作用. 这在模型 (3) 上进一步消除
了细致结构, 这里的一个自旋是模型 (3) 的 8 个自旋, 当我们研究大范围性质之时, 当
然无需注意每个集团内部的细节, 除了这些细节对集团之间的自旋互作用的可能效应之
外. 这个模型当然并不比 (3) 的微观性更差.

模型 (5), 大集团的自旋.
代替 2 ˆ2 ˆ2 个元胞的集团, 可以使用 3 ˆ 3 ˆ 3或甚至 10 ˆ 10 ˆ 10的集团. 能够

取多大的集团而还能认为是微观的呢？没有明确无误的答案, 定性的来讲, 集团的线度
应远小于关联长度, 或相变图象中的一个大的自旋集团的尺寸的平均值, 当 T Ñ TC时,
ξ Ñ 8, T越靠近 TC , ξ越大. 因此, 在临界点附近, 自旋集团可以取得很大.
注意, 在上述模型序列中, 我们认为与临界现象无关的细致结构被逐步抹去了, 这种

抹去是避免大量附加的数学复杂性的实际需要.
实际上, 模型中的参量是由实验决定的, 特别当理论计算不能进行之时. 不需说, 模

型 (1) 的 e(电荷) 是实验测定的. 模型 (2) 的晶格结构是实验定的, (3), (4), (5) 的参数
可由不是 Tc时的计算结果与实验对比来确定.

临界现象的传统研究是以 (3) 为基础的. 我们也尊重这个传统, 并推出 (4), (5) 的
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一些比 (3) 更为粗糙的形式.
下面主要考虑 Ising 模型, 格点哈密顿可写为：

H 1 = ´J
ÿ

xijy

sisj =
1

2
J
ÿ

i

ÿ

γ

1(si ´ si+γ)
2 + const

常数在我们的讨论中不起作用, 可略去.
求和上的 “ 1 ” 表示对近邻求和. 为了今后的讨论方便, 把上式进行推广.

H =
1

2
J
ÿ

i

ÿ

γ

1(si ´ si+γ)
2 +

ÿ

i

U(s2i )

在上式中, 把 si看成是连续变量, 而附加的能量除了 si = ˘1之外很大. 这样, 在 1附近

U(s2i )的一个尖锐的极小表明 si实际上有效地限制在 ˘1附近. 为了看清这一点, 考虑配
分函数 ZC .

ZC =Tr
(
e´βH

)
=

ÿ

tsiu

e
´

β
2 J

ř

i

ř

γ

1(si´si+γ)
2

=

ż

[dsi]e
´

β
2 J

ř

i
[
ř

γ

1(si´si+γ)
2´C ln δ(s2i ´1)]

C ą 0, 例如选,
δ(s2i ´ 1) = lim

εÑ0

ε

(s2i ´ 1)2 + ε2
,

C ln δ(s2i ´ 1) =
εÑ0

C ln ε

(s2i ´ 1)2 + ε2

当 s2i = 1时,
U „ ´ ln 1

ε
Ñ ´8,

s2i ‰ 1时,
U „ ´ ln ε

(s2i ´ 1)2
Ñ +8

下面考虑从元胞哈密顿到集团哈密顿. 配分函数 (元胞)：

ZC =

ż

[dsi]e´βH[si]

如何构造集团哈密顿呢, 原则上是简单的, 我们先一般地考虑概率论中的简单规则, 如果
p(q 1,q 2)是两个随机变量 q 1,q 2的概率分布, 定义 q = 1

2
(q1 + q2), 那么, 可以从 p(q 1,q

2)建立 q 的概率分布, 其规则为：

P 1(q) =

ż

dq1dq2δ
(
q ´

1

2
(q1 + q2)

)
P (q1, q2) =

B

δ

(
q ´

1

2
(q1 + q2)

)F
P
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对于计算 q 的函数的平均值来说, P 1(q)与 P (q1, q2)是完全相同的, 例如：

@

q2
D

=

ż

dqq2P 1(q) =

ż

dqq2
ż

dq1dq2δ
(
q ´

1

2
(q1 + q2)

)
P (q1, q2)

=

ż

dq1dq2
1

4
(q1 + q2)

2P (q1, q2)

=

B

1

4
(q1 + q2)

2

F

P

构造边长为 b的集团，b为集团的以元胞线度为单位的线度, 如 b = 2, 3, 5等等. 定义
集团自旋为

sx = b´d
ÿ

i

six

six表示 x集团内的第 i个自旋, 求和遍及集团 x内的所有自旋. 这里 x可取为集团中

心的位置坐标, 若元胞数为 Ld，则集团数为 Ld/bd.
按照上述规则, 可写出集团自旋的概率分布如下：

P 1[s] =

C

ź

x

δ(sx ´ b´d
ÿ

i

six)

G

P

9

ż

e´βH[s]
ź

x

δ(sx ´ b´d
ÿ

i

six)[dsi]

” e´βHB(s)

HB(s)即为所求的集团哈密顿.

ZB =

ż

[dsx]e´βHB(s)

=

ż

[dsx]
ż

[dsi]
ź

x

δ(sx ´ b´d
ÿ

i

six)e´βH(s)

=

ż

[dsi]e´βH(s) = ZC

即自由能并不因引入集团自旋而改变. 元胞哈密顿的空间分辨率为 1, 而集团哈密顿的
分辨率为 b, 因此, 集团哈密顿具有比元胞哈密顿低的空间分辨率. 但是, 如果我们考虑
的问题是在很大的空间范围上的, 那么, 二者是等价的, 临界现象正好属于这种情形.
还可以定义另外一个集团哈密顿, 与上述不全同, 但二者是有联系的, 把元胞哈密顿

用其自旋的付氏变换写出来.
例如定义：

sp =
ÿ

i

sie´ip¨Ri

即可, 这样, e´βH(s)是新的变量 sp的分布函数.
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同样考虑前述简单的概率论问题, 对于 P (q1, q2), 如果我们只对 q1的分布感兴趣,
可以对 q2积分而得到 P (q1) =

ş

dq2P (q1q2). 这样, 如果我们对 p ă Λ的 sp的分布感兴

趣, 可以把所有的 p ě Λ的 sp积分出来.

P 1[s]9

ż

ź

pąΛ

[dsp]e´βH[s] ”e´βHB[s]

上式可这样理解, p ą Λ的自旋分量被积分掉了, 因此在比 2πΛ´1小的空间范围内的自

旋变化无法指定, 即 HB[s]的空间分辨率为 2πΛ´1, 如果命 b = 2πΛ´1, 则与直接构造的
集团是等价的.
定义 s(x) = L´d

ř

păΛ

speip¨x, 则 s(x)与 sx定性相同, 是一个集团中自旋的平均. 上

述从元胞哈密顿到集团哈密顿的变换称为 Kadanoff 变换, 它可以形式的记为：

βHB[s] = KbβH[s]

b为变换集团的大小. 这里给出了两种构造 Kadanoff 变换的方式，实际上还可以有其他
构造方式.
显然, 还可以继续变换, 例如取 ld个集团构成新的集团, 则

βH 1
B[s] = KlβHB[s] = KlKbβH[s]

具体写出来为

e´βH1
B [s] =

ż

[dsx]e´βHB [s]
ź

Y

δ(sY ´ l´d
ÿ

x

sxY )

或

e´βH1
B [s] =

ż

[dsp]ΛąpąΛ/le´βHB [s]

显然

KlKbβH[s] = KlbβH[s]

即通过连续的两次建立 lb的集团和一次建立，其效果是相同的, 即：

KbKb1 = Kbb1

Kadanoff 变换对于建立重正化群具有重要意义.
这里指出实际计算中的两个技术性的问题：

1. 由于 si是实的, sp = s˚
´p 所以 sp, s´p中只有二个独立变量, 而不是四个.

因此, dspds´p9d(Resp) d(Imsp)
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2. 上面考虑的是连续化的 si, 也可以对分立的 si构造 Kadanoff 变换, 在变换中一直
保持 s = ˘1, 这样的变换，有多种构造方法，物理上不太清楚, 我们将结合实空间
重正化群来介绍.

Kadanoff变换实际上是一种 “粗粒化”（coarse graining）过程, 它依赖于 T , J , h等
变量, 由于相互作用是短程的, 而有限 (bd)的集团并不产生奇异性, 因此上述变换的集团
哈密顿是 T , J , h等的光滑函数.

这里，介绍了 Kadanoff 变换, 但并未求出集团哈密顿量, Ginzburg-朗道给出了一
个集团哈密顿

βH[s] =

ż

ddx
[
a0 +

ρ

2
s2 + us4 +

c

2
(∇s)2 ´ h ¨ s

]
(9.12.1)

a, b, c均为温度的函数, 它虽然十分简单, 但保留了临界现象的几乎所有的信息, 在临界
现象的研究中起着重要的作用.
注意到：

(si ´ si+r)
2 „ (∇si)2

G-L 哈密顿相当于取
U(s2) „ a0 +

b

2
s2 + us4

朗道的二级相变理论是通过求解朗道自由能的极小而建立，现在，把朗道的自由能看做

是哈密顿量，通过考虑 s（对应于朗道的序参量）的涨落，从而得到临界现象的精确理

论.

9.13 高斯模型

考虑 Ising 模型的配分函数。

Z = Tr e´βH =
ź

i

ÿ

si=˘1

e´βHtsiu

如果能计算出这个和，就能解决所有问题，但我们不知道怎么做。像通常一样，做近似

处理。将格点划分为以 B标记的集团，并将 Z写成

Z =
ź

B

ź

iPB

ÿ

si=˘1

e´βHtsiu

=
ź

B

Trtmα
Bu e

´β[FBtmα
Bu+FInt(tmα

Bu,tmα
Bu)],

其中 tmα
Bu为集团 B的内部自由度, FB为集团的自由能, FInt 为相邻集团的相互作用能。

为了使问题易于处理，也出于物理原因，将每个集团限制为一个自由度，即它的磁化强

度为 NBmB，其中 NB是每个集团的自旋数，mB是集团 B中每个位置的平均磁化强度。
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如果每个位置的磁化强度很小，那么对于一个小的孤立集团，可以期望朗道展开很好。

因此，将 FB近似为

FB/NB =
a1

2
(T ´ Tc)m

2
B + bm4

B (9.13.2)

集团之间的相互作用模型化为

FInt/NB =
K

2

ÿ

(B,B1)

(mB ´mB1)
2

其中 (B,B1)是对最近邻集团对的求和。然后

Z =

ż

ź

B

dmBe
´βNB

[
ř

B
a1
2 (T´Tc)m

2
B+bm4

B+K
2

ř

(B,B1)(mB´mB1 )2
]
,

其中每个 mB从 ´1到 1积分。可以把它当作一个连续问题，通过以下替换来构成泛函

积分的定义。我们写

mB Ñ m(r) (9.13.3a)
ż

ź

B

dmB Ñ

ż

Dm(r) (9.13.3b)

ÿ

B

Ñ
1

VB

ż

ddr (9.13.3c)

1

2

ÿ

B1

(mB ´mB1)
2

Ñ ξ20 |∇m|2. (9.13.3d)

注意，等式(9.13.3c)的左右两边都等于 V /VB，即集团的数量。密度 ρ = NB/VB。配分

函数由泛函积分给出

Z =

ż

Dm(r) exp
[

´βρ

ż

ddr

(
a1

2
(T ´ Tc)m(r)2 + bm(r)4 +

Kξ20
2

|∇m|2
)]

.

如何计算这样的积分? 此处只在所谓的高斯模型的情况下去做，其中假设 b = 0和 T大

于 Tc。然后可以处理傅里叶变换的磁化变量，把它写成

ρ

ż

m(r)2ddr =
ÿ

q

|m(q)|2,

ρ

ż

ddr|∇m|2 =
ÿ

q

q2|m(q)|2.

则

Z =

ż

ź

q

dm(q)e´
β
2

ř

q[a1(T´Tc)+Kξ20q
2]|m(q)|2

m(q)是复函数，此处需要解释积分的含义。因为 m(r)是一个实数函数，它的傅里叶变

换 m(q)满足 m(´q) = m(q)˚。然后可以写

Z =
ź

qą0

ż

dm(q)dm(´q)e´β
ř

qą0[a1(T´Tc)+Kξ20q
2]m(q)m(´q)
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q ą 0表示乘积的空间只占 q的一半，比如 qz ě 0。如果我们写 m(˘q) = m1
q ˘ im2

q，那

么对于单个 q的积分等于

ż 8

´8

dm1
q

ż 8

´8

dm2
qe

´β[a1(T´Tc)+Kξ20q
2]
[
(m1

q)
2
+(m2

q)
2
]

=
π

β [a1 (T ´ Tc) +Kξ20q
2]

将积分范围扩展到 ˘8。放弃对 q乘积的限制，有

Z =
ź

q

c

π

β [a1 (T ´ Tc) +Kξ20q
2]

每个自旋的自由能是

f = ´
T

N
lnZ =

T

2N

ÿ

q

lnβ
[
a1 (T ´ Tc) +Kξ20q

2
]

´
T

2
lnπ.

内能是
U

N
=

Bβf

Bβ
=

1

2N

ÿ

q

"

T ´
a1T 2

a1 (T ´ Tc) +Kξ20q
2

*

比热为
C

N
=

1

N

BU

BT
=

1

2N

ÿ

q

(a1)
2
T 2

[a1 (T ´ Tc) +Kξ20q
2]

2 + . . .

这里 . . .表示 T Ñ Tc时奇异性较弱的项. 定义相关长度 ξ为

ξ2 =
Kξ20

a1 (T ´ Tc)

则比热的奇异部分可以写成一个积分

Csing =
T 2

(T ´ Tc)
2

V /(2π)d

2N

ż

ddq

[1 + ξ2q2]
2

=
αd

2(2π)dρ

T 2

(T ´ Tc)
2

ż qmax

0

qd´1dq
[1 + ξ2q2]

2 .

换成无量纲积分变量，x = ξq，就变成了

Csing =
αd

2(2π)dρ

(
Ta1

Kξ20

)2

ξ4´d

ż ξqmax

0

xd´1dx
[1 + x2]

2 .

当 ξ Ñ 8, 有三种不同的可能性:
1. (d ă 4), 积分收敛，比热指数 α由

Csing „ ξ4´d Ñ α =
1

2
(4 ´ d)
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2. (d = 4) 则

Csing „ log ξqmax

只有很弱的奇异性 (α = 0).
3. (d ą 4), 积分如 (qmaxξ)

d´4
一样发散, 它与前面相乘因子相消，因此比热不会发

散。

可以用这个表达式来表示由于高斯涨落引起的比热的奇异部分，在 Tc之上的附近，

推导出金兹堡判据的另一种表述。可以很直观地看出，式(9.13.2)的朗道自由能的平均
场比热跃变为 ∆C = (a1)

2
Tc/8b。在足够接近 Tc的地方，由于高斯涨落引起的比热比这

个平均场比热跳变大。高斯比热有这样的形式

Csing = C0t
d
2 ´2

所以涨落在如下的临界区域变得很重要

C0t
d
2 ´2 ą ∆C.

因此，临界区域的宽度为 (
C0

∆C

) 2
4´d

ă t

注意，∆C与自由能朗道展开中四阶项的系数 b成反比，它决定了序参量振幅的涨落中

热涨落的大小. C0与刚度成反比

C0 „
(
Kξ20

)´d/2

其中 Kξ20控制长波空间涨落的幅度。这两个独立量的相互作用决定了临界区域的大小。

9.14 Hubbard-Stratonovich 变换

本节介绍 Hubbard-Stratonovich转换，它可以将 Ising自旋模型的配分函数转换为
一个场论，其中对自旋的求迹被对于场的泛函积分所取代。在适当的条件下，这个公式

可再现平均场理论，并且证实先前对平均场理论有效维度的估计。

我们从一个涉及多变量高斯积分的恒等式开始。设 M为对称矩阵(
ź

i

ż 8

´8

dxi

)
e´ 1

2

ř

ij xi[M´1ji,jxj e
ř

i uixi

= [Det(πM)]1/2e 1
2

ř

ij uiMijuj .

这个恒等式可以通过引入对角化矩阵 M的坐标来建立，在这种情况下，积分简化
为一维高斯积分的乘积。
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令 Mij = βJij，ui = Si，将此恒等式应用到铁磁 Ising 模型中，其中 Si = ˘1，有

Z (T, tHiu) = Tr
[
e 1

2

ř

ij βJijSiSj+β
ř

i HiSi

]
= A

[
ź

i

ż 8

´8

dxi

]
Tr
[
e

kT
2

ř

ij xi[J´1]
ij
xj+

ř

i(xi+βHi)Si

]
= A1

[
ź

i

ż 8

´8

dxi

] [
e´ kT

2

ř

ij xi[J´1]
ij
xj+

ř

i ln cosh(xi+βHi)
]
,

其中常数 A和 A1在相变点附近对模型的性质没有影响，并且已经完成了对 tSiu的

求迹，从而得到了指数中的 ln cosh 项。
现在需要求 Jij的矩阵逆。定义

J(q) =
ÿ

j

Jijeiq¨(ri´rj)

那么 Jij的矩阵逆由下式给出

[
J´1
]
ij
=

1

N

ÿ

q

e´iq¨(ri´rj)

J(q)

对于 d 维的立方晶格，有

J(q) = 2J (cos (q1a) + cos (q2a) + . . . cos (qda)) .

严格说来，矩阵 J的逆并不存在，因为它有零特征值。即在某个（某些）q, J(q)为
0，q1a = q2a ¨ ¨ ¨ = qna = π/2就是这样的点。然而，我们真正感兴趣的是 q接近零的贡

献，因为在 q-空间的这个区域决定了长尺度上的属性。由于期望这些自由度支配临界现
象，因此只有 J(q)在小 q处的行为与我们的讨论有关。要正确处理这个问题，需要进行

深入的技术讨论，在这里可以这样说，只要我们专注于小 q，就不会有严重的问题发生.
所以我们把 J矩阵的逆替换成它的小 q的形式, 它具有很好的行为，我们引入 xi的

傅里叶变换 x(q)
xi =

1

N

ÿ

q
x(q)e´iq¨ri

并做小 q近似, 得到

1

2

ÿ

ij

xi
[
J´1
]
ij
xj =

1

2N

ÿ

q
x(q)J(q)´1x(´q)

Ñ
1

2N

ÿ

q
x(q)x(´q)

(
1

zJ
+ cq2

)
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其中 c是一个正常数。在连续理论中变化为

1

2

ÿ

ij

xi
[
J´1
]
ij
xj Ñ

1

2

ż

dr
(

1

zJ
x(r)2 + c|∇x(r)|2

)
配分函数是

Z = A1

ż 8

´8

Dx(r)e´βF(tx(r)u) (9.14.4)

其中 D表示泛函积分，即对所有 x(r) 积分, 这里

F(tx(r)u) =1

2

ż

dr(´2kT ln cosh[x(r) + βH(r)]

+(kT )2
(

1

zJ
x(r)2 + c|∇x(r)|2

))
.

(9.14.5)

这样就把配分函数从对伊辛自旋的求迹转换成对于场变量 x(r)的泛函积分, 其中
´8 ď x(r) ď 8。式(9.14.5)的自由能与所谓的 Landau-Ginzburg-Wilson (LGW) 自由
能有关。一种是通过将 ln cosh项展开到 x(r)4的幂级数来推导 LGW 自由能。LGW 自

由能用于推导 ϵ 展开。

没有梯度项时，若 kT ą zJ，即 T ą Tc,式(9.14.5)的自由能为稳定势。对于 T ă Tc，

在如下方程满足的点上, 在均匀场中出现均匀最小值

δF
δx

= ´2kT tanh(x(r) + βH(r)) + 2(kT )2

kTc

x(r) = 0,

这导致在 x = x˚有极小值，这里

Tx˚

Tc

= tanh (x˚ + βH) ,

这相当于平均场解。最后，我们通过计算磁化系数来确定 x˚的意义

m ” ´ xSiy =
BF

BH

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

= ´
BF

Bx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T,H

Bx

BH

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

´
BF

BH

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T,x

= ´
BF

BH

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T,x

= tanh(x+ βH).

因此我们看到，对于小的 x(和 H = 0)，x扮演 m的角色。现在研究当 H = 0

时(9.14.5)式的自由能, 将 ln cosh项展开为

´2kT ln cosh[x(r)] = ´kTx(r)2 +O
(
x4
)
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只保留到 x2，给出了前一节中研究的高斯模型。

图 9.14.1: 自旋向上背景下自旋向下区域的最小尺寸。这里 ξ是相关长度，即 x(r)可以显著变化的
最小长度.

更一般地说，我们现在对 LGW 自由能做一些启发式估计，包括梯度平方项的影

响。特别要问的是，何时均匀解在方程(9.14.4)中的泛函积分中占主导地位? 我们认为，
如果 x(r)在小于 ξ的长度范围内变化，则不会对泛函积分有显著贡献。这是由梯度系数

c平方的大小控制的。如果梯度项远远大于 kT，它将阻止非均匀解对泛函积分的贡献，

并且平均场解将占主导地位。否则，如果梯度项小于 kT，则必须考虑空间非均匀构型。

我们对这一项的估计如下。一个非均匀的解将涉及畴壁, 即在一个均匀的“向上”的自
旋背景中产生一个“向下”自旋的区域，如图9.14.1所示。这个区域的线性尺度必须至
少为 ξ，因此它的体积为 ξd。在这个区域的中心，有一个向下的自旋，而在这个区域之

外，自旋是向上的。所以梯度估计为

|∇x(r)| „ |m0(T )/ξ|

这个构型的自由能是

∆F „

ż

|∇x(r)|2ddr

« m0(T )
2ξd´2 „ |T ´ Tc|

2β´(d´2)ν
.

如果 ∆F " kT , 平均场理论有效。因此，平均场理论在指数为负, 即对于 d ą dc的

高维情况下成立，其中 dc是上临界维数，由下式给出

dc = 2 +
2βMF

νMF

其中下标“MF”表示平均场的值。在伊辛模型或海森堡模型中，βMF = 1/2和

νMF = 1/2，得到 dc = 4。对于渝渗，其中 βMF = 1和 νMF = 1/2，得到 dc = 6。在任

何情况下，当 d ą dc时，与涨落区域相关的表面积是如此之大，以至于创建这样一个区
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域的自由能成本是令人望而却步的，平均场理论是正确的。对于 d ă dc来说，涨落是重

要的，但这个论点并没有告诉我们如何考虑它们。

9.15 参数空间重正化群的定义

相变理论的困难在于它是一个真正的多体问题, 由于在临界点关联长度发散，从而
涉及无穷多粒子的关联，这种关联无法归结为少数粒子间的关联. 因此，必须找出一种
减少自由度的办法. 平均场理论类型的宏观理论又很不充分. 前面一节的标度变换是把
自由度串起来的一个很好的模型. 我们以此模型为例, 来介绍重正化群的基本概念和计
算临界指数的方法.
设元胞哈密顿只有近邻相互作用, 耦合常数是 K = βJ , 变成 2 ˆ 2 ˆ 2集团自旋模

型后, 假定仍然只有近邻相互作用, 耦合常数变为：

K 1 = f(K)

假定 f是解析函数, 如前节所述, 变成新的自旋模型后, 尺子变长了, 关联长度相应缩短.

ξ(K 1) =
1

2
ξ(K)

T = Tc时, ξ Ñ 8. 假定 ξ只有一个奇点, 则要求

f(K˚) = K˚.

即 K˚ = βcJ为变换的 “固定点”(fixed point). 在 K˚附近作展开.

f(K) = f(K˚) + λ(K ´K˚) + ¨ ¨ ¨

则由 f(K˚) = K˚得

f(K) ´K˚ = λ(K ´K˚)

由临界指数的定义

ξ „ |T ´ Tc|
´ν

ξ(f(K))

ξ(K)
=

1

2
=

(f(K) ´K˚)´ν

(K ´K˚)´ν
= λ´ν

由此求得:
ν = ln 2/ lnλ

这是一个十分简化的模型, 但它体现了 RG 的基本思想和基本方法, 不是直接去计
算配分函数, 而是研究那些使配分函数保持不变的变换性质, 它们构成一个半群, 从群的
性质中抓住相变的本质特征.
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关联长度 ξ Ñ 8本是一件 “坏事”, 现在变成了好事, 因为它在标度变换之下不变,
即有固定点 Kc. 这里的情形与粒子物理, 原子物理中的对称性所起的作用相似. 如中心
力场中角动量守恒, 能级对磁量子数简并. 加上破坏对称的微扰后, 可产生量子态间的
跃迁, 从对称性分析就可以得到诸如跃迁的选择定则等十分有用的信息. 这里利用 Tc时

的标度不变性, 通过把变换进行线性化求得 Tc附近的行为.
注意, 从 f(K)是解析函数出发, 得出了关联长度对温度的非解析关系（ν不一定是

整数, 可能是无理数）. 关键是 f(K)对 K有 “固定点”.
对于非线性变换固定点很容易出现.
如对于函数 f(x) =

?
x, 则 x1 = f(x)的变换具有固定点 x˚ = 1; 对于 f(x) =

1 ´ µx2, x1 = f(x)变换的固定点 x˚ = 1
2µ
(1 ˘

?
1 + 4µ). 注意到

Bf

Bx
|x=x˚ = ´2µx˚ = ˘

?
1 + 4µ´ 1

当
?
1 + 4µ´ 1 ă 1, 即 µ ă 3

4
时, 该固定点稳定，此时，在固定点附近，变换的结果总

是靠近固定点. 当 µ ą 3
4
时, 该固定点不稳定，在固定点附近，变换的结果总是远离固

定点.
概括起来, 重正化群分下面几步

1. 粗粒平均, 缩小分辨率.

2. 尺寸和自旋重新标度, 使与原来的模型一致.

3. 找固定点, 线性化, 计算临界指数.

下面给出较为严格的定义, 一般可以考虑不止近邻作用, 可包括次近邻等等, 哈密顿
由一组参数定义, 记为 µ, 称为参数空间.

µ = (K1,K2, ¨ ¨ ¨ ) (9.15.1)

定义一个变换 Rb, b ą 1; 其效果为前述的一, 二两步, 参数变成为 µ1:

µ1 = (K 1
1,K

1
2, ¨ ¨ ¨ ) (9.15.2)

记为: µ1 = Rbµ. 它分为两步:
第一步: βH 1(s) = KbβH(s)

第二步, 重新标度: x1 = x
b
, 关联长度 ξ1 = ξ

b
. 即把系统的大小进行收缩, 集团收缩

到与元胞相等.
上述变换就称为重整化群变换, 简记为 RG. 显然, Rb满足群的乘法关系, RbRb1 =

Rbb1 , 但不存在逆元, 所以 RG 是半群, 不能单独拿出来研究, 而必须与其作用对象放在
一起研究.
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系统的自由能是：

e´Ng(µ) = e´βG(µ) =
ÿ

tsu

e´βH(tsu;µ)

做重正化群变换

e´Ng(µ) = e´βG(µ) = e´βG(µ1) = e´N 1g(µ1)´Ngn(µ
1)

=
ÿ

ts1u

e´βHB(ts1u;µ1)

其中

N 1 =
N

bd
(9.15.3)

g(µ) = gn(µ
1) +

g(µ1)

bd
, µ1 = Rbµ (9.15.4)

gn(µ
1)为变换中的非奇异部分, 在早期的文献中, 这一项会被略去, 后来, 仔细的分析表

明, 这一项也是很重要的, 这是因为 RG 变换要进行多次, 每次都会有一个 gn, 而所有这
些 gn加起来, 对临界行为也会有贡献. 重正化变换下, 自由能奇异部分的标度形式为

g(µ) = b´dg(Rbµ) (9.15.5)

重正化变换的固定点由下式决定

µ˚ = Rbµ
˚ (9.15.6)

在固定点附近, 假定重正化群变换是解析的, 可以作泰勒展开：

K 1
α ´K˚

α =
ÿ

β

(
BK 1

α

BKβ

)
˚

(
Kβ ´K˚

β

)
(9.15.7)

定义：

Tαβ =

(
BK 1

α

BKβ

)
˚

, (9.15.8)

有

δK 1
α = TαβδKβ (9.15.9)

设 T的右本征矢量为 e, 称为标度场.

Te = λe (9.15.10)

上式为线性化的重正化群变换. 在重正化群变换下

e(n+1)
α = λαe

(n)
α (9.15.11)
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经过重正化群变换, 长度的单位变为原来的 b倍, 把本征值写为 λ = by, 当 y ą 0时,
λ ą 1, 变换的结果是远离固定点, 对应的标度场称为有关场, 或有关参数; 当 y ă 0时,
λ ă 1, 变换的结果是靠近固定点, 对应的标度场称为无关场, 或无关参数; 当 y = 0时,
λ = 1, 变换的结果不变, 对应的标度场称为边缘场, 情况比较复杂.
用本征矢量 e作为基矢量, 则参数偏离固定点的线性变化可以展开为

δµ =
ÿ

α

tαeα (9.15.12)

δµ1 =
ÿ

α

tαb
yαeα (9.15.13)

在固定点附近, 自由能的奇异部分满足

g(t1e1, t2e2, ¨ ¨ ¨ , ) =
1

bd
g(by1t1e1, b

y2t2e2, ¨ ¨ ¨ ) (9.15.14)

在物理参数的空间里, 固定点处在一个超曲面上, 超曲面由有关标度场 eα = 0决定.
这个超曲面称为临界面. 在临界面上的点经重正化群变换后趋于固定点. 临界面上的不
同点对应于不同的哈密顿, 这些哈密顿具有相同的临界现象.

考虑 h = 0, 则系统内只有一个有关变量, 温度 t, 故应该只有一个 y大于 0, 记为
y1.

δµ1 = t1(t)b
y1e1 +O(by2) (9.15.15)

在临界点, t = 0, δµ1 = 0, 假定 t1(t)是 t的光滑函数, 则可以展开

t1 = At+ ¨ ¨ ¨ (9.15.16)
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A可以取为正数 (若 A为负, 可以通过重新定义 e1, 把负号吸收到 e1中去). 于是

δµ1 = Atby1e1 +O(by2) (9.15.17)

g(Ate1, t2e2, ¨ ¨ ¨ ) =
1

bd
g(Atby1e1, b

y2e2, ¨ ¨ ¨ ) (9.15.18)

经过多次 ( n) 变换, 将会到达一个温度

t0 = bny1t (9.15.19)

使得相邻的集团没有关联, 即 ξ „ 1. 另一方面, 每变换一次, 关联长度收缩一个因子
1/b, ξ1 = ξ/b.

ξ = bn =

(
t0
t

)1/y1

, 即 ν =
1

y1
(9.15.20)

再看物态方程, 当 h ‰ 0时, H中加一项 ´h
ş

s(x)dx, 这一项在 RG 变换下自己
变换, 没有来自其他项的贡献. 在 Kadanoff 变换下, 上式变为 ´h

ş

s(y)dy. 对集团尺
寸和自旋变量重新标度，即 y = x

b
,
ş

dy = bd
ş

dx, 设自旋的标度因子为 λb = ba, 即
sy = λbsx, 这样就有

´h

ż

dy s(y) = ´hλbb
d

ż

dx s(x) = ´hba+d

ż

dx s(x) (9.15.21)

由此得到 h的变换为

h1 = hλbb
d = hba+d = hbyh (9.15.22)

注意, 这里并没有具体给出 a或 yh, 这是需要求的量. 在不同的重整化方案中, 计算方式
有所不同.
关联函数

C(x,x1) „ xsxsx1 y =

ż

ddpC(p)eip¨(x´x1)

在临界点附近,
C(p) „ p´2+η

RG变换下,第一步, p的取值范围缩小,第二步标度,使 p的范围复原,即 p Ñ p1 Ñ bp1 =

p. 所以, 在临界点附近, 第一步, C(p)变为 p1´2+η, 第二步, 由 p1 = p
b
, 变为 b2´ηp´2+η,

即

C(p, µ) = b2´ηC(p,Rbµ) (9.15.23)

在实空间, C(x,x1)是两个自旋相乘的平均, 在 RG 变换下只需要做自旋的标度变换, 即

C(x,x1;µ) „ b2aC(x,x1;µ1) „ b´d+2´ηC(x,x1;µ1) (9.15.24)
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第二步用到了 C(p)的变换关系, 以及 C(x,x1)和 C(p)之间的变换关系, 即相差一个对于
p的 d维积分, 在标度变换时给出因子 b´d. 这样, 就得到了自旋标度因子 a(或磁本征值
yh) 与临界指数 η之间的关系.

a =
2 ´ d´ η

2
(9.15.25)

而

yh = a+ d =
1

2
(d´ η) + 1 (9.15.26)

当 h = 0时, 由:
m(µ(T, 0)) = xsxyµ = bam(Rbµ)

有

m(µ(T, h)) = bam

(
µ˚ +A

(
b

ξ

)1/ν

e1 +O(by2)

)
这就是自发磁化的标度关系. 取 b = ξ, 则

m „ ξa = t´νa = tβ

即, a = ´β
ν
. yh = a+ d = d´ β

ν
. 利用所得结果, 重正化群变换可以写成

Rbµ(T, h) = µ˚ +A

(
b

ξ

)1/ν

e1 + hbd´
β
ν eh +O(by2)

这样, 物态方程就有如下的标度形式

m(µ(T, h)) = b´
β
ν

(
µ˚ +A

(
b

ξ

)1/ν

e1 + hbd´
β
ν eh +O(by2)

)

以 ξ标度（取 b = ξ), 有
m(t, h) = ξ´

β
ν m̂(hξd´

β
ν )

T Ñ TC , h ‰ 0 时, 令 hξd´
β
ν = 1

m(µ(T, h)) = h
β

dν´βm(µ˚ + eh +O(by2/yh))

h很小时, m(µ(T, h)) „ h1/δ,
δ =

β

dν ´ β

磁化率 χ „ C(p Ñ 0), 所以,

χ „ b2´ηC(p,Rbµ) = ξ2´ηχ̂ „ t´ν(2´η) = t´γ

得到

γ = ν(2 ´ η)
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h = 0, 自由能标度为
g(t, 0) = ξ´dĝ „ tνdĝ

求二次导数, 得到比热为
ch =

d2g

dt2 „ tνd´2

即：α = 2 ´ νd

总结以上所得：

ν =
1

y1

yh =
1

2
(d´ η) + 1 = d´

β

ν

即 η = d´ 2yh + 2

(9.15.27)

而各个指数之间满足：

γ = ν(2 ´ η)

β =
1

2
ν(d´ 2 + η)

δ =
β

dν ´ β
=
d´ 2 + η

d+ 2 ´ η

α = 2 ´ νd

(9.15.28)

做适当变换，就得到了标度假定得到的标度关系. 在重整化群变换的基础上, 自然得到
了标度假定, 从这个意义上, 可以认为重整化群证明了标度假定. 这样, 只要求得 y1和

yh, 所有的临界指数均可求出.

9.16 坐标空间的重正化群（PSRG）

在这一节, 介绍 PSRG, 先介绍最简单的 decimation 方法 (以一维 Ising Model 为
例), 然后介绍集团展开方法 (以二维 Ising Model △格子为例).

9.16.1 一维 Decimation 方法

取 b = 3

第一步, Kadanoff 变换
βH = ´K

ÿ

i

sisi+1
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ZC =
ÿ

tsiu

e
K

ř

i
sisi+1

=
ÿ

tτju

ÿ

tsiu

δτjsje
K

ř

i
sisi+1

=
ÿ

tτju

N 1=N/3
ź

j=1

ÿ

"

s3j+1 = ˘1

s3j+2 = ˘1

*

eK(τjs3j+1+s3j+1s3j+2+s3j+2τ(j+1)

=
ÿ

tτju

N 1=N/3
ź

j=1

ÿ

"

s3j+1 = ˘1

s3j+2 = ˘1

*

(coshK + τjs3j+1 sinhK)(coshK+s3j+1s3j+2 sinhK)

(coshK + s3j+2τj+1 sinhK)

=
ÿ

tτju

N 1
ź

j=1

22[cosh3K + τjτj+1 sinh3K]

=
ÿ

tτju

N 1
ź

j=1

22(coshK)3

cosh rK

(
cosh rK + τjτj+1 sinh rK

tanh3K

tan k rK

)

令: tanh3 K

tanh ĂK
= 1, rK = tanh´1 tanh3K, 则

ZC =
ÿ

tτju

N 1
ź

j=1

(2 coshK)3

2 cosh rK

(
cosh rK + τjτj+1 sinh rK

)

=

[
2 coshK

(2 cosh rK)1/3

]N N 1
ÿ

tτju

ź

j

(cosh rK + τjτj+1 sinh rK)

= eN ln 2 cosh K

[2 cosh ĂK]1/3
ÿ

tτj=˘1u

e
ĂK

N1
ř

j=1
τjτj+1

„
ÿ

tτj=˘1u

e
ĂK

N1
ř

j=1
τjτj+1

对于一般的 b, 有 rK = tanh´1 tanhbK, 可以延拓到 b为连续变量.
第二步, 求固定点,

K˚ = tanh´1 tanhbK˚

K˚ =

#

0

8
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B rK

BK
=

1

1 ´ tanh2bK
¨ b tanhb´1K ¨

1

cosh2K

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

K˚=

$

’

’

&

’

’

%

0

8

=

#

0

1
=

#

b´8

b0

[
b
(
1 ´ tanh2K

)
1 ´ tanh2bK

|tanh KÑ1 =
´2bα

´2bα2b´1
|αÑ1 = 1

]

K = 0时, y1 = ´8 ă 0, 是无关固定点, 不是相变点.
K = 8时, y1 = 0, 有点象临界点, （T = 0）

临界指数：

α =
2y1 ´ d

y1
= ´8

ν =
1

y1
= 8

Decimation 的特点
缺点：对于二维系统, 变换后, H [s]与 H 1 [s1]的形式不一样, 所以，直接推广到二维

及以上有困难.
优点：

1. 方法简单明了,（对 1D）, 可以用作其它一维问题, 如电子结构, 无序链的处理，等
等.

2. 可与其它方法结合用于高维, 如 Migdal － Kadanoff 方法等, 见：[?, ?, ?, ?]

9.16.2 二维集团展开法

把温度因子吸收进哈密顿量，定义

H̃ = ´βH = K
ÿ

xijy

sisj + h
ÿ

i

si

其中

K = J/kT, h = µB/kT

配分函数

ZC =
ÿ

tsiu

eH̃

总自由能

F = ´kT lnZC = F (T,B) = F (K,h)
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由下述八步来介绍此模型的 PSRG.

1. 划分 Kadanoff 集团，

2. 划分有效哈密顿，

3. 规定新的集团自旋，

4. 定义部分迹（P,T），

5. 近似计算（P,T），

6. 找出 RG，

7. 确定 RG 的固定点，

8. 计算临界指数.

下面考虑二维 △格点上的 Ising 模型, 逐点说明.

1. 划分 Kadanoff 集团：

设原来为 △晶格, 每个格点上一个自旋, 记为 si, 晶格常数为 a. 取若干个格点
(site) 构成集团 (block), 如图是一种最简单的选择, 每个集团包括三个格点, 若把
集团看成单元, 仍为三角晶格. 集团的间距成为 ba, 其中 b =

?
3. 总的集团数

N 1 = Nb´d =
N

3

集团的晶格常数

a1 =
?
3a

这只是一种可能的划分，并不唯一, 可以取更大的集团, 例如可选包括 7, 9 … 个格
点的更大的集团, 增大集团将增加计算工作量, 但能够提高计算精度.

2. 划分有效哈密顿：

把 H̃分为二部分

H̃ =H0 + V

H0 =K t(s1s2 + s2s3 + s3s1) + (s4s5 + s5s6 + s6s4) + ¨ ¨ ¨u

V =K ts1s5 + s3s5 + ¨ ¨ ¨u + h
ÿ

i

si
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H0代表所有集团内格点自旋的相互作用, V代表所有集团, 集团互作用及外场中的
Zeeman 能, 下面可看到, H0部分可严格求解, 而 V只能近似处理. （h项可严格处
理, 但为了与原哈密顿一致, 还需对 h展开）.

3. 规定新的集团自旋变量：

为了能够用集团描写代替原来的格点描写, 需规定集团自旋变量, 这里采用多数规
则（majority rule），即规定集团的自旋为

sI = Sign(sI1 + sI2 + sI3)

sIi表示第 I个集团内的第 i个格点的自旋.

引入内部自由度 σI , 标记每个给定集团自旋中的格点自旋状态，如图所示：

(s1, s2, s3) (sI , σI)

(1, 1, 1) (1, 1)

(1, 1, ´1) (1, 2)

(1, ´1, 1) (1, 3)

(´1, 1, 1) (1, 4)
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(´1, ´1, ´1) (´1, 1)

(´1, ´1, 1) (´1, 2)

(´1, 1, ´1) (´1, 3)

(1, ´1, ´1) (´1, 4)

即有对应关系

tsiu Ñ tsI , σIu

4. 定义部分迹 P.T (partial trace)

把配分函数 ZC =
ř

tsiu

eH(si) =
ř

tsiu

eH0+V 用集团自旋描写

ZC =
ÿ

ts1
Iu

ÿ

tσIu

1eH0+V

定义部分迹为对于内部自由度的求和：

(P.T ) =
ÿ

tσIu

1eH0+V ” eH1(sI)

“ 1 ” 表示固定 tsIu组态下所有 σI的求和. 因为这是对于 sI固定，仅对集团内自由

度求和, 故称为部分迹 (P.T ).

于是集团哈密顿为

H 1(sI) = ln(P.T )

而配分函数用集团哈密顿量表示为

ZC =
ÿ

tsIu

eH1(sI)
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5. 计算部分迹 (P.T )：

由定义：

(P.T ) = A
@

eV
D

0
= e´H1

I(sI)

其中

A =
ÿ

tσIu

1eH0 , x¨ ¨ ¨ y0 =

ř

tσIu

1(¨ ¨ ¨ )eH0

ř

tσIu

1eH0

对 V展开：
@

eV
D

0
=

B

1 + V +
1

2!
V 2 +

1

3!
V 3 + ¨ ¨ ¨

F

0

于是，部分迹为

(P.T ) = A
@

eV
D

0
= A

(
1 + xV y0 +

1

2!

@

V 2
D

0
+ ¨ ¨ ¨

)
由此得到集团哈密顿

H 1(sI) = ln(P.T )

= lnA+ ln
(
1 + xV y0 +

1

2!

@

V 2
D

0
+ ¨ ¨ ¨

)
= lnA+ xV y0 +

1

2!
(
@

V 2
D

0
´ xV y

2

0) + ¨ ¨ ¨

上式称为累积展开（集团展开方法）.

下面计算各项：

A =
ÿ

tσIu

1eH0

由于

H0 =
N 1
ÿ

I=1

HI
0

其中

HI
0 = K(sI1s

I
2 + sI2s

I
3 + sI3s

I
1)

于是

A =
ÿ

tσIu

1

N 1
ź

I=1

eHI
0 =

N 1
ź

I=1

4
ÿ

σI=1

1eHI
0

当 sI = 1时,
4
ÿ

σI=1

1eHI
0 = e3K + 3e´K
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当 sI = ´1时,
4
ÿ

σI=1

1eHI
0 = e3K + 3e´K

所以,

A =
(
e3K + 3e´K

)N 1

xV y0 = K
ÿ

xI,Jy

(
@

sI1s
J
2

D

0
+
@

sI3s
J
2

D

0

)
+ h

N 1
ÿ

I=1

(
@

sI1
D

0
+
@

sI2
D

0
+
@

sI3
D

0

)
H0中不包括集团之间互作用, 集团中的 3个格点等价且不同集团之间的自旋对于

H0没有关联. 于是有
@

sI1s
J
2

D

0
=
@

sI1
D

0

@

sJ2
D

0
@

sI1
D

0
=
@

sI2
D

0
=
@

sI3
D

0

这样就有

xV y0 = 2K
ÿ

xIJy

@

sI1
D

0

@

sJ1
D

0
+ 3h

N 1
ÿ

I=1

@

sI1
D

0

当 sI = +1时,
@

sI1
D

0
=

e3K + e´K

e3K + 3e´K

当 sI = ´1时,
@

sI1
D

0
= ´

e3K + e´K

e3K + 3e´K

综合上面的结果得到
@

sI1
D

0
=

e3K + e´K

e3K + 3e´K
sI

由此求得

xV y0 = 2K

(
e3K + e´K

e3K + 3e´K

)2
ÿ

xIJy

sIsJ + 3h

(
e3K + e´K

e3K + 3e´K

)
ÿ

I

sI

仅限于这一阶，高阶的计算需要更多的工作量.

6. 找出 RG 变换：

如果只保留到一阶累积量, 则近似地有

H 1 « lnA+K 1
ÿ

xIJy

sIsJ + h1
ÿ

I

sI
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这里:

K 1 = 2K

(
e3K + e´K

e3K + 3e´K

)2

h1 = 3h

(
e3K + e´K

e3K + 3e´K

)
这就是 µ1 = R?

3µ的 R 变换, 这里的参数空间 µ1 = (K 1, h1), µ = (K,h).

注意, 此处并未做自旋的重新标度, 这是因为构造集团自旋的规则中，已经保持自
旋总是取 ˘1. 长度变量没有明显出现，隐含已做重新标度.

7. 确定固定点：

由 µ˚ = R?
3µ

˚确定变换的固定点，即

K˚ = 2K˚

(
e3K˚

+ e´K˚

e3K˚ + 3e´K˚

)2

h˚ = 3h˚

(
e3K˚

+ e´K˚

e3K˚ + 3e´K˚

)

固定点方程有如下的解，分别是：

(1) K˚ = 0, 8,
1

4
ln
(
1 + 2

?
2
)

» 0.34

(2) h˚ = 0, 8

即

K˚ =
J

kT ˚
ñ

#

K˚ = 0, K˚ = 8, K˚ = 0.34

T ˚ = 8, T ˚ = 0, J
kTc

= 0.34

已知临界温度的精确解为 J
kTc

« 0.27, 这里得到的合理解 0.34的误差为 26%. 另一
方面，平均场近似得到结果是 J

kTc
= 0.17, 误差为 37%. 所以，这个结果比平均场

好！

8. 计算临界指数：

K˚ = 0.34, h˚ = 0对应于临界点，在此固定点把 RG 变换线性化，得到

T =

 BK1

BK
BK1

Bh

Bh1

BK
Bh1

Bh


K = K˚

h = h˚

=

 1.62 0

0 2.12

 =

 ?
3
y1

0

0
?
3
yh


由此读出本征值

yt = 0.88, yh = 1.36
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利用(9.15.20), (9.15.26), 求得临界指数为

ν =
1

yt
= 1.14

η =2 ´ 2yh + 2 = 1.28

再由标度关系得到

α = ´0.27, β = 0.73, γ = 0.82, δ = 2.13

二维 Ising 模型的精确解结果为

ν = 1, η =
1

4
, δ = 15, γ =

7

4
, β =

1

8
, α = 0(对数发散)

而平均场的结果是：

ν =
1

2
, η = 0, δ = 3, γ = 1, β =

1

2
, α = 0(有限跳跃)

在计算中，只考虑了二个参数, 临界面成为一个点, 即固定点, 当考虑多于二个参数
时, 便出现临界面.
我们看到，上述结果很不好, 这是可以预料的, 一方面, 只取了 3 个格点构成集团,

另一方面, 只取了一级累积展开.
可以在上述的两个方面改进结果，

1. 计算高阶累积, 这种作法改进不大而工作量剧增, 下面给出一张计算结果和工作量
表：

Kc 时间

1 －级 0.34 1 小时
2 －级 0.26 1 天
3 －级 0.30 2 年
4 －级 ？ 103年

精确值 0.27

从这张表可以得到什么结论？

RSRG 是一个不好的近似, 除个别例子之外, 对实际应用结果并不太好. RSRG 的
近似不能控制, 这是因为我们即无关于累积展开的收敛定理, 也无关于收敛速度的
定理, 缺乏理论而只知道如何去做.

2. 选取较大的集团, 小集团解析作, 大集团用 Monte Carlo 作, 其结果如下图.
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ν(b)与 ln 1
b
成一直线, 交点为 1, 与精确结果相同. 但另一个临界指数 η与 h有关,

改进不大, 其主要原因是对集团自旋处理的不好, 因为 yh与 xsy相联系.

9.17 动量空间的重正化群 (MSRG), s4 Model

在这一节, 以 GL 哈密顿(9.12.1)为例, 把动量空间的重正化群 (MSRG) 演示一下,
为了清楚起见, 将分下面 10 步来讨论.
把(9.12.1)变换到动量空间，得到

βH =
1

2

ż

dp (ρ+cp2)sps´p+u
1

(2π)3d

ż

dp1dp2dp3dp4sp1
sp2

sp3
sp4

δ(p1+p2+p3+p4)

在上式中，自旋的标度并未固定, 通过对自旋的适当标度, 可以使得哈密顿中 p2的系数

为 1
2
, 这总是可以做到的. 这样, 在无需引进 hs一项的前提下, 也能通过固定这个系数为

1而得到 yh.
经过标度，哈密顿量成为：

H̃ ” βH =
1

2

ż

(ρ+ p2)sps´p + u

ż

s1s2s3s4(2π)
dδ(1 + 2 + 3 + 4) (9.17.1)

这里为简化符号用 1, 2, ¨ ¨ ¨代表 p1,p2, ¨ ¨ ¨, 而积分测度则省去不写. 对于积分号内的每
个积分有积分测度

ż

=

ż

ddp

(2π)d
¨ ¨ ¨

第二项对 p1, p2, p3, p4积分, 即
ż

s1s2s3s4(2π)
dδ(1+2+3+4) =

ż

dp1

(2π)d
dp2

(2π)d
dp3

(2π)d
dp4

(2π)d
sp1

sp2
sp3

sp4
(2π)dδ(p1+p2+p3+p4)

对于 p的积分, 是有上限的, 可以重新标度, 使其为单位球内的积分, 同样, 通过重新标
度, 使 p2前的系数为 1

2
.

第一步, 划分波矢空间, 取标度因子为 b

长波长区对应 0 ď p ď 1
b
，短波长区对应 1

b
ă p ď 1. 与此相对应, 自旋变量 sp分为

长波分量 Lp和短波分量 σp

sp = σp + Lp
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其中

σp =

$

&

%

sp
1
b

ă p ď 1

0 0 ď p ď 1
b

Lp =

$

&

%

Lp 0 ď p ď 1
b

0 1
b

ă p ď 1

第二步, 划分有效哈密顿：
把 sp = σp + Lp代入(9.17.1)的哈密顿得到：

H̃ = H0(σ) +H0(L) +HI(σ) +HI(L) +HI(σ,L) (9.17.2)

其中:

H0(σ) =
1

2

ż

(ρ+ p2)σpσ´p

H0(L) =
1

2

ż

(ρ+ p2)LpL´p

HI(σ) = u

ż

σ1σ2σ3σ4(2π)
dδ(1 + 2 + 3 + 4)

HI(L) = u

ż

L1L2L3L4(2π)
dδ(1 + 2 + 3 + 4)

HI(σ, L) = u

ż [
t4 σ1σ2σ3L4 + 6σ1σ2L3L4 + 4σ1L2L3L4u (2π)dδ(1 + 2 + 3 + 4)

]
(9.17.3)

第三步, 定义部分积 P.T

配分函数为：

ZC =

ż

[dLp] e
´H̃(s) =

ż

[dsp] e´H(L)´HI(L)A(L)

其中部分迹 A(L)定义为:

P.T = A(L) =

ż

[dσp]e´H0(σ)´HI(σ)´HI(σ,L)

第四步, 累积展开计算部分迹及有效互作用哈密顿 H 1
I(L),

部分迹可以写为：

P.T = A(L) =

ż

[dσp]e´H0(σ)e´HI(σ)e´HI(σ,L)

= C
@

e´HI(σ)´HI(σ,L)
D

0
= e´H1

I(L)
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其中：

C =

ż

[dσp]e´H0(σ)

x¨ ¨ ¨ y0 =
1

C

ż

[dσp]e´H0(σ) (¨ ¨ ¨ )

对短波部分做展开

@

e´HI(σ)´HI(σ,L)
D

0
= 1 ´ xHI(σ) +HI(σ,L)y0 +

1

2

A

(HI(σ) +HI(σ,L))
2
E

0
+ ¨ ¨ ¨

则得到短波修正部分的集团哈密顿量的累积展开为

H 1
I(L) = ´ lnA(L)

= ´ lnC ´ ln
(
1 ´ xHI(σ) +HI(σ,L)y0 +

1

2

A

(HI(σ) +HI(σ, L))
2
E

0
+ ¨ ¨ ¨

)
= ´ lnC + xHI(σ) +HI(σ,L)y0 ´

1

2

A

(HI(σ) +HI(σ,L))
2
E

0

+
1

2

[
xHI(σ) +HI(σ, L)y

2

0

]
+ ¨ ¨ ¨

第五步, 图形规则: 一阶累积展开,

xHI(σ)HI(σ,L)y0

在 HI(σ) +HI(σ, L) 中, 共有下列各项, 每项用一个图形顶角表示

u

ż

σ1σ2σ3σ4δ(1 + 2 + 3 + 4) 1

u

ż

σ1σ2σ3L4δ(1 + 2 + 3 + 4) 4

u

ż

σ1σ2L3L4δ(1 + 2 + 3 + 4) 6

u

ż

σ1L2L3l4δ(1 + 2 + 3 + 4) 4

直线代表长波分量，波纹线代表短波分量，每个顶角贡献一个因子 u, 外加顶角的系数,
列于顶角后面. 每个顶角的总动量为 0.
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由于

H0(σ) =
1

2

ż

p

(ρ+ p2)σpσ´p

奇数个 σp的平均值为 0, 而偶数个 σp的平均值有下述Wick定理, 请大家自己证明一下.

xσ1σ2 ¨ ¨ ¨σ2ny0 = xσ1σ2y0 xσ3σ4y0 ¨ ¨ ¨ xσ2n´1σ2ny0 + Permutations

而

xσp1
σp2

y
0
=

(2π)d

ρ+ p21
δ(p1 + p2)

于是:

xHI(σ) +HI(σ,L)y0 = 3u

ż

xσp1
σp2

y
0

xσp3
σp4

y
0
(2π)dδ(1 + 2 + 3 + 4)

+ 6u

ż

xσp1
σp2

y
0
Lp3

Lp4
(2π)dδ(1 + 2 + 3 + 4)

= 3u

ż

ą

1

ρ+ p21

ż

ą

1

ρ+ p23
+ 6u

ż

ą

1

ρ+ p21

ż

ă

LpL´p

= 3 + 6

(9.17.4)

最后一行给出了前一行的图形表示. 这里:
ż

ą

=

ż

1
b ăpď1

ż

ą

=

ż

pă 1
b

图形规则, 两个端点均于其他线（或自己）相连的线为内线，一个端点自由的线为
外线，n级图为所有实线为内线, 波纹线为外线，n个顶点的图. 每条线对应

1

ρ+ p2

Lp



9.17 动量空间的重正化群 (MSRG), s4 MODEL 467

每个顶点给一因子 u, n阶图包含一总体因子 (´1)n´1

n!
, 然后对每个图，乘以其顶点系

数和对称系数, 并对独立动量积分. 如(9.17.4)的两个图，第一个，顶点上有四条线，选
出两个连成内线，有 4!

2!2!
= 6种方式, 剩下的两个连接成内线, 一种方式. 图形有对称性，

两个圈交换后不变，在乘以 2，得到对称数为 3，顶点系数为 1，最后得系数 3；第二个

图，对称系数为 1，顶点系数为 6，得系数 6. 下一步针对二阶图，再给出计算对称系数
的例子.
第六步，计算二阶累积:
二阶项的图形表示如下

1

2

A

(HI(σ) +HI(σ,L))
2
E

=
1

2

$

’

’

&

’

’

%

3 + 6


2

+ 72

+ 48 + 16 + 96

+ 72 + 144

+ 72 + 24

,

/

.

/

-

括号外是总体因子 (´1)2/2! = 1/2，图 每个顶点二条直线，有 2 种连接方式，

顶点系数为 6 ˆ 6 = 36，得到系数 72; 的对称数为 3，顶点系数为 16，得到

系数 48；图 ，对称数为 6，顶点系数为 16，得到系数 96， 对称

数为 6 ˆ 2 = 12, 顶点系数 6，得到系数 72； 对称数为 9，顶点系数 16，得

系数 144； 对称数 6ˆ 6ˆ 2 = 72，顶点系数 1； 对称数 4ˆ 3ˆ 2ˆ 1 = 24，

顶点系数 1.
分析: 一次项的平方给出不相连图, 正好与累积展开中的评分项中的对应项相消.
第二行的第一项为 0，这是因为第二个顶点的长波圈自身以满足动量守恒，而零两

条线分属长、短波，动量不可能相同. 第二个图有六个外线，对应于哈密顿中的高阶项，
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在计算 η时需要，这里可以略去. 第三个图和第三行的第一图是对于二次项的高阶修正，
在做下一阶计算时需要保留. 第三行第二图因动量守恒而为 0. 最后两图是真空图，给
出常数，不考虑. 所以，实际上只需要计算一个图

72 = 72u2
ż

1

ρ+ q2
1

ρ+ (p1 + p2 ´ q)2
Lp1

Lp2
Lp3

Lp4
(2π)dδ(1 + 2 + 3+ 4)

在上述积分中, 把 1
ρ+(p1+p2´q)2

对 p1 + p2 展开并只取最低项, 这一点在下面考虑的

ε = 4 ´ d

为小量时的一阶展开下是成立的.
于是:

上式 = 72u2
ż

1

(ρ+ q2)2
Lp1

Lp2
Lp3

Lp4
(2π)dδ(1 + 2 + 3 + 4)

二阶累积为:

´36u2
ż

1

(ρ+ q2)2
Lp1

Lp2
Lp3

Lp4
(2π)dδ(1 + 2 + 3 + 4)

令:
f(ρ) =

ż

1

ρ+ q2

f 1(ρ) = ´

ż

1

(ρ+ q2)2

则:

H 1
I(L) = 6uf(ρ)

ż

ă

LpL´p + 36u2f 1(ρ)

ż

Lp1
Lp2

Lp3
Lp4

(2π)dδ(1 + 2 + 3 + 4) + const.

变换后的哈密顿

H 1 = H0(L) +HI(L) +H 1
I(L)

=
1

2

ż

(ρ+ 12uf(ρ) + p2)LpL´p

+ (u+ 36u2f 1(ρ))

ż

Lp1
Lp2

Lp3
Lp4

(2π)dδ(1 + 2 + 3 + 4)

(9.17.5)
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第七步，变为与老的哈密顿相同的形式.
(9.17.5) 中, 动量的取值范围是 0 Ñ 1

b
, 若用带撇的量标志, 则标度变换相当于,

p = p1

b
, 而实空间的自旋标度因子是 λb = ba, 所以动量空间的标度因子为 λbb

d = ba+d,
见(9.15.21), 即 Lbp = λbb

dsp. 这样, ρ这一项的标度因子为 λ2
bb

2d´d = λ2
bb

d, 这里, 减去
d来自对于 p的积分, 同理 p2的系数的标度因子为 λ2

bb
2d´d´2 = λ2

bb
d´2, 另一个 ´2来自

p2, u的标度因子为 λ4
bb

4d´3d = λ4
bb

d, ´3d来自对于 p的三个积分 (式中表面上是 4 个,
因 δ函数, 实际上是 3 个). 这样就得到

H 1
b =

1

2

ż

p

(
ρ1 + bd´2λ2

bp
2
)
sps´p + u1

ż

s1s2s3s4(2π)
dδ(1 + 2 + 3 + 4) + const

(9.17.6)
其中

ρ1 =bdλ2
b(ρ+ 12uf(ρ))

u1 =bdλ4
b(u+ 36u2f 1(ρ))

(9.17.7)

为了固定 p2的系数为 1, 选择

bd´2λ2
b = 1, λb = b1´ d

2 (9.17.8)

则 H 1
b 与 H除一常数外相同. 由此可得：

a = 1 ´
d

2

yh = a+ d = 1 +
d

2
, η = d´ 2yh + 2 = d´ 2 ´ d+ 2 = 0

而

ρ1 = b2(ρ+ 12uf(ρ))

u1 = b4´d(u+ 36u2f 1(ρ))

第八步，确定固定点

令 ε = 4 ´ d

ρ˚ = b2 (ρ˚ + 12u˚f (ρ˚))

u˚ = bε
(
u˚ + 36u˚2f 1 (ρ˚)

)
下面将看到, ρ˚ 是一小量, 把 f(ρ˚)在 0展开, 取最低阶项, 解得两组解：
第一组：

u˚ = 0, ρ˚ = 0
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若 u˚ ‰ 0, 则
b´ε ´ 1 = 36u˚f 1(0)

解得

u˚ =
(b´ε ´ 1)

36f 1(0)
=

e´ε ln b ´ 1

36f 1(0)

ρ˚ =
12u˚f(0)b2

1 ´ b2
= ´

1

1 ´ b´2
12f(0) ¨

e´ε ln b ´ 1

36f 1(0)

= ´
1

1 ´ b´2
¨
1

3

f(0)

f 1(0)
(e´ε ln b ´ 1)

= ´
1

3

f(0)

f 1(0)

e´ε ln b ´ 1

1 ´ b´2

保留至 ε的一次项,

ρ˚ =
1

3

f(0)

f 1(0)

ε ln b
1 ´ b´2

u˚ = ´
ln b

36f 1(0)
ε

第九步, 线性化及线性化 RG 的本征值, 临界指数
1, 先看第一个固定点

#

ρ˚ = 0

u˚ = 0

线性化：
#

ρ1 = b2ρ+ 12f(0)b2u,

u1 = bεu,

T =

 b2 12f(0)b2

0 bε


分两种情形

a, d ą 4, ε ă 0,
y1 = 2, y2 = ε ă 0

由于不考虑外场, 只有一个有关参数, 上面固定点在 d ą 4时是物理的. ν = 1
y1

= 1
2
,

η = 0, 由此可求得其它临界指数.
b, d ă 4, ε ą 0
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y1 = 2, y2 = ε ą 0

上述固定点不稳定, 是非物理固定点.
2, 再看第二个固定点,

ρ˚ =
1

3

f(0)

f 1(0)

ε ln b
1 ´ b´2

u˚ = ´
ln b

36f 1(0)
ε

求 T矩阵, 保留到 ε的一次项:

Bρ1
1

Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ˚,u˚

= b2(1 + 12u˚f 1(0)) = b2
(
1 ´

1

3
ε ln b

)
Bρ1

Bu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ˚,u˚

= 12b2f(0)

Bu1

Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ˚,u˚

= bε36u˚2f
2
(ρ˚) „ ε2 = 0

Bu1

Bu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ˚,u˚

= b2 (1 + 72u˚f 1(0))

= bε (1 ´ 2ε ln b)

= eε ln b (1 ´ 2ε ln b) = (1 + ε ln b) (1 ´ 2ε ln b)

= (1 ´ ε ln b)

T =

 b2
(
1 ´ 1

3
ε ln b

)
12b2f(0)

0 1 ´ ε ln b


利用同样精度的关系式,

b2
(
1 ´

1

3
ε ln b

)
= b2

(
1 + ln b´ 1

3 ε
)

» b2´ 1
3 ε

1 ´ ε ln b = 1 + ln b´ε = b´ε

把 T写成 b的指数形式

T =

 b2´ 1
3 ε 12f(0)b2

0 b´ε
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T的本征值为

y1 = 2 ´
1

3
ε

y2 = ´ε

a) 当 d ą 4时, ε ă 0, y1 ą 0, y2 ą 0 不稳定, 是非物理固定点.
b) 当 d ă 4时, ε ą 0, y1 ą 0, y2 ă 0 对应于物理的稳定点.
由此求得:

ν =
1

y1
=

1

2 ´ 1
3
ε

»
1

2
+

ε

12

η = 0

本征向量:

e1 =

 1

0



e2 =

 1

α


第十步, 讨论

ν =
1

2
+

ε

12
, η = 0

令: d = 3, ε = 1

ν =
1

2
+

1

12
» 0.58

修正方向是对的. 由此求得其他临界指数为

γ = 1.17

α = 0.25

β = 0.29

δ = 5

η = 0
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下表给出了平均场, 实验, 高温展开与这里得到的最低价近似下 RG 结果的比较.
平均场 RG 实验 高温展开

α 0 0.25 0.08 0.013
β 0.5 0.29 0.3 0.312
γ 1 1.17 1.15 1.25
δ 3 5 4 5.0
ν 0.5 0.58 0.6 0.638
η 0 0 0.06
由上表可见, 到 ε一级, 且对于 ε = 1, 就得到了十分满意的结果, 这就鼓励人们去做

更高阶的计算, 目前的最好结果做到 ε7, 下面给出对于 n分量自旋到 ε3的结果. 这一节
计算的是 n = 1的情形.

ν =
1

2
+

(n+ 2)

4(n+ 8)
ε+

(n+ 2)

8(n+ 8)3
(n2 + 23n+ 60)ε2

+
(n+ 2)

32(n+ 8)5
t2n4 + 89n3 + 1412n2 + 5904n+ 8640

´ 96(5n+ 22)(n+ 8)ζ(3)uε3

η =
(n+ 2)

2(n+ 8)2
ε2 +

(n+ 2)

8(n+ 8)4
(´n2 + 56n+ 272)ε3

由这两个表达式可以求得 γ的展开式为

γ =ν(2 ´ η) = 1 +
ϵ

2

(n+ 2)

(n+ 8)
+ ϵ2

(n+ 2) (n2 + 22n+ 52)

4(n+ 8)3

+ ϵ3(n+ 2)

[
55n2 + 268n+ 424

2(n+ 8)5
+

3(n+ 2)(n+ 3)

(n+ 8)4
+

(n+ 2)2

8(n+ 8)3

´
6(5n+ 22)

(n+ 8)4
ζ(3)

]
+O

(
ϵ4
)

取到 ε的两阶: n = 1, ζ(3) = 1.20206, 得 γ = 1.24, 高温展开为 γ = 1.25, 到 ε3 得到

γ « 1.19 到 ε4, 修正不大.
对于 n = 1，到 ε7的结果为 (Abouzeid M. Shalaby, Critical exponents of the O(N)-

symmetric ϕ4 model from the ε7 hypergeometric-Meijer resummation, Eur. Phys. J. C
(2021) 81:87)

ν´1 =2.0000 ´ 0.33333ε´ 0.11728ε2 + 0.12453ε3

´ 0.30685ε4 + 0.95124ε5 ´ 3.5726ε6 + 15.287ε7
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η =0.018519ε2 + 0.018690ε3 ´ 0.0083288ε4 + 0.025656ε5

´ 0.081273ε6 + 0.31475ε7,

此级数看上去并不收敛，把 ν´1的级数转化为 ν的级数，得到

ν =0.50000 + 0.083333 ε+ 0.043209 ε2 ´ 0.019045 ε3

+ 0.070884 ε4 ´ 0.21702 ε5 + 0.82932 ε6 ´ 3.5753 ε7

如果把 ε = 1直接代入，得到 ν = ´2.3, 这是非物理的结果. 所以这些级数需要通过特
殊的求和方式处理，文献上各种处理的结果大致是自洽的，目前认为比较好的结果是

ν = 0.6297(2)和 η = 0.0365(6)，括号内为最后一位的误差. 由此得到 γ = ν(2 ´ η) =

1.236(1). 这一结果与 Monte Carlo 模拟的结果 γ = 1.23708(33)和最新的高温展开数据

是一致的.

9.18 二维 Ising Model 的严格解

矩阵方法

先求解一维模型

´βH = K
N
ÿ

i=1

sisi+1 + βh
N
ÿ

i=1

si

利用周期性边界条件, 即 sN+1 = s1. 配分函数可以写成矩阵乘积的形式

ZC =
ÿ

tsi=˘1u

eK
řN

i=1 sisi+1+βh
řN

i=1 si

=
ÿ

tsi=˘1u

xs1|V |s2y xs2|V |s3y ¨ ¨ ¨ xsN |V |s1y
(9.18.9)

其中, 矩阵元
xs1|V |s2y = eKs1s2eβhs1

由此定义了 2 ˆ 2矩阵 V ,

V =

 eKeβh e´Keβh

e´Ke´βh eKe´βh

 (9.18.10)

(9.18.9)用矩阵 V表示, 就有
ZC = Tr

(
V N
)

V是一 2 ˆ 2矩阵, 其本征值方程为

dettV ´ λ1u = 0
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即

λ2 ´ 2eK cosh(βh)λ+ 2 sinh(2K) = 0

解得

λ˘ = eK cosh(βh) ˘

b

e2K sinh2(βh) + e´2K

注意到 N是一个大数, 则
ZC = λN

+ + λN
´ = λN

+

这样就完成了配分函数的计算. 自由能为

G(T, h) = ´ kT lnZC

= ´NkT ln
(
eK cosh(βh) +

b

e2K sinh2(βh) + e´2K

)
系统的磁矩为

M = ´
BG

Bh
= N

sinh(βh)(
e´4K + sinh2(βh)

)1/2
如果自旋之间没有相互作用, K = 0, 则

M = N tanh(βh)

这是自旋模型下顺磁体的磁矩公式.
当外场为 h Ñ 0时, M Ñ 0, 系统没有自发磁化. 由此可见, 一维伊辛模型没有相

变.
为了给二维伊辛模型的求解做准备, 我们用一个对于一维而言是过于繁琐和迂回的

方式来求解. 把 V写成 V = V1V2

xs1|V |s2y =eβhs1eKs1s2

=
ÿ

s1
1=˘1

eβhs1δs1s1
1eKs1

1s2

=
ÿ

s1
1=˘1

xs1|V1|s1
1y xs1

1|V2|s2y

矩阵 V1和 V2分别是

V1 =

eβh 0

0 e´βh

 , V2 =

 eK e´K

e´K eK

 (9.18.11)

现在, 用泡里矩阵表示 V1和 V2. 考虑 V的线性空间由二矢量 |1y和 |´1y构成, 该空间有
厄米算符 σx, σy, σz, 满足下面的代数关系

σxσy = iσz, σyσz = iσx, σzσx = iσy (9.18.12)
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σxσy = ´σyσx, 或 [σx, σy] = 2iσz (9.18.13)

以及

σyσz = ´σzσy, 或 [σy, σz] = 2iσx (9.18.14)

σzσx = ´σxσz, 或 [σz, σx] = 2iσy (9.18.15)

σ2
x = σ2

y = σ2
z = 1 (9.18.16)

这里, 1是单位算符. 定义:

σ+ =
1

2
(σx + iσy), σ´ =

1

2
(σx ´ iσy) (9.18.17)

由定义可知, σ+和 σ´互为厄米共轭.(
σ+
):

= σ´,
(
σ´
):

= σ+ (9.18.18)

可以把 σx, σy和 σz用 σ+和 σ´表示

σx = σ+ + σ´, iσy = σ+ ´ σ´, σz = 2σ+σ´ ´ 1 (9.18.19)

σ+和 σ´满足

σ+σ+ = σ´σ´ = 0, σ+σ´ + σ´σ+ = 1 (9.18.20)

σzσ
+ = ´σ+σz = σ+, σzσ

´ = ´σ´σz = ´σ´ (9.18.21)

取 σz的本征矢量为基

σz |1y = |1y , σz |´1y = ´ |´1y

可以证明算符对于矢量的作用是

σ+ |´1y = |1y , σ+ |1y = 0

σ´ |´1y = 0, σ´ |1y = |´1y

例如, 由
σ+ |1y = ´σ+σz |1y = ´σ+ |1y

即

σ+ |1y = 0
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同样可证

σ´ |´1y = 0

再由

σzσ
+ |´1y = ´σ+σz |´1y = σ+ |´1y

即 σ+ |´1y是 σz的本征值为 1的本征态, 所以

σ+ |´1y = α |1y

|α|2 = x´1|σ´σ+|´1y = 1 ´ x´1|σ+σ´|´1y = 1

取 α = 1, 得到
σ+ |´1y = |1y

这里, 存在一个任意相位, 取为 0. 同样可证

σ´ |1y = |´1y

由此得到

σx |1y = |´1y , σx |´1y = |1y

σy |1y = i |´1y , σy |´1y = ´i |1y

这样, 各个 σ算符的矩阵表示可以写成

σx =

0 1

1 0

, σy =

0 ´i

i 0

, σz =

1 0

0 ´1


单位算符的矩阵是单位矩阵. 这就是著名的泡利矩阵.

σ+ =

0 1

0 0

, σ´ =

0 0

1 0


利用泡利矩阵, V1和 V2可以写成

V1 = eβhσz , V2 = eK + σxe´K (9.18.22)

注意到, 对于任意数值 θ,
eθσx = cosh θ + sinh θ σx (9.18.23)

这只要对左边做泰勒展开, 并利用 σ2
x = 1, 就可证明. 这样, V2可以写为

V2 = AeK˚σx (9.18.24)
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A和 K˚由下面的方程确定

A coshK˚ = eK , A sinhK˚ = e´K (9.18.25)

解出为

A =
?
2 sinh 2K, tanhK˚ = e´2K , 或 sinh 2K˚ sinh 2K = 1 (9.18.26)

这样,

V = V1V2 = AeβhσzeK˚σx (9.18.27)

至此, 我们把矩阵 V用泡利矩阵表示了出来. 这是在一特定表象, 即 σz表象下的表示.
因为最后需要计算 V N的迹, 而矩阵的迹与表示无关, 也就是说也可以对矩阵做正交变
换, 或者, 可以把矩阵 V认定为算符, 由算符 σx和 σz表示, 而可以在任意一个表象中计
算.
现在, 可以对 σ算符做变换 σx Ñ σz, σz Ñ ´σx, 这可以看做是绕 y轴转动了 π/2,

在此变换下, 所有的代数关系均保持, 所以, V可以利用变换后的诸 σ矩阵写出

V = Ae´βhσxeK˚σz (9.18.28)

接下来, 把 σ算符变为费米算符

c+ = σ+, c = σ´ (9.18.29)

由 σ算符的对易关系, 直接计算可验证

cc+ + c+c = 1, cc = c+c+ = 0 (9.18.30)

即 c, c+满足费米算符的对易关系. 直接计算可得

σz = 2σ+σ´ ´ 1 = 2c+c´ 1 (9.18.31)

这样, 矩阵 V可以用费米算符写出为

V = A
(
coshβh´ sinhβh (c+ + c)

)
eK˚(2c+c´1) (9.18.32)

选基矢量为费米粒子数算符的本征态 |0y和 |1y,分别对应于 0个费米子和 1个费米子. 则
矩阵 V成为 A coshβhe´K˚

´A sinhβhe´K˚

´A sinhβheK˚
A coshβheK˚
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代入 AeK˚
= 2 coshK, Ae´K˚

= 2 sinhK, 得到

V =

 2 sinhK coshβh ´2 sinhK sinhβh
´2 coshK sinhβh 2 coshK coshβh

 (9.18.33)

本征值方程为

λ2 ´ 2eK coshβhλ+ 2 sinh 2K = 0

解得

λ˘ = eK coshβh˘

b

e2K sinh2 βh+ e´2K (9.18.34)

这是在前面已经得到过的结果.
现在转到二维模型, 如图所示,

1 2 3 N ´ 1 N N + 1 ” 1
1

2

3

M ´ 1

M

M + 1 ” 1

考虑一个 M ˆN的二维长方格子, 行间的耦合为 J1, 列间的耦合为 J2, 哈密顿为

´βH = K1

M
ÿ

r=1

N
ÿ

c=1

sr,csr+1,c +K2

M
ÿ

r=1

N
ÿ

c=1

sr,csr,c+1 + βh
M
ÿ

r=1

N
ÿ

c=1

sr,c (9.18.35)

这里 r代表行, c代表列, 式中第一项是列内相邻行之间的相互作用, 第二项是行内相邻
列的相互作用, 其中 K1 = βJ1, K2 = βJ2. 使用周期性边界条件, 即 sr+M,c = sr,c,
sr,c+N = sr,c.

定义一个一维数组

µ = (s1, s2, ¨ ¨ ¨ , sM ) (9.18.36)

用来表示一列中的 M个变量 sr,c, 其中的每个 sr可以取值 ˘1, 则哈密顿量可以写成

´βH =
N
ÿ

c=1

E1(µc) +
N
ÿ

c=1

E2(µc, µc+1) +
N
ÿ

c=1

E3(µc) (9.18.37)
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其中

E1(µ) =K1

M
ÿ

r=1

srsr+1

E2(µ, µ1) =K2

M
ÿ

r=1

srs
1
r

E3(µ) =βh
M
ÿ

r=1

sr

(9.18.38)

配分函数为

ZC =
ÿ

µ1

¨ ¨ ¨
ÿ

µN

e
řN

c=1 (E1(µc)+E2(µc,µc+1)+E3(µc)) (9.18.39)

这里的求和下标 µc表示对于第 c列的 M个自旋变量 sr的所有可能取值的求和, 共有
2M项. 引进一 2M ˆ 2M的矩阵 V

xµ|V |µ1y = eE1(µ)+E2(µ,µ
1)+E3(µ) (9.18.40)

则配分函数可以写成

ZC =
ÿ

µ1

¨ ¨ ¨
ÿ

µN

xµ1|V |µ2y xµ2|V |µ3y ¨ ¨ ¨ xµN |V |µ1y = TrVN (9.18.41)

若矩阵 V的本征值是 λ1, λ2, ¨ ¨ ¨ , λ2M , 则

ZC =
M
ÿ

r=1

λN
r = λN

1 (9.18.42)

这里假设 λ1是 V的最大本征值.
现在考察矩阵 V,

xµ|V |µ1y = eE1(µ)eE2(µ,µ
1)eE3(µ)

定义矩阵 V1, V1
2, V3如下

xµ|V1 |µ1y =eE1(µ)δµ,µ1

xµ|V1
2 |µ1y =eE2(µ,µ

1)

xµ|V3 |µ1y =eE3(µ)δµ,µ1

(9.18.43)

式中的

δµ,µ1 = δs1,s1
1
δs2,s1

2
¨ ¨ ¨ δsM ,s1

M

这样

xµ|V |µ1y =
ÿ

µ2

ÿ

µ3

xµ|V1 |µ2y xµ2|V1
2 |µ3y xµ3|V3 |µ1y = xµ|V1V2V3 |µ1y



9.18 二维 ISING MODEL 的严格解 481

即

V = V1V1
2V3 (9.18.44)

现分别考察三个矩阵. V1和 V3是对角矩阵, 其对角元分别是

xµ|V1 |µy =eK1
řM

r=1 srsr+1

xµ|V3 |µy =eβh
řM

r=1 sr
(9.18.45)

而 V1
2为

xµ|V1
2 |µ1y = eK2

řM
r=1 srs

1
r (9.18.46)

在继续推进之前, 先做一点数学准备. 矩阵的直积定义如下, 对于两个矩阵 A和 B,
若其矩阵元分别为 Aij和 Bαβ, 则 A和 B的直积的矩阵元为

(AbB)iα,jβ = AijBαβ

或者, 用狄拉克符号写出, 为

xiα|AbB|jβy = xi|A|jy xα|B|βy (9.18.47)

此定义可以直接推广到对于多个矩阵的直积, 由上面的两个矩阵的直积定义直接得到

xi1i2...in|A1 bA2 b ¨ ¨ ¨An|j1j2 ¨ ¨ ¨ jny = xi1|A1|j1y xi2|A2|j2y ¨ ¨ ¨ xin|An|jny (9.18.48)

如果用 AB表示普通的矩阵乘法, 则有

(AbB)(C bD) = AC bBD (9.18.49)

（这里假定上式左右两边的矩阵相乘可以定义.）
证明:

xii1|(AbB)(C bD)|jj1y =
ÿ

kk1

xii1|(AbB)|kk1y xkk1|(C bD)|jj1y

=
ÿ

kk1

xi|A|ky xi1|B|k1y xk|C|jy xk1|D|j1y

=
ÿ

k

xi|A|ky xk|C|jy
ÿ

k1

xi1|B|k1y xk1|D|j1y

= xi|AC|jy xi1|CD|j1y

= xii1|AC bBD|jj1y

这一结论可进一步推广为

(A1 bA2 b ¨ ¨ ¨An)(B1 bB2 b ¨ ¨ ¨Bn) = (A1B1) b (A2B2) b ¨ ¨ ¨ (AnBn) (9.18.50)
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前面已经引进了泡利矩阵, 再定义推广的泡利矩阵如下

σrx =1 b 1 b ¨ ¨ ¨
第 r位置
σx b 1 ¨ ¨ ¨1

σry =1 b 1 b ¨ ¨ ¨
第 r位置
σy b 1 ¨ ¨ ¨1

σrz =1 b 1 b ¨ ¨ ¨
第 r位置
σz b 1 ¨ ¨ ¨1

(9.18.51)

式中 1是 2 ˆ 2的单位矩阵. 这些推广的泡里矩阵满足的代数关系如下, 当 r ‰ r1时

[σrα, σr1β] = 0 (9.18.52)

这里 α, β可取 x, y, z 中任意一个. 不失一般性, 设 r1 ą r

σrασr1β =

(
1 b 1 b ¨ ¨ ¨

第 r位置
σα b 1 ¨ ¨ ¨1

)(
1 b 1 b ¨ ¨ ¨

第 r1位置
σβ b 1 ¨ ¨ ¨1

)
=1 b ¨ ¨ ¨

第 r位置
σα b ¨ ¨ ¨

第 r1位置
σβ b 1 ¨ ¨ ¨1

=σr1βσrα

(9.18.53)

而 σrα之间, 满足对应的 σα的对易关系,

σ2
rx = σ2

ry = σ2
rz = 1 (9.18.54)

σrxσry + σryσrx = 0, σryσrz + σrzσry = 0, σrzσrx + σrxσrz = 0 (9.18.55)

σrxσry = iσrz, σryσrz = iσrx, σrzσrx = iσry (9.18.56)

证明其中一个

σrxσry =

(
1 b 1 b ¨ ¨ ¨

第 r位置
σx b 1 ¨ ¨ ¨1

)(
1 b 1 b ¨ ¨ ¨

第 r位置
σy b 1 ¨ ¨ ¨1

)
=1 b ¨ ¨ ¨

第 r位置
σxσy b 1 ¨ ¨ ¨ b 1

=1 b ¨ ¨ ¨
第 r位置

iσz b 1 ¨ ¨ ¨ b 1

σryσrx =

(
1 b 1 b ¨ ¨ ¨

第 r位置
σy b 1 ¨ ¨ ¨1

)(
1 b 1 b ¨ ¨ ¨

第 r位置
σx b 1 ¨ ¨ ¨1

)
=1 b ¨ ¨ ¨

第 r位置
σyσx b 1 ¨ ¨ ¨ b 1

=1 b ¨ ¨ ¨
第 r位置

(´i)σz b 1 ¨ ¨ ¨ b 1

两式只差一负号, 相加为 0. 其他各个关系均可以类似计算得到.
定义

σ+
r =

1

2
(σrx + iσry), σ´

r =
1

2
(σrx ´ iσry) (9.18.57)
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显然二者互为厄米共轭. 直接计算给出

σrx = σ´
r + σ+

r , σry = i
(
σ´
r ´ σ+

r

)
(9.18.58)

σ+
r σ

+
r = σ´

r σ
´
r = 0, σ+

r σ
´
r + σ´

r σ
+
r = 1 (9.18.59)

σrz = σ+
r σ

´
r ´ σ´

r σ
+
r = 2σ+

r σ
´
r ´ 1 = 1 ´ 2σ´

r σ
+
r (9.18.60)

如果把一列的状态记为

|µy = |s1, s2, ¨ ¨ ¨ sMy = |s1y |s2y ¨ ¨ ¨ |sMy (9.18.61)

则

xµ|σrz|µ1y =δs1s1
1
δs2s1

2
¨ ¨ ¨ xsr|σz|s1

ry ¨ ¨ ¨ δsMs1
M

= srδµµ1

xµ|σr+|µ1y =δs1s1
1
δs2s1

2
¨ ¨ ¨ xsr|σ+|s1

ry ¨ ¨ ¨ δsMs1
M

= δs1s1
1
δs2s1

2
¨ ¨ ¨ δsrs1

r+2 ¨ ¨ ¨ δsMs1
M

xµ|σr´|µ1y =δs1s1
1
δs2s1

2
¨ ¨ ¨ xsr|σ´|s1

ry ¨ ¨ ¨ δsMs1
M

= δs1s1
1
δs2s1

2
¨ ¨ ¨ δsrs1

r´2 ¨ ¨ ¨ δsMs1
M

(9.18.62)
对于任意数值 θ

eθσrα = cosh θI + sinh θσrα (9.18.63)

上述各个关系是对于泡利矩阵的类似关系的直接推广, 均可直接通过计算验证.
矩阵 V1为

xµ|V1|µy = eK1s1s2eK1s2s3 ¨ ¨ ¨ eK1sMs1

而

eK1srsr+1 = xµ|eK1σrzσr+1 z |µy

若 |µy ‰ |µ1y

xµ|eK1σrzσr+1 z |µ1y = 0

这是因为

σrzσr+1 z = 1 b ¨ ¨ ¨1 b
第 r位置
σz b

第 r + 1位置
σz b 1 ¨ ¨ ¨ b 1

从而

xµ|σrzσr+1 z|µ1y = xs1|1|s1
1y ¨ ¨ ¨ xsr|σz|s1

ry xsr+1|σz|s1
r+1y ¨ ¨ ¨ xsM |1|sMy

=srsr+1δµµ1
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因 sr = ˘1, 所以有恒等式

eK1srsr1 = coshK1 + srsr1 sinhK1

于是

eK1srsr+1δµµ1 =(coshK1 + srsr+1 sinhK1)δµµ1

= xµ|coshK1 + σrzσr+1 z sinhK1|µ1y

= xµ|eK1σrzσr+1 z |µ1y

这样,

xµ|V1|µy =
ÿ

µ1,µ2,¨¨¨

eK1s1s2δµµ1eK1s
1
2s

1
3δµ1µ2 ¨ ¨ ¨ δµM´2µM´1eK1s

(M´1)
M s1

= xµ|eK1σ1zσ2zeK1σ2zσ3z ¨ ¨ ¨ eK1σMzσ1z |µy

= xµ|eK1
řM

r=1 σrzσr+1z |µy

(9.18.64)

最后一步用到了每个指数上的算符可以互相对易. 对于 V3, 可以类似得到

xµ|V3|µy = xµ|eβh
řM

r=1 σrz |µy (9.18.65)

现在考虑 V1
2.

xµ|V1
2 |µ1y = eK2s1s

1
1eK2s2s

1
2 ¨ ¨ ¨ eK2sMs1

M

在一维模型中, 已经证明
eK2ss

1
= A xs|eK

˚
2 σx |s1y

其中 A =
a

2 sinh(2K2), sinh(2K˚
2 ) sinh(2K2) = 1. 先看 M = 2的情形, 此时,

xµ|V1
2 |µ1y =eK2s1s

1
1eK2s2s

1
2

=A2 xs1|eK
˚
2 σx |s1

1y xs2|eK
˚
2 σx |s1

2y = xs1s2|eK
˚
2 σx b eK˚

2 σx |s1
1s

1
2y

eK˚
2 σx b eK˚

2 σx =
(
eK˚

2 σx1
)

b
(
1eK˚

2 σx

)
=
(
eK

˚
2 σx b 1

)(
1 b eK˚

2 σx

)
=
(
eK˚

2 σ1x

)
(4)

(
eK˚

2 σ2x

)
(4)

下标 (4)表示是 4阶矩阵. 在最后一步, 利用了

eK˚
2 σx b 1 =(1 coshK˚

2 + σx sinhK˚
2 ) b 1

=1(4) coshK˚
2 + (σ1x)(4) sinhK

˚
2 =

(
eK˚

2 σ1x

)
(4)
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及

1 b eK˚
2 σx =1 b (1 coshK˚

2 + σx sinhK˚
2 )

=1(4) coshK˚
2 + (σ2x)(4) sinhK

˚
2 =

(
eK˚

2 σ2x

)
(4)

此处, 矩阵的带括号的下标表示其维数, 1的下标 (4)表示该单位矩阵为 4阶. 因为 σ1x和

σ2x可以对易, 这样就有

eK˚
2 σx b eK˚

2 σx = eK˚
2 σ1xeK˚

2 σ2x = eK˚
2 (σ1x+σ2x)

当 M = 3,
xµ|V1

2 |µ1y =eK1s1s
1
1eK1s2s

1
2eK1s3s

1
3

=A2 xs1|eK
˚
2 σx |s1

1y xs2|eK
˚
2 σx |s1

2y xs3|eK
˚
2 σx |s1

3y

= xs1s2s3|eK
˚
2 σx b eK˚

2 σx b eK˚
2 σx |s1

1s
1
2s

1
3y

eK˚
2 σx b eK˚

2 σx b eK˚
2 σx =

(
eK˚

2 σ1xeK˚
2 σ2x

)
(4)

b eK˚
2 σx

=
(
eK˚

2 σ1xeK˚
2 σ2x

)
(4)

1(4) b 1eK˚
2 σx

=

[(
eK˚

2 σ1xeK˚
2 σ2x

)
(4)

b 1

][
1(4) b eK˚

2 σx

]
=

((
eK˚

2 σ1x

)
(4)

b 1

)((
eK˚

2 σ2x

)
(4)

b 1

)(
eK˚

2 σ3x

)
(8)

=
(
eK˚

2 σ1xeK˚
2 σ2xeK˚

2 σ3x

)
(8)

上述计算可以直接推广到 M个因子, 得到

xµ|V1
2|µ1y =AM xs1|eK

˚
2 σx |s1

1y xs2|eK
˚
2 σx |s1

2y ¨ ¨ ¨ xsM |eK
˚
2 σx |s1

My

=AM xµ|eK
˚
2 σ1xeK˚

2 σ2x ¨ ¨ ¨ eK˚
2 σMx |µ1y

=AM xµ|eK
˚
2

řM
r=1 σrx |µ1y

(9.18.66)

最后一步利用了各个 σrx对不同的 r可以对易.
这个结果也可以通过计算两边的矩阵元来验证.
定义 V2为

V1
2 = AMV2 (9.18.67)

则

V2 = eK˚
2

řM
r=1 σrx (9.18.68)

总结可得

V1 = eK1
řM

r=1 σrzσr+1z (9.18.69)

V2 = eK˚
2

řM
r=1 σrx (9.18.70)
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V3 = eβh
řM

r=1 σrz (9.18.71)

V = (2 sinh 2K2)
M/2V1V2V3 (9.18.72)

现在, 可以把 V中的各个 σrx和 σrz看成是满足相应对易关系的算符, 从而可以寻找方便
的表示来做计算.
做代换 σrx Ñ σrz, σrz Ñ ´σrx, 得到

V1 = eK1

řM
r=1 σrxσr+1x (9.18.73)

V2 = eK˚
2

řM
r=1 σrz (9.18.74)

V3 = e´βh
řM

r=1 σrx (9.18.75)

V = (2 sinh 2K2)
M/2V1V2V3 (9.18.76)

接下来, 仅仅考虑 h = 0的情形, 此时 V3 = 1. 利用

σrx = σ+
r + σ´

r

并考虑到 σ˘
r 的对易关系

[σ+
r , σ

´
r ]+ = 1 (9.18.77)

这里的下标 +表示正对易关系.

σrz = ´ iσrxσry

= ´
(
σ+
r + σ´

r

)(
σ+
r ´ σ´

r

)
=2σ+

r σ
´
r ´ 1

V1和 V2可以写成

V1 = eK1
řM

r=1 (σ+
r +σ´

r )(σ+
r+1+σ´

r+1) (9.18.78)

V2 = eK
˚
2

řM
r=1 (2σ+

r σ´
r ´1) (9.18.79)
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(9.18.77)表示 σ˘
r 满足费米算符的对易关系, 这提示我们可以把 σ算符变换为费米

算符, 但是对于不同的 r, σ算符是对易的, 这与费米算符的要求不符. 为了能够把 σ算符

变为费米算符, 约旦和维格纳构造了一个变换,

σ+
r =eiπ

řr´1
j=1 c+j cjc+r

σ´
r =eiπ

řr´1
j=1 c+j cjcr

(9.18.80)

其中 c+r和 cr为费米算符, 满足

[cr, c
+
r1 ]+ = δrr1 , [cr, cr1 ]+ = [c+r , c

+
r1 ]+ = 0 (9.18.81)

上述约旦-维格纳变换可以保持 σ算符的对易关系. 先证明如下简单关系,

eiπc
+
j cjcj =(´1)c

+
j cjcj = cj

cjeiπc
+
j cj =cj(´1)c

+
j cj = ´cj

(9.18.82)

eiπc
+
j cjc+j =(´1)c

+
j cjc+j = ´c+j

c+j eiπc
+
j cj =c+j (´1)c

+
j cj = c+j

(9.18.83)

注意到 cj算符的矢量空间的基矢量为 |0y和 |1y, 上面二等式的两边作用在这两个基矢上
的效果完全相同. 当然, 也可以通过把指数算符展开成幂级数来证明.
我们来检查 σ算符的对易关系. 注意到变换关系中指数上的求和上限比 r小 1, 所

以, 指数因子和 cr或 c+r是可以交换次序的. 首先,

σ+
r σ

+
r =eiπ

řr´1
j=1 c+j cjc+r eiπ

ř

j=1r´1c+j cjc+r

=ei2π
řr´1

j=1 c+j cjc+r c
+
r = 0

同样可以验证

σ´
r σ

´
r = 0

再看

σ+
r σ

´
r + σ´

r σ
+
r = ei2π

řr´1
j=1 c+j cj

(
c+r cr + crc

+
r

)
= 1

得到上式时, 注意到 ei2π
řr´1

j=1 c+j cj = 1, 这是因为
řr´1

j=1 c
+
j cj作用在费米算符的矢量空间

上得到整数.
最后, 我们验证不同 r的对易关系, 设 r1 ą r

σ+
r σ

+
r1 ´ σ+

r1σ+
r =eiπ

řr1´1
j=r+1 c+j cj

(
c+r eiπc

+
r crc+r1 ´ eiπc+r crc+r1c+r

)
=eiπ

řr1´1
j=r c+j cj

(
c+r c

+
r1 + c+r1c+r

)
= 0
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这里, 利用了(9.18.83), 同样, 利用(9.18.82), 得到

σ´
r σ

´
r1 ´ σ´

r1σ´
r =eiπ

řr1´1
j=r+1 c+j cj

(
c+r eiπ c+r crcr1 ´ eiπc+r crcr1cr

)
= ´ eiπ

řr1´1
j=r+1 c+j cj (crcr1 + cr1cr) = 0

以及

σ´
r σ

+
r1 ´ σ+

r1σ´
r =eiπ

řr1´1
j=r+1 c+j cj

(
creiπ c+r crc+r1 ´ eiπc+r crc+r1cr

)
= ´ eiπ

řr1´1
j=r+1 c+j cj

(
crc

+
r1 + c+r1cr

)
= 0

σ+
r σ

´
r1 ´ σ´

r1σ+
r =eiπ

řr1´1
j=r+1 c+j cj

(
c+r eiπ c+r crcr1 ´ eiπc+r crcr1c+r

)
=eiπ

řr1´1
j=r+1 c+j cj

(
crc

+
r1 + c+r1cr

)
= 0

即约旦-维格纳变换可以保持 σ算符的对易关系, 于是, 在此变换下,

V1 = eK1
řM

r=1 (c+r ´cr)(c+r+1+cr+1) (9.18.84)

V2 = eK
˚
2

řM
r=1 (2c+r cr´1) (9.18.85)

我们还要考察 σ算符的边界条件如何变换, 这只涉及 V1中的 (σ+
M + σ´

M )(σ+
1 + σ´

1 )一项,
把约旦-维格纳变换代入

(σ+
M + σ´

M )(σ+
1 σ

´
1 ) =eiπ

řM´1
j=1 c+j cj (c+M + cM )(c+1 + c1)

=eiπ
řM

j=1 c+j cj
(
eiπc

+
McM c+M + eiπc

+
McM cM

)
(c+1 + c1)

=(´1)n(´c+M + cM )(c+1 + c1)

这里 n =
řM

j=1 c
+
j cj为总费米子数算符、注意到 V1中的算符以 c+r c

+
r+1+c

+
r cr+1+c

+
r+1cr+

cr+1cr的组合形式出现, 第一项使得费米子数增加 2, 最后一项使得费米子数减少 2, 中
间两项保持费米子数不变, 从而 (´1)n保持不变, 而 V2中的项保持费米子数不变. 这样,
费米子的空间可以分成偶数个费米子和奇数个费米子子空间. 如果总的费米子数为偶
数, 选择边界条件

c+M+1 = ´c+1 , cM+1 = ´c1 (9.18.86)

如果总的费米子为奇数, 则选择

c+M+1 = c+1 , cM+1 = c1 (9.18.87)

这样

V1 = eK1
řM

r=1 (c+r ´cr)(c+r+1+cr+1) (9.18.88)

就完全指定了.
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对费米算符做正则变换

aq =
1

?
M

M
ÿ

r=1

cre´iqr

a+q =
1

?
M

M
ÿ

r=1

c+r eiqr
(9.18.89)

其逆变换为

cr =
1

?
M

ÿ

q

aqeiqr

c+r =
1

?
M

ÿ

q

a+q e´iqr.

(9.18.90)

进一步假定 M是偶数. 由边界条件, q = jπ/M , 当费米子数为偶数时,

j = ˘1,˘3, . . . ,˘(M ´ 1) (9.18.91)

当费米子数为奇数时,
j = 0,˘2,˘4, . . . ,˘(M ´ 2),M (9.18.92)

直接计算可以验证, a+q和 ag满足费米子对易关系

[aq, a
+
q1 ]+ =

1

M

ÿ

r

ÿ

r1

e´iqr+iq1r1
[cr, c

+
r1 ]+

=
1

M

ÿ

r

ÿ

r1

e´iqr+iq1r1
δrr1

=
1

M

ÿ

r

e´i(q´q1)r

(9.18.93)

而 q ‰ q1时,
ÿ

r

e´i(q´q1)r =
e´i(q´q1) ´ e´i(q´q1)(M+1)

1 ´ e´i(q´q1)

=e´i(q´q1)M+1
2

sin (q´q1)M
2

sin q´q1

2

sin (q´q1)M
2

sin q´q1

2

=
sin 1

2
(j ´ j1)π

sin 1
2M

(j ´ j1)π

因 j ´ j1为偶数, 所以 1
2
(j ´ j1)为整数, sin 1

2
(j ´ j1)π = 0. q = q1时,

ÿ

r

e´i(q´q1)r =
ÿ

r

1 =M

即
1

M

ÿ

r

e´i(q´q1)r = δqq1 (9.18.94)
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于是,

[aq, a
+
q1 ]+ = δqq1 (9.18.95)

同样可证

[aq, qq1 ]+ = [a+q , a
+
q1 ]+ = 0 (9.18.96)

aq和 a+q是 q费米子的消灭和产生算符. 这样

M
ÿ

r=1

(
2c+r cr ´ 1

)
=2

1

M

M
ÿ

r=1

ÿ

q

ÿ

q1

a+q aq1e´i(q´q1)r ´M

=2
ÿ

q

a+q aq ´M

注意到对 q的求和是 M项, 一半 q为正, 另一半为负, M =
ř

q 1 =
ř

qě0 2, 而
ÿ

q

a+q aq =
ÿ

qą0

(
a+q aq + a+´qa´q

)
于是

M
ÿ

r=1

(
2c+r cr ´ 1

)
= 2

ÿ

qą0

(
a+q aq + a+´qa´q ´ 1

)

V2 = e2K
˚
2

ř

qą0 (a+
q aq+a+

´qa´q´1) (9.18.97)

对 V1,

M
ÿ

r=1

(
c+r ´ cr

)(
c+r+1 + cr+1

)
=

M
ÿ

r=1

(
c+r c

+
r+1 + c+r cr+1 + c+r+1cr + cr+1cr

)
=

1

M

ÿ

q

ÿ

q1

M
ÿ

r=1

[
a+q a

+
q1e´i(q+q1)r´iq1

+ a+q aq1e´iq´q1r+iq1
+ a+q aq1e´i(q´q1)r´iq + aqqq1ei(q+q1)+iq

]
=
ÿ

q

[
a+q a

+
´qeiq + a+q aq

(
eiq + e´iq

)
+ aqa´qeiq

]
把上式中对于负 q的一半求和变为正 q求和, 得到

M
ÿ

r=1

(
c+r ´ cr

)(
c+r+1 + cr+1

)
=

ÿ

qą0

[
2 cos q(a+q aq + a+´qa´q) ´ 2i sin q(a+q a+´q + aqa´q)

]
即

V1 = e2K1
ř

qą0 [cos q(a+
q aq+a+

´qa´q)´i sin q(a+
q a+

´q+aqa´q)] (9.18.98)

到此, 我们已经做到了对于 q的对角化, 即 V1和 V2均可写为各 q的项相乘的形式, 且不
同的 q的项是对易的.
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为了计算方便, 把 V = V1V2改写为

V = V1/2
2 V1V1/2

2 (9.18.99)

这个变换, 不会改变 TrV N的值. 这样, 就有

V =
ź

qą0

Vq =
ź

qą0

V1/2
2q V1qV1/2

2q (9.18.100)

其中的

V1q =e2K1[cos q(a+
q aq+a+

´qa´q)´i sin q(a+
q a+

´q+aqa´q)]

V1/2
2q =eK

˚
2 (a+

q aq+a+
´qa´q´1)

(9.18.101)

对于每个 q, 有四个可能的状态, |0y, |1qy = a+q |0y, |1´qy = a+´q |0y, |2y = a+q a
+
´q |0y.

V2q在费米子数表象下是对角的, 两个单粒子态是 Vq的本征态,

V1qa
+
˘q |0y = e2K1 cos qa+˘q |0y (9.18.102)

而

V2qa
+
˘q |0y = a+˘q |0y (9.18.103)

所以 Vq在单粒子态对应的本征值是:

λ1q = e2K1 cos q (9.18.104)

V1q 可以改变两个费米子, 这样 |0y, |2y = a+q a
+
´q |0y在 V1q作用下封闭. 所以, 还需要计

算 1 个 2 ˆ 2矩阵的本征值. 在 |0y, |2y的空间, V1/2
2q 是对角的

V1/2
2q =

e´K˚
2 0

0 eK˚
2

 (9.18.105)

现在计算 V1q的矩阵元, 为此, 需要得到 V1q作用于 |0y和 |2y的结果, 设

V1q |0y = α |0y + β |2y , V1q |2y = γ |0y + δ |2y

两边对 K1求导, 对第一个方程, 得到[
2 cos q(a+q aq + a+´qa´q) ´ 2i sin q(a+q a+´q + aqa´q)

]
V1q |0y =

dα
dK1

|0y +
dβ
dK1

|2y

即

dα
dK1

|0y +
dβ
dK1

|2y =
[
2 cos q(a+q aq + a+´qa´q) ´ 2i sin q(a+q a+´q + aqa´q)

]
(α |0y + β |2y)

=2iβ sin q |0y + [4β cos q ´ 2iα sin q] |2y
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即
dα
dK1

=2iβ sin q

dβ
dK1

=4β cos q ´ 2iα sin q
(9.18.106)

初始条件为 α(0) = 1, β(0) = 0. 上式为一阶线性常微分方程组, 令解为 α = AeλK1 ,
β = BeλK1 , 代入得到

λA =2iB sin q,

λB =4B cos q ´ 2iA sin q

有解的条件为其系数行列式为 0, 得到

λ2 ´ 4 cos qλ´ 4 sin2 q = 0

解得

λ = 2 cos q ˘ 2

则

α =e2K1 cos q(A1e2K1 +A2e´2K1
)

β =e2K1 cos q(B1e2K1 +B2e´2K1
) (9.18.107)

由 β(0) = 0, 得到

B2 = ´B1

β = Be2K1 cos q sinh 2K1

而由 β的方程

α =
1

2i sin q

(
4β cos q ´

dβ
dK1

)
=
2Be2K1 cos q

2i sin q (cos q sinh 2K1 ´ cosh 2K1)

由 α(0) = 1, 定出 B = ´i sin q, 最后得到

α =e2K1 cos q(cosh 2K1 ´ cos q sinh 2K1)

β = ´ ie2K1 cos q sin q sinh 2K1

(9.18.108)

类似可以得到

γ =ie2K1 cos q sin q sinh 2K1

δ =e2K1 cos q(cosh 2K1 + cos q sinh 2K1)
(9.18.109)
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于是

Vq =e2K1 cos q

e´K˚
2 0

0 eK˚
2

cosh 2K1 ´ cos q sinh 2K1 i sin q sinh 2K1

´i sin q sinh 2K1 cosh 2K1 + cos q sinh 2K1

e´K˚
2 0

0 eK˚
2


=e2K1 cos q

e´2K˚
2 (cosh 2K1 ´ cos q sinh 2K1) i sin q sinh 2K1

´i sin q sinh 2K1 e2K˚
2 (cosh 2K1 + cos q sinh 2K1)


(9.18.110)

若上面矩阵的本征值为 λ˘, 则

λ+(q) + λ´(q) =TrVq

=e2K1 cos q[2 cosh 2K1 cosh 2K˚
2 + 2 cos q sinh 2K1 sinh 2K˚

2 ]
(9.18.111)

λ+(q)λ´(q) = det(Vq) = e4K1 cos q (9.18.112)

与 ϵ(q)无关, 这表明本征值可以写成

λ˘(q) = e2K1 cos q˘ϵ(q)

利用(9.18.111), 得到

cosh ϵ(q) = cosh 2K1 cosh 2K˚
2 + cos q sinh 2K1 sinh 2K˚

2 (9.18.113)

在前面的计算中, 实际上隐含着是对于费米子数为偶数的情形做计算, 对于奇数个费米
子的情形, 还应该包含 q = 0和 q = π的项, 对应的矩阵为

V10 = exp
␣

2K1a
+
0 a0

(

V20 = exp
"

2K˚
2

(
a+0 a0 ´

1

2

)*
V1π = exp t´2K1a

+
π aπu

V2π = exp
"

2K˚
2

(
a+π aπ ´

1

2

)*
对应的本征值分别为

λ+(0) =e2K1+K˚

λ´(0) =e´K˚
2

λ+(π) =e´K˚
2

λ´(π) =eK˚
2 ´2K1

在 q = π的情形, 若 K1 ą K˚
2 则 λ+(π) ą λ´(π), 若 K1 ă K˚

2 , 则 λ´(π) ą λ+(π).
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最后,写出偶数费米子子空间和奇数费米子子空间的最大本征值,已经包含了 (2 sinh 2K2)
M/2因

子.
Λe = (2 sinh 2K2)

M/2
ź

qą0

λ+(q)

= (2 sinh 2K2)
M/2e

ř

qą0[2 cos q+ϵ(q)]

= (2 sinh 2K2)
M/2 1

2

ÿ

q

ϵ(q)

(9.18.114)

在最后一步,利用了
ř

q cos q = 0. 考虑到 q = 0和 q = π的项,我们发现,当 K1 ą K˚
2时,

Λo = (2 sinh 2K2)
M/2e2K1+

1
2

ř

q‰0,π ϵ(q)

当 K1 ă K˚
2时

Λo = (2 sinh 2K2)
M/2e2K˚

2 + 1
2

ř

q‰0,π ϵ(q)

注意到 M是一个巨大的数, 为 1023量级, 所以, 对 q的求和实际上可以化为积分, 注意到
相邻 q的间隔为 2π

M
,

ÿ

q

ϵ(q) =
M

2π

ż π

´π

dqϵ(q)

在偶数费米子空间, q ‰ 0, q ‰ π, 但当 M Ñ 8, q可以趋向于 0和 π. 总是取 ϵ(q)为正.
当 q Ñ 0,

cosh ϵ(q Ñ 0) = cosh 2(K1 +K˚
2 )

即

lim
qÑ0

ϵ(q) = 2(K1 +K˚
2 )

当 q Ñ π,

cosh ϵ(q Ñ π) = cosh 2(K1 ´K˚
2 )

即

lim
qÑπ

ϵ(q) = 2|K1 ´K˚
2 |

而
1

2
lim
qÑ0

ϵ(q) +
1

2
lim
qÑπ

ϵ(q) = |K ´K˚| + (K +K˚)

= 2K1 若 K1 ą K˚
2

= 2K˚
2 若 K˚

2 ą K1

这样, 当 M Ñ 8时, 偶数个费米子空间的最大本征值和奇数个费米子空间的最大本征
值是简并的. 如果我们只考虑其中之一, 则自由能将少算 ´kT ln 2一项, 这完全可以忽
略.
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总结以上, 就能得到系统的自由能为

G(T, h = 0) = ´
NMkT

2
ln(2 sinh 2K2) ´

NMkT

4π

ż π

´π

dqϵ(q) (9.18.115)

即
βG(T, h = 0)

NM
=βg(T, h = 0)

= ´
1

2
ln(2 sinh 2K2) ´

1

4π

ż π

´π

dqϵ(q)
(9.18.116)

cosh ϵ(q) = cosh 2K1 cosh 2K˚
2 + cos q sinh 2K1 sinh 2K˚

2 (9.18.117)

其中的 ϵ(q) 由(9.18.117)给出, 为了具体写出其形式, 利用如下恒等式

|x| =
1

2π

ż 2π

0

dϕ ln(2 coshx˘ 2 cosϕ)

=
1

2π

ż π

´π

dϕ ln(2 coshx˘ 2 cosϕ)

=
1

π

ż π

0

dϕ ln(2 coshx˘ 2 cosϕ)

(9.18.118)

为了证明上式, 先取正号, 设右边的积分为 f(x), 对 x求导, 得到

df
dx =

1

2π

ż 2π

0

dϕ 2 sinhx
2 coshx+ 2 cosϕ

做代换 z = eiϕ, 上述积分成为

df
dx =

1

2πi

¿

|z|=1

dz 2 sinhx
2z coshx+ z2 + 1

分母可以分解为 (z + e´x)(z + ex), 若 x ą 0, 则根 ´e´x在积分环路内, 若 x ă 0, 则
´ex在积分环路内, 利用留数定理求得上述积分为

df
dx =

#

1 (x ą 0)

´1 (x ă 0)

由此,

f(x) = |x| + C
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当 x = 0时, 可求得 À

ż 2π

0

ln(2 + 2 cos(ϕ))dϕ = 0

即 C = 0. 这样就证明了公式(9.18.118)的正号情形. 通过变量变换, 可以得到负号情形
与正号情形相同. 利用此公式, 得到

ϵ(q) =
1

2π

ż 2π

0

dϕ ln(2 cosh ϵ(q) + 2 cosϕ)

=
1

2π

ż 2π

0

dϕ ln(2 cosh 2K1 cosh 2K˚
2 + 2 cos q sinh 2K1 sinh 2K˚

2 + 2 cosϕ)

(9.18.121)
通过简单的变量替换, 可以把上式的积分限变为 [´π, π], 再利用 sinh 2K2 sinh 2K˚

2 = 1,

À 证明如下
ż 2π

0

ln(2 + 2 cos(ϕ))dϕ =2π ln 2 + 2

ż π

0

ln(1 + cos ϕ)dϕ

=2π ln 2 + 2

ż π

0

ln(1 ´ cos ϕ)dϕ
(9.18.119)

上式的积分, 在 [0, π]和 [π, 2π]两个区间的积分值相同, 这只要把 [π, 2π]区间的积分做变换 ϕ1 = 2π ´ ϕ即可证明. 被积
函数中的 cos ϕ换成 ´ cos ϕ, 积分值不变, 这可以通过做变换 ϕ1 = π ´ ϕ得到证明. 现在看积分

ż π

0

ln(1 ´ cos ϕ)dϕ =

ż π

0

ln
(
2 sin

ϕ

2

)
dϕ

=π ln 2 + 4

ż π/2

0

ln sin ϕdϕ
(9.18.120)

而
ż π/2

0

ln sin ϕdϕ =2

ż π/4

0

ln sin 2tdt

=2

ż π/4

0

ln (2 sin t cos t)

=
π

2
ln 2 + 2

ż π/4

0

ln sin tdt + 2

ż π/4

0

ln cos tdt

对最后一个积分做变换 t = π
2

´ s

2

ż π/4

0

ln cos tdt =2

ż π/2

π/4

ln sin sds

=2

ż π/2

0

ln sin tdt ´ 2

ż π/4

0

ln sin tdt

代入上式得到
ż π/2

0

ln sin ϕdϕ =
π

2
ln 2 + 2

ż π/2

0

ln sin tdt

解得
ż π/2

0

ln sin ϕdϕ = ´
π

2
ln 2

把此结果代入(9.18.120)再代入(9.18.119), 得到
ż 2π

0

ln(2 + 2 cos(ϕ))dϕ = 0
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即 cosh 2K˚
2 = cosh 2K2

sinh 2K2
, 上式可以变为

ϵ(q) =
1

2π

ż π

´π

dϕ ln(cosh 2K1 cosh 2K2 + cos q sinh 2K1 + cosϕ sinh 2K2)

+ ln 2 ´ ln(sinh 2K2)

代入(9.18.116), 得到

βg(T, h = 0) = ´
1

2

1

(2π)2

ż π

´π

dq
ż π

´π

dϕ ln
(
cosh 2K1 cosh 2K2

+ cos q sinh 2K1 + cosϕ sinh 2K2

)
´ ln 2

(9.18.122)

这一表示式明显表示出对于 K1和 K2的对称.
看一个极限情况, 如果 J2 = 0, 即 K2 = 0, 则我们的模型就是 N个一维链, 由上式

取 K2 Ñ 0的极限, 得到

βg(T, h = 0) = ´
1

4π

ż π

´π

dq
ż π

´π

ln(cosh 2K1 + cos q sinh 2K1) ´ ln 2

= ´
1

2
ln sinh 2K1 ´

1

2
arccosh(coth 2K1) ´

1

2
ln 2

= ´ ln coshK1 ´ ln 2

(9.18.123)

上面的第二步, 利用了(9.18.121), 在第三步, 则利用

arccosh(coth 2K1) = ln
(
coth 2K1 +

a

coth2 2K1 ´ 1
)

= ln(cosh(2K1) + 1) ´ ln sinh(2K1)

= ln 2 + 2 ln coshK1 ´ ln sinh(2K1)

下面, 我们仅仅对于 J1 = J2 = J从而 K1 = K2 = K做进一步讨论, 感兴趣的同学
可以对 J1 ‰ J2做一些计算和分析. 在此情形下, 有

βg(T, h = 0) = ´
1

2

1

(2π)2

ż π

´π

dq
ż π

´π

dϕ ln
(
cosh2 2K + sinh 2K(cos q + cosϕ)

)
´ ln 2

(9.18.124)
显然,上式的奇异性只能来自对数,对数内的部分,是大于 0的,其最小点处于 ϕ Ñ ˘π和

1 Ñ ˘π 处. 对上式的 ϕ和 q分别在 [0, π]和 [´π, 0]做变量替换 ϕ1 = π ´ ϕ, q1 = π ´ q和

ϕ1 = ´(ϕ+ π), q1 = ´(q + π), 可以变为

βg(T, h = 0) = ´
1

2

1

(2π)2

ż π

´π

dq
ż π

´π

dϕ ln
(
cosh2 2K ´ sinh 2K(cos q + cosϕ)

)
´ ln 2

(9.18.125)
此式对数中的表示式在 q = ϕ = 0是极小, 为

cosh2 2K ´ 2 sinh 2K = (sinh 2K ´ 1)2
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上式等于 0给出临界温度满足的方程, 即

sinh 2Kc = 1 (9.18.126)

等价的, 有
cosh 2Kc =

?
2, tanhKc =

?
2 ´ 1 (9.18.127)

由此解得临界温度为

Kc =
1

2
ln
(
1 +

?
2
)
= 0.44069 (9.18.128)

kTc = 2.26919J (9.18.129)

在 Tc附近, 令 t = 1 ´ T
Tc
, 考虑到奇异性发生在 q = 0, ϕ = 0附近, 在 t = 0和 q = 0,

ϕ = 0展开, 得到

βg(T, h = 0) = ´
1

2

1

(2π)2

ż π

´π

dq
ż π

´π

dϕ ln
(
C1t

2 + C2(q
2 + ϕ2)

)
´ ln 2

完成上面的积分, 得到

βg(T, h = 0) = βcg(Tc, h = 0) ´
1

2
bt2 ln |t| (9.18.130)

内能

u „
Bβg(T, h = 0)

Bt
« ´bt ln |t| (9.18.131)

比热

c „
Bu

Bt
« ´b ln |t| (9.18.132)

即比热在临界温度处对数发散.
现在仔细研究(9.18.125). 注意到 cos q, cosϕ为偶函数,所以,积分限可以变为 [0, π],

这样就有

βg(T, h = 0) = ´
1

2

1

π2

ż π

0

dq
ż π

0

dϕ ln
(
cosh2 2K

sinh 2K ´ (cos q + cosϕ)
)

´
1

2
ln (sinh 2K) ´ ln 2

式中的 cos q + cosϕ可以改写为

cos q + cosϕ = 2 cos q + ϕ

2
cos q ´ ϕ

2

对于 q和 ϕ的积分如图中阴影部分所示. 现在, 把积分的区域改为由虚线包围的面积, 可
以证明, 在这两个区域的积分结果是相同的. À

À 如图, 在各个区域的积分满足如下关系
ż

A

=

ż

B

ż

E

=

ż

F

ż

C

=

ż

D
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这样, 做变量变换
ω1 =

q ´ ϕ

2
ω2 =

q + ϕ

2

得到

βg(T, h = 0) = ´
1

π2

ż π

0

dω2

ż π/2

0

dω1 ln
[
cosh2 2K

sinh 2K + 2 cosω1 cosω2

]
´

1

2
ln (sinh 2K) ´ ln 2

(9.18.133)

对 ω2的积分可以再次使用(9.18.118),

βg(T, h = 0) = ´
1

π2

ż π/2

0

dω1

ż π

0

dω2 ln
(
cosh 2K coth 2K

cosω1

+ 2 cosω2

)
´

1

π2

ż π

0

dω2

ż π/2

0

dω1 ln (cosω1) ´
1

2
ln (sinh 2K) ´ ln 2

= ´
1

π

ż π/2

0

dω1 cosh´1 cosh2 2K

2 sinh 2K cosω1

´
1

π

ż π/2

0

dω1 ln (cosω1) ´
1

2
ln (sinh 2K) ´ ln 2

于是就有
ż

D

+

ż

F

=

ż

A

我们证明上述诸等式, 为简明起见, 不写出被积函数. 交换 q和 ϕ, cos q+ϕ
2

cos q´ϕ
2
不变, 积分区域则从 A变到 B, 所以

ż

A

=

ż π

0

dq
ż π

q

dϕ =

ż π

0

dϕ
ż π

ϕ

dq =

ż

B

做变量变换 ϕ1 = ´ϕ, cos q+ϕ
2

cos q´ϕ
2
不变, 积分区域从 E变到 F , 即

ż

E

=

ż π/2

0

dϕ
ż π´ϕ

ϕ

dq =

ż π/2

0

dϕ
ż π+ϕ

´ϕ

dq =

ż

F

做变量变换 q1 = 2π ´ q, cos q+ϕ
2

cos q´ϕ
2
不变, 积分区域从 C变到 D, 即

ż

C

=

ż π

π/2

dq
ż q

π´q

dϕ =

ż 3π/2

π

dq
ż 2π´q

´π+q

dϕ =

ż

D
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利用公式

cosh´1 x = ln
[
x+

?
x2 ´ 1

]
并定义

q(K) =
2 sinh 2K
cosh2 2K

(9.18.134)

有

1

π

ż π/2

0

dω1 cosh´1 cosh2 2K

2 sinh 2K cosω1

=
1

π

ż π/2

0

dω1 cosh´1 1

q cosω1

=
1

π

ż π/2

0

dω1 ln
(
1 +

a

1 ´ q2 sin2 ω1

)
´

1

π

ż π/2

0

dω1 ln(q cosω1)

代入前式, 并把积分变量由 ω1变为 θ, 得到

βg(T, h = 0) = ´ ln(2 cosh 2K) ´
1

π

ż π/2

0

dθ ln 1 +
a

1 ´ q2 sin2 θ

2
(9.18.135)

函数 q(K)的图形如图9.18.1所示, 在 K = 0和 K Ñ 8, q(K) = 0, 在 K = Kc处,
q(Kc) = 1为其极大值. 简单的代数计算表明, 决定临界温度的几个等价公式分别为

2 sinh 2Kc

cosh2 2Kc

= 1

cosh 2Kc =
?
2

sinh 2Kc = 1

tanhKc =
?
2 ´ 1

(9.18.136)

由 K = βJ , dK
dβ = J , 则内能密度为

u(T, 0) =
Bβg(T, 0)

Bβ
= ´2J tanh 2K +

Jq

π

dq
dK

ż π/2

0

dθ sin2 θ

∆(1 +∆)

其中

∆ ”
a

1 ´ q2 sin2 θ

ż π/2

0

dθ sin2 θ

∆(1 +∆)
= ´

1

q2

ż π/2

0

dθ1 ´ q2 sin2 θ ´ 1

∆(1 + ∆)

= ´
1

q2

ż π/2

0

dθ ∆

1 +∆
+

1

q2

ż π/2

0

dθ 1

∆(1 + ∆)

= ´
1

q2

ż π/2

0

dθ ∆

1 +∆
+

1

q2

ż π/2

0

dθ
[
1

∆
´

1

1 + ∆

]
= ´

π

2q2
+

1

q2

ż π/2

0

dθ
∆
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得到

u(T, 0) =
Bβg(T, 0)

Bβ

= ´ 2J tanh 2K ´
J

2q

dq
dK +

J

πq

dq
dK

ż π/2

0

dθ
∆

由(9.18.125), 可以求得

1

q

dq
dK = ´2 coth 2K

(
2 tanh2 2K ´ 1

)

´2 tanh 2K ´
1

2q

dq
dK = ´ coth 2K

代入上式得到

u(T, 0) = ´J coth 2K
[
1 +

2

π

(
2 tanh2 2K ´ 1

)
K1(q)

]
(9.18.137)

其中

K1(q) =

ż π/2

0

dθ
a

1 ´ q2 sin2 θ
(9.18.138)

为第一类完全椭圆积分. 定义

q1 = 2 tanh2 2K ´ 1

则

q12 + q2 =
4 sinh2 2K

cosh4 2K
+

(
2 sinh2 2K ´ cosh2 2K

cosh2 2K

)2

=
4 sinh2 2K + sinh4 2K ´ 2 sinh2 2K + 1

cosh4 2K
= 1

1

q

dq
dK = ´2q1 coth 2K (9.18.139)

q和 q1随 K的变化如图9.18.1所示.
内能可以写成

u(T, 0) = ´J coth 2K
[
1 +

2

π
q1K1(q)

]
(9.18.140)

为了得到比热的公式, 先计算几个导数

d coth 2K
dK =2 ´ 2 coth2 2K

= coth2 2K(2 tanh2 2K ´ 2)

= ´ (1 ´ q1) coth2 2K

(9.18.141)
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图 9.18.1:

dq1

dK =4 tanh 2K
(
2 ´ 2 tanh2 2K

)
=4(1 ´ q1) tanh 2K

=2(1 ´ q12) coth 2K

(9.18.142)

dK1

dK =
1

q

dq
dK

ż π/2

0

dθ q2 sin2 θ(
1 ´ q2 sin2 θ

)3/2
=
1

q

dq
dK

ż π/2

0

dθ q
2 sin2 θ

∆3

考虑

∆ =
(1 ´ q2 sin2 θ)2

∆3

=
1

∆3

(
1 ´ 2q2 sin2 θ + q4 sin4 θ

)
=

1

∆3

(
1 ´ q2 sin2 θ ´ q2 sin2 θ(1 ´ q2) ´ q4 sin2 θ cos2 θ

)
即

(1 ´ q2)
q2 sin2 θ

∆3
=

1

∆3

(
1 ´ q2 sin2 θ ´ q4 sin2 θ cos2 θ

)
´ ∆

=
1

∆
´ ∆ ´

d
dθ

(
q2 sin θ cos θ

∆

)
+
q2(1 ´ 2 sin2 θ)

∆

=∆ ´ (1 ´ q2)
1

∆
´

d
dθ

(
q2 sin θ cos θ

∆

)
由此得到

q2 sin2 θ

∆3
=

1

1 ´ q2
∆ ´

1

∆
´

1

1 ´ q2
d
dθ

(
q2 sin θ cos θ

∆

)
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两边对 θ积分, 得到
ż π/2

0

dθ q
2 sin2 θ

∆3
=

1

1 ´ q2

ż π/2

0

dθ∆ ´

ż π/2

0

dθ 1
∆

=
E1(q)

1 ´ q2
´ K1(q)

其中

E1(q) =

ż π/2

0

dθ
a

1 ´ q2 sin2 θ (9.18.143)

为第二类完全椭圆积分.
这样就有

dK1(q)

dq =
1

q

ż π/2

0

dθ q
2 sin2 θ

∆3

=
E1(q)

q(1 ´ q2)
´
sK1(q)

q

即

q1dK1

dK = =
q1

q

dq
dK

(
E1(q)

1 ´ q2
´ K1(q)

)
= ´ 2 coth 2K

(
E1(q) ´ q12K1(q)

) (9.18.144)

式(9.18.140)对温度求导, 得到比热

c =
Bu

BT

=kK2

"

d coth 2K
dK

[
1 +

2

π
q1K1(q)

]
+ coth 2K 2

π

dq1

dKK1(q) + coth 2K 2

π
q1dK1(q)

dK

*

(9.18.145)
把上述已经求出的导数代入上式, 得到

c =
2k

π
K2 coth2 2K

[
´(1 ´ q1)

π

2
´ (1 ´ q1)q1K1(q) + 2(1 ´ q12)K1(q) ´ 2E1(q) + 2q12K1(q)

]
=
2k

π
β2J2 coth2 2K

[
2K1(q) ´ 2E1(q) ´ (1 ´ q1)

(π
2
+ q1K1(q)

)]
(9.18.146)

临界点对应于 q = 1, q1 = 0, coth 2Kc =
?
2. 在临界点附近,

lim
qÑ1

E1(q) = 1, lim
qÑ1

K1(q) = ln 4

|q1|
(9.18.147)

(9.18.147) 的第一式是显然的. 我们看第二式, 当 q = 1时,

K1(1) =

ż π/2

0

dθ
?
1 ´ sin2 θ

=

ż π/2

0

dθ
cos θ

在积分上限处发散. 为方便讨论, 把发散点移到原点, 这只要做变换 θ1 = π
2

´ θ即可, 得
到

K1(q) =

ż π/2

0

dθ
?
1 ´ q2 cos2 θ
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把上述积分分为两段, 取 1 ´ q ! a ! π

K1(q) =

ż a

0

dθ
?
1 ´ q2 cos2 θ

+

ż π/2

a

dθ
?
1 ´ q2 cos2 θ

(9.18.148)

第二个积分中, 把 q取成 1, 得到
ż π/2

a

dθ
?
1 ´ cos2 θ

=

ż π/2

a

dθ
sin θ

= ´ ln 1 ´ cos a
sin a « ln 2 ´ ln a

对第一个积分, 把 cos2 θ展开

1
?
1 ´ q2 cos2 θ

«
1

?
1 ´ q2 + q2θ2

«
1

?
q12 + θ2

注意到 1 ´ q2 = q12, 得到
ż a

0

dθ
?
1 ´ q2 cos2 θ

«

ż a

0

1
?
q12 + θ2

= ln a+
?
a2 + q12

?
q12

« ln 2a

|q1|
(9.18.149)

(9.18.148)与(9.18.149)相加, 得到

K1(q) = ln 4

|q1|

在 Kc附近,

q1 = 2 tanh2(2Kc + 2(K ´Kc)) ´ 1 = ´2
?
2Kc

(
1 ´

K

Kc

)
于是, 在 Tc附近

c

k
=
4K2

c

π

[
4 ln 2 ´ 2 ln

(
2
?
2Kc

)
´ 2 ln

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 ´
K

Kc

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´ 2 ´
π

2

]
= ´

8K2
c

π
ln
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 ´
T

Tc

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

+
8K2

c

π

[
ln

?
2

Kc

´
(
1 +

π

4

)] (9.18.150)

图9.18.2 给出了比热的精确结果和按照上面近似公式得到的结果, 同时, 也画出了外斯
平均场和 Bethe 近似下的结果.

Onsager 1947 年首先给出了 h Ñ 0时, 自发磁化的结果, 但没有发表. 杨振宁 1952
年发表了自发磁化的计算, 其结果是

mI(0, T ) =

$

&

%

0 (T ą Tc)

[1 ´ [sinh(2βJ)]´4]
1
8 (T ă Tc)

(9.18.151)
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图 9.18.2: 精确解的比热与近似公式, Weiss 平均场近似和 Bethe 近似所得比热的比较.

无规行走方法

这一节介绍零场二维伊辛模型的也许是最简洁的解法. 考虑 LˆL正方格子,用 k和

l标记行和列, 哈密顿为

H = ´J
L
ÿ

kl=1

(sklskl+1 + sklsk+1l) (9.18.152)

配分函数是：

ZC =
ÿ

tskl=˘1u

e´βH =
ÿ

tskl=˘1u

e
+K

L
ř

kl=1

(sklskl+1+sklsk+1l)

=
ÿ

tskl=˘1u

L
ź

(k,l)

e+Ksklskl+1e+Ksklsk+1l

(9.18.153)

定义

K = βJ

因 s取值 ˘1, 有下面的恒等式

e+Ksisj = coshK + sisj sinhK = coshK(1 + vsisj) (9.18.154)

其中

v = tanhβJ
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利用上述关系, 配分函数可以写为

ZC = cosh2N K
ÿ

tskl=˘1u

L
ź

(k,l)

(1 + vsklskl+1)(1 + vsklsk+1l)

= cosh2N K
ÿ

tskl=˘1u

L
ź

(k,l)

(1 + vsklskl+1 + vsklsk+1l + v2s2klskl+1sk+1l)

= cosh2N K
ÿ

tskl=˘1u

(
1 + v

ÿ

kl

sklskl+1+v
ÿ

kl

sklsk+1l

+ v2
ÿ

kl

ÿ

k1l1

sklskl+1sk1l1sk1l1+1 + v2
ÿ

kl

ÿ

k1l1

sklsk+1lsk1l1sk1+1l1

+ 2v2
ÿ

kl

ÿ

k1l1

sklskl+1sk1l1sk1+1l1 + v2 ¨ ¨ ¨

)

(9.18.155)

这是一个 v的级数. 把 ZC写成

ZC = cosh2N K 2N (1 + ¨ ¨ ¨ ) = cosh2N K 2NZg (9.18.156)

上式中的 Zg可用图来表示：每一项相邻两个格点之间连一条线, 对应于因子 v, 连线两
端是两个 s, 这样, Zg可以表示为

Zg =1 + + + + + +

+ + + . . . . . .

注意到 s的偶数次幂为 1, 求和为 2；s的奇次幂的求和为 0, 即

ÿ

skl=˘1

(skl)
2n = 2,

ÿ

skl=˘1

(skl)
2n+1 = 0
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Zg的展开中的每一项对应于一个闭合图, 且只有偶顶点的闭合图的贡献不为零, (所谓偶
顶点图, 即每个顶点有偶数条线, 进出的线相等). 下式给出了前面几阶的图形表示.

Zg = 1 + + +

+ + +

+ + . . . . . .

=
8
ÿ

r=0

grv
r

(9.18.157)

这里

gr =格点上所有 r 条线的图的数目

Zg是一个 v的级数. (9.18.157)是高温展开计算的出发点, 它对于三维伊辛模型也成立.
所谓高温展开, 就是求出各级 gr. gr由两个因素决定, 一是图形数, 二是嵌入数. 例如
式(9.18.157)的第二项, 对应于 v4, 只有一个图形, 所以图形数为 1, 把它放到格点上, 有
N种放法, 故嵌入数为 N , 合起来, 得到 g4 = N . 式(9.18.157)第三项对应于 v6, 也只有
一种图形, 此图可以是竖起来的, 也可以是横过来的, 所以在格点上有 2N种放法, 从而
g6 = 2N . 式(9.18.157)中其余画出来的图均对应 v8, 有五种图形, 的嵌入数为 N ,

的嵌入数为 4N , 的嵌入数为 2N , 的嵌入数为 2N , 的嵌入数可以

这样计算, 两个小方块放到格点上的总方式数是 N(N´1)
2

, 而其中两个方块相连接的方式
是 8N

2
种, 扣除后得到 N(N´1)

2
´ 8N

2
= N(N´9)

2
. 这样

g8 = N + 4N + 2N + 2N +
N(N ´ 9)

2
=
N(N + 9)

2

更高阶图的数目随阶数快速增加, 手工计算几乎不可能. 为此, 需要发展系统的方法由
计算机计算. Domb 和 Green 主编的 Phase Transitions and Critical Phenomena 系列
丛书的第三卷专讲高温展开, 包括图形的生成和计数理论及方法等.
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这里不讨论高温展开, 而是在二维的特殊情况下, 通过把计算 gr的问题为转化为另

一个问题, 并把这个级数求出来.

首先, 分析 Zg展开的图的结构. 除了最低阶的 4阶和 6阶图外, 高阶图可分类为相
连图和不相连图, 不相连图可以分成两个或多个相连图. 对于相连图, 总可以以画圈的
方式构成, 一笔画成的闭合图定义为圈, 也就是说闭合的连接图至少可以对应于一个圈.
实际上, 以画圈方式构成闭合图, 可能重复经过一些格点, 也可能重复经过一些连线, 而
且可能需要画多个圈. 也就是说, 一个闭合连接图可以对应于若干个不同的相连或不相
连的圈. 看两个最基本的例子, 先以 8阶图 为例, 它可以有以下三种画法： ,

, , 即一个图并对应于三类圈. 如果能够找到一个规则, 使得一个闭合图对
应于的圈恰能给出 1, 就可以通过研究圈的计数来实现对于图的计数.

对于二维问题, 这种对应是可以实现的, 这只要给每个闭圈赋予一个因子 (˘1), 按
照画圈时如果在格点交叉时, 赋以 ( ´1), 不交叉时, 赋以 ( +1), 则这个例子中的对应问
题即可解决, 三个圈加起来等于 1. 对于更大的图, 对于每个交叉点都这样处理, 则一般
成立. 例如, 如果一个闭合图中有 2个相交的格点, 则总共有 9种画圈的方法得到所需连

接的闭合图, 按照上面的规则, 9种圈中有 5个正好, 4个负号, 得到 1. 这里, 每个交叉顶
点分为三个, 一个交叉, 二个不交叉, 需要找一个自动方法, 来实现上述规则. 这个自动
方法是有两个部分, 1, 画圈时, 带上一个相位因子, 即每当转过一个角度 θ时, 乘以因子
e 1

2 iθ, 角度的正向可以规定为顺时针或逆时针方向, 只要保持同样的规定, 最后的结果是
一样的. 这里, 规定逆时针为正. 则每个闭合圈给予因子 ´e i

2

ř

θ, 对于 m重闭合圈, 给与
因子 (´1)me i

2

ř

θ. 2, 对于每个闭合圈, 赋予一个因子 ´1, m重闭合圈获得因子 (´1)m.
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这两个规则联合, 就能够自动实现对于交叉格点的符号规定. 见下图对三种情况的计算.

θ = 3(
π

2
) + 3(´

π

2
) = 0, (´1)1e 1

2 i0 = ´1

θ = 8(
π

2
) = 4π, (´1)2e 1

2 i4π = +1

θ = 6(´
π

2
) + 2(

π

2
) = ´2π, (´1)1e 1

2 i(´2π) = +1

在画圈时, 还会画出 这样的图, 这个图在配分函数的展开中不应该出现, 这

是因为它包含奇顶点, 即与奇数条线连接的顶点, 这样的顶点有奇数个 s, 贡献是 0. 这

样的图, 有两种画圈的方式得到, , 和 , 按照我们给出的规则, 这两个方式的

符号相反, 恰好抵消, 如下图所示. 在更高阶的图中, 只要出现下面图中的元素, 则依照
给出的规则, 其贡献为 0.

θ = 4
(

´
π

2

)
+ 4

(
´
π

2

)
= ´4π (´1)2e 1

2 i(´4π) = +1

θ = 4
(

´
π

2

)
+ 4

(π
2

)
= 0 (´1)1e 1

2 i0 = ´1
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对于非相连的图, 也同样可以通过画圈的方式得到, 而在画圈时出现分支的元素, 为交叉
的格点（与四条线相连）或导致重复线的交点（与三条线相连）, 设计的规则自动把这
种分支变为 1 或 0. 这样, 对于所有的图的求和可以代以对所有圈的求和.

用 L(n)表示所有总共有 r条线的 n重闭圈 (由 n个单圈构成) 的贡献. 则

grv
r =

ÿ

n

(´1)nL(n)

这里的求和包含所有满足 n个圈, 总共 r条线的闭圈, n = 1, 2, ¨ ¨ ¨. (´1)n来自的第二条

规则.
记 D(l1)为 l1条线的单圈的贡献, 其中包括位相因子, 等于每个顶点的 e 1

2 iθ之积. 则
L(n) 可以写成

L(n) =
1

n!

ÿ̊

l1¨¨¨ln

D(l1)D(l2) ¨ ¨ ¨D(ln)v
l1+l2+¨¨¨ln (9.18.158)

其中的 1
n!
来源于对 l1 ¨ ¨ ¨ ln的置换不产生新的圈, 求和上的 * 表示在限制

ř

i

li = r的条

件下求和. 于是：

ZC =2N (coshK)2N
ÿ

r

grv
r

=2N (coshK)2N
ÿ

r

ÿ̊

n

(´1)n

n!

ÿ̊

l1¨¨¨ln

D(l1) ¨ ¨ ¨D(ln)v
l1+¨¨¨ln

(9.18.159)

由于 ZC中包括了所有的总长为 l1 + l2 ¨ ¨ ¨的圈的集合, 所以对 l1 ¨ ¨ ¨ ln的求和可以无关

的变到无限. (因格点上的总的连线的数目是 2N , 表面上看, 求和不可能取到无限, 如
果总的连线数超过 2N , 则必有连线重复. 按照我们的规则, 如果画圈中有连线重复, 则
其贡献为零, 这样, 把求和推到无限, 并不改变结果. 另一方面, 我们的计算最终要取
N Ñ 8的极限, 如果在此刻即令 N Ñ 8, 则求和推到无限就没有问题). 在求和能够到
无限大的前提下, 可以重新组合上面的求和（在数学上, 无穷级数的求和次序的重组需
要满足一定条件, 在这里不追求此严格性）,

ÿ

r

grv
r = F1 + F2 + ¨ ¨ ¨ (9.18.160)

这里

F1 = (´1)
8
ÿ

m=1

D1(m)vm 所有单圈的贡献 (9.18.161)

F2 = (´1)2
8
ÿ

m=1

D2(m)vm所有双圈的贡献 (9.18.162)

... ...
现在, 把双圈的贡献用单圈表示出来. 设想所有单圈的集合再做一个副本, 这样就

有二个单圈的集合, 然后, 从每个集合中拿一个圈, 就构成了一个双圈, 这样, 对于 F2中
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任一项, 有 m条线的双圈, 是在两个单圈的集合中各取一个单圈, 且满足这两个圈的总
的线数为 m的所有可能, 即

D2(m)vm =
1

2

ÿ

m1+m2=m

D1(m1)D1(m2)v
m1+m2 (9.18.163)

这里的因子 1
2
是考虑到上述的取法会导致由两个不同的单圈构成的双圈重复二次À

ÿ

m

D2(m)vm =
1

2

ÿ

m

ÿ

m1+m2=m

D1(m1)D1(m2)v
m1+m2

=
1

2!

ÿ

m1

ÿ

m2

D1(m1)D1(m2)v
m1+m2

=
1

2!

ÿ

m1

ÿ

m2

D1(m1)D1(m2)v
m1+m2

=
(´1)2

2!

(
8
ÿ

m=1

D1(m)vm

)2

同理可证

Fn =
(´1)n

n!

(
8
ÿ

m=1

D1(m)vm

)n

所有 n圈的贡献 (9.18.164)

于是, 用 D(m)表示由 m条线构成的单圈的数目, 则

ZC =2N (coshK)2N
8
ÿ

n=0

(´1)n

n!

(
8
ÿ

m=1

D(m)vm

)n

=2N (coshK)2N exp

#

´

8
ÿ

m=1

D(m)vm

+ (9.18.165)

这样, 就把计算配分函数的转化为计算 D(m)了. 下面, 通过设计一个无规行走的方
式来计算 D(m).

定义一个带方向的格点位置 p, 如下图所示, p包括在格点的位置 (k, l)和一个方向

ν, ν可以取值 1, 2, 3, 4.

k, l 12

3

4

p = (k, l, ν).

À 如果双圈由两个相同的单圈构成, 则没有重复, 此时, 应该没有 1
2

, 在所有情况下乘以 1
2
是错误的, 但如果区别考虑,

会导致计算的繁复, 可以证明（S. Sherman, Combinatorial Aspects of the Ising Model for Ferromagnetism. I. A
Conjecture of Feynman on Paths and Graphs, J. Math. Phys. 1, 202 (1960), J. Math. Phys. 4, 1213 (1963)；P. N.
Burgoyne, Remarks on the Combinatorial Approach to the Ising Problem, J. Math. Phys. 4, 1320 (1963) ）, 这个
错误不会影响最终的结果.
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先考虑在晶格上从一点 p出发到另一点 p1的所有可能的 m条线的路径数, 规定行走时
不能立即回头. 用 Mm(p,p1)表示此路径数, 由于有 N个格点, 4个方向, Mm(p,p1)为一

4N ˆ 4N的矩阵, 对于小 m 的情形, 很多矩阵元为 0, 例如 M0(p,p
1) = δpp1 .

M1(k, l, 1| k, l + 1, 1) = 1

M1(k, l, 2| k, l + 1, 1) = 0

M1(k, l, 3| k, l + 1, 1) = eiπ
4

M1(k, l, 4| k, l + 1, 1) = e´iπ
4

对于 m线的闭合圈, 另终点与起点重合, p = p1, 则 D(m)与 M(m(p,p)的关系为,

D(m) =
1

2m

ÿ

p

Mm(p,p) (9.18.166)

这里, 1/m 的因子来源于每个格点都可以作为出发点, 2来源于每个点有两个方向À. 这
样, 求 D(m)的问题就转化为求 Mm(p,p).

下面求 Mm(p,p1), 假定从 p出发, 已走了 m´ 1步, 到点 p1 , 则从第 m´ 1步到第

m步时,

Mm(p,p1) =
ÿ

p1

M1(p,p1)Mm´1(p1,p
1) (9.18.167)

对上式依次递推：

Mm(p,p1) =
ÿ

p1

ÿ

p2

¨ ¨ ¨
ÿ

pm´1

M1(p,p1)M1(p1,p2) ¨ ¨ ¨M1(pm´1,p
1)

即

Mm(p,p1) =Mm
1 (p,p1) (9.18.168)

由此得到

D(m) =
1

2m
Tr(M

m
1 ) =

1

2m

4N
ÿ

j=1

λm
j (9.18.169)

À 这个因子并不总是正确, 但由此导致的修正似乎与前面相同单圈构成多个圈的错误因子抵消, 并最终给出正确结果.
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把 D(m)代入配分函数的表示式(9.18.165), 有：

ZC = 2N (coshK)2N exp

#

´
ÿ

m

1

2m

4N
ÿ

j=1

λm
j v

m

+

= 2N (coshK)2N exp

#

´
1

2

4N
ÿ

j=1

ÿ

m

1

m
λm
j v

m

+

= 2N (coshK)2N exp

#

1

2

4N
ÿ

j=1

ln(1 ´ λjv)

+

= 2N (coshK)2N exp

#

ln
4N
ź

j=1

(1 ´ λjv)
1
2

+

= 2N (coshK)2N

[
4N
ź

j=1

(1 ´ λjv)

]1/2

(9.18.170)

这样, 已经把求配分函数的问题转化为求 M1(p,p
1)的本征值的问题. 前面已经写出了

M1的几个矩阵元, 这里把 M1(p,p
1)完整地写出来.

M1(k, l, 1 |k1, l1, ν 1 ) = δkk1δll1´1δ1,ν1 + e´iπ
4 δkk1+1δll1δ3,ν1 + eiπ

4 δkk1´1δll1δ4,ν1

M1(k, l, 2 |k1, l1, ν 1 ) = δkk1δll1+1δ2,ν1 + eiπ
4 δkk1+1δll1δ3,ν1 + e´iπ

4 δkk1´1δll1δ4,ν1

M1(k, l, 3 |k1, l1, ν 1 ) = eiπ
4 δkk1δll1´1δ1,ν1 + e´iπ

4 δkk1δll1+1δ2,ν1 + δkk1+1δll1δ3,ν1

M1(k, l, 4 |k1, l1, ν 1 ) = e´iπ
4 δkk1δll1´1δ1,ν1 + eiπ

4 δkk1δll1+1δ2,ν1 + δkk1´1δll1δ4,ν1

(9.18.171)
对上式作付氏变换, 即令,

M1(q1, q2, ν|q1
1, q

1
2, ν

1) =
1

L2

ÿ

kl

ÿ

k1l1

exp
"

2π

L
i(q1k + q2l)

*

M1(k, l, ν|k1, l1, ν1) exp
"

´
2π

L
i(q1

1k
1 + q1

2l
1)

*

(9.18.172)

考虑其中一个

M1(q1, q2, 1|q1
1, q

1
2, ν

1) =
1

L2

ÿ

kl

ÿ

k1l1

exp
"

2π

L
i(q1k + q2l ´ q1

1k
1 ´ q1

2l
1)

*

[
δkk1δll1´1δ1,ν1 + e´iπ

4 δkk1+1δll1δ3,ν1 + eiπ
4 δkk1´1δll1δ4,ν1

]
= e´i

2πq2
L δq1q1

1
δq2q1

2
δ1ν1 + e´iπ

4 ei
2πq1

L δq1q1
1
δq2q2δ3ν1 + eiπ

4 e´i
2πq1

L δq1q1
1
δq2q2δ4ν1

其余矩阵元可类似计算, 最后得到

M1(q, ν|q1, ν 1) =Mνν1(q)δqq1 (9.18.173)

其中

M(q) =


Q˚

2 0 Q1ε
˚ Q˚

1ε

0 Q2 Q1ε Q˚
1ε

˚

Q˚
2ε Q2ε

˚ Q1 0

Q˚
2ε

˚ Q2ε 0 Q˚
1

 (9.18.174)
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式中

Q1 = ei
2πq1

L , Q2 = ei
2πq2

L , ε = eiπ
4 (9.18.175)

通过这个变换, M1 已经准对角化, 对每一个给定的 q = (q1, q2) 有

4
ź

j=1

(1 ´ vλj(q)) = det (1 ´ vM(q))

=(1 + v2)2 ´ 2v(1 ´ v2)

(
cos 2πq1

L
+ cos 2πq2

L

)
于是:

ZC = 2N (coshK)2N
L
ź

q1q2

"

(1 + v2)2 ´ 2v(1 ´ v2)(cos 2πq1
L

+ cos 2πq2
L

)

*1/2

(9.18.176)

而

F

N
= f = ´kT ¨

1

N
lnZC

= ´kT ln 2 + kT ln
(
1 ´ v2

)
´
kT

2N

L
ÿ

q1q2=1

ln
(
(1 + v2)2 ´ 2v(1 ´ v2)(cos 2πq1

L
+ cos 2πq2

L
)

) (9.18.177)

或 L Ñ 8时, 写成积分形式.

f = ´kT ln 2 + kT ln
(
1 ´ v2

)
´
kT

2

1

(2π)2

2π
ĳ

0

dω1dω2 ln
[
(1 + v2)2 ´ 2v(1 ´ v2)(cosω1 + cosω2)

] (9.18.178)

这一结果, 与前面的代数方法得到的结果相同.
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9.19 习题

1. 假定有巨配分函数为
Ξ(z, V ) = (1 + z)V (1 + zαV )

其中 z = e
µ

kBT , 是热波长; V 是体积, α 是一个数字参数. 分别对于有限大小的 V

和 V Ñ 8, 试求出物态方程. （有限大小的 V 可能需要做一些数值计算）

2. 在自由边界条件下（即链的两个端点没有限制）, 试求出一维 Ising 模型的自由能,
将所得结果与周期性边界条件的结果比较. 在链长 N 很大时（宏观尺寸）, 两个
边界条件的结果相同. 请计算：1, 比热；2, M = x 1

N

ř

i siy; 3, 证明在有限温度下,
当 h Ñ 0 时, M = 0, 在 T = 0 时, 当 h Ñ 0 时, M ‰ 0.

3. Onsager 求得 h = 0 时 N = Lˆ L 格点上二维 Ising 模型的自由能为

F = ´NkBT ln 2 +NkBT ln
(
1 ´ tanh2(βJ)

)
´

1

2
kBT

L
ÿ

p=0

L
ÿ

q=0

ln
((

1 + tanh2(βJ)
)2

´ 2 tanh(βJ)
(
1 ´ tanh2(βJ)

)(
cos 2πp

L
+ cos 2πq

L

))
试由此出发, 证明当 L Ñ 8 时, 上述求和可以写成积分. 请尽可能简化这个积
分, 并用特殊函数表示出来. 由所得结果证明比热在温度 T = Tc 时发散, 求出 Tc.
（这里的计算涉及椭圆函数, 如果对于椭圆函数的性质等很不熟悉, 可以跳过这一
部分, 直接做下面的部分）

通过分析上述积分, 找出可能的奇异点并讨论其性质, 参考讲义的处理, 得到临界
温度 Tc 和 Tc 附近比热的行为.

4. 如果把一维 Ising 模型推广为

H = ´J
N
ÿ

i=1

SiSi+1

其中 Si 可以取三个值 1, 0, ´1, J ą 0. 试求出配分函数并由此得到内能的低温极
限.

5. Landau 假定在临界点附近自由能可以写成

G =
1

2
atη2 +

1

4
cη4 ´ hη

式中 η 称为序参数. t = T´Tc

Tc
为相对温度, Tc 是临界温度. 序参量的值由自由能

的极小确定. 试证明

(1). 当 h = 0, T Ñ Tc 即 t Ñ 0 时, η „
?

´t, χ = Bη
Bh

„ 1
t
.



516 第九章 连续相变与临界现象

(2). 当 h = 0, T ą Tc 且 T Ñ TC 时, 与序参量相关的热容量为 0；而 T ă Tc 且

T Ñ Tc 时, 与序参量相关的热容量为 a2

2cTc
.

(3). 当 t = 0 时, 对于小的 h, η =
(
h
c

)1/3.
6.（选作）试讨论 Van der Waals 方程的临界点附近的行为, 特别是液汽两相密度差
和压缩率随温度变化的关系和临界指数.

7. 高温级数分析

对于简单立方格子伊辛铁磁模型，分析零外场磁感应强度高温级数，求出 TC 和 γ

的估计值，级数的系数见讲义.

8. 利用标度假定，证明自由能的奇异部分的标度形式为

g(t, h) = ξ´df̂(hξd´β/ν)

密度关联函数的标度形式为

C(p) = ξ2´ηg(pξ)

9. Ising 链的重整化

a: 从 K = 1出发，应用公式（7.13）-(7.15)进行迭代，求得 4阶的 Kj 和 g(Kj �0),
应用所得的结果，求无量纲的每个自旋的自由能 f 的近似值. 你得到的结果应该
与精确值 f = 1.127 ¨ ¨ ¨ 很接近.

b: 证明零场下的递推关系（7.13）可以写成

tanhK 1 = tanh2K

它意味着关联长度的递推关系是

ξ1(K 1, 0) =
1

2
ξ(K, 0)

10. 一阶累积量近似

应用图 7.16 中的自旋分块方法, 在一阶累积量近似之下, 求出: a, 正方形; b, 三
角形; 和 c, 蜂窝形格子上的二维 Ising 模型的临界指数. 同样可以得到这些系统
的临界温度, 从精确解得到的临界温度分别是 Kc,sq « 0.441, Kc,triang « 0.275,
Kc,hom « 0.658.
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图 9.19.3: 习题 7.2 中的分块方式

11. 二阶累积量近似

应用 (7.68) 式下面的截断方法, 在二阶累积量近似下, 得到三角形格子上的 Ising
模型的递推关系 (7.69).

12. 证明, 如果只作标度变换, sp = λbsbp, p Ñ bp, 当 λb = b1+
d
2 , d ą 3 时, u2n, n ą 3

是无关参数, 这里 u2n 是哈密顿中下述项的系数.
ż

s1s2 ¨ ¨ ¨ s2nδ(1 + 2 + ¨ ¨ ¨ 2n)

13. 各向异性的 Heisenberg 模型的 ϵ 展开

将 7.7 节中的方法应用到具有如下 Landau-Ginzburg-Wilson 哈密顿量的各向异
性 n-矢量模型

H = ´
1

2

ÿ

q

n´1
ÿ

α=1

(
rs + q2

)
Sα

q S
α
´qα ´

1

2

ÿ

q

(
rn + q2

)
Sn

q S
n
´q

+
V1

N

ÿ

tqju

ÿ

α,βăn´1

Sα
q1
Sα

q2
Sβ

q3
Sβ

´q1´q2´q3

+
2V2

N

ÿ

tqju

ÿ

αăn

Sα
q1
Sα

q2
Sn

q3
Sn

´q1´q2´q3

+
V3

N

ÿ

tqju

Sn
q1
Sn

q2
Sn

q3
Sn

´q1´q2´q3
.

(7.168)

显然, rs = rn, V1 = V2 = V3 对应于各向同性的 n-矢量模型. 　 Ising 模型对应于
rs = 8, 　 V1 = V2 = 0 及 m = (n´ 1)-矢量模型对应于 rn = 8, V2 = V3 = 0.
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(a), 证明保留到 ϵ 的一阶后的递推关系为:

r1
s = l2

[
rs ´

4(n+ 1)cδ

1 + rs
V1 ´

4cδ

1 + rn
V2

]
r1
n = l2

[
rn ´

4(n´ 1)cδ

1 + rs
V2 ´

12cδ

1 + rn
V3

]
V 1
1 = lϵ

[
V1 +

4(n+ 7)cδ

(1 + rs)
2 V 2

1 +
4cδ

(1 + rn)
2V

2
2

]

V 1
2 = lϵ

[
V2 +

16cδ

(1 + rs) (1 + rn)
V 2
2

+
4(n+ 1)cδ

(1 + rs)
2 V1V2 +

12cδ

(1 + rn)
2V2V3

]

V 1
3 = lϵ

[
V3 +

36cδ

(1 + rn)
2V

2
3 +

4(n´ 1)cδ

(1 + rs)
2 V 2

2

]

(7.169)

其中 l = 1 + δ，在对关联函数的外壳层积分时应用了近似 (7.163) 和 (7.166).

b), 　证明对 Heisenberg，XY 和 Ising 模型, 　可以重新得到线性化的递推关系
(7.147) 和 (7.151).

(c),　考虑各向同性的 n-矢量不动点处的一般线性化递推关系.　特别是在保留到
ϵ的一阶时,　证明对于 j = 3, 4, 5,矩阵M［类似于 (7.151)］具有Mj1 =Mj2 = 0.
因此有两个如下形式的右本征矢 

a

b

0

0

0


证明对应的指数为

y1 = 2 ´
n+ 2

n+ 8
ϵ, y2 = 2 ´

2

n+ 8
ϵ

对很小的各向异性,

a =
rn ´ rs
rs

我们可以将临界点处的零场自由能的奇异部分表达成如下的标度形式

gs(t, a, 0) = l´dgs (tl
y1 , aly2 , 0) = |t|d/y1ψ

(
a/|t|ϕ

)
其中

ϕ =
y2
y1

= 1 +
n

2(n+ 8)
ϵ



9.19 习题 519

被称为“渡越”指数. 注意此时稳定的不动点是 Ising 不动点, 而不是各向同性不
动点.

(d), 研究 a = 10´3 的各向异性的 Heisenberg 模型. 给出能够测量出渐近的 Ising
临界指数的稳定范围.

(e), 在 Ising 和 XY 不动点, 重做 (c) 部分 (就是, n = 3) 的分析, 证明指数 y2 是

负的 (即, 两个不动点都是稳定的).
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第十章 互作用量子系统

当系统的温度足够低, 密度足够高, 以致粒子的平均热波长 λ与粒子之间的平均距

离可比拟时, 量子效应在决定系统的宏观热力学性质上起主导作用, 把这种 “流体” 称之
为量子流体, 在自然界中, 只有 4He 和 3He 以以液体状态一直保持到近于绝对零度. 但
通常讲的量子流体, 有的含义, 凡是量子效应起主导作用的相互作用多粒子流体系统, 通
称为量子流体, 量子流体展现了丰富多彩的物理现象, 例如 He 的超流性和金属的超导
电性等, 量子流体是统计物理和凝聚态物理的一个重要研究领域.

10.1 量子非理想气体的第二维里系数

继 Mayer 的理论之后, UhlenbeeK 等人对量子非理想气体作了分析和类似处理, 经
过约 20 年努力, 最后由李–杨解决了这个问题, 本节只讲第二维里系数, 其它请看有关
书和文献.
巨配分函数：

ZG =
8
ÿ

n=0

TrWN (β)
yN

N !

y =
eβµ
λ3

=
z

λ3

WN (β) = λ3NN !e´βHN

(10.1.1)

考虑：

H =
ÿ

i

p2i
2m

+
ÿ

xijy

uij , 这里 uij = u (|ri ´ rj|) (10.1.2)

把巨配分函数写为：

ZG = exp

#

8
ÿ

l=1

TrUl(β)
yl

l!

+

(10.1.3)

521
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Ul(β)是依赖于 l粒子的相空间坐标的算符.

ZG = exp

#

8
ÿ

l=1

TrUl(β)
yl

l!

+

= 1 +
ÿ

l

TrUl(β)
yl

l!
+

1

2

(
ÿ

l

TrUl(β)
yl

l!

)2

+
1

3!

(
ÿ

l

TrUl(β)
yl

l!

)3

¨ ¨ ¨

= 1 + TrU1(β)y +
1

2

[
TrU2(β) + (TrU1(β))

2
]
y2 + ¨ ¨ ¨

与(10.1.1) 比较得：

TrU1(β) = TrW1(β)

TrU2(β) = TrW2(β) ´ (TrU1(β))
2

¨ ¨ ¨

(10.1.4)

PV

kT
= ln(H) =

ÿ

l

TrUl(β)
y1

l!
=
ÿ

l

V bly
l (10.1.5)

bl =
1

l!V
TrUl(β) (10.1.6)

xny = ´
1

V

BΩ

Bµ
=
ÿ

l

lbly
l (10.1.7)

同经典情形一样, 可得：

B1 = b1

B2 = ´
b2
λ3

P

kT
= xny

␣

a1 + a2 xnyλ3 + ¨ ¨ ¨
(

(10.1.8)

下面计算维里系数

B1 = b1 =
1

V
TrU1(β)

U1(β) =W1(β) = λ3e´β p2

2m

TrU1(β) = λ3

ż

d3q
A

q
ˇ

ˇ

ˇ
e´β p2

2m

ˇ

ˇ

ˇ
q
E

= λ3

ż

d3q
ÿ

k

ψk(q)ψe´β p2

2mψ˚
k (q)

取

ψk =
1

?
V
eik¨r
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则

TrU1(β) =
λ3

V

ż

d3r
ÿ

k

e´β h̄2k2

2m

= λ3 V

(2π)3

ż

d3ke´β h̄2k2

2m

= V

即

B1 = b1 = 1 (10.1.9)

现在求 B2

B2 = ´
b2
λ3

= ´
1

2V λ3
TrU2(β)

= ´
1

2V λ3

(
TrW2(β) ´ (TrU1(β))

2
)

无相互作用（理想量子气体）情形下

TrW2(β) = 2λ6 1

2

ż

d3q1d3q2
A,S

@

q1q2
ˇ

ˇe´βH2
ˇ

ˇ q1q2
DA,S

= λ6

ż

d3q1d3q2
A,S

@

q1q2
ˇ

ˇe´β(T1+T2)
ˇ

ˇ q1q2
DA,S

这里上标 A, S分别表示反对称和对称. 二粒子状态为可以统一写为

|q1, q2yA,S =
1

?
2

(
|q1y1 |q2y2 + ε |q2y1 |q1y2

)

ε =

$

&

%

1 Bose

´1 Fermi

注意到

[T1, T2] = 0

则
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λ6

ż

dq1dq2A,Sxq1, q2| e´β(T1+T2) |q1, q2y
A,S

=
1

2
λ6

ż

dq1dq2(xq2| xq1|+ ε xq1| xq2|)e´β(T1+T2)(|q1y |q2y + ε |q2y |q1y)

=
1

2
λ6

ż

dq1dq2
[

xq2| xq1| e´β(T1+T2) |q1y |q2y + xq1| xq2| e´β(T1+T2) |q2y |q1y

+ ε xq2| xq1| e´β(T1+T2) |q2y |q1y + ε xq1| xq2| e´β(T1+T2) |q1y |q2y
]

= λ6

ż

dq1dq2
[
xq1| e´βT1 |q1y xq2| e´βT2 |q2y + ε xq2| e´βT1 |q1y xq1| e´βT2 |q2y

]
即

TrW2(β) =λ
6

ż

d3q1d3q2xq1|e´βT1 |q1yxq2|e´βT2 |q2y

+ λ6ε

ż

d3q1d3q2xq1|e´βT2 |q2yxq2|e´βT1 |q1y

=λ6

[ż
d3q1xq|e´βT |qy

]2
+ λ6ε

ż

d3q1d3q2xq1|e´βT2 |q2yxq2|e´βT1 |q1y

于是

B2 = ´
ελ3

2V

ż

d3q1d3q2 xq1| e´βT2 |q2y xq2| e´βT1 |q1y

@

q1
ˇ

ˇe´βT2
ˇ

ˇ q2
D

=
ÿ

k

1

V
eik¨q1eik¨q2e´ h̄2k2

2m

=
1

λ3
e´ m

2h̄2β
(q1´q2)

2

B2 = ´
ε

2V λ3

ż

d3q1d3q2e´ m
h̄2β

(q1´q2)
2

= ´
4πε

2λ3

ż

r2dre´ m
h̄2β

r2
=

4πε

2λ3

?
π

4

(
h̄2β

2πm

)3/2

= ε/25/2

于是

B2 =

$

&

%

1
25/2

Fermi

´ 1
25/2

Bose

现在考虑互作用量子系

B2 = ´
1

2V λ3
[TrW2(β) ´ (TrU1(β))

2] (10.1.10)

减去理想气体部分, 得到

B2 ´B0
2 = ´

1

2V λ3
[TrW2(β) ´ TrW 0

2 (β)] (10.1.11)
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注意到

H0 =T1 + T2

H =T1 + T2 + u(r12)
(10.1.12)

则

B2 ´B0
2 = ´

λ3

V
Tr
(
e´βH ´ e´βH0

)
(10.1.13)

为了计算(10.1.13), 考虑二体量子力学问题：

H0ψα (q1, q2) = Eαψα (q1, q2)

H = ´
h̄2

2m

(
∇2

1 +∇2
2

)
+ u(r)

其中

r = |r1 ´ r2|

取质心坐标及相对坐标

R =
1

2
(r1 + r2), r = r1 ´ r2

ψα(R, r) =
1

?
V
ei(P ¨R)/h̄ψn(r)

Eα =
P 2

4m
+ εn

εn, ψn 满足 (
h̄2

m
p2
r + u(r)

)
ψn(r) = εnψn(r)

当相互作用为 0时, 对应的本征值为 E0
α和 ε0n. 这样就有

B2 ´B0
2 =

´λ3

V

ÿ

α

(
e´βEα ´ e´βE0

α

)
= ´

λ3

V

ÿ

P

e´
βP2

4m

ÿ

n

(
e´βεn ´ e´βε0n

)
= ´

λ3

(2π)3

ż

d3pe´
βp2

4m

ÿ

n

(
e´βεn ´ e´βε0n

)
= ´2

?
2
ÿ

n

(
e´βεn ´ e´βε0n

)
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对无作用系统, ε0n = h̄2k2

m
为连续, 但对于互作用系统, 可能还存在有分立谱束缚态.

连续部分可用下式定义互作用系统的波矢量 k.

ε0n =
h̄2k2

m

以 g(k)dk表示相互作用系统波矢在 k Ñ dk之间的状态数, g0(k)dk表示无作用系统在
k Ñ k + dk之间的状态数, 则

B2 ´B0
2 = 2

?
2

ż

(g(k) ´ g0(k))dke´
βh̄k2

m +2
?
2
ÿ

b

e´βεb

εb为分立能级, 以 ηl(k)表示由两体位势 u(r)引起的, 波矢为 k的 l分波的散射相移,
则

g(k) ´ g0(k) =
1

π

1
ÿ

l

(2l + 1)
Bηl(k)

Bk

1
ř

表示

l =

#

0, 2, 4, 6 ¨ ¨ ¨Bose
1, 3, 5, 7 ¨ ¨ ¨Fermi

于是：

B2 ´B0
2 = ´2

?
2
ÿ

β

e´βεb ´
2
?
2λ2

π2

ÿ

l

1(2l + 1)

ż 8

0

e´βh̄2k2/mηl(k)kdk

证明：

g(k) ´ g0(k) =
1

π

ÿ

l

1(2l + 1)
Bηl(k)

Bk

证：

ψn(r) = ψklm(r, θ, φ) = Aklm
uklm(r)

r
Ylm(θ, φ)

对 Fermi

ψ(r) = ´ψ(´r), l = 1, 3, 5, 7 ¨ ¨ ¨
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Bose

�ψ(r) = ψ(´r)� = 0, 2, 4, 6 ¨ ¨ ¨

边界条件, uklm(R) = 0, R很大 Ñ 8（球边界）.

ukl(r) ÝÝÝÑ
rÑ8

sin
(
kr ´

lπ

2
+ ηl(k)

)

由边界条件：

kR ´
lπ

2
+ ηl(k) = nπ, n = 0, 1, 2 ¨ ¨ ¨

注意每一个 k, l, 有 2l + 1重简并. 求对给定 l, k Ñ k + dk之间状态数, 由：

R+
Bηl(k)

Bk
=

dn
dk π

dn =

(
R

π
+

Bηl(k)

πBk

)
dk

gl(k)dk = (2l + 1)dn = (2l + 1)

(
R

π
+

Bηl(k)

πBk

)
dk

g0l (k)dk = (2l + 1)
R

π
dn

g(k) =
1
ÿ

l

gl(k)

故

g(k) ´ g0(k) =
1

π

ÿ

l

1(2l + 1)
Bηl(k)

Bk

习题, 试求刚球势量子系的第二维里系数至 r0
λ
的最低级. (Bose, Fermi).
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10.2 约化密度矩阵

对于统计系统, 常常只需要求单体和二体力学量（或算符）的平均值, 因此, 引入单
体和二体约化密度矩阵是十分有用的.
首先考虑量子情形, 为简化起见, 不考虑自旋, 如需考虑自旋, 可以同样处理. 以下

引入二次量子化的表示. 对于单体算符, 如系统的动能 T 就是单体算符.

T =
ÿ

i

p2i
2m

单体算符

O(1) =
ÿ

i

O1(qi, pi) (10.2.14)

在二次量子化表象下为：

O(1) =
ÿ

k1k1
1

xk|O(1)

ˇ

ˇk1
D

a+k ak1 (10.2.15)

对于二体算符,

O2 =
ÿ

xijy

Oij(qipi, qjpj) (10.2.16)

如互作用

ϕ =
ÿ

ij

u(ij)

就是二体算符. 二体算符的二次量子化表示为

O(2) =
1

2

ÿ

k1k1
1,k2k1

2

xk1k2|O12

ˇ

ˇk1
1k

1
2

D

a+k1
a+k2

ak1
2
ak1

1
(10.2.17)

其平均值为：粒子数表象下,

xO(1)y = TrO(1)ρ

=
ÿ

tnαu

ÿ

k1k1
1

@

k1 |O(1)|k
1
1

D @

tnαu
ˇ

ˇa+k1
ak1

1
ρnb

ˇ

ˇ tnαu
D

”
ÿ

k1k1
1

@

k1 |O(1)|k
1
1

D @

k1
1 |ρ(1)|k1

D

@

k1
1 |ρ(1)|k1

D

=
ÿ

tnαu

@

tnαu
ˇ

ˇa+k1
ak1

1
ρnb

ˇ

ˇ tnαu
D

为单体约化密度矩阵,
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如果用位置坐标表示上述式子,
注意到：

O(1) =

ż

d3rd3r1 xr|O1|r1yψ+(r)ψ (r1)

ψ(r) =
ÿ

k

ak xr|ky =
ÿ

k

akφk(r)

xO(1)y =

ż

d3r1d3r1
1 xr1|O1|r1

1yTr
(
ψ+ (r1)ψ (r1

1) ρ
nb
)

=

ż

d3r1d3r1
1 xr1|O1|r1

1y xr1
1|ρ(1)|r1y

xr1
1|ρ(1)|r1y = Tr

(
ψ+ (r1)ψ (r1

1) ρ
nb
)
=

ÿ

tnαu

@

tnαu
ˇ

ˇψ+ (r1)ψ (r1
1) ρ

nb
ˇ

ˇ tnαu
D

单粒子的约化密度矩阵亦可用对称化的波函数表示：

O(1) =

(
1

N !

)2
ÿ

k1¨¨¨kN
k1
1¨¨¨kN

S,A
@

k1 ¨ ¨ ¨kN

ˇ

ˇO(1)

ˇ

ˇk1
1 ¨ ¨ ¨k1

N

DS,A S,A
@

k1
1 ¨ ¨ ¨k1

N

ˇ

ˇρ
ˇ

ˇk1 ¨ ¨ ¨kN

DS.A

=
1

(N ´ 1)!

ÿ

k1,k1¨¨¨kN

@

k1

ˇ

ˇO(1)

ˇ

ˇk1
1

D

S,A
@

k1
1k2 ¨ ¨ ¨kN

ˇ

ˇρ
ˇ

ˇk1 ¨ ¨ ¨kN

DS,A

类似地, 用下述方式定义二体粒子约化密度矩阵,

xO(2)y = TrO(2)ρ

=
1

2

ÿ

k1k2

ÿ

k1k2

@

k1k2 |O2|k1
1k

1
2

D @

k1
1k

1
2|ρ|k1k2

D

=
1

2

ż

d3r1d3r2

ż

d3r1
1d3r1

2 xr1r2 |O2| r1
1r

1
2y xr1

1r
1
2 |ρ2| r1r2y

@

k1
1k

1
2 |ρ(2)|k1k2

D

=
ÿ

tnαu

@

tnαu
ˇ

ˇa+k1
a+k2

ak2
¨ ak1

ρnb
ˇ

ˇ tnαu
D

ρ1 和 ρ2 的性质

ρ1 对角元给出粒子的平均占据数

xk1| ρ(1) |k1y = Tr
(
a+k1

ak1
ρnb
)
= xn(k1)y

xr1| ρ(1) |r1y = Tr
(
ψ+(r1)ψ(r1)ρ

nb
)
= xn(r1)y
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自旋也可包含进去

又：
ÿ

k

xk1|ρ1|k1y =

ż

d3r1 xr1|ρ(1)|r1y = N

同理:

ÿ

k1k2

xk1k2| ρ(2) |k1k2y =

ż

d3r1d3r2 xr1r2| ρ(2) |r1r2y = N(N ´ 1)

由此可知：

ρ(1) 的本征值 λj ď N

ρ(2) 的本征值 λj ď N(N ´ 1)

用 ρ(1)的正交完备本征矢来表示 ρ(1).

ρ(1) =
ÿ

j

λj

ˇ

ˇ

ˇ
π
(1)
j

EA

π
(1)
j

ˇ

ˇ

ˇ
(10.2.18)

而矩阵元
A

π
(1)
j

ˇ

ˇ

ˇ
ρ(1)

ˇ

ˇ

ˇ
π
(1)
j

E

= λj为 |π
(1)
j y 状态的粒子占据数.

在坐标表象下,

ż

dr xr|ρ|ry =
ÿ

j

dr λj

A

r | π
(1)
j

EA

π
(1)
j | r

E

=
ÿ

j

λj

ż

dr
ˇ

ˇ

ˇ
π
(1)
j (r)

ˇ

ˇ

ˇ

2

=
ÿ

j

λj = N

在此规一化下,

π
(1)
j (r) „

1
?
N

考虑非对角元：

xr1| ρ(1) |r2y =
ÿ

j

λj xr1

ˇ

ˇ

ˇ
π
(1)
j

EA

π
(1)
j

ˇ

ˇ

ˇ
r2y =

ÿ

j

λjπ
(1)
j (r1)π

(1)˚

j (r2) (10.2.19)

现在对上式取热力学极限, 然后考虑当 |r1 ´ r2| Ñ 8时的情形, 看有什么样的事情
发生.
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如果所有的本征值 λj在热力学极限下保持有限, 则必有：

lim
|r1´r2|Ñ8

xr1| ρ(1) |r2y = 0

这是因为 xr1| ρ(1) |r2y „ 1
V

但是如果有某一本征值 λ0正比于粒子数, 即 λ0 = Nα, α是一个有限值, 则 |r1 ´

r2| Ñ 8时,

lim
|r1´r2|Ñ8

xr1| ρ(1) |r2y =
Nα

V
f(r1, r2) (10.2.20)

f(r1, r2)是 (r1, r2) 的函数,
具有上述性质的系统称为在单粒子约化密度矩阵中显示 Off-diagonal long Range

Order (ODLRO) 非对角长程序.
Fermi 系统的单粒子约化密度矩阵不可能有 ODLRO, 这是因为有 Pauli 不相容原

理, 使 λj ď 1.
Bose 系统则可显示单粒子约化密度矩阵下的 ODLRO, 如 He 4的超流, Bose 凝聚.
Fermi 系统可在二体约化密度矩阵下显示 ODLRO, 如超导, He 3超流.

10.3 互作用量子系低激发态的一般特征, 元激发图象

由独立粒子组成的系统, 体系的能量是各个个别粒子的能量之和, 只要知道了单粒
子能谱, 便可计算出现分函数, 从而完全确立热力学性质.
对于粒子间有相互作用的体系, 系统的能量不再是单个粒子的能量之和互作用较强

时, 粒子间彼此牵连, 甚至个别粒子的状态和能量已经失去了意义, 不过, 原则上说, 系
统的平衡性质, 仍可通过计算巨配分函数来确定. 即

ZG(µ, T, V ) =
ÿ

n

ÿ

n

e´(En(N)´µN)/KnT

式中 En(N)是 N 个粒子系统的第 n 个本征能量.
对于互作用系, EnN实际上是求不出来的, 因此, 为了解决实际问题, 必须发展各种

近似方法.
在第二节中, 介绍了适用于低密度高温下的集团展开方法, 这一节着眼于低温情形.
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从配分函数可见, 当 T 很小时, 只有系统的低激发态起作用, 也就是互作用系的低
温性质由低激发态能谱决定, 而理论和实验都表明, 低激发态可以看成是一些近独立的
“准粒子” 或 “元激发” 的集合, 在元激发的图象下, 可以照搬处理独立粒子的方法.
下面, 以声子为例来说明元激发的概念.
声子：晶格原子的强作用 ñ形成格点, 低温下, 原子在平衡点振动
简谱近似 ñ简正坐标 ñ平面波

简单晶格, 三支格波.

E(nSK) = (nsk +
1

2
)h̄ωs(k)

Etnsku =
ÿ

s,K

nskh̄ωs(k) + E0

由量子力学, 引入另一种图象——声子.
每一波长 k, 频率 ωs(k)的格波 ñ 一群声子, 动量 p = h̄k, εs(k) = h̄ωs(k), nsk是

声子数.

nsk = 0, 1, 2 ¨ ¨ ¨ ,

声子是 Bose 子.
声子就是一种元激发, 是整个晶体集体振动量子化的产物, 不属于个别原子, 声子总

数与原子总数无关.
T升高, 振动加强, 非谐项不能忽略, 声子不是严格本征态, 且出现声子互作用, 散射

密度等, 导致声子具有有限的寿命.
T继续升高, 声子数增加, 互作用变强, 寿命变短, 声子图象破坏.
一般, 互作用多粒子系可低激发态物可看成是若干元激发获准粒子的集合, 元激发

具有一定的动量 p和能量 ε(p), ε(p)称为元激发的色散关系或元激发能谱.
元激发可以有 Fermi 和 Bose 型两种, 视它们满足的统计而定, 一般, 元激发不必于

组成系统的粒子的统计相同, 但 Bose 粒子组成的系统不可能有 Fermi 型元激发.
如对声子的讨论所指出的, 元激发的概念只有当 T足够小, 元激发的数目不太多, 元

激发的寿命足够长才能适用.
用元激发的图象描述物理体系时, 需确定三个要素：
元激发能谱 ε(p).
元激发服从的统计.
元激发的散射机制.
确定上述三个要素有两种方法, 一是微观的方法, 二是唯象的方法, 本章中主要讨论

唯象的方法.
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元激发的例子：

声子.
准电子, 准空穴.
激子.
极化子

自旋波量子.
He 中的声子和旋子.
等离子体中的 plasmon.
电磁波与物质相互作用的耦合场量子 Polariton 等.

10.4 4He 的性质

在讨论 4He 的超流动性之前, 先介绍一下有关实验事实和二流体模型.
自然界中有两种 He 的稳定同位素, 3He 和 4He, 3He 是 Fermi 系, （spin = 1

2
）,

4He 是 Bose 系,（spin �0）. He 原子具有 1S闭壳层电子位形, 原子之间是 Van der
Waals 相互作用, 很弱而 He 原子质量小, 这些因素使得 He 在常压下在 T = 0时仍为液

体, 在很低温度下, 量子效应起主导作用, 因此, 液 He 是典型的量子液体, 下面只讨论
4He.

1、λ相变
如图是实验测得的 4He 相图, 它与通常的气、液、固相图不同, 它具有两个不同的

液相, He� 和 He�, 分别称为正常相和超流相. 如将液 He 沿饱和蒸汽压曲线降温, 在
Tλ = 2.17K发生 He� － He� 的转变. 沸腾的 He� 突然变得平静了, 出现了新的相 He�,
由图可见, Tλ随 P 而略有不同, 相变不伴随体积的变化和潜热, 但比热趋于无穷, 表明是
二级相变, 比热图很像 Λ, 由此称之为 λ相变.

T Ñ 8时 , c „ T 3

2、He� 的基本性质, 二流体模型.
在 Tλ之下, He� 有不寻常的性质.
1) 1937 年, Kapiza 发现 He� 穿过毛细管而不显示粘滞性（超流之来源）, 有一临

界速度 vc, 超过 vc, 超流动性破坏.
2) 旋转圆盘测得的粘滞性与 He� 相似, 并随 T Ñ 0K 而 Ñ 0.
He� 由多孔塞流出时, 温度升高, 或其逆过程, 容器内温度升高时, 喷泉效应.
3) 热导率很大, 这是不沸腾的原因, 无法建立温度梯度.
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为了解释这些现象, Tisza建立了一个二流体理论, 朗道则基于元激发建立了更深刻
的理论, 下面介绍 Tisza 的二流体理论

Tisza 的假设如下：
(1) He� 由正常和超流二种成分组成, 其密度分别为 ρn, rhos 总密度为 ρ = ρn + ρs,

正常部分与普通流体相同, 而超流成分无粘滞性和熵.
(2) T = 0 K 时, 全部液体是超流的. T = Tλ 时, 令为正常的. 0 ă T ă Tλ 时, ρs/ρ

是 T 的函数.
(3) 令 vs, vn 为超流及正常部分的速度场, v 为液体的速度场, 则液体的质量流为,

ρv = ρsvs + ρnvn, 二种成分之间无摩擦.
由上述假定, 可立即解释几个观察事实.

1. 通过细管时, 只有超流成分, 无粘滞.

2. 正常部分对圆盘有阻尼.

3. 多孔塞流过的是超流部分, 不带熵, 容器中的熵密度增大, T 上升.

4. 导热机制不是对流, T Ò, ρn/ρ 增加, 周围超流成分流入, 正常部分流出, 无摩擦, 调
整甚快, 同时, 二流体模型还预言了第二声. 即温度波: ρ 不变, 但 ρn 与 ρs 均变,
vn 与 vs 径向运动, 温度亦有波动.

µτ =

c

ρsTS2

ρnCV

注意, 直观图象, 不能把 He 原子分成超流的和正常的.

3、量子化涡旋
Onsager 和 Feynmann 曾独立指出, He� 或其超流成分中, 存在量子化涡旋, 下面给

出一个简单的分析.
以 ψ (r1 . . . rN ) 表示 He II 的基态波函数, 若此超流体以均匀宏观速度 vs 运动, 则

波函数为:

ϕ = ψ exp
"

i

h̄
ps ¨ R

*

= ψ exp

#

i

h̄
mvs ¨

ÿ

j

rj

+
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总动量

ps = Nmvs

质心

R =
ÿ

j

rj/N

10.5 朗道超流理论

40 年代, 朗道建立了 He� 的元激发模型, 以解释 T ! Tλ时 He� 的性质.

朗道理论的基本物理图象是把 He� 看成弱激发的量子 Bose 系, 弱激发态与基态的
偏离表现为在基态背景上出现了由元激发组成的气体, 后者与二流体模型中的正常成分
对应, 而前者对应超流成分, T = 0时, 无元激发, 系统处于基态, 合为超流, T ą 0时, 但
T很小时, 元激发数目甚少, 可看成元激发的理想气体.

令 p, ε(p)为元激发的动量和能量, n(p)为相应的数目, 则

E = E0 +
ÿ

p

n(p)ε(p)

=
ÿ

p

n(p)p

朗道假定, He� 中有两种元激发, 声子和旋子 (从比热而分析得来). T „ 0 时 C „

T 3, T 较大时 C „ e´∆/kT

εph(p) = u1p

εrot(p) = ∆+
(p ´ p0)

2

2m2

实验

热力学性质：由于元激发数目不定, µ = 0

F = ´kT lnZG = kT
V

h3

ż

ln
(
1 ´ e´βε(p)

)
dp

xn(p)y =
1

eβε(p) ´ 1
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声子部分:

Fph = ´
4

45
π5V kT

(
kT

hu1

)3

Eph =
4

15
π5V kT

(
kT

hu1

)3

(CV )ph =
16

15
π5V k

(
kT

hu1

)3

平均总声子数:

Nph = 8πξ(3)V

(
kT

hu1

)3

对旋子部分: εrot(p) " kT

xn(p)y » e´βεrtt(p)

N̄r =
4πP 2

0 V

h3
(2πm˚kT )

1/2 e´∆/kT

Fr = ´kTN̄r

Er = N̄r

(
∆+

1

2
kT

)
Sr = N̄rk

(
3

2
+

∆

kT

)
(CV )r = N̄rk

[
3

4
+

∆

kT
+

(
∆

kT

)2
]

请证明上述关系.

超流的临界速度：

朗道根据相当一般的考虑, 导出了超流的临界速度 vc.

T = 0时, 无元激发, 超流体以 v运动.

P =Mv, E =
1

2
Mv2 =

P 2

2M

由此：

δE = v ¨ δP
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假定这一变化来自于一个元激发 εp、p 的产生, p εp 必为消耗总体动能而来, 则.

δP = ´p, δE = ´εp

ε(p) = v ¨ p ď vp

或, v ě ε(p)/p

亦即, 欲产生元激发, v 必须大于 ε(p)/p, 反之, 对于 v ă ε(p)/p, 则不可能产生元激发,
由此而得到如下判据.

v ă

(
ε(p)

p

)
min

= vc

vc 称之为临界速度. T ‰ 0K 时, 上述分析依然有效, 条件成为不再产生元激发的条件.
上述判据对能谱有限制, 例如自由粒子 εp = p2

2m
不可能有超流 (vc = 0) . 对于郎道谱:

εp/p = u1, 声子

(εp/p)min =

(
∆

p
+

(p´ p0)
2

2mp

)
min

»
∆

p0
, rot

vc =
∆

p0
» 60m/ s 比实验值大得多, 且实验表明vc 与管径有关.

费曼建议 vc 由量子化涡旋决定, 理论结果已基本与实验相符.

10.6 简并近理想玻色系

朗道理论是唯象的, 完整的超流理论应该从微观理论出发, 最早的尝试是波戈留波
夫做出的, 其理论部分地解决了这一问题, 下面介绍这一理论.
波戈留波夫考虑 Γ 个稀薄的具有羽排斥作用的近理想 Bose 气体模型, 在低温下,

问题中涉及三个具有长度量钢的量. (1) 散射长度 a, 表示互作用的有效范围, 低温下是
低能散射, 总截面 4πa2. (2) 平均热波长 λT = h/ (2πmkT )

1/2
代表粒子波包的范围. (3)

粒子平均间距 l, l „ n´1/3 . 假定满足:

a/λT ! 1, a// ! 1

λT „ l ! L, (L 容器的线度)

Hamiltonian:
H = H0 +Hint

H0 =
ÿ

p

p2

2m
a+p ap

Hint =
1

2

ÿ

p,q

u(q)a+p a
+
p ap+qap+q

u(q) =
1

V

ż

d3reiq¨ru(r)
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在低温下, 理想 Bose 气体, 有凝聚.

n0 „ 0(N)

np ! N, (p ‰ 0)

对于近理想气体, 假定上述关系亦成立, 于是有：

a+0 a0 » n0 « N

a0a
+
0 ´ a+0 a0 = 1 ! N

故

a0a
+
0 » a+0 a0 = n0

在此近似下, 把 a0 看成 c 数来处理 a0 = a+0 =
?
n0 由于 np/N ! 1, n0/N » 1 故

a+p ap 比 a0a
+
0小得多, 故

Hint =
1

2
u(0)a+0 a

+
0 a0a0 +

1

2

ÿ

q

u(q)
(
a+0 a

+
0 a´qaq + a+´qa

+
q a0a0

+a+0 a
+
q a0aq + a+q a

+
0 aqa0 + a+q a

+
0 a0aq + a+0 a

+
q aqa0

)
利用 a+0 = a0 =

?
n0

n0 = N ´
ÿ

q‰0

a+q aq

ξ(q) =
q2

2m
+ 2Nu(q) ´Nu(0)

η(q) =
N

2
u(q)

a+0 a
+
0 a0a0 = n2

0 » N2 ´ 2N
ÿ

q‰0

a+q aq

Hint «
N2

2
u(0) +

N

2

ÿ

q‰0

[(
4u(q) ´ 2u(0)a+q aq + u(q)

(
a+q a

+
´q + aqa´q

)]
H = H0 +Hint

=
N2u(0)

2V
+

ÿ

q‰0

(
q2

2m
+ 2Nu(q) ´Nu(0)

)
a+q aq

+
N

2

ÿ

q‰0

u(q)
(
a+q a´q + aqa´q

)
=
N2u(0)

2V
+

ÿ

q‰0

ξ(q)a+q aq +
ÿ

q‰0

η(q)
(
a+q a

+
´q + aqa´q

)
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ξ(q) =
q2

2m
+ 2Nu(q) ´Nu(0)

η(q) =
N

2
u(q)

在近似哈密顿中, 只包含 a+和 a的二次式, 这种类型的哈密顿在近理想 Fermi 气体, 超
导、铁磁、反铁磁等问题中均会遇到, 下面给出一个这类哈密顿的对角化方法.

引入新的 Bose 算 b+q , bq

b+q = uqa
+
q ´ vqa´q

bq = uqaq ´ vqa
+
´q

其中, uq�vq 待定, 假定为实数, 且 uq = u´q, vq = v´q , 此变换称为波戈留波夫变换. 要
求,

[
bq, b

+
q

]
= δ1

pp [
bq, b

+
q

]
=
[
b+q , b

+
q

]
= 0

得: u2q ´ v2q = 1 其逆变换为:

a+q = bqb
+
q + vqb´q

aq = uqbq + vqb
+
´q

代入 Hamiltonian

H =
N2

2
u(0) +

ÿ

q‰0

␣

ξ(q)v2q + 2η(q)uqvq
(

+
ÿ

q‰0

␣

ξ(q)
(
a2q + v2q

)
+ 4η(q)uqvq

(

b+q bq

+
ÿ

q‰0

␣

ξ(q)
(
uqvq + η(q)

(
u2q + v2q

)( (
b+q b

+
´q + bqb´q

)
令非对角项为 0

ξ(q)uqvq + η(q)
(
u2q + v2q

)
= 0

令:

uq = coshxq, vq = sinhxq

则,

u2q ´ v2q = 1
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自动满足. 方程为:

ξ(q) coshxq sinhxq + η(q)
(
cosh2 xq + sinh2 xq

)
= 0

1

2
ξ(q) sinh (2xq) + η(q) cosh 2xq = 0

tanh (2xq) = ´2
η(q)

ξ(q)

cosh (2xq) = 1/
(
1 ´ tanh2 2xq

) 1
2 =

ξ(q)
a

ξ2(q) ´ 4η2(q)
= u2q + v2q

sinh (2xq) = ´
2η(q)

a

ξ2(q) ´ 4η2(q)
= 2uqvq

v2q =
1

2
(cosh (2xq) ´ 1) =

1

2

(
ξ(q)

a

ξ2(q) ´ 4η2(q)
´ 1

)

哈密顿量成为:

pH = E0 +
ÿ

q‰0

ε(q)b+q bq

ε(q) =
ξ2(q)

a

ξ2(q) ´ 4η2(q)
´

4η(q)2
a

ξ2(q) ´ 4η2(q)
=
(
ξ2(q) ´ 4η2(q)

)1/2
于是, b+q bq 代表准粒子的产生, 消灭算符, 而 ε(q) 为其能谱, E0为基态能量.

E0 =
N2

2
u(0) +

ÿ

q‰0

[
ξ(q)

1

2

(
ξ

ξ2 ´ 4η2
´ 1

)
´

2η2
?
ξ2 ´ 4η2

]
=
N2

2
u(0) +

ÿ

q‰0

1

2

[
a

ξ2 ´ 4η2 ´ ξ(q)
]

为基态能量.
为了得到最后结果, 应该把上述诸关系用实验上可测量, 散射长度 a表示出来.
先考察

u(q) =
1

V

ż

U(r)eiq¨r/πd3r

假定氦原子之间只有短程排斥势, 则

eiq¨r/h̄ » 1

于是 u(q) = 1
V

ş

U(r)d3r = u(0)

为了把 u(0)与 a 联系起来, 考察散射问题, 在互作用 U(r)下, 二个氦原子的散射截
面等效于一个以约化质量 µ = m

2
的粒子在 U(r)势场中的散射, 低能散射截面与能量无

关, 与势的具体形式亦无关, 只与势的作用范围有关, 可表为

σ = 4πa2
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a称为散射长度, 另一方面, 按照散射的形式理论,

σ =
µ2

πh̄4
|T |

2
=

m2

4πh̄4
|T |

2

于是：a = m
4πh̄2 |T |

下面计算 |T |, 依散射理论,

T̂ = Û + pU
1

E ´ p2

2µ
+ i0+

T̂

对于低能散射, E « 0, µ = m
2
, 于是:

T̂ = pU ´ pU
1

p̂2 ´ i0+
pT

T = V
A

p1|pT |p
E

= V
A

p1|pU |p
E

´ V
ÿ

p

A

p1|pU |p2
E m

p2 ´ i0+
xp2|T |py

» V u(0) ´ u(0)
m

p2 ´ i0+
T

因低能散射 T 与能量无关, u (p1 ´ p2) » u(0)

T = V u(0) ´ u(0)
ÿ

p‰0

m

p2
T

T =
Vu(0)

1 + u(0)
ř

p‰0
m
p2

a =
m

4πh̄2k2
V u(0)

1 + u(0)
ř

p‰0
m2

p2

由此解得:

V u(0) =
a

m
4πh̄2 ´ a 1

V

ř

p‰0
m
p2

«
4πh̄2

m
a

(
1 +

4πh̄2a

V

ÿ

p‰0

1

p2

)

u(0) =
4πh̄2

mV
a

(
1 +

4πh̄2a

V

ÿ

p‰0

1

p2

)

ξ(q) =
q2

2m
+Nu(0)

η(q) =
N

2
u(0)

基态能:

E0 =
N2

2
u(0) +

ÿ

q‰0

1

2

$

&

%

[(
q2

2m
+Nu(0)

)2

´ 4N2u2(0)

] 1
2

´
q2

2m
´Nu(0)

,

.

-

=
N2

2
u(0) +

ÿ

q‰0

1

2

#[
q2

2m

(
q2

2m
+ 2Nu(0)

)] 1
2

´
q2

2m
´Nu(0)

+
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在第一项中, 取到 a2 项, 第二项中取到 a, 则,

E0 =
2πh̄2a

m

N2

V
+

(
4πh̄2a

)2
N2

2mV
¨
1

V

ÿ

q‰0

1

q2
+

1

2

ÿ

q‰0

"[
q2

2m
+

8πh̄2aN

mV

]1/2
´

q2

2m
´

4πh̄2aN

mV

*

把求和变为积分

1

V

ÿ

p

Ñ
V

(2πh̄)3

ż

d3p

令, p =
(

8πah̄2N
V

) 1
2

x 上式成为:

E0 =
2πah̄2N2

mV

[
1 +

(
128Na3

πV

) 1
2
ż 8

0

dx
"

x2
(

1

2x2
+ x

?
x2 + 2 ´ 1 ´ x2

)*]

积分值为
?
128/15 于是:

Eo

N
=

2πah̄2n

m

[
1 +

128

15
?
π

(
na3
) 1

2

]
注意上述积分, 若无从第一项来的因子的抵消, p Ñ 8 时发散.

ż

dx
"

1

2
+ x3

?
x2 + 2 ´ x2 ´ x4

*

=
1

2
x´

1

3
x3 ´

1

5
x5 +

x2

5

b

(x2 + 2)
3

´
4

5 ¨ 3

b

(x2 + 2)
3

=

[
1

2
x´

1

3
x3 ´

1

5
x5 +

(3x2 ´ 4)

55

b

(x2 + 2)
3

]8

0

=
1

2
x´

1

3
x3 ´

1

5
x5 +

1

15

(
3x4 + 2x2 ´ 8

)?
x2 + 2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8

0

=
8
?
2

15
=

?
128

15

基态压强:

p0 = ´

(
BE0

BV

)
N

= n2 B (E0/N)

Bn

=
2πah̄2n2

m

[
1 +

64

5
?
π

(
na3
)1/3]

声速:

C2
0 =

Bp0
B(mn)

=
4πah̄2n

m2

[
1 +

16
?
π

(
na3
)1/2]
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元激发能谱:
ε(p) =

a

ξ2 ´ 4η2

=

"

p2

2m

(
p2

2m
+

8πah̄2N

mV

)* 1
2

=

#

c2p2 +

(
p2

2m

)2
+

1
2

C是准确到最低阶的声速.
当 p很小时,

ε(p) » cp

当 p很大时, ε(p) = p3

2m
, 自由粒子.

注意, 从上式得不出 roton 部分.
准粒子分布：

ñ(p) =
1

eβε(p) ´ 1

当保留 a+, a 的高次项时, 将出现准粒子的互作用, 实际粒子的分布:

n(p) =
@

a+p ap
D

= v2p +
(
u2p + v2p

)
ñ(p)

T = 0 时, ñ(p) = 0

n(p) = v2p =
1 + x2

2x
?
x2 + 2

´
1

2
x = p

(
8πah̄2n

)1/2
在基态中不处于 p = 0 的粒子数为:

ÿ

p‰0

n(p) = N
8

3
?
π

(
na3
) 1

2

n0 = N ´
ÿ

p‰0

n(p) = N

[
1 ´

8

3
?
π

(
na3
) 1

2

]

10.7 朗道的正常 Fermi 液体理论

实际上所涉及的 Fermi 液体, 3He, 金属中的电子, 核物质, 本节讨论正常 Fermi 液
体.
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朗道 Fermi 液体理论是一个唯象理论, 可归纳为三条基本假设, 引入了一些由实验
决定的参数. 40 年代, 此后发展的微观理论, 论证了朗道理论的基础, 并提供了从微观上
计算唯象参数的方法.
元激发

基本假设 1, 费米液体的低激发态可以按理想费米气体同样的原则构成, 二者之间
存在着一一对应关系.
先从理想费米气体谈起, 对理想费米气体, 单粒子态可以量子数 (p�σz)标志, T =

0K时, 理想费米气体处于基态, 占据半径为 pF的 Fermi 球.

pF = (3π2n)
1
3 h̄

当一个粒子从占满的 Fermi 球内跃迁到 p ą pF的一个空态中去以后, 就形成气体
的一个元激发, 低激发态相应于少数粒子跃迁到 p ą pF的态中去的情形.
对费米液体, 朗道假定, 气体的粒子应代之于液体中的准粒子, 对均匀系, 准粒子的

状态亦可用 (p, �σz)来标记. 准粒子的数目与实际粒子的数目相等.
按上述图象, 基态为准粒子填满 Fermi 球, 半径 pF由同样的式子决定, 少数准粒子

跃迁到 p ą pF的态, 为系统的低激发态.
先不考虑自旋, 准粒子的分布函数为 n(p).

ż

n(p)dτ =
N

V
, dτ = 2

d3p

(2πh̄)3

ndτ 为单位体积内处于 p Ñ p+ dp 之间的粒子数. 2来自自旋简并. T = 0 K 时

n0(p) = θ (pF ´ p) =

$

&

%

1 P ă PF

0 P ą PF

2、准粒子的能量.
费米液体中的准粒子之间存在互作用,

E/V ‰

ż

ε(p)n(p)dτ

基本假设 II , 准粒子的互作用可以某种平均场来描述, 体系的能量 E 不再是各准

粒子的能量之和, 而是准粒子分布函数 n(p) 的泛函.
考虑分布函数的一个小变动 δn(p), 引起系统总能量变化 δE, 则.

δE/V ‰

ż

ε(p)δn(p)dτ



10.7 朗道的正常 FERMI 液体理论 545

准粒子能量由上式定义.
泛函, E[n], 考虑

E (n (p1) , n (p2) , ¨ ¨ ¨n (pm))

当 m Ñ 8, n(p) 成为连续函数,

E (n1, n2, ¨ ¨ ¨nm) Ñ E[n]

δE

δn(p)
=

BE (n1n2, nm)

Bn(p)

dE =
ÿ

i

BE

Bni

dni

δE =

ż

δE

δn(p)
δn(p)dτ

注意, ε(p) 亦是 n 的泛函.
熵：

S/V = ´k

ż

tn lnn+ (1 ´ n) ln(1 ´ n)udτ

在总粒子数和总能量固定的条件下:

δN/V =

ż

δn(p)dτ = 0

δE/V =

ż

ε(p)δn(p)dτ = 0

求熵的极值, 得:

n(p) =
1

e(ε(p)´µ)/kT+1

注意,上式是一个复杂的泛函关系,图为 ε(p)还与 n有关. µ为化学势. 用 n0(p), ε0(p),
µ0 代表 T = 0K 时的量, 则 n0(p) = θ (pF ´ p) .

µ0 = εF = ε0 (pF )

下面讨论准粒子能量 ε(p), T = 0K 时, 分布函数 n(p) = n0(p) = θ (pF ´ p). ε0(p) 是
p 的确定函数, 在 Fermi 面附近, ε0(p) ´ µ « VF (p´ pF ) vF =

(
Bε0

Bp

)
pF

为费米面处的

准粒子速度. 对自由粒子, ε = p2

2m
, vF = PF

m
, m = PF

VF
对费米液体, 定义有效质量 m˚

m˚ =
PF

VF

= PF/

(
Bε

Bp

)
pF
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这样, 可把 µ0 和 ε0(p) 写为

µ0 =
pF

2

2m2

ε0(p) =
p2

2m2
, (p » PF )

在 T » 0K 时, 以上述公式代入, 可求得 S,CV 等量, 与理想气体相同, 以 m˚ 代替 m

即可.
S/V = CV /V =

π2

3
K2

βD (εF )T

D (εF ) =
dE

d (εF )

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ε=εF

=
m˚PF

π2h̄3

D (εF ) 为 Fermi 面上的准粒子态密度, m˚ 是朗道理论的一个参量, 对 3He, m˚ = 3.1m

下面求修正项：

T ‰ 0K 时, 令

∆n(p) = n(p) ´ n0(p)

代表对阶跃分布的偏差, 温度足够低时, δn 为一小量, (仅在 p » pF 附近才不为 0, ε(p)
对 ε0(p) 的变化可表为 δn 的线性泛函的形式.

∆ε = ε(p) ´ ε0(p) =

ż

f (p,p1)∆n (p1) dτ 1

或

ε(p) = ε0(p) + ∆ε = ε0(p) +

ż

f (p,p1)∆n (p1) dτ 1

f (p,p1) 是朗道费米理论中又一参量, 理想气体 f ” 0, 由,

δE/V =

ż

ε0(p)∆n(p)dτ + 1

2

ĳ

f (p,p1)∆n(p)∆n (p1) dτdτ 1

f (p,p1) = f (p1,p) , f (p,p1) =
δE

δn(p)δn (p1)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n=n0

第一项为准粒子的孤立能量, 第二项代表准粒子之间的互作用. F也称为准粒子的互

作用函数, 一般, f 还与自旋有关, 但为了讨论简单, 暂时略去此关系. m˚ 与 f 有

关. 单位体积的动量: P =
ş

pn(p)dτ 另一方面, 单位体积的动量也就是液体的质
量通量, 它等于实际粒子的质量乘以实际粒子通量. 而粒子通量等于准粒子通量. 故
P = m

ş

vn(p)dτ . v = Bε
Bp
为准粒子速度.

从而

P =

ż

pn(p)dτ = m

ż

Bε

Bp
n(p)dτ
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两边变分,

ż

pδn(p)dτ = m

ż

Bε

Bp
δn(p1)dτ+m

ż

Bδε

Bp
n(p)dτ

= m

ż

Bε

Bp
δn(p)dτ +m

ż

Bf(p1)

Bp
n(p)δn(p1)dτdτ 1

对第二项分部积分

´m

ż

f(p1)
Bn(p1)

Bp
δn(p1)dτdτ 1 = ´m

ż

f(p1)
Bn(p1)

Bp1
δn(p)dτdτ 1

ż

pδn(p)dτ = m

ż

Bε

Bp
δndτ ´m

ż

f(p1)
Bn(p1)

Bp1
δndτdτ 1

第一项已用 Bε0

Bp
代替了 Bε

Bp
, 由于 δn 任意.

p

m
=
pF
m˚

p̄

p
´

ż

f (p,p1)
Bn (p1)

Bp1
dτ 1

在 pF 附近, 令 n(p) » θ (pF ´ p)

Bn

Bp
= ´

p

p2
δ (p´ pF )

p

m
=
pF
m˚

p

p
+

ż

f (p,p1)
p

p
δ (p1 ´ pF ) dτ 1

1

m
=

1

m˚
+

pF

π2h̄3
f(θ) cos θ

f(θ) cos θ = 1

4π

ż

f(θ) cos θdθ

令,
m˚pF

π2h̄3
f(θ) = F (θ)

m˚

m
= 1 + F̄ (θ) cos θ

把 F (θ) 用 Legendre 多项式展开,

F (θ) =
ÿ

l

Flpl cos θ
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m˚

m
= 1 +

1

3
F1

准粒子概念成立的条件：τ 足够长, ∆E „ h̄/τ, ∆E 足够小. 在 Fermi 面附近,
∆E = ε´ µ0 „ kT

h̄

c
! kT

1

τ
„

VF

n´ 1
3

(
kT

µ0

)2

h̄VF

n´ 1
3

(
k
µ0

)2T 2 ! kT

n =
p3F

3π2h̄3
, pF =

(
3π2n

) 1
3 h̄, p3F = 3π2nh̄3

压缩率 K, 声速 u2, 二者直接联系, 下面计算 u2 .

u2 =
Bp

Bρ
= ´

N2

mN

(
Bp

BV

)
N

=
N

m

(
Bµ

BN

)
V

T » 0 时, µ » µ0
0

由粒子数改变引起化学势的改变为

δµ =
Bµ

BpF
δpF +

ż

f (p, p1) δn (p1) dτ 1

由 pF = (3π2n)
1/3,

δpF
pF

=
1

3

δN

N

Bµ

BpF
δpF =

p2F
3m˚

δN

N

δn(p) 只有 p » pF 时才有较大贡献, 其余 p处, δn(p) » 0, 故可用 pF 之值.
ż

f (p,p1) δn (p1) dτ 1 »

ż

f(θ)δn (p1) dτ 1 =

ż

f(θ)dθ 1

4π

ż

δn (p1) dτ 1 = f(θ)
δN

V

于是:
u2 =

N

m
¨
p2F
3m˚

+
n

m
f(θ) =

p2F
3mm˚

+
p3F

3mπ2h̄3
f(θ)

=
p2F

3mm˚

(
1 +

m˚pF

π2h̄3
f(θ)

)
=

p2F
3mm˚

(1 + F (θ)) =
1 + F0

1 + F/3

p2F
3m2



自扩散

集体扩散

非常稀薄的胶体系统

自扩散

第十一章 布朗运动

11.1 布朗运动

以胶体悬浮液系统作为模型来讨论布朗运动. 植物学家布朗 (Robert Brown) 在
1827 年利用当时最好的显微镜观察到了悬浮在水中的花粉粒子的无规运动, 这种运动
被称为布朗运动 [?]. 直到 1905年前后,爱因斯坦,斯莫鲁霍夫斯基等才建立起布朗运动
的理论 [?, ?]. 布朗粒子的无规运动来自于热运动的水分子对于布朗粒子碰撞作用在各
个方向上的涨落. 或者, 布朗粒子参与热运动并与水达到热平衡. 在此意义下, 布朗粒子
本质上就是参与热运动的大的“分子”, 只是它足够大, 可以在显微镜下看到. 布朗粒子
的大小恰好处在胶体的尺寸范围内, 所以, 布朗运动其实就是胶体粒子的热运动. 1910
年左右, Jean Perrin 仔细定量测量了布朗粒子的运动, 所得结果与爱因斯坦等的理论预
测完全一致, 这一结果被看作是第一次在实验上确定无疑地证明了原子的存在 [?].

单组元胶体系统中胶体粒子的平动扩散有两种类型, 一种是自扩散, 是单个粒子 (
称之为“示踪粒子 (Tracer)”) 在流体环境及其他粒子作用下的扩散运动；另一种是集
体扩散, 描述的是系统中大量胶体粒子受密度梯度的驱动, 在流体环境和粒子之间的相
互作用下同时进行的集体扩散运动. 对于多组元系统, 还有一类互扩散.

对于非常稀薄的胶体系统, 重要的扩散过程是自扩散. 由于系统非常稀薄, 粒子的
运动来自于处于静止状态的, 均匀溶剂分子对于胶体粒子的随机碰撞. 实验上, 可以观
察一个胶体粒子的运动轨迹, 但这个轨迹在理论上是无法预测的, 理论上能够预测的, 是
多个轨迹的某种平均值. 设想, 对于 N个胶体粒子的轨迹进行独立观察, 得到

r1(t), r2(t), ¨ ¨ ¨ , rN (t)

或者, 对于单个胶体粒子, 做 N次观察, 也能得到上述 N条轨迹. 对这些轨迹, 可以求其
位移的平均值和位移平方的平均值. 平均值定义为

xr(t) ´ r(0)yN ”
1

N

N
ÿ

i=1

(ri(t) ´ ri(0)) (11.1.1)

549
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平均平方位移

扩散系数
A

(r(t) ´ r(0))
2
E

N
”

1

N

N
ÿ

i=1

(ri(t) ´ ri(0))
2 (11.1.2)

理论上, 计算 N Ñ 8时的极限值. 这个极限值定义为, 例如对于位移平方
A

(r(t) ´ r(0))
2
E

= lim
NÑ8

A

(r(t) ´ r(0))
2
E

N
= lim

NÑ8

1

N

N
ÿ

i=1

(ri(t) ´ ri(0))
2 (11.1.3)

这样一种平均称为系综平均. 另外一种平均的方式是时间平均, 只对一个轨迹进行, 定
义为

(r(t) ´ r(0))
2
T ”

1

T

ż T

0

dt1(r(t+ t1) ´ r(t1))
2 (11.1.4)

理论上, 通常计算的是 T Ñ 8的极限.

(r(t) ´ r(0))
2
= lim

TÑ8
(r(t) ´ r(0))

2
T = lim

TÑ8

1

T

ż T

0

dt1(r(t+ t1) ´ r(t1))
2 (11.1.5)

如果系统满足所谓各态历经, 则两种平均是相同的. 这里, 先考虑系综平均下的处理. 对
于足够大的 N , 实验上测得的位移平方的平均值, 称为平均平方位移, 应该足够好的趋
向于理论值. 所以, 平均平方位移是一个可以与理论预测进行比较的量.
胶体粒子的平均平方位移 W (t) 定义为

W (t) ”
1

2d

A

|r(t) ´ r(0)|2
E

(11.1.6)

这里 r(t)是 t时刻示踪粒子的质心的位置矢量, ∆r(t) = r(t)´ r(0)是示踪粒子在时间间

隔 t内的位移. 如前所述, 这里的平均是系综平均, 即对多个相同系统做平均. (这里的定
义比通常的教材上的定义多了一个 1

2d
因子, d是空间维数. 在胶体物理研究中大多使用

这个定义, 后面会看到这样的定义有方便之处).
定性地看, 如果 t = 0时的粒子的速度为 v0, 在很短的时间内 ( t ! τB), 粒子的速度

几乎没有因分子的热碰撞而发生改变, r(t) ´ r(0) « v0t, 因此

W (t) „ t2 (11.1.7)

在 t " τB, 粒子经历了非常多的分子热碰撞, W (t)成为

W (t) = Dt (11.1.8)

这里, D为扩散系数, 又称之为斯托克斯-爱因斯坦扩散系数.
爱因斯坦通过一些简单但非常有考虑一个包含很多布朗粒子的系统, 粒子之间没有

相互作用, 布朗粒子的密度为 ρ(r, t). 布朗运动使得布朗粒子的分布趋向于均匀, 这个
过程为扩散过程. 如果密度不均匀, 则扩散的流密度为 (Fick 定律)

jD = ´D∇ρ (11.1.9)
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由粒子的连续性方程,
Bρ

Bt
+∇j = 0

得到扩散方程 ( j = jD)
Bρ

Bt
´D∇2ρ = 0 (11.1.10)

如果考虑到重力, 则布朗粒子还有一个由重力导致的流. 设粒子的收尾速度是 u0, 介质
的阻尼与速度成正比, 比例系数是 γ, 则

γu0 = mg, u0 =
mg

γ

重力导致的流密度是 (取沿地面向上为 z方向)

jg = ´nu0ez = ´n
mg

γ
ez

总的流密度是

j = jg + jD = ´ρ
mg

γ
ez ´D∇ρ

代入连续性方程得到
Bρ

Bt
´

Bρ

Bz

mg

γ
´D∇2ρ = 0 (11.1.11)

达到平衡后, 密度满足玻耳兹曼分布

ρ(z) = ρ(z0) exp
"

´
mg(z ´ z0)

kT

*

(11.1.12)

代入(11.1.11).
mg

kT

mg

γ
ρ(z) ´D

(mg
kT

)2
ρ = 0

解得

D =
kT

γ
(11.1.13)

这个结果首先由爱因斯坦得到, 称为爱因斯坦关系, 是更一般的涨落耗散定理的一个特
例.

11.2 郎之万方程及其求解

在溶剂中, 一个以速度 v运动的胶体球满足低雷诺数的条件, 所受的阻力为 ´γv,
γ是阻尼系数, 对于球形粒子, γ = 6πηa, η是溶剂的剪切黏度, a是球的半径. 分子碰撞的
特征时间为 τs « 10´13 s的数量级, 在比这个时间长的多的时间尺度上, 分子对于胶体球
的碰撞相互作用可以看成一个时间上没有关联, 平均值为零的随机力 f(t),

xf(t)y = 0, xf(t) ¨ f(t1)y = 2dBδ(t´ t1) (11.2.1)
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B量度这个随机力的大小, 在热平衡状态下, B = γkT . 再次强调, 这里的平均是指系综
平均.
在 t " τs 的时间尺度上, 胶体球满足郎之万方程

m
dv
dt = ´γv + f(t) (11.2.2)

解出

v(t) = v0e´(t´t0)/τB +
e´t/τB

m

ż t

t0

et1/τBf(t1) dt1 (11.2.3)

其中, t0为初始时间, v0是胶体粒子在 t0时刻的初始速度, τB = m/γ = m/6πηa . τB的

典型数量级为 10´9 s到 10´8 s. 对(11.2.3)取系综平均, 注意到(11.2.1), 得到

xv(t)y = v0e´(t´t0)/τB (11.2.4)

这样, 就自然引入了一个特征时间. 当 t´ t0 ! τB时, 胶体球的速度几乎没有变化, 而当
t´ t0 " τB时, 初始速度的影响已经不再起作用. 即在 t´ t0 " τB的时间尺度上

xv(t)y = 0

这里, 认为 v0是一个给定的初始速度, 实际上, 在物理上更为合理的做法是把 v0也看成

一个随机量, 且其平均值为 0.
现在计算速度平方的平均

@

v(t)2
D

=v2
0e´2(t´t0)/τB + 2e´(t´t0)/τB

e´t/τB

m

ż t

t0

et1/τBv0 ¨ xf(t1)ydt1

+
e´2t/τB

m2

ż t

t0

dt1
ż t

t0

dt2 e(t1+t2)/τB xf(t1) ¨ f(t2)y

=v2
0e´2(t´t0)/τB +

2dB

m2
e´2t/τB

ż t

t0

dt1
ż t

t0

dt2 e(t1+t2)/τBδ(t1 ´ t2)

=v2
0e´2(t´t0)/τB +

dBτB

m2

(
1 ´ e´2(t´t0)/τB

)
计算中用到了(11.2.1). 在 t´ t0 " τB时, 得到

@

v(t)2
D

=
dBτB

m2
(11.2.5)

由能量均分原理,
1

2
m
@

v2
D

=
d

2
kT

定出

B =
mkT

τB
= γkT (11.2.6)



11.2 郎之万方程及其求解 553

速度自关联函数如果系统处于平衡态, 时间的零点没有特别的意义. 为了消去初始条件的影响, 考
虑令初始时刻 t0 Ñ ´8, 这样就有

v(t) =
e´t/τB

m

ż t

´8

et1/τBf(t1) dt1 (11.2.7)

定义粒子速度的时间自关联函数

Cv(t, t
1) =

1

d
xv(t) ¨ v(t1)y (11.2.8)

在平衡态, 时间自关联函数具有时间平移不变性, 所以(11.2.8)只能是 t´ t1的函数, 于是,
(11.2.8)可以简化为

Cv(t) =
1

d
xv(t) ¨ v(0)y (11.2.9)

代入 v(t)的表达式,

Cv(t) =
1

dm2
e´t/τB

ż t

´8

ż 0

´8

et1+t2/τB xf(t1) ¨ f(t2)ydt1 dt2

=
2γkT

m2
e´t/τB

ż t

´8

ż 0

´8

et1+t2/τBδ(t1 ´ t2) dt1 dt2

如果 t ą 0, 则包含 δ函数的积分成为

ż t

´8

ż 0

´8

e(t1+t2)/τBδ(t1 ´ t2) dt1 dt11
=

ż 0

´8

e2t1/τB dt1 = τB

2

Cv(t) =
kT

m
e´t/τB

如果 t ă 0, 则包含 δ函数的积分成为

ż t

´8

ż 0

´8

e(t1+t2)/τBδ(t1 ´ t2) dt1 dt11
=

ż t

´8

e2t1/τB dt1

=
τB

2
e2t/τB

Cv(t) =
kT

m
et/τB =

kT

m
e´|t|/τB

综合以上结果, 得到
Cv(t) =

kT

m
e´|t|/τB (11.2.10)

对速度再积分一次, 可求得粒子的位移矢量

r(t) ´ r(0) =

ż t

0

v(t) dt (11.2.11)
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概率密度函数 代入速度的表达式(11.2.7), 得到

r(t) ´ r(0) =

ż t

0

dt1 e
´t1/τB

m

ż t1

´8

et2/τBf(t2) dt2

分部积分一次, 得到

r(t)´r(0) =
1

γ

ż t

0

dt1
(
1 ´ e(t1´t)/τB

)
f(t1)+

1

γ

(
1 ´ e´t/τB

) ż 0

´8

et1/τBf(t1) dt1 (11.2.12)

平均平方位移为

W (t) =
1

2d

A

(r(t) ´ r(0))
2
E

把(11.2.12)代入, 得到

W (t) =
1

2dγ2

ż t

0

dt1dt2
(
1 ´ e(t1´t)/τB

)(
1 ´ e(t1´t)/τB

)
xf(t1) ¨ f(t2)y

+
1

2dγ2
(
1 ´ e´t/τB

)2 ż 0

´8

dt1dt2e(t1+t2)/τB xf(t1) ¨ f(t2)y

=
kT

γ

ż t

0

dt1
(
1 ´ e(t1´t)/τB

)2
+
kT

γ

(
1 ´ e´t/τB

)2 ż 0

´8

dt1e2t1/τB

=
kT

γ

[
t´ τB

(
1 ´ e´t/τB

)]
这个结果也可以直接利用速度的关联函数积分得到

W (t) =
1

2d

ż t

0

dt1
ż t

0

dt2 xv(t1)v(t2)y =
1

2

ż t

0

dt1
ż t

0

dt2 Cv(t1 ´ t2) (11.2.13)

做代换 t1 = t1 ´ t2, 通过分部积分, 可以得到

W (t) =

ż t

0

dt1 (t´ t1)Cv(t
1) (11.2.14)

对于非稀薄系统,这个结果也正确,只是 Cv(t)不能简单的由(11.2.10)得到. 把(11.2.10)代
入 (11.2.14), 简单计算得到

W (t) = D0t
[
1 ´

τB
t

(
1 ´ e´t/τB

)]
Ñ

#

kT
2m
t2, t ! τB

D0t, t " τB
(11.2.15)

其中

D =
kT

γ
=

kT

6πηa
(11.2.16)

胶体球的位移 ∆r(t)可以看成一个高斯随机变量, 其概率密度函数为

P (∆r, t) =

(
1

4πW (t)

)d/2

exp
"

´
(∆r)2

4W (t)

*

(11.2.17)
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扩散方程使得
@

∆r2
D

=

ż

d∆r∆r2P (∆r, t) = 2dW (t) (11.2.18)

简单计算可以验证, 概率密度函数满足扩散方程

BP (∆r, t)

Bt
= D(t)∇2P (∆r, t) (11.2.19)

这里

D(t) =
dW (t)

dt = D
[
1 ´ e´t/τB

]
其初始条件为 P (∆r, 0) = δ(∆r).
利用概率密度函数, 可以求得

@

e´iq¨∆r
D

= Ss(q, t) =

ż

d(∆r) e´iq¨∆rP (∆r, t) = e´q2W (t) (11.2.20)

这个平均值为自扩散的动态结构因子, 记为 Ss(q, t). 动态光散射是测量动态结构因子的
比较重要的方法之一, 在动态光散射的时间尺度 ( „ 10´6 s), W (t) = Dt, 概率密度函数
的方程成为简单的扩散方程

BP (∆r, t)

Bt
= D∇2P (∆r, t) (11.2.21)

而

Ss(q, t) =

ż

d(∆r) e´iq¨∆rP (∆r, t) = exp
␣

´q2Dt
(

(11.2.22)

在统计意义上, 方程(11.2.22)与如下的过阻尼郎之万方程等价

v(t) =
1

γ
f(t) (11.2.23)

f(t)由(11.2.1)定义. 这个方程描述 t " τB的情形.
为了帮助理解和澄清若干概念, 再取有限的初始时间, 例如初始时间 t0 = 0, 重新做

一遍这个题目. 由 (11.2.3), 在 t0 = 0的条件下, 布朗粒子的速度是

v(t) = v0e´t/τB +
e´t/τB

m

ż t

0

et1/τBf(t1) dt1 (11.2.24)

对上式积分一次, 得到

r(t) ´ r(0) =

ż t

0

dtv(t)

= v0τB
(
1 ´ e´t/τB

)
+

ż t

0

dt2 e
´t2/τB

m

ż t2

0

et1/τBf(t1) dt1

对右边第二项做分布积分, 得到

r(t) ´ r(0) = v0τB
(
1 ´ e´t/τB

)
+
τB
m

ż t

0

(
1 ´ e´(t´t1)/τB

)
f(t1) dt1 (11.2.25)
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速度平方的平均为

@

v(t)2
D

=v2
0e´2t/τB + 2e´t/τB

e´t/τB

m

ż t

0

et1/τBv0 ¨ xf(t1)ydt1

+
e´2t/τB

m2

ż t

0

dt1
ż t

0

dt2 e(t1+t2)/τB xf(t1) ¨ f(t2)y

=v2
0e´2t/τB +

2dB

m2
e´2t/τB

ż t

0

dt1
ż t

0

dt2 e(t1+t2)/τBδ(t1 ´ t2)

=v2
0e´2t/τB +

dBτB

m2

(
1 ´ e´2t/τB

)
(11.2.26)

当 t " τB时,
@

v(t)2
D

=
dBτB

m2
=
dkT

m

由此得到

B =
mkT

τB
= γkT

这里, 把 v0看做是常量, 但是, 物理上, 系综中的每一个布朗轨迹的初始速度并不需要相
同, 在处于平衡状态时, v2

0应该满足 Maxwell 分布, 式(11.2.26)中的 v2
0应代之以其系综

平均值 v2
0 Ñ dkT

m
, 这样, 对于所有的 t, 都有 xv(t)2y = dkT

m
.

平均平方位移为

W (t) =
1

2d

A

(r(t) ´ r(0))
2
E

把(11.2.25)代入

W (t) =
1

2d
v2
0τ

2
B

(
1 ´ e´t/τB

)2
+
kT

γ

ż t

0

dt1
(
1 ´ e´(t´t1)/τB

) ż t

0

dt2
(
1 ´ e´(t´t2)/τB

)
δ(t1 ´ t2)

完成积分, 得到

W (t) =
1

2d
v2
0τ

2
B

(
1 ´ e´t/τB

)2
+Dt

(
1 ´

3τB
2t

+
2τB
t

e´t/τB ´
τB
2t

e´2t/τB

)
(11.2.27)

当 t " τB时, W (t) Ñ Dt; 当 t ! τB时, W (t) = 1
2d
v2
0t

2. 这两个极限情形都是合理
的, 但(11.2.27)与(11.2.15)在形式上并不相同. 如前所述, 如果把 v2

0 用
dkT
m
取代, 则回

到(11.2.15).

这样, 看到, 如果选择 t0 = ´8作为初始时刻, 而考察的是 t ą 0的状况, 所以初始
条件的影响已经消除, 得到的是平衡的结果. 如果选择 t0 = 0作为初始时刻, 则对于初始
速度的不同假定将得到短时情形下的不同结果, 但当 t " τB时, 结果与初始条件无关.
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11.3 随机过程和谱方法

布朗运动可以看成一个随机过程. 设想在时间间隔 [0, T ]之间研究布朗运动,布朗粒
子的轨迹为 r(t), 如果沿着时间做连续观测, 则得到 r(t), 如果 [0, T ]分成子区间,

0 = t0 ă t1 ă t2 . . . ă tn = T (11.3.1)

在分立的时间点上观测, 则得到一系列的矢量

r(t0), r(t1), r(t2), . . . , r(tn)

这些矢量点可以看成是随机过程的样本点. 当 n Ñ 8, 相邻的时间点无限靠近, 这些离
散的点趋向连续的布朗轨道 r(t). 图11.3.1是一个一维情形的示意.

图 11.3.1: 布朗运动轨迹的取样

用 W1表示 t时刻观察到 r的概率密度, 即

W1(r, t)dr = Pr tr(t) P dru (11.3.2)

这里 dr是 r点的体积元, Pr t¨ ¨ ¨ u表示 ¨ ¨ ¨的概率. 同样, 用 W2表示 t1时刻观察到 r1,
t2时刻观察到 r2的概率密度

W2(r1, t1; r2, t2)dr1dr2 = Pr tr(t1) P dr1, r(t2) P dr2u (11.3.3)

类似地, 用 Wn表示 t1时刻观察到 r1, t2时刻观察到 r2, . . ., tn时刻观察到 rn 的概率密

度

W2(r1, t1; r2, t2; ¨ ¨ ¨ ; rn, tn)dr1dr2 ¨ ¨ ¨drn = Pr tr(tj) P drj , j = 1, 2, ¨ ¨ ¨nu (11.3.4)
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从上述定义, 可以得到若干其他概率, 其中特别重要的是转移概率, 定义为当布朗粒子在
t0时位于 r0的条件下, 在 t1位于 r1处体积元 dr1内的概率. 记为 P (r1t1|r0, t0)dr1

P (r1t1|r0, t0)dr1 =
W2(r0, t0; r1t1)dr1

W1(r0, t0)
(11.3.5)

两点的转移概率是最常用的, 但也可以定义更一般的转移概率, 例如, n点转移概率定义
为当布朗粒子在 t0时位于 r0的条件下, 在 t1位于 r1处体积元 dr1内, 在 t2位于 r2处体

积元 dr2内, . . ., 在 tn位于 rn处体积元 drn内的概率

P (r1t1; r2, t2; ¨ ¨ ¨ ; rntn|r0, t0)dr1 ¨ ¨ ¨drn =
Wn(r0, t0; r1t1 ¨ ¨ ¨ ; rntn)dr1 ¨ ¨ ¨drn

W1(r0, t0)
(11.3.6)

11.4 谱方法求解

郎之万方程也可以用谱方法研究, 定义速度的傅里叶变换对为

v(t) =

ż 8

´8

dω
2π

v[ω]e´iωt

v[ω] =

ż 8

´8

dtv(t)eiωt

(11.4.1)

v(t)是实数, v[ω]˚ = v[´ω].
这里, 用相同的符号, 不同的括号表示一对傅里叶变换, 例如 v[ω] 表示 v(t) 的傅里

叶变换. 把郎之万方程变换到傅里叶空间, 有

´iωMv[ω] = ´γv[ω] + f [ω] (11.4.2)

解得

v[ω] =
f [ω]

´iωm+ γ
(11.4.3)

由随机力满足的两个条件, 得到

xf [ω]y = 0

xf [ω] ¨ f [ω1]y =

ż 8

´8

dtdt1 xf(t) ¨ f(t1)y eiωt+iω1t1

=

ż 8

´8

dtdt12dBδ(t´ t1)eiωt+iω1t1

= 2dB

ż 8

´8

dtei(ω+ω1)t

= 4πdBδ(ω + ω1) = If [ω]δ(ω + ω1)

(11.4.4)



11.4 谱方法求解 559

这里, If [ω] = 4πdB定义为为随机力 f(t)的谱强度.

@

v(t)2
D

=

ż 8

´8

dω
2π

dω1

2π
xv[ω] ¨ v[ω1]y e´i(ω+ω1)t

利用(11.4.3), 注意到 δ(ω + ω1)

xv[ω] ¨ v[ω1]y =
Ifδ(ω + ω1)

|iωm+ γ|2
=

4πdBδ(ω + ω1)

|iωm+ γ|2
(11.4.5)

于是
@

v(t)2
D

=
1

2π

ż 8

´8

dω
2π

4πdB

ω2m2 + γ2

=
2dB

m2

ż

dω
2π

1

ω2 + γ2

m2

=
dB

mγ

(11.4.6)

由能量均分原理, xv(t)2y = dkT
m

, 定出,

B = γkT (11.4.7)

于是, (11.4.5)成为

xv[ω] ¨ v[ω1]y =
4πdkT

m

γ
m
δ(ω + ω1)

ω2 +
(

γ
m

)2 = 2πdC[ω]δ(ω + ω1) (11.4.8)

其中,
C[ω] =

kT

m

2 γ
m

ω2 +
(

γ
m

)2 (11.4.9)

速度的相关函数是

C(t) =
1

d
xv(t) ¨ v(0)y =

(
1

2π

)2
1

d

ż 8

´8

dωdω1 xv[ω] ¨ v[ω1]y eiωt

即

C(t) =

ż 8

´8

dω
2π
C[ω]e´iωt (11.4.10)

由此可以看出, C[ω]就是 C(t)的傅里叶变换. 代入(11.4.8) 得到

C(t) =
2γkT

m2

ż 8

´8

dω
2π

e´iωt

ω2 + γ2

m2

=
kT

m

1

2πi

ż 8

´8

dω
[

e´iωt

ω ´ i γ
m

´
e´iωt

ω + i γ
m

]
如果 t ą 0, 则补上下半平面的一个半圆回路 (沿该回路的积分在回路半径趋于无穷大时
为 0), 第二项在下半平面有极点 ω = ´i γ

m
, 利用留数定理, 求得积分为

2πie´γ/mt = 2πie´t/τB (11.4.11)
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其中 τB = m
γ
. 第一项在下半平面解析, 积分为 0. 当 t ă 0时, 在上半平面补一个半圆构

成回路, 由留数定理求得第一项的积分为

2πieγ/mt = 2πiet/τB (11.4.12)

第二项在下半平面解析, 积分为 0. 综合上述结果得到

C(t) =
kT

m
e´|t|/τB (11.4.13)

这就是前面已经得到的结果, 由 C(t), 并利用公式(11.2.14), 就能得到均方位移 W (t).
作为谱方法的应用, 再看两个例子.
例题：电路中的噪声.
例题: 一维阻尼振子的涨落.

11.5 福克-普朗克方程

11.6 线性响应理论, 时间相关函数和输运系数

考虑两个物理量在不同时间的如下平均值：

CAB(t, t
1) = xA(t)B(t1)y .

其中的平均是系综平均. 这样定义的函数 CAB(t, t
1)为时间相关函数. 对于平衡系统, 时

间相关函数仅仅是时间差的函数, 可写为

CAB(t) = xA(t)B(0)y .

第 i个粒子的速度时间相关函数是一个例子

Cvv (t) = xvi (t) ¨ vi (0)y .

输运系数定义为系统对于外界扰动的响应, 例如, 扩散系数联系粒子流和密度梯度, 而
剪切粘性则联系剪切应力与速度的梯度. 在哈密顿量中引入这些扰动, 则这些扰动对
于分布函数的影响可以计算. 一般而言, 扰动的引入产生一个与时间有关的非平衡分布
Peq + δP (t) , 这样, 任何平均值均可以用这个非平衡分布计算. 如果仅仅保留到扰动的
一阶项, 通过比较扰动的效果和宏观输运方程, 可以获得输运系数的公式. 这通常是如
下形式的, 对于平衡系综进行平均的时间相关函数的积分.

γ =

ż 8

0

dt
@

Ȧ (t) Ȧ (0)
D
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这里, γ是输运系数, A是出现在扰动哈密顿中的一个物理量. 同时, 也有一个与此量联系
的爱因斯坦关系

A

(A (t) ´A (0))
2
E

= 2γt

这个关系在 t " τ时成立, τ为 A的关联时间.
例如, 扩散系数由下式给出

D =
1

3

ż 8

0

dt xvi (t) ¨ vi (0)y

对应的爱因斯坦关系是
1

3

A

(ri (t) ´ ri (0))2
E

= 2Dt.

这里 ri (t) 和 vi (t) 是第 i个粒子的位置和速度矢量.
剪切粘度 η 由下式给出

η =
V

kBT

ż 8

0

dt xPαβ (t)Pαβ (0)y

或
V

kBT
xQαβ (t)Qαβ (0)y = 2ηt.

这里

Pαβ =
1

V

ÿ

i

(
piαpiβ
mi

+ riαfiβ

)
Qαβ =

1

V

ÿ

i

riαpiβ.

Pαβ 的负值通常称为应力张量.

11.7 输运系数及其计算

11.8 习题

1. 求解郎之万方程, 计算布朗粒子在长时间下位移平方的平均值. （可以对三维情形
求解, 或者对一维情形求解）.

2. 设想由半径为 a 的硬球分子构成气体, 试通过简单的物理论证, 得到平均自由程应
为

l =
1

nσ

这里, n是气体分子的数密度, σ = πa2 为分子的截面积.（较为精确的计算结果与
上式差一个数量级为 1 的系数）. 利用这个平均自由程, 以及平均分子速度大约为

xvy =

c

kT

m
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给出扩散系数, 热导率和粘滞系数的以温度和 σ 表示的结果. 注意粘滞系数与密
度无关, 这是有点出乎意料的结果. 这个结论的实验证实曾经是存在分子的一个有
力的支持.
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12.1 第一章习题解答

1. 分别对于一维, 二维和三维无限深方势阱, 求出其前几个 (5–10 个) 能级的简并度
(即相同能级对应的状态数) 和能量态密度.

解： 一维：能级

En =
n2π2h̄2

2mL2

简并度为 1, 即无简并.

二维：能级

Enx,ny
=

π2h̄2

2mL2
(n2

x + n2
y)

前几个能级和简并度：(
2mEL2

π2h̄2
, g

)
: (2 = 12 + 12, 1); (5 = 12 + 22, 2); (8 = 22 + 22, 1); (10 = 12 + 32, 2);

(13 = 22 + 32, 2); (17 = 12 + 42, 2); (18 = 32 + 32, 1); (20 = 22 + 42, 2); ¨ ¨ ¨

三维：能级

Enx,ny,nz
=

π2h̄2

2mL2
(n2

x + n2
y + n2

z)

前几个能级和简并度：(
2mEL2

π2h̄2
, g

)
: (3 = 12 + 12 + 12, 1); (6 = 12 + 12 + 22, 3);

(9 = 12 + 22 + 22, 3); (11 = 12 + 12 + 32, 3); (12 = 22 + 22 + 22, 1);

(14 = 12 + 22 + 32, 6); (17 = 22 + 22 + 32, 3); (18 = 12 + 12 + 42, 3);

(19 = 12 + 32 + 32, 3); (21 = 12 + 22 + 42, 6); (22 = 22 + 32 + 32, 3); ¨ ¨ ¨

一维态密度

k =
π

L
n, Ek =

h̄2k2

2m
, k =

?
2mEk

h̄
, dE =

h̄2

m
kdk

563
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dµ = ((k + dk) ´ k)
L

π
=
L

π
dk

D(E) =
dµ
dE =

mL

πh̄2k
=

mL

πh̄
?
2mE

二维态密度

k =
π

L
(nx, ny), Ek =

h̄2k2

2m
, k =

?
2mEk

h̄
, dE =

h̄2

m
kdk

dµ =
1

4
π((k + dk)2 ´ k2)

L2

π2
=
L2

2π
kdk

D(E) =
dµ
dE =

mL2

2πh̄2

三维态密度

k =
π

L
(nx, ny, nz), Ek =

h̄2k2

2m
, k =

?
2mEk

h̄
, dE =

h̄2

m
kdk

dµ =
1

8

4

3
π((k + dk)3 ´ k3)

L3

π3
=

L3

2π2
k2dk

D(E) =
dµ
dE =

mL3

2π2h̄2
k =

L3m
?
2mE

2π2h̄3

2. 分别利用固定边界条件和周期性边界条件计算一维, 二维和三维单粒子处于硬盒
子内运动时的态密度.

解： 固定边界条件：

一维态密度

k =
π

L
n, ε =

h̄2k2

2m
, k =

?
2mε

h̄
, dε = h̄2

m
kdk

dµ = ((k + dk) ´ k)
L

π
=
L

π
dk

D(ε) =
dµ
dε =

mL

πh̄2k
=

mL

πh̄
?
2mε

=
L

h

c

2m

ε

二维态密度

k =
π

L
(nx, ny), ε =

h̄2k2

2m
, k =

?
2mε

h̄
, dε = h̄2

m
kdk

dµ =
1

4
π((k + dk)2 ´ k2)

L2

π2
=
L2

2π
kdk

D(ε) =
dµ
dε =

mL2

2πh̄2
=
L2

h2
2πm



12.1 第一章习题解答 565

三维态密度

k =
π

L
(nx, ny, nz), ε =

h̄2k2

2m
, k =

?
2mε

h̄
, dε = h̄2

m
kdk

dµ =
1

8

4

3
π((k + dk)3 ´ k3)

L3

π3
=

L3

2π2
k2dk

D(ε) =
dµ
dε =

mL3

2π2h̄2
k =

L3m
?
2mε

2π2h̄3
=
L3

h3
2π(2m)3/2

?
ε

周期性边界条件：

一维态密度

k =
2π

L
n, ε =

h̄2k2

2m
, k =

?
2mε

h̄
, dε = h̄2

m
kdk

dµ = 2((k + dk) ´ k)
L

2π
=
L

π
dk

D(ε) =
dµ
dε =

mL

πh̄2k
=

mL

πh̄
?
2mε

=
L

h

c

2m

ε

二维态密度

k =
2π

L
(nx, ny), ε =

h̄2k2

2m
, k =

?
2mε

h̄
, dε = h̄2

m
kdk

dµ = π((k + dk)2 ´ k2)
L2

(2π)2
=
L2

2π
kdk

D(ε) =
dµ
dε =

mL2

2πh̄2
=
L2

h2
2πm

三维态密度

k =
π

L
(nx, ny, nz), ε =

h̄2k2

2m
, k =

?
2mε

h̄
, dε = h̄2

m
kdk

dµ =
4

3
π((k + dk)3 ´ k3)

L3

(2π)3
=

L3

2π2
k2dk

D(ε) =
dµ
dE =

mL3

2π2h̄2
k =

L3m
?
2mε

2π2h̄3
=
L3

h3
2π(2m)3/2

?
ε

3. 一维简谐振子的能级为

En =

(
n+

1

2

)
h̄ω, n = 0, 1, 2, ...

试由此计算其态密度.

解： 能级间距为 h̄ω, 没有简并. 于是, 在 dε 区间内的状态数为

dµ =
dε
h̄ω
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态密度为

D(ε) =
1

h̄ω

4. 光子的能量和波矢 k 之间的关系为 ε = h̄ck, 这里 h̄ 是普朗克常数, c 为光速. 计
算光子处于体积 V = L3 内时的态密度.

解：

dµ = 4πk2dk L3

(2π)3
=

L3

2π2
k2dk =

L3

2π2

1

c3h̄3
ε2dε

D(ε) =
dµ
dε =

4πL3

c3h3
ε2

5. 相对论粒子的能量和动量的关系是

ε =
a

m2c4 + c2p2

若粒子处于 V = L3 的盒子内, 由周期性边界条件, 动量可取值

p =
h̄2π

L
(nx, ny, nz)

计算相对论粒子的态密度. 试讨论非相对论极限 (p ! mc) 和极端相对论极限
(p " mc) 的结果.

解： 记

p = h̄k

dµ = 4πk2dk L3

(2π)3
=

L3

2π2
k2dk

ε =
a

m2c4 + c2h̄2k2

解出 k2,

k2 =
1

c2h̄2
(
ε2 ´m2c4

)
dk =

1

ch̄

εdε
?
ε2 ´m2c4

D(ε) =
dµ
dε

=
L3

2π2

1

c3h̄3
(
ε2 ´m2c4

) ε
?
ε2 ´m2c4

=
4πV

c3h3

?
ε2 ´m2c4 ε
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上式的一个常用的写法是

D(ε) =
4πV

c2h3
εp

当 m Ñ 0 时, ε Ñ cp

D(ε) =
4πV

c3h3
ε2

当 p ! mc 时, 定义动能 εk = ε´mc2, 在 p ! mc 时, 动能 εk ! ε

?
ε2 ´m2c4 =

a

(ε´mc2)(ε+mc2) Ñ
?
εk

?
2mc

ε Ñ mc2

D(ε) =
V

h3
2π(2m)3/2

?
εk

6. 解定态薛定谔方程, 三维简谐振子的能级为

Enx,ny,nz
=

(
nx + ny + nz +

3

2

)
h̄ω, nx = 0, 1, 2, ...;ny = 0, 1, 2, ...;nz = 0, 1, 2, ...

试求出前几个能级的简并度和其态密度.

解： 状态由 (nx, ny, nz) 标志, 令

N = nx + ny + nz

则能量为

E = (N +
3

2
)h̄ω

能量小于 E 的状态数是由原点和每个坐标轴上截距为 N 构成的四面体的体积,即

µ =
1

6
N3

dµ =
1

2
N2dN =

1

2

1

h̄ω

(
E

h̄ω
´

3

2

)2

dE

D(E) =
1

2h̄ω

(
E

h̄ω
´

3

2

)2

=
1

2h̄3ω3
E2

上式最后一个等式考虑到从求和转到积分时, 有 h̄ω ! E(否则, 就不能变为积分)

更一般的方法是用准经典方法

D(E) =
1

h3

ż

δ(E ´H)d3pd3r

做变换 r1 =
b

1
2
mωr, p1 = p

?
2m

, 上式成为

D(E) =
1

h3
23

ω3

ż

δ(ε´(p12+x12))d3p1d3r1 = (4π)2
1

h3
23

ω3

ż

δ(ε´(p12+x12))p12x12dp1dx1
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再做变换：r1 = x cos θ, p1 = x sin θ

D(E) = (4π)2
1

h3
23

ω3

ż

δ(ε´ x2)x4 cos2 θ sin2 θxdxdθ

=
1

8

(2π)3

h3ω3

ż

δ(ε´ x2)x4
1

2
dx2

ż π
2

0

cos2 θ sin2 θdθ

=
1

2h̄3ω3
E2

注意 p1 ě 0, r1 ě 0, 所以变到极坐标后, 对 θ 的积分限是 [0, π
2
].

7. 对于宏观系统, 可以取系统为体积 V = L3 的立方体, 则单粒子态可以用 k =

2π
L
(nx, ny, nz) 来标志.

(1), 试证明, 对于单粒子态的求和可以写成积分形式
ÿ

k

f(k) =
V

(2π)3

ż

d3kf(k)

解： 分立的 k, 在 k 空间均匀分布, 每个点代表一个状态, 每个点对应的体积是：(
2π
L

)3. 考虑一个体积元 d3k, 其中包含的状态数为 L3

(2π)3
d3k, 于是

ÿ

k

f(k) =
L3

(2π)3

ż

d3kf(k) =
V

(2π)3

ż

d3kf(k)

(2), 若单粒子能级为 ϵ = h̄2k2

2m
, 且 f(k) = f(k) 只于 k 的大小有关, 则上述积分可

以进一步简化为对能量的积分
ş

D(ϵ)dϵf(ϵ), 试计算态密度 D(ϵ).

解：
V

(2π)3

ż

d3kf(k) =
V

(2π)3
4π

ż

k2dkf(k)

由 ϵ = h̄2k2

2m
, dϵ = h̄2k

m
dk = h̄

b

2ϵ
m
dk. 得到

dk =
1

h̄

c

m

2ϵ
dϵ

而 k2 = 2mϵ
h̄2 .

V

(2π)3
4π

ż

k2dkf(k) =
ż

V m
?
2mϵ

2π2h̄3
dϵf(ϵ)

于是

D(ϵ) =
V m

?
2mϵ

2π2h̄3
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(3), 在极端相对论情形下, 单粒子能级 ϵ = h̄ck, 其中 c 为光速, 请重复 2 的计算.

解：
V

(2π)3

ż

d3kf(k) =
V

(2π)3
4π

ż

k2dkf(k)

由 ϵ = h̄ck, dϵ = h̄cdk. 得到

dk =
1

h̄c
dϵ

而 k2 = ϵ2

h̄2c2
.

V

(2π)3
4π

ż

k2dkf(k) =
ż

V ϵ2

2π2h̄3c3
dϵf(ϵ)

于是

D(ϵ) =
V ϵ2

2π2h̄3c3

8. 在对粒子做经典描述时, 认为粒子的状态由 (r,p) 给定, 考虑到量子修正, 可以认
为一个状态占据相空间的 h3 体积, 这里 h 是普朗克常量, 于是, 相空间一个体积
元 d3rd3p 中包含的状态数为

dµ =
d3rd3p

h3

设系统的哈密顿量为 H(r,p), 试证明态密度 D(ε) 可以写为

D(ε) =
dµ
dε =

1

h3

ż

δ(ε´H(r,p))d3rd3p

利用这个公式,试计算相对论粒子的态密度. (相对论粒子的哈密顿量H =
?
c2p2 +m2c4),

这里 c 为光速, m 是粒子的质量. 分别给出极端相对论极限 (m Ñ 0) 和非相对论
极限 (p ! mc) 情形下的极限结果.

解： 定义阶跃函数 θ(x) 如下

θ(x) =

#

1, x ą 0

0, x ă 0

则

δ(x) =
dθ(x)
dx

利用 θ 函数, 能量小于 ε 的总的状态数 µ(ε) 为

µ(ε) =
1

h3

ż

θ(ε´H(r,p))d3rd3p
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而态密度 D(ε) 是上面 µ(ε) 对能量的导数

D(ε) =
dµ
dε =

1

h3

ż

δ(ε´H(r,p))d3rd3p

对于相对论粒子, 把 H =
?
c2p2 +m2c4 代入态密度的公式

D(ε) =
1

h3

ż

δ(ε´
a

c2p2 +m2c4)d3rd3p

=
4πV

h3

ż

δ(ε´
a

c2p2 +m2c4)p2dp

=
4πV

c3h3

ż

δ(ε´ p1)
a

p12 ´m2c4 p1dp1

=
4πV

c3h3

?
ε2 ´m2c4 ε

上式的一个常用的写法是

D(ε) =
4πV

c2h3
εp

当 m Ñ 0 时, ε Ñ cp

D(ε) =
4πV

c3h3
ε2

当 p ! mc 时, 定义动能 εk = ε´mc2, 在 p ! mc 时, 动能 εk ! ε

?
ε2 ´m2c4 =

a

(ε´mc2)(ε+mc2) Ñ
?
εk

?
2mc

ε Ñ mc2

D(ε) =
4πV

h3
m

?
2m

?
εk

9. 证明如下积分公式

In ”

ż 8

0

x2ne´ax2dx =
1 ¨ 3 ¨ ¨ ¨ ¨ (2n´ 1)

2n+1an

c

π

a

I0 =

ż 8

0

e´ax2dx =
1

2

c

π

a

解： 先计算 I0

I0 =

ż 8

0

e´ax2dx =
1

2

ż 8

´8

e´ax2dx

I20 =
1

4

(ż 8

´8

e´ax2dx
)2

=
1

4

ż 8

´8

ż 8

´8

e´a(x2+y2)dx dy

变换到极坐标

I20 =
1

4
2π

ż 8

0

e´ar2rdr = 1

4

π

a
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I0 =
1

2

c

π

a

I1 = ´
d

da
I0 =

1

2

1

2a

c

π

a

... ...

In = (´1)n
dn

dan
I0 =

1

2

1

2a

3

2a
¨ ¨ ¨

(2n´ 1)

2a

c

π

a
=

1 ¨ 3 ¨ ¨ ¨ (2n´ 1)

2n+1an

c

π

a

10. 计算如下积分
ż 8

0

x

ex + 1
dx

解： 这类积分应该有多种计算方法, 这里给出的是通过凑傅里叶级数的方法, 简
单直观.

先计算两个积分
ż 8

0

xne´mxdx =
1

mn+1

ż 8

0

xne´xdx =
n!

mn+1

ż π

´π

x2 cos(mx)dx =
1

m

ż π

´π

x2 d sin(mx)

=
1

m
x2 sin(mx)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

π

´π

´
2

m

ż π

´π

x sin(mx)dx

=
2

m2

ż π

´π

x d cos(mx)

=
2

m2
x cos(mx)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

π

´π

´
2

m2

ż π

´π

cos(mx)dx

= (´1)m
4π

m2

同样, 经分布积分, 可以求得
ż π

´π

x4 cos(mx)dx = (´1)m
(
8π3

m2
´

48π

m4

)
现在计算所需积分

ż 8

0

x

ex + 1
dx =

ż 8

0

xe´x

1 + e´x
dx =

8
ÿ

m=0

ż 8

0

x(´1)me´(m+1)xdx

=
8
ÿ

m=1

(´1)m´1

m2
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考虑定义在 (´π, π) 上的函数 x2, 做周期延拓, 并做其傅里叶级数展开

a0 =
1

π

ż π

´π

x2dx =
2

3
π

am =
1

π

ż π

´π

x2 cos(mx)dx = (´1)m
4

m2

x2 =
π2

3
+

8
ÿ

m=1

(´1)m4

m2
cos(mx)

令 x = 0 得：

0 =
π2

3
+ 4

8
ÿ

m=1

(´1)m

m2

即
8
ÿ

m=1

(´1)m´1

m2
=
π2

12

于是
ż 8

0

x

ex + 1
dx =

π2

12

ż 8

0

x3

ex ´ 1
dx

解：
ż 8

0

x3

ex ´ 1
dx =

ż 8

0

x3e´x

1 ´ e´x
dx =

8
ÿ

m=0

ż 8

0

x3e´(m+1)xdx

=
8
ÿ

m=1

6

m4

考虑定义在 (´π, π) 上的函数 x4 ´ 2π2x2, 做周期延拓, 并做其傅里叶级数展开

a0 =
1

π

ż π

´π

(x4 ´ 2π2x2)dx = ´
14

15
π4

am =
1

π

ż π

´π

(x4 ´ 2π2x2) cos(mx)dx = ´(´1)m
48

m4

x4 ´ 2π2x2 = ´
7π4

15
´

8
ÿ

m=1

(´1)m48

m4
cos(mx)

令 x = π 得到

´π4 = ´
7π4

15
´ 48

8
ÿ

m=1

1

m4
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即
ż 8

0

x3

ex ´ 1
dx = 6

8
ÿ

m=1

1

m4
=

1

8

(
π4 ´

7π4

15

)
=
π4

15

11. 给出如下积分的结果
ż

řn
i=1 x2

i ď1

dx1dx2 ¨ ¨ ¨dxn

并对 n = 1, 2, 3 验证其正确性.

解： 这个积分是半径为 1 的 n 维球的体积, 可以写为
ż

řn
i=1 x2

i ď1

dx1dx2 ¨ ¨ ¨dxn =

ż 1

0

Sn(r)dr = Ωn

ż 1

0

rn´1dr = Ωn

n

其中 Sn(r) 是半径为 r 的 n 维球的面积, Ωn 是 n 维立体角, 待求. 一种计算技巧
是考虑如下积分
ż 8

´8

dx1dx2 ¨ ¨ ¨dxne´(x2
1+x2

2+¨¨¨+x2
n) = Ωn

ż 8

0

rn´1e´r2dr = Ωn
1

2

ż 8

0

zn/2´1e´zdz = Ωn

2
Γ(
n

2
)

利用
ż 8

´8

e´x2

dx =
?
π

上式左边为 πn/2, 右边为 Ωn

2
Γ(n

2
).

πn/2 =
Ωn

2
Γ(
n

2
)

Ωn =
2πn/2

Γ(n
2
)

即
ż

řn
i=1 x2

i ď1

dx1dx2 ¨ ¨ ¨dxn =
2πn/2

nΓ(n
2
)

n = 1 时, Γ( 1
2
) =

?
π, Ω1 =

2π1/2

π1/2 = 2.
ż

x2
1ď1

dx1 =
ż 1

´1

dx1 = 2 = Ω1

n = 2 时, Ω2 =
2π
1

= 2π
ż

x2
1+x2

2ď1

dx1dx2 = π =
Ω2

2

n = 3 时, Ω3 =
2π3/2

1
2Γ(

1
2 )

= 4π.
ż

x2
1+x2

2+x2
3ď1

dx1dx2dx3 =
4π

3
=

Ω3

3
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12. 若三个变量 x, y, z 满足方程 f(x, y, z) = 0, 试证明(
Bx

By

)
z

(
By

Bz

)
x

(
Bz

Bx

)
y

= ´1

以及 (
Bx

By

)
z

=
1(

By
Bx

)
z

这里的下标指明求导数时保持不变的变量.

13. 有四个变量 x, y, z, u, 满足方程 f(x, y, u) = 0, g(y, z, u) = 0, 试证明(
Bx

By

)
z

=

(
Bx

By

)
u

+

(
Bx

Bu

)
y

(
Bu

By

)
z

14. * 考虑一谐振子, 其哈密顿量为

H =
1

2
p2 +

1

2
q2 =

1

2
(x ¨ x)

证明任意一条能量为 E 的相空间的轨迹 x(t), 在等能面 Γ(E) 各个区域出现的平

均时间相等.

15. * 考虑两个线性耦合的谐振子,

H =
1

2
(p21 + p22 + q21 + q22 + q21q

2
2)

根据正则坐标的初始相位和幅值写出相空间迹线 x = (p1, p2, q1, q2). 证明在等能
面上存在任何迹线 x(t) 都不能到达的区域.

16. 由内能 E 出发, 可以定义其它热力学势如下

亥姆霍茨自由能 F = E ´ TS

吉布斯自由能 G = F + PV

焓 H = E + PV

广势函数 ΩG = F ´ µN

等, 其微分分别是

dE = TdS ´ PdV + µdN

dF = ´SdT ´ PdV + µdN

dH = TdS + V dP + µdN

dG = ´SdT + V dP + µdN

dΩG = ´SdT ´ PdV ´Ndµ
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在热力学极限下 (宏观物体), 热力学势 E,H, F , G, ΩG 以及 S, V , N 都是广延量,
而 P , T , µ 是强度量. 由此可以得到所谓 Gibbs-Duheim 关系：

E = TS ´ PV + µN

由此可进一步得到

G = µN ΩG = ´PV

(1), 试证明 Gibbs-Duheim 关系并得到关于 G 和 ΩG 的结果.

(2), 试直接由广延量的性质出发, 证明

G = µN ΩG = ´PV

解：

当粒子数可变时, 热力学基本方程成为

dE = TdS ´ PdV + µdN (12.1.1)

µ 为系统的化学势, 是与作为广义坐标的粒子数变化所联系的广义力. 对上式做勒
让德变换, 可以得到

dH = TdS + V dP + µdN

dF = ´SdT ´ PdV + µdN

dG = ´SdT + V dP + µdN

dΩG = ´SdT ´ PdV ´Ndµ

(12.1.2)

由此可以把化学势用热力学势的导数写出来

µ =

(
BE

BN

)
S,V

=

(
BH

BN

)
S,P

=

(
BF

BN

)
T,V

=

(
BG

BN

)
T,P

(12.1.3)

压强也是热力学势的导数

P = ´

(
BF

BV

)
T,N

= ´

(
BΩG

BV

)
T,µ

(1). 由热力学函数的广延性可以得到一个有用的重要关系–吉布斯-杜海姆 (Gibbs-
Duheim) 关系. 系统的内能是以熵, 体积和粒子数为变量的特性函数, 这些量都是
广延量, 也就是说, 对任一参数 λ, 有

λE = E(λS, λV, λN)
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对上式微分, 得到

d(λE) = T d(λS) ´ P d(λV ) + µ d(λN)

即

Edλ+ λdE = λ(TdS + PdV ´ µdN) + (TS ´ PV + µN)dλ

注意到

dE = TdS ´ PdV + µdN

得到

E = TS ´ PV + µN

这一关系称为吉布斯-杜海姆 (Gibbs-Duheim) 关系, 它是热力学量广延性的直接
结果. 利用这一关系, 通过勒让德变换, 可以得到一系列相关结果, 自由能为

F = E ´ TS = ´PV + µN

焓为

H = E + PV = TS + µN

吉布斯自由能为

G = F + PV = µN

这一结果表明, 化学式就是平均每个粒子的吉布斯自由能：g = µ. 广势函数

ΩG = F ´ µN = ´PV

(2). 吉布斯自由能 G 是以 (T, P,N) 为特性变量的特性函数, 由广延量的性质

λ G(T, P,N) = G(T, P, λN)

令 λ = 1
N
, 得到 G(T, P,N) = NG(T, P, 1), 再由

µ =

(
BG

BN

)
T,P

= G(T, P, 1)

得到

G = µN

广势函数 ΩG 是以 (T, V, µ) 为特性变量的特性函数, 由广延量的性质

λΩG(T, V, µ) = ΩG(T, λV, µ)
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令 λ = 1
V
, 得到 ΩG(T, V, µ) = V ΩG(T, 1, µ), 再由

P = ´
(

BΩG

BV

)
T,µ

= ´ΩG(T, 1, µ)

得到

ΩG = ´PV (12.1.4)

17. 试证明 (
Bµ

BN

)
T,V

= ´
V 2

N2

(
BP

BV

)
T,N

解： 由于热力学系统的广延性质 (对应于体积和粒子数都趋于无限大), 对于所
有的强度量, 只能按照广延量的比值的方式依赖于广延量. 即, 对于压强和化学势,
其依赖于 N 和 V 的方式只能是

P = P

(
T,
N

V

)
, µ = µ

(
T,
N

V

)
等等. 由此可以对任一强度量, 例如压强 P , 得到如下关系(

BP

BN

)
T,V

=

(
BP

B N
V

)
T

1

V
,

(
BP

BV

)
T,N

=

(
BP

B N
V

)
T

(
´
N

V 2

)
即 (

BP

BN

)
T,V

= ´
V

N

(
BP

BV

)
T,N(

Bµ

BN

)
T,V

= ´
V

N

(
Bµ

BV

)
T,N

再由麦克斯韦关系 (
BP

BN

)
T,V

=

(
Bµ

BV

)
T,N

得到 (
Bµ

BN

)
T,V

= ´
V

N

(
Bµ

BV

)
T,N

= ´
V

N

(
BP

BN

)
T,V

= ´
V 2

N2

(
BP

BV

)
T,N

18. 设有一系统, 其内能 E, 熵 S, 粒子数 N , 和体积 V 之间满足如下方程：

E = constN
(
N

V

)d

exp
[
dS

NkB

]
(a) 证明对于任意 d, 该系统满足理想气体定律, .

(b) 求出绝热方程 PV γ = const 中的系数 γ, 以及系统的摩尔热容量 CP 和 CV .
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解： (a)

T =

(
BE

BS

)
V,N

=
d

NkB
constN

(
N

V

)d

exp
[
dS

NkB

]
=

d

NkB
E

即

E =
1

d
NkBT

P = ´

(
BE

BV

)
S,N

=
d

V
constN

(
N

V

)d
d

NkB
exp

[
dS

NkB

]
=

d

V
E =

NkBT

V

此即

PV = NkBT

(b) 现在考虑的是固定粒子数 N 的情况, 绝热过程 S 恒定, 则

E =常量
1

V d

P = ´

(
BE

BV

)
S,N

=常量
d

V d+1

即

PV d+1 = C, γ = d+ 1

因

γ =
CP

CV

由能量与温度的关系, 得到

CV =

(
BE

BT

)
V,N

=
NkB
d

则

CP = γCV =
d+ 1

d
NkB

19. 把 N 个完全相同的球放入 g 个盒子, N ă g, 如果每个盒子里最多可以放入一个
球, 试求有多少种方式.

解： 这个问题等价于从 g 个盒子中挑出 N 个的方式数, 即

W =
g!

(g ´N)!N !
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20. 把 N 个完全相同的球放入 g 个盒子, 如果每个盒子里放入球的数目不受限制, 试
求有多少种方式.

解： 解决这个问题的一个巧妙的做法是,如图,设想盒子排成一排,构成盒子的有
g+1 个隔板, 两端的两个固定, 中间有 g´ 1 个隔板, 把 N 个粒子放入两个固定的

隔板之间, 这样, 在固定的两个隔板之间有 N 个粒子和 g´ 1个隔板, 这 N + g´ 1

个物体的所有排列方式为 N + g ´ 1 种, 但交换任意两个隔板对应的状态相同, 总
共有 (g ´ 1)! 种交换方式, 交换任意二个粒子对应的状态相同, 共有 N ! 种交换方

式, 所以, 状态数是

W =
(N + g ´ 1)!

N !(g ´ 1)!

21. 试由 Maxwell 分布计算平均速率 xvy, 最可概速率 vmp, 方均根速率
a

xv2y.

22. 把 N 个可分辩的球放入两个盒子, 每一种放法作为一个微观状态.

(a), 证明总的微观状态数为 Ω = 2N . 如果 N = 4, 列出每一种微观状态.

(b), 若在一个盒子放入 N1 个球, 另一个放入 N ´ N1 个球, 求出其微观状态数
Ω(N1), 并证明

N
ÿ

N1=0

Ω(N1) = Ω = 2N

(c), 设 N " 1, 求出使 Ω(N1) 取极大的 N1 = N1.

(d), 分别对于 N = 10, N = 100, N = 10000, 计算 N1 ´ ∆ ď N1 ď N1 +∆ 范围

内的微观状态数与总微观状态数之比. ∆ 可选为 0.1N .

(e), 如果 N = 2 ˆ 1023, ∆ = 10´10N1, 试计算 N1 ´ ∆ ď N1 ď N1 +∆ 范围内的

微观状态数与总微观状态数之比.

解： (a), 每个粒子可以放入两个盒子中的任一个, 有两种放法. 每个粒子的放置
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是独立的, 所以
Ω = 2N

当 N = 4 时, 用数字 1, 2, 3, 4 表示四个粒子, 则放置方式为

1,2,3,4 ; 1, 2, 3 4 ; 1, 2, 4 3 ; 1, 3, 4 2

2, 3, 4 1 ; 1, 2 3, 4 ; 1, 3 2, 4 ; 1, 4 2, 3

2, 3 1, 4 ; 2, 4 1, 3 ; 3, 4 1, 2 ; 4 1, 2, 3

3 1, 2, 4 ; 2 1, 3, 4 ; 1 2, 3, 4 ; 1, 2, 3, 4

由上述放置方式, 可得 Ω(N1) 为

Ω(4) = Ω(0) = 1; Ω(3) = Ω(1) = 4; Ω(2) = 6

显然：

Ω(0) + Ω(1) + Ω(2) + Ω(3) + Ω(4) = 24 = 16

(b) 此微观状态数为从 N 个球中取出 N1 个球的取法数

Ω(N1) =
N !

N1!(N ´N1)!

N
ÿ

N1=0

Ω(N1) =
N
ÿ

N1=0

N !

N1!(N ´N1)!
= (1 + 1)N = 2N

上面利用了二项式展开公式

(a+ b)N =
N
ÿ

N1=0

N !

N1!(N ´N1)!
aN1bN´N1

(c) 利用斯特林公式

lnΩ(N1) = N lnN ´N1 lnN1 ´ (N ´N1) ln(N ´N1)

对 N1 求导并令其为 0, 得到

´ lnN1 + ln(N ´N1) = 0

解得

N1 =
N

2

(c) N = 10, ∆ = 1

2´10(Ω(4) + Ω(5) + Ω(6)) =
21

32
= 0.656
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N = 100, ∆ = 10

2´100
60
ÿ

N1=40

Ω(N1) = 0.965

N = 10000, ∆ = 1000

2´10000
6000
ÿ

N1=4000

Ω(N1) = 1.0000

对于 N = 10000, 直接计算有较大的困难, 需要用斯特林公式. 斯特林公式对于
lnN ! 的结果比较精确, 但因为涉及几个阶乘的乘除, 所以需要比较精确的斯特林
公式

lnN ! = N lnN ´N +
1

2
ln(2πN) +

1

12N

求和时, 把 2´N 与每一项相乘. 先用斯特林公式算出每一项的对数, 再取 e 指数相
加, 这样, 求和中的每一项都是比价合理的数字.

当然, 直接计算也是可行的, 在 Maple 中直接计算大约几分钟时间. 直接用整数计
算并化为浮点数, 大约为 0.99... 至少 39 个 9.

(e) 当 N = 2ˆ 1023, 直接求和的计算量太大, 此时, 相对于这个大数, N1 的改变实

际上可视为连续. 在 N1 ´ ∆ 和 N1 +∆ 之间的微观状态数为

Ω∆ =

ż N1+∆

N1´∆

dN1Ω(N1) =

ż N1+∆

N1´∆

dN1eln N !´ln N1!´ln(N´N1)!

利用最陡下降法计算积分, 对 e 指数上的部分求极大, 并在极大处, 即 N1 = N
2
展

开

lnN ! ´ lnN1! ´ ln(N ´N1)! = N ln 2 + 1

2
ln
(

4

2πN

)
´

2

N

(
N1 ´

N

2

)2

这里. 我们用如下的斯特林公式

lnN ! = N lnN ´N +
1

2
ln(2πN)

当 N 很大时, 对于仅仅计算 lnN !, 上式的最后一项完全可以忽略, 但是, 如果是计
算 N !, 如这里的计算, 则应该保留到上式, 这是因为 1

2
ln(2πN) 转到 N � 的计算上

是乘以一个
a

(2πN) 的因子. 这是一个倍数关系. 这样

Ω∆ =

ż N1+∆

N1´∆

dN1eln N !´ln N1!´ln(N´N1)!

=eN ln 2+ 1
2 ln( 2

πN )
ż ∆

´∆

dN 1
1e´ 2

N N 12
1

=2N
c

1

π

ż

?
2∆/

?
N

´
?
2∆/

?
N

dxe´x2
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在上式中, 我们分别做了代换 N 1
1 = N1 ´ N

2
以及 x =

?
2N 1

1?
N

.

利用误差函数的定义

erf(x) = 2
?
π

ż x

0

e´x2

和余误差函数的定义

erfc(x) = 1 ´ erf(x)

可得
Ω∆

Ω
= erf

(?
2∆/

?
N
)
= 1 ´ erfc

(?
2∆/

?
N
)

当 ∆ = 10´10N ,
?
2∆/

?
N = 10´10

?
2N « 63, 而

erfc(63) = 1.7 ˆ 10´1726

所以, Ω∆

Ω
= 1, 即在 N1 附近 10´10 范围的微观状态数已经等于总的状态数了.

事实上 erfc(3) « 2 ˆ 10´5, 而对应的 ∆ = 5 ˆ 10´12N . 也就是说在 N1 附近

5 ˆ 10´12N 范围的微观状态数已经在 4 位有效数字的精度下为总的微观状态数.

12.2 第二章习题解答

1. 计算经典理想气体能量小于等于 E 的微观状态数 Σ(E) 和能量处于 [E,E +∆E]

范围的微观状态数 Ω(E), 这里, 假定 N∆E ! E。

解：

Σ(E, V ) =
1

N !h3N

ż

H(p,q)ďE

d3Npd3Nq =
V N

N !h3N

ż

řN
i=1 p2

i ďE

dp1dp2 ¨ ¨ ¨dpN

利用积分公式
ż

řn
i=1 x2

i ď1

dx1dx2 ¨ ¨ ¨dxn =
2πn/2

nΓ(n
2
)

得到

Σ(E, V ) =
V N

N !h3N

ż

ř3N
i=1 x2

i ď2m(E)

dx1 ¨ ¨ ¨dx3N =
V N

N !h3N
(2mE)3N/2 2π3N/2

3NΓ( 3N
2
)

Ω (E, V ) = Σ (E +∆E, V ) ´ Σ(E, V )

=
V N

N !h3N
(2mE)3N/2 2π3N/2

3NΓ( 3N
2
)

[(
1 +

∆E

E

)3N/2

´ 1

]

«
V N

N !h3N
(2mE)3N/2 2π3N/2

3NΓ( 3N
2
)

3N

2

∆E

E
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即

Ω(E, V ) =
1

E

(
V

h3

)N
(2πmE)

3N/2

N !Γ
(
3N
2

) ∆E

在得到这个结果时, 我们假定了 ∆E/E ! 1, 由于能量 E 与粒子数 N 成正比, N
是非常大的数, 所以, 上式成立的要求有一个更严格的限制 N∆E/E ! 1, 这就要
求 ∆E ! E/N ,即 ∆E 远小于平均每个分子的能量. 如果上述条件不满足,但 ∆E

与 N 无关（这是合理的假定）, 令 E = Nϵ, ϵ 是平均每个分子的能量, 可以大于
或小于 ∆E, 则由于 N 非常大[(

1 +
∆E

E

)3N/2

´ 1

]
=

[(
1 +

∆E

(3N/2)(2ϵ/3)

)3N/2

´ 1

]
= e3∆E/2ϵ ´ 1

这样

Ω(E, V ) =
V N

N !h3N
(2mE)3N/2 π3N/2

Γ( 3N
2

+ 1)

(
e3∆E/2ϵ ´ 1

)
由于 N 非常大, 在计算熵时, 上面两个结果是相同的.

2. 如果每个粒子只能处于三个微观状态 1、2 和 3, 对应的能量为 0、ε 和 2ε。如果

N 个这样的粒子构成一个宏观系统并达到平衡。

(a), 写出 N1 个粒子处于状态 1，N2 个粒子处于状态 2，N3 个粒子处于状态 3 时
的微观状态数；

(b), 在总粒子数为 N 和系统总能量为 E 的约束条件下，求使得微观状态数最大

的 N1、N2 和 N3；

(c), 若以最大的微观状态数近似替代总的微观状态数，求出系统的熵，并求出温
度。(* 讨论这样做的合理性。)

(d), 若 E = 0.8Nε, 求出系统的温度 kT 及 N1/N、N2/N 和 N3/N 的值。

解： (a), 这个状态数是把 N 个球放入三个盒子, 第一个盒子中放 N1 个, 第二个
盒子中放 N2 个, 第三个盒子中放 N3 个的方式数, 所以

Ω(N1, N2, N3) =
N !

N1!N2!N3!

(b) 对于宏观系统, N 是大数, N1, N2, N3 也是大数, 可以用斯特林公式. 利用拉
格朗日乘子方式求 lnΩ 的约束极大, 即计算

lnΩ+ α
ÿ

i

Ni + β
ÿ

i

εiNi
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在无约束的条件下的极值, 再由极值条件确定 α 和 β. 即求解

δ lnΩ
δNi

´ α´ βεi = 0 (a)

利用斯特林公式,
lnΩ = N lnN ´

ÿ

i

Ni lnNi

对上式求一阶变分
δ lnΩ
δNi

= ´ ln Ni

N

代入 (a) 解得
Ni = Ne´α´βεi

由
ÿ

i

Ni = Ne´α
(
1 + e´β + e´2β

)
= N

定出 α, 得到
N1 =

N

1 + e´βε + e´2βε

N2 =
Ne´βε

1 + e´βε + e´2βε

N3 =
Ne´2βε

1 + e´βε + e´2βε

由
ř

i εiNi = E 得到

Nε
e´βε + 2e´2βε

1 + e´βε + e´2βε
= E

求解上式（上式化简后为一元二次方程）, 可得,

e´βε =
1

2

E
Nε

´ 1 +

b

1 + 6 E
Nε

´ 3
(

E
Nε

)2
2 ´ E

Nε

(1)

代入以上各式就能得到 Ni 与给定的能量 E 的关系.

(c) 熵为
S =k lnΩ = kN lnN ´ k

ÿ

i

Ni lnNi

=kβE +Nk ln
(
1 + e´βε + e´2βε

)
由定义, 温度为

1

T
=

BS

BE
= kβ + k

Bβ

BE
E ´ kNε

e´βε + 2e´2βε

1 + e´βε + e´2βε

Bβ

BE

=kβ + k
Bβ

BE
E ´ kE

Bβ

BE

=kβ
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即

β =
1

kT

由方程 (1) 可得

kT

ε
= ´1/ ln

1

2

E
Nε

´ 1 +

b

1 + 6 E
Nε

´ 3
(

E
Nε

)2
2 ´ E

Nε


E
Nε
的变化范围是 0 到 2, 分别对应于所有粒子处于能级 1 和能级 3. 当 E

Nε
= 0

时, 上面对数内的部分为 0, 对应的温度为 0, 所有粒子都处于基态, 熵为 0; 随着
E 增大, 对数中的部分也单调增大, 熵增加；当 E

Nε
= 1 时, 对数中的部分为 1, 对

应于温度为 8, 此时, 三个能级上的粒子数均为 1
3
N , 熵 S = Nk ln 3；继续增加能

量, 则对数中部分继续增加, 此时, 温度变为负的, 注意到 1
T
是熵对于能量的导数,

温度为负, 表明熵随能量的增加而减少；当能量增加到最大值 E
Nε

= 2 时, 对数中
的部分趋于无穷大, 对应于温度为 ´0, β Ñ ´8, 而熵为

S = kβE ´ k ln
(
1 + e´βε + e´2βε

)
Ñ 0

* 总状态数
Ωt =

ÿ

N1,N2,N3

Ω(N1, N2, N3)

记 Ω0 为 Ω(N1, N2, N3) 的极大值, 上式的求和受 N1 + N2 + N3 = N 和 N1 +

N2ε + 2N3ε = E 的限制, 所以, 只有一个自由的求和变量, 若取为 N3, 则 N1 =

N ´ E
ε
+N3, N2 =

E
ε

´ 2N3, N3 的取值范围为 0 到 E
2ε

„ N . 于是

Ω0 ă Ωt ă NΩ0

对上面的不等式求对数得到

lnΩ0 ă lnΩt ă lnΩ0 + lnN

lnΩ0 是 N 的量级, N 是大数, 所以 N " lnN , 这样就有

S = lnΩt = lnΩ0

(d) 由
εN2 + 2εN3 = 0.8Nε

e´βε + 2e´2βε

1 + e´βε + e´2βε
= 0.8
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解得

βε = 0.7374, kBT =
1

β
= 3.283ε

N1

N
= 0.4384,

N2

N
= 0.3233,

N3

N
= 0.2384

3. * 写出刘维尔定理的证明过程.

4. * 若 qi，pi 依照哈密顿运动方程演化，记 t 时刻为 qi, pi, t+∆t 时刻为 q1
i, p

1
i，试

证明相空间体积元不变.

5. 利用已知的微观状态数 Ω(E)，利用公式

ZC =

ż 8

0

Ω(E)
dE
∆E

e´βE

计算经典理想气体的正则配分函数.

解：

ZC =

ż 8

0

1

E

(
V

h3

)N
(2πmE)

3N/2

N !Γ
(
3N
2

) 3N

2
e´βEdE

=

(
V

h3

)N
(2πm)

3N/2

N !Γ
(
3N
2

) 3N

2

ż 8

0

E3N/2´1e´βEdE

=

(
V

h3

)N
(2πm)

3N/2

N !Γ
(
3N
2

) Γ( 3N
2
)

β3N/2

3N

2

=
V N

N !

(
2πmkT

h2

)3N/2
3N

2
=

1

N !

(
V

λ3

)N
3N

2

其中

λ =
h

?
2πmkT

为热波长.

自由能是 ZC的对数乘以 ´kT , 因 N是一大数，所以因子 3N
2
可以略去, 即

ZC =
1

N !

(
V

λ3

)N

6. 利用上题经典理想气体的正则配分函数，求经典理想气体的巨正则配分函数和对
应的热力学势，并利用热力学关系求出物态方程，以及用温度，体积和粒子数表

示的化学势。
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解：

Zc =
1

N !

(
V

λ3

)N

ZG =
8
ÿ

N=0

ZceβµN =
8
ÿ

N=0

1

N !

(
V

λ3

)N

zN = exp
"

V

λ3
z

*

其中, z = eβµ 为逸度.

巨势函数为

ΩG = ´kT lnZG = ´kTz
V

λ3

平均粒子数

xNy = ´
BΩG

Bµ
= kT

V

λ3
zβ =

V

λ3
z

由此解出

z =
xNy

V
λ3, µ = kT ln z = kT ln

(
xNy

V
λ3

)
注意到 xNy

V
λ3 „ λ2

d2 ! 1, 化学势 µ ă 0, 这里 d是分子的平均间距.

压强

P = ´
BΩG

BV
=
KT

λ3
z = kT

xNy

V
, 即 PV = xNyKT

7. 利用经典理想气体的正则配分函数, 求经典理想气体的 TP 配分函数和对应的热

力学势, 并利用热力学关系求出物态方程, 化学势，熵和定容热容量。

解：

ZTP =

ż 8

0

dV
δV

ZCe´βPV =
1

N !λ3N

ż 8

0

dV
δV

V Ne´βPV =
1

λ3N (βP )N+1δV

G = ´kT lnZTP = NkT ln Pλ
3

kT

(注意, 因为 N 趋于无穷大, N + 1 = N , lnβPδV ! N）

µ =
BG

BN
=
G

N

G = µN, µ = kT ln Pλ
3

kT

xV y =
BG

BP
= NkT

1

P

即

P xV y = NkT
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把物态方程代入化学势的表达式, 得到

µ = kT lnnλ3

熵

S = ´

(
BG

BT

)
P

= ´Nk ln Pλ
3

kT
+

5

2
Nk

内能

E = G+ TS ´ PV =
3

2
NkT

定容热容量

CV =
3

2
Nk

8. 求出理想气体的熵变为负值的转变温度，并估算这个温度的具体数值（例如取该
气体为氦气）。

解：

理想气体的熵为

S = ´Nk lnnλ3 +
5

2
Nk

转变温度由 S = 0 决定, 即

lnnλ3 =
5

2
, nλ3 = e5/2

nλ3 =
h3P

(2πm)3/2k5/2T 5/2

解得

T =
(h3P )2/5

(2πm)3/5ke

取压强为一个大气压 P = 105Pa, m 为氦原子的质量 m = 6.6 ˆ 10´27 kg, 代入上
式求得

T = 0.69K

事实上, 在远高于此温度的 T = 4.2K, 氦气变为液氦, 并在 T = 2.17K 成为超流
液氦.

9. *试推导巨正则系综中粒子数的涨落和能量的涨落公式。利用所得公式，计算理想
气体的粒子数的涨落和能量的涨落.
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解：

巨正则分布：

P (N,E) =
1

Z G
e´βE+αN

ZG =
ÿ

N

ÿ

s

e´βE+αN

这里, α = βµ, 求和
ř

s 表示对于给定能量 E 的所有微观状态求和.

xNy =
ÿ

N

ÿ

s

NP (N,E) =
1

Z G

ÿ

N

ÿ

s

Ne´βE+αN =
B lnZG

Bα
=

1

β

B lnZG

Bµ

再对 α 求导一次

B xNy

Bα
=

1

Z G

ÿ

N

ÿ

s

N2e´βE+αN ´
1

Z2
G

(
ÿ

N

ÿ

s

Ne´βE+αN

)2

=
@

(N ´ xNy)2
D

即
x(N ´ xNy)2y

xNy
2 =

1

xNy
2

B xNy

Bα
=

kT

xNy
2

B xNy

Bµ

由于热力学系统的广延性质（对应于体积和粒子数都趋于无限大）, 对于所有的强
度量, 只能按照广延量的比值的方式依赖于广延量. 即, 对于压强和化学势, 其依
赖于 N 和 V 的方式只能是

P = P

(
T,
N

V

)
, µ = µ

(
T,
N

V

)
等等. 由此可以对任一强度量, 例如压强 P , 得到如下关系(

BP

BN

)
T,V

=

(
BP

B N
V

)
T

1

V
,

(
BP

BV

)
T,N

=

(
BP

B N
V

)
T

(
´
N

V 2

)
即 (

BP

BN

)
T,V

= ´
V

N

(
BP

BV

)
T,N(

Bµ

BN

)
T,V

= ´
V

N

(
Bµ

BV

)
T,N

再由麦克斯韦关系 (
BP

BN

)
T,V

=

(
Bµ

BV

)
T,N

得到 (
Bµ

BN

)
T,V

= ´
V

N

(
Bµ

BV

)
T,N

= ´
V

N

(
BP

BN

)
T,V

= ´
V 2

N2

(
BP

BV

)
T,N
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由等温压缩率的定义, 得到

KT = ´
1

V

(
BV

BP

)
T,N

=
V

N2

(
BN

Bµ

)
T,V

(12.2.5)

代入涨落的表达式即得

x(N ´ xNy)2y

N
2 =

kT

xNy
2

B xNy

Bµ
=
kT

V
KT

能量的平均值

xEy =
ÿ

N

ÿ

s

EP (N,E) =
1

Z G

ÿ

N

ÿ

s

Ee´βE+αN = ´
B lnZG

Bβ

这里取 α 和 β 为变量, 上面的导数中固定 α.

再求一次导数, 得到
B xEy

Bβ
= ´

@

(E ´ xEy)2
D

即
@

(E ´ xEy)2
D

= kT 2

(
B xEy

BT

)
α

为了变换上式, 把 xEy 看成是 xNy 和 T 的函数, 而 xNy 是 α 和 T 的函数. 这里
及此后的运算中, 体积 V 恒定, 故不写出. 这样就有(

B xEy

BT

)
α

=

(
B xEy

BT

)
xNy

+

(
B xEy

B xNy

)
T

(
B xNy

BT

)
α

由

d xEy = TdS + µd xNy = CV dT +

(
µ´ T

(
Bµ

BT

)
xNy

)
dN

得到 (
B xEy

B xNy

)
T

= µ´ T

(
Bµ

BT

)
xNy

而 (
B xNy

BT

)
α

= ´

(
Bα

BT

)
xNy

(
B xNy

Bα

)
T

由

α =
µ

kT(
Bα

BT

)
xNy

=
1

k

(
1

T

(
Bµ

BT

)
xNy

´
µ

T

)
= ´

1

kT 2

(
µ´ T

(
Bµ

BT

)
xNy

)
而 (

B xNy

Bα

)
T

=
A

(N ´ xNy)
2
E
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于是

@

(E ´ xEy)2
D

= kT 2

(
B xEy

BT

)
xNy

+

(
µ´ T

(
Bµ

BT

)
xNy

)2
@

(N ´ xNy)2
D

即

@

(E ´ xEy)2
D

= kT 2CV +
xNy

2
kT

V
KT

(
µ´ T

(
Bµ

BT

)
xNy

)2

与正则系综的能量涨落相比, 多了第二项, 这一项显然是粒子数的涨落带来的能量
的涨落.

对于理想气体

B xNy

Bµ
=
V

λ3
zβ = β xNy

由此得到

@

(N ´ xNy)2
D

=
B xNy

Bα
= kT

B xNy

Bµ
= kTβ xNy = xNy

S = ´
BΩG

BT
= k

V

λ3
z´kT

V

λ3
z
µ

kT 2
+
3

2
k
V

λ3
z =

5

2
k
V

λ3
z´kT

V

λ3
z
µ

kT 2
=

5

2
k xNy´xNy

µ

T

内能

E = ΩG + TS + µ xNy = ´kT xNy +
5

2
kT xNy ´ xNyµ+ µ xNy =

3

2
xNy kT

CV =
BE

BT
=

3

2
xNy k

Bµ

BT
= k ln

(
xNy

V
λ3

)
´

3

2
k, µ´ T

Bµ

BT
=

3

2
kT

@

(E ´ xEy)2
D

=kT 2

(
B xEy

BT

)
xNy

+

(
µ´ T

(
Bµ

BT

)
xNy

)2
@

(N ´ xNy)2
D

=
3

2
xNy (kT )2 +

(
3

2
kT

)2

xNy =
15

4
xNy (kT )2
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10. * 试推导 TP 系综中体积的涨落和能量的涨落公式。利用所得公式，计算理想气

体的体积的涨落和能量的涨落.

解： 体积的涨落为

A

(V ´ xV y)
2
E

= ´

(
B xV y

B(βP )

)
β

= N
(kT )2

P 2
=

xV y
2

N

注意到 T
(

BP
BT

)
xV y

= P , 能量的涨落为

A

(E ´ xEy)
2
E

=kT 2CV + kT

(
P ´ T

(
BP

BT

)
xV y

)2
A

(V ´ xV y)
2
E

=
3

2
Nk2T 2

11. 若一系统的哈密顿量为

H =
ÿ

i

Aix
2
i

其中 Ai 为常量. 由位力定理
B

xi
BH

Bxj

F

= kTδij

证明能量均分定理
@

Aix
2
i

D

=
1

2
kT

解：
BH

Bxi
= 2Aixi

B

xi
BH

Bxi

F

= 2Ai

@

x2i
D

= kT

所以

Ai

@

x2i
D

=
1

2
kT

12. 吉布斯佯谬

(a). 假设

Ω(E) =
1

h3N

ż

EďH(x)ďE+δE

d6Nx, S(E) = k lnΩ(E)
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是理想气体熵的正确表达式. 考虑两个体积 VA = VB = V 的系统，各个系统

均包含 N 个具有相同平均能量的全同粒子. 证明，若将两系统混合，

SA+B = SA + SB + 2Nk ln 2

即，存在混合熵 2Nk ln 2

(b). 证明若使用正确的表达式

Ω(E) =
1

N !h3N

ż

EďH(x)ďE+δE

d6Nx,

则有

SA+B = SA + SB

(c). 估计 1 摩尔 Ar 和 1 摩尔 Kr 混合系统的熵.

解： (a) 计算可得

Ω(E, V ) =
1

E

(
V

h3

)N
(2πmE)

3N/2

Γ
(
3N
2

) ∆E

S = Nk ln
[
V

N

(
4πmE

3Nh2

)3/2
]
+Nk lnN +

3

2
Nk

混合前的熵为两个系统的熵之和

Si = SA + SB = 2Nk ln
[
V

N

(
4πmE

3Nh2

)3/2
]
+ 2Nk lnN + 2

3

2
Nk

混合后, 系统的体积为 2V , 粒子数为 2N , 能量为 2E, 于是, 熵为

Sf =(2N)k ln
[
2V

2N

(
4πm(2E)

3(2N)h2

)3/2
]
+ (2N)k ln(2N) +

3

2
(2N)k

=2Nk ln
[
V

N

(
4πmE

3Nh2

)3/2
]
+ 2Nk lnN + 2Nk ln 2 + 2

3

2
Nk

=SA + SB + 2Nk ln 2

(b) 计算得到, 此时的熵为

S = Nk ln
[
V

N

(
4πmE

3Nh2

)3/2
]
+

5

2
Nk

则当体积为 2V , 粒子数为 2N , 能量为 2E 时, S 变为 2S, 即混合后

Sf = SA + SB
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(c) 混合后, Ar 和 Kr 的体积均变为 2V , 其他不变, 所以, 混合后的熵为

Sf = N0k ln
[
2V

N0

(
4πmArEAr

3N0h2

)3/2
]
+N0k ln

[
2V

N0

(
4πmKrEKr

3N0h2

)3/2
]
+

5

2
2N0k

混合熵是

Sf ´ Si = N0k ln 2

与 (b) 不同之处在于, (b) 涉及的相同的粒子, 所以, 混合后, 是 2N 个粒子占据了

2V 的空间; 这里, 涉及两种不同的粒子, 混合后, 每种粒子都占据了 2V 空间, 因
为粒子之间没有相互作用, 各自的能量不变 (实际上, 两种气体的能量是相同的).

13. 试证明由正则分布计算的平均能量可以通过对于正则配分函数的对数求导得到,
给出具体公式.

解： 平均能量

xEy =
ÿ

E

Eρ(E) =
1

ZC

ż

dEE dΩ(E)

dE e´βE = ´
B lnQ

Bβ

14. 正则配分函数
ZC =

ż

dωe´βH

其中 dω = 1
N !h3N dr1dr2 ¨ ¨ ¨drNdp1dp2 ¨ ¨ ¨dpN , H 是系统的哈密顿量, β = 1

kT
.

试证明

F = ´kT lnZC

对应于热力学中的特性函数亥姆霍茨自由能.

解：

系统微观总能量的系综平均值

xEy =
1

ZC

ÿ

s

Ese´βEs = ´
B lnZC

Bβ

其中 Es 为状态 s 的能量. 对于系统中的参量 y, 定义为广义位移, 与此对应有广
义力 Y

Y =
1

ZC

ÿ

s

BEs

By
e´βEs = ´

1

β

B lnZC

By

这个公式的一个重要特例就是系统的压强

P =
1

β

B lnZC

BV
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注意到系统的正则配分函数是 β 和广义位移 y 的函数, 所以一定有

d lnZC =
B lnZC

Bβ
dβ +

B lnZC

By
dy

因此, 利用上面的系统内能和广义力的统计表达式, 得到

d lnZC = ´ xEydβ ´ βY dy

= ´d (xEyβ) + βd xEy ´ βY dy

即

β (d xEy ´ Y dy) = d (lnZC + βE)

这个式子说明 β 是微分式 dE ´ Y dy 的一个积分因子.

热力学基本等式为

d xEy = TdS + Y dy

或改写为

dS =
1

T
(d xEy ´ Y dy)

比较得, β 与 1
T
成正比, 其比例系数须另外确定. 通过具体计算理想气体的相关物

理量, 可以把这个比例系数完全确定下来, 即 β = 1
kT

, 同时熵的表达式为 (精确到
一个任意可加常数 S0)

S = k (lnZC + β xEy) = k

(
lnZC ´ β

B lnZC

Bβ

)
而自由能为

F = xEy ´ TS = ´kT lnZC

15. 巨正则配分函数

ZG =
8
ÿ

N=0

ż

dωNe´β(HN´µN)

其中 dωN = 1
N !h3N dr1dr2 ¨ ¨ ¨drNdp1dp2 ¨ ¨ ¨dpN , HN 是系统的粒子数为 N 时的

哈密顿量, β = 1
kT

, µ 是化学势. 试证明

ΩG = ´kT lnZG

对应于热力学中的特性函数广势函数.

解： 巨正则系综所对应的系统是一个具有固定化学势 µ、体积 V（或一般的一

个广义位移 y）和温度 T 的宏观系统. 巨配分函数为

ZG(β, V, α) =
ÿ

N

ÿ

tsu

e´βEs´αN (12.2.6)
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这里, 它的热力学公式的推导与正则系综的情形类似, 我们得到如下的热力学公式

xNy = ´
B lnΞ

Bα

xEy = ´
B lnΞ

Bβ

Y = ´
1

β

B lnΞ
By

S = k

(
lnΞ ´ α

B lnΞ
Bα

´ β
B lnΞ

Bβ

)
其中 ZG 是系统的巨配分函数, 它是 α, β, V (或任意给定广义位移 y) 的函数. 与热
力学基本等式的比较告诉我们

β =
1

kT

α = ´
µ

kT

广势函数为

ΩG = xEy ´ TS ´ µ xNy = ´kT lnZG

16. 如果每个粒子只能处于三个微观状态 1、2和 3, 对应的能量为 0、ε和 2ε。如果 N

个这样的粒子构成一个宏观系统并达到平衡。若系统的温度为 T，求出其正则配

分函数，自由能，熵，内能和热容量。能否用巨正则系综研究这个问题？为什么？

解： 正则配分函数 ZC 为

ZC =
ÿ

N1+N2+N3=N

N !

N1!N2!N3!
e´βεN2´2βεN3 =

(
1 + e´βε + e2βε

)N
自由能

F = ´kT lnZC = ´NkT ln
(
1 + e´βε + e2βε

)
熵

S = ´
BF

BT
= Nk ln

(
1 + e´βε + e2βε

)
+Nkβε

e´βε + 2e´2βε

1 + e´βε + e2βε
内能

E = F + TS = Nε
e´βε + 2e´2βε

1 + e´βε + e2βε
热容量

C =
BE

BT
= N

ε2

kT 2

(
e´βε + 2e´2βε

)2
(1 + e´βε + e2βε)2

+N
ε2

kT 2

e´βε + 4e´2βε

1 + e´βε + e2βε

在这个问题中, 确定系统大小的变量是粒子数和能量, 如果这两个量均不给定, 系
统就没有大小的标度了. 所以, 不能用巨正则系综. 一般的粒子问题, 还有一个确
定系统大小的量体积.
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17. 如果每个粒子只能处于三个微观状态 1、2和 3, 对应的能量为 0、ε 和 2ε. 如果 N

个这样的粒子构成一个宏观系统并达到平衡. 若给定系统的平均能量 xEy, 讨论温
度 T 与平均能量 xEy 的关系, 当平均能量从 0 增加到其上限 2Nε 时, 温度如何变
化？（定量计算可能需要做数值计算）

解： 正则配分函数为

ZC =
ÿ

N1+N2+N3=N

N !

N1!N2!N3!
e´βN2ε+ N3ε =

(
1 + e´βε + e´2βε

)N
求得平均能量为

xEy = ´
B lnZC

Bβ
= Nε

e´βε + 2e´2βε

1 + e´βε + e´2βε

求解上式（上式化简后为一元二次方程），可得，

e´βε =
1

2

xEy

Nε
´ 1 +

c

1 + 6 xEy

Nε
´ 3
(

xEy

Nε

)2
2 ´

xEy

Nε

即

ε

kT
= ln 2 ´ ln


xEy

Nε
´ 1 +

c

1 + 6 xEy

Nε
´ 3
(

xEy

Nε

)2
2 ´

xEy

Nε


当 xEy

Nε
= 0 时, ε

kT
= 8, T = 0. 当 xEy

Nε
= 2 时, ε

kT
= ´8, T = ´0. 当 xEy

Nε
= 1 时,

ε
kT

= 0, T = 8. kT
ε
与 xEy

Nε
的关系如图所示.

18. 通过粒子对于容器壁的作用, 试求出理想气体压强的表达式.

19. 熵的统计表达式定义为
S = k lnΩ
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Ω 是微观状态数, 在给定粒子数和能量时, 平衡态对应于 Ω 的极大值. 若给定粒子
数和温度, 如何确定系统的平衡态？设想一系统只有两个单粒子能级, 其能级分别
是 0 和 ε, 处于为 kT = 1

2
ε 的环境并达到平衡, 系统中有 1020 个粒子, 若低能级的

粒子数的分布偏离平衡分布 10´5, 即 |δN1|

N1
= 10´5, 试求熵的改变. 计算超过上述

偏离的所有可能的宏观状态出现的概率.

解： 由题意, 给出的是温度, 此时, 平衡是由

lnΩ ´ βE

的极大所确定. 其中

Ω =
N !

N1!(N ´N1)!
, E = (N ´N1)ε

求极大, 得到

N1 =
N

1 + e´2
, N2 = N ´N1 =

Ne´2

1 + e´2

在极大点附件展开

lnΩ ´ βE = lnW0 ´ 2
Ne´2

1 + e´2
´

1

2
A2(δN1)

2 + ¨ ¨ ¨

其中 A = d2 ln W
dN2

1
= 1+e´2

?
Ne

= 3.1 ˆ 10´10.
于是, 宏观态的概率

P9eln Ω´βE9e´ 1
2A

2(δN1)
2

所有可能超出 |δN1|

N1
= 10´5 的宏观态出现的概率为

p =

ş8

10´5N1
e´ 1

2A
2(δN1)

2dδN1
ş8

0
e´ 1

2A
2(δN1)2dδN1

= 1 ´ erf( A?
2
10´5N1)

其中, erf 是误差函数, 对于大的 x, 有

erf(x) « 1 ´

(
2

?
π
+ ¨ ¨ ¨

)
e´x2

于是

p « e´
A2

2
10´10N2

1 « e´10´10

= 0

20. 把 N 个可分辩的球放入两个盒子, 每一种放法作为一个微观状态.

(a), 证明总的微观状态数为 Ω = 2N . 如果 N = 4, 列出每一种微观状态.
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(b), 若在一个盒子放入 N1 个球, 另一个放入 N ´ N1 个球, 求出其微观状态数
Ω(N1), 并证明

N
ÿ

N1=0

Ω(N1) = Ω = 2N

(c), 设 N " 1, 求出使 Ω(N1) 取极大的 N1 = xNy1.

(d), 分别对于 N = 10, N = 100, N = 10000, 计算 xNy1 ´ ∆ ď N1 ď xNy1 +∆

范围内的微观状态数与总微观状态数之比. ∆ 可选为 0.1 xNy.

(e), 如果 N = 2 ˆ 1023, ∆ = 10´10 xNy1, 试计算 xNy1 ´ ∆ ď N1 ď xNy1 +∆ 范

围内的微观状态数与总微观状态数之比.

解： (a), 每个粒子可以放入两个盒子中的任一个, 有两种放法. 每个粒子的放置
是独立的, 所以

Ω = 2N

当 N = 4 时, 用数字 1, 2, 3, 4 表示四个粒子, 则放置方式为

1,2,3,4 ; 1, 2, 3 4 ; 1, 2, 4 3 ; 1, 3, 4 2

2, 3, 4 1 ; 1, 2 3, 4 ; 1, 3 2, 4 ; 1, 4 2, 3

2, 3 1, 4 ; 2, 4 1, 3 ; 3, 4 1, 2 ; 4 1, 2, 3

3 1, 2, 4 ; 2 1, 3, 4 ; 1 2, 3, 4 ; 1, 2, 3, 4

由上述放置方式, 可得 Ω(N1) 为

Ω(4) = Ω(0) = 1; Ω(3) = Ω(1) = 4; Ω(2) = 6

显然：

Ω(0) + Ω(1) + Ω(2) + Ω(3) + Ω(4) = 24 = 16

(b) 此微观状态数为从 N 个球中取出 N1 个球的取法数

Ω(N1) =
N !

N1!(N ´N1)!

N
ÿ

N1=0

Ω(N1) =
N
ÿ

N1=0

N !

N1!(N ´N1)!
= (1 + 1)N = 2N

上面利用了二项式展开公式

(a+ b)N =
N
ÿ

N1=0

N !

N1!(N ´N1)!
aN1bN´N1
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(c) 利用斯特林公式

lnΩ(N1) = N lnN ´N1 lnN1 ´ (N ´N1) ln(N ´N1)

对 N1 求导并令其为 0, 得到

´ lnN1 + ln(N ´N1) = 0

解得

xNy1 =
N

2

(c) N = 10, ∆ = 1

2´10(Ω(4) + Ω(5) + Ω(6)) =
21

32
= 0.656

N = 100, ∆ = 10

2´100
60
ÿ

N1=40

Ω(N1) = 0.965

N = 10000, ∆ = 1000

2´10000
6000
ÿ

N1=4000

Ω(N1) = 1.0000

对于 N = 10000, 直接计算有较大的困难, 需要用斯特林公式. 斯特林公式对于
lnN ! 的结果比较精确, 但因为涉及几个阶乘的乘除, 所以需要比较精确的斯特林
公式

lnN ! = N lnN ´N +
1

2
ln(2πN) +

1

12N

求和时, 把 2´N 与每一项相乘. 先用斯特林公式算出每一项的对数, 再取 e 指数相

加, 这样, 求和中的每一项都是比价合理的数字.

当然, 直接计算也是可行的, 在 Maple 中直接计算大约几分钟时间. 直接用整数计
算并化为浮点数, 大约为 0.99... 至少 39 个 9.

(e) 当 N = 2ˆ 1023, 直接求和的计算量太大, 此时, 相对于这个大数, N1 的改变实

际上可视为连续. 在 xNy1 ´ ∆ 和 xNy1 +∆ 之间的微观状态数为

Ω∆ =

ż xNy1+∆

xNy1´∆

dN1Ω(N1) =

ż xNy1∆

xNy1´∆

dN1eln N !´ln N1!´ln(N´N1)!

利用最陡下降法计算积分, 对 e 指数上的部分求极大, 并在极大处, 即 N1 = N
2
展

开

lnN ! ´ lnN1! ´ ln(N ´N1)! = N ln 2 + 1

2
ln
(

4

2πN

)
´

2

N

(
N1 ´

N

2

)2
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这里. 我们用如下的斯特林公式

lnN ! = N lnN ´N +
1

2
ln(2πN)

当 N 很大时, 对于仅仅计算 lnN !, 上式的最后一项完全可以忽略, 但是, 如果是计
算 N !, 如这里的计算, 则应该保留到上式, 这是因为 1

2
ln(2πN) 转到 N � 的计算上

是乘以一个
a

(2πN 的因子. 这是一个倍数关系. 这样

Ω∆ =

ż xNy1+∆

xNy1´∆

dN1eln N !´ln N1!´ln(N´N1)!

=eN ln 2+ 1
2 ln( 2

πN )
ż ∆

´∆

dN 1
1e´ 2

N N 12
1

=2N
c

1

π

ż

?
2∆/

?
N

´
?
2∆/

?
N

dxe´x2

在上式中, 我们分别做了代换 N 1
1 = N1 ´ N

2
以及 x =

?
2N 1

1?
N

.

利用误差函数的定义

erf(x) = 2
?
π

ż x

0

e´x2

和余误差函数的定义

erfc(x) = 1 ´ erf(x)

可得
Ω∆

Ω
= erf

(?
2∆/

?
N
)
= 1 ´ erfc

(?
2∆/

?
N
)

当 ∆ = 10´10N ,
?
2∆/

?
N = 10´10

?
2N « 63, 而

erfc(63) = 1.7 ˆ 10´1726

所以, Ω∆

Ω
= 1, 即在 xNy1 附近 10´10 范围的微观状态数已经等于总的状态数了.

事实上 erfc(3) « 2 ˆ 10´5, 而对应的 ∆ = 5 ˆ 10´12N . 也就是说在 xNy1 附近

5 ˆ 10´12N 范围的微观状态数已经在 4 位有效数字的精度下为总的微观状态数.

21. N 个单元沿一直线相互连接成一个链,每个单元可以有两种状态,分别为长度为 a,
能量为 0 的 a 状态和长度为 b ą a 和能量为 ε ą 0 的 b 状态, 链的两端以拉力 f

作用. 试求链的长度 L 与力 f 的关系.

解： 这里先用概念上比较清楚的方法来做. 代替给定力 f , 设想给定链的长度 L,
这也就给定了能量 E.

L = N1b+ (N ´N1)a, N1 =
L´Na

b´ a
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总的能量为

E = N1ε0 =
L´Na

b´ a
ε0

熵为

S = k ln N !

N1!(N ´N1)!
= Nk lnN ´N1k lnN1 ´ (N ´N1) ln(N ´N1)

给定温度 T 下, 亥姆霍兹自由能为

F = E ´ TS = N1ε0 + kTN1 lnN1 + kT (N ´N1) ln(N ´N1) ´NkT lnN

于是, 作用在链上的力

f =
BF

BL
=

1

b´ a

BF

BN1

=
1

b´ a

(
ε0 + kT ln N1

N ´N1

)
=

1

b´ a

(
ε0 + kT ln L´Na

Nb´ L

)
解出 L, 得到

L = N
a+ be f(b´a)

kT ´
ε0
kT

1 + e f(b´a)
kT ´

ε0
kT

另一种做法, 求配分函数, 注意到 L 对应于 V , f 对应于 ´p

ZTP (T, f,N) =
ÿ

N1

N !

N1!(N ´N1)!
e´(N1ε0´fN1(b´a)´fNa)/kT

= efNa/kT
(
1 + e´(ε0´f(b´a))/kT

)N
吉布斯自由能

G(T, f,N) = ´kT lnZTP (T, f,N) = ´NkT ln
(
1 + e´(ε0´f(b´a))/kT

)
´ fNa

L = ´
BG

Bf
= Na+N

(b´ a)e´(ε0´f(b´a))/kT

1 + e´(ε0´f(b´a))/kT
= N

a+ be f(b´a)
kT ´

ε0
kT

1 + e f(b´a)
kT ´

ε0
kT

22. 具有排斥相互作用的粒子的流体可以用所谓格气模型来近似讨论. 设想把容器划
分成 N 个小格子, 每个格子的体积是 v. 如果格子中没有粒子或只有一个粒子, 对
应的能量是 0, 如果有两个粒子, 对应的能量是 ε. 不容许每个格子有两个以上的
粒子占据. 利用巨正则系综计算每个格子的平均能量, 粒子的平均占据数 c(等于平
均粒子数除以格子数 N) 和压强 P , 表示为化学势和温度的函数. 在 c 很小和 c 接

近其最大值的条件下, 给出每个格子的平均能量和压强作为温度 T 和 c 的函数.
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23. N 个粒子的系统的哈密顿（能量函数）为

H =
N
ÿ

i=1

Ai|pi|
s +Bi|qi|

t

Ai 和 Bi 是参数, 每个粒子可以不一样, 粒子不是全同的. pi 和 qi 是 i 粒子的动

量和坐标, s 和 t 为正整数. 给定系统的温度为 T . 试计算其平均能量和热容量.
当 s = t = 2 时, 对应于一系列可分辨的简谐振子, 请给出这种特殊情况下的平均
能量和热容量.

解： 由位力定理
B

qi ¨
BH

Bqi

F

=

B

pi ¨
BH

Bpi

F

= 3kT

这里, 3 来自 qi 的三个分量.
BH

Bqi

= tBi|qi|
t´1 qi

|qi|

于是
B

qi ¨
BH

Bqi

F

= t xBi|qi|
ty = 3kT

即

xBi|qi|
ty =

3

t
kT

同理

xAi|pi|
sy =

3

s
kT

于是, 平均能量

xHy =
N
ÿ

i=1

(
xAi|pi|

sy + xBi|qi|
ty
)
=

(
1

s
+

1

t

)
3NkT

热容量

C =
B xHy

BT
=

(
1

s
+

1

t

)
3Nk

当 s = t = 2 时, 得到
xHy = 3NkT, C = 3Nk

即能量均分定理的结果.

24. 硬球气体是指半径为 a 的硬球构成的气体, 当两个硬球的球心距离大于 2a 时, 相
互作用势为 0, 否则为无穷大, 即

u(r) =

$

&

%

0, r ą 2a

8, r ď 2a
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计算此系统的第二位力系数 a2 = ´ 1
2λ3

ş

d3rf(r).

解： 由 u 的形式可知, 当 r ă 2a 时,

f(r) = ´1

r ą 2a 时, f(r) = 0, 于是
ż

d3rf(r) = ´4π

ż 2a

0

r2dr = ´
32π

3
a3

由此得到第二位力系数为

a2 = ´
1

2λ3

ż

d3rf(r) = 4
4π

3λ3
a3 =

4v

λ3

这里 v = 4π
3λ3 a

3 为硬球的体积.

25. 研究电介质气体. 设电介质气体由 N 个具有沿其轴向电偶极矩 d的刚性线状分子

构成, 体积为 V , 绕过质心且垂直于分子的转动惯量为 I, 在球坐标下, 分子的动能
为

T =
1

2
mv2 +

1

2
I(θ̇2 + sin2 θϕ̇2)

其中 v 为分子的质心速度, θ 和 ϕ 为分子在球坐标中的取向角. 现在 z 方向加一

静电场 E, 则分子在电场中的势能为 ´d ¨ E. 以分子的质心位置 r, 取向角 θ 和 ϕ

为广义坐标, 写出单个分子的哈密顿量. 如果完全忽略分子之间的相互作用, 计算
分子的配分函数, 热容量和系统的电极化强度（即单位体积的平均电偶极矩）, 在
高温极限下（dE

kT
! 1), 简化所得结果.

解： 分子的拉格朗日函数为

L =
1

2
mv2 +

1

2
I(θ̇2 + sin2 θϕ̇2) + d ¨ E

广义动量

p =
BL

Bv
= mv, pθ =

BL

Bθ̇
= Iθ̇, pϕ =

BL

Bϕ̇
= I sin2 θϕ̇

解出

v =
p

m
, θ̇ =

pθ
I
, ϕ̇ =

pϕ

I sin2 θ

分子的哈密顿量为

H = p ¨ v + pθθ̇ + pϕϕ̇´ L
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把广义速度代换为广义动量，得到

H =
p2

2m
+

1

2L

(
p2θ +

p2ϕ

sin2 θ

)
´ dE cos θ

单分子的配分函数

Z =
1

h5

ż

dpdrdpθdθdpϕdϕe´βH

哈密顿不依赖 r 和 ϕ, 且对于 p, r, pθ 为简单的二次项，注意到 ϕ 的变化范围是

[0, 2π], 完成对 p, r, pθ, ϕ 的积分，得到

Z =
2πV

hλ4

c

I

m

ż

dpϕdθe
´β

(
p2ϕ

2I sin2 θ
´dE cos θ

)

再对 pϕ 积分，得到

Z =
2πV

hλ4

I

m

c

2πI

β

ż

dθ| sin θ|eβdE cos θ

在 θ 的变化范围 [0, π] 之内, sin θ ě 0, 所以上式的绝对值符号可以拿掉. 最后对 θ

积分，得到

Z =
2πV

hλ4

c

I

m

?
2πI

?
ββdE

(
eβdE ´ e´βdE

)
=
V

λ3

(2π)2I

h2β2dE

(
eβdE ´ e´βdE

)
于是，整个系统的配分函数为

Zc =
ZN

N !
=

V N

N !λ3N

[
(2π)2I

h2β2dE

(
eβdE ´ e´βdE

)]N
自由能

F = ´
N

β
lnZc = Fid +

2N

β
lnβ ´

N

β
ln
(
eβdE ´ e´βdE

)
´
N

β
ln
(
(2π)2I

h2dE

)
其中 Fid 是单原子理想气体的自由能. 内能 (这里用 U 表示, 以与电场强度区分)

U =
BβF

Bβ
=

3

2
NkT + 2NkT ´NdE coth dE

kT
=

7

2
NkT ´NdE coth dE

kT

对 T 求导, 得热容量
CV =

7

2
k ´

Nd2E2

kT 2 sinh2 dE
kT

高温极限下, dE
kT

! 1, sinh dE
kT

= dE
kT

, 热容量成为

CV =
7

2
k ´Nk =

5

2
k

电极化强度为

P = ´
1

V

BF

BE
=
Nd

V

(
coth dE

kT
´
kT

dE

)
高温极限下, dE

kT
! 1, coth dE

kT
= kT

dE
+ 1

3
dE
kT

P =
Nd

V

1

3

dE

kT
=

1

3

N

V

d2

kT
E
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12.3 第三章习题解答

1. 简谐振子的哈密顿量是
H = h̄ω

(
a:a+

1

2

)
其中 [a, a:] = 1, 计算其配分函数, 自由能, 熵, 热容量.

解： 哈密顿的本征值为

En =

(
n+

1

2

)
h̄ω

对应的本征矢量是 |ny.

Z =Tr e´βH =
8
ÿ

n=0

xn|e´βH |ny

=
8
ÿ

n=0

e´βh̄ω(n+ 1
2)

=
e´ 1

2βh̄ω

1 ´ e´βh̄ω

自由能

F =
1

2
h̄ω + kT ln

(
1 ´ e´βh̄ω

)
熵

S = ´
BF

BT
= ´k ln

(
1 ´ e´βh̄ω

)
+
h̄ω

T

e´βh̄ω

1 ´ e´βh̄ω

内能

E = F + TS =
1

2
h̄ω +

h̄ω

eβh̄ω ´ 1

当 T Ñ 0,
E =

1

2
h̄ω

当 T Ñ 8,
E Ñ

1

2
h̄ω +

h̄ω

βh̄ω
Ñ kT

热容量

C =
BE

BT
=

h̄2ω2e h̄ω
kT

kT 2
(
e h̄ω

kT ´ 1
)2

当 T Ñ 0,

C Ñ
h̄2ω2

kT 2
e´ h̄ω

kT Ñ 0

当 T Ñ 8,
C Ñ k

即回到经典结果.
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2. 黑体辐射

(a). 波矢 k 的电磁波模的频率 ωk = ck. 在体积为 V 的容器中有 2V d3k
(2π)3

个这种模

式存在于给定波矢附近 d3k 的区域中. 系统的哈密顿量为
ř

h̄ωknk，其中 nk

为波矢 k 对应模式中的激发的光子数. 证明空腔电磁辐射的亥姆霍兹自由能
为

F =
V kBT

(π2c3

ż 8

0

ω2dω ln
(
1 ´ e´βh̄ω

)
(b). 通过比较关于压强 P = ´BF/BV 和内能 E = B(βF )/Bβ 的表达式，证明

PV =
E

3

3. 黑体辐射的能量密度分布为

u(ω, T ) =
1

V
h̄ωD(ω)n(ω) =

h̄ω3

π2c3
1

eβh̄ω ´ 1

试证明对所有频率求和的能量密度为

u(T ) = σT 4

试计算 σ 的数值.

解：

u(T ) =

ż 8

0

u(ω, T )dω =
1

h̄3β4π2c3

ż 8

0

x3

ex ´ 1
dx =

1

h̄3π2c3
π4

15
k4T 4 = σT 4

σ =
1

h̄3π2c3
π4

15
k4 =

π2k4

15h̄3c3

=
3.141592 ˆ 1.380654 ˆ 10´92

15 ˆ 1.054573 ˆ 33 ˆ 10´78
= 7.5657 ˆ 10´16 Jm´3 K´4

4. 试证明，在巨正则系综，能够给出相同 xHy 和 xNy 的所有密度算符中，巨正则分

布给出的熵 S = ´kTr ρ ln ρ 为极大。

解： 设有另一密度算符 ρ1, 也能给出 Tr ρH = xHy 和 Tr ρN = xNy, 考虑

Tr ρ1 ln ρ1 ´ Tr ρ1 ln ρ

在 H 和 N 对角的表象下

Tr ρ1 ln ρ1 ´ Tr ρ1 ln ρ =
ÿ

k

ρ1
k ln (ρ1

k/ρk) ě 0
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即

Tr ρ1 ln ρ1 ěTr ρ1 ln ρ

= ´ Tr ρ1(βH + αN + lnZG)

= ´ β xHy ´ α xNy ´ lnZG

= ´ Tr ρ(βH + αN + lnZG)

=Tr ρ ln ρ

即

Tr ρ1 ln ρ1 ě Tr ρ ln ρ

S = ´kTr ρ ln ρ ě ´kTr ρ1 ln ρ1

5. 双原子分子的转动能级为 (I 是双原子分子的转动惯量)

El =
h̄2

2I
l(l + 1), l = 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨

对应的简并度是 2l + 1. 令 Tr = h̄2

2Ik
为转动的特征温度，Tv = h̄ω

k
为振动的特征

温度. 试计算三种情形

(i) T ! Tr = h̄2/(2Ik) ! h̄ωv/k = Tv

(ii) Tr ! T ! Tv

(iii) Tr ! Tv ! T

的转动配分函数, 并由此计算热容量.

在求解第二种情形时可能用到欧拉求和公式：

8
ÿ

n=0

f(n) =

ż 8

0

dxf(x) +
1

2
f(0) ´

1

12
f 1(0) +

1

720
f (3)(0) + . . .

解： (i), 温度远小于振动和转动的特征温度, 必须用量子理论处理. 振动部分,

Zv =
8
ÿ

n=0

e´(n+ 1
2 )

Tv
T =

e´
Tv
2T

1 ´ e´
Tv
T

内能

εv = ´
B lnZv

B(1/kT )
=

1

2
kTv + kTv

e´
Tv
T

1 ´ e´
Tv
T
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热容量

cv =
Bεv
BT

= k
T 2
v

T 2

eTv
T(

eTv
T ´ 1

)2
当 T ! Tv 时, 上式成为

cv = k
T 2
v

T 2
e´

Tv
T

当 T " Tv 时

cv = k

在此处, T ! Tv, 故
cv = k

T 2
v

T 2
e´

Tv
T

转动配分函数为

Zr =
8
ÿ

l=0

(2l + 1)e´l(l+1)Tr
T

因 T ! Tr, 我们只需要保留上面求和的前两项

Zr = 1 + 3e´
2Tr
T

内能

εr = ´
B lnZr

B(1/kT )
=

6kTre´
2Tr
T

1 + 3e´
2Tr
T

= 6kTre´
2Tr
T

热容量

cr = 12k
T 2
r

T 2
e´

2Tr
T

(ii), 因 T ! Tv, 仍然有

cv = k
T 2
v

T 2
e´

Tv
T

利用欧拉求和公式, f(l) = (2l + 1)e´l(l+1)Tr
T ,

f(0) = 1, f 1(0) = 2 ´
Tr

T
, f (3)(0) = ´12

Tr

T
+ 12

T 2
r

T 2
´
T 3
r

T 3

转动配分函数为

Zr =

ż 8

0

dl(2l + 1)e´l(l+1)Tr
T +

1

3
+

1

15

Tr

T
+

1

60

T 2
r

T 2
´

1

720

T 3
r

T 3

ż 8

0

dl(2l + 1)e´l(l+1)Tr
T =

ż 8

0

d(l(l + 1)) e´l(l+1)Tr
T =

T

Tr
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于是,
Zr =

T

Tr

+
1

3
+

1

15

Tr

T
+

1

60

T 2
r

T 2
´

1

720

T 3
r

T 3

内能, 展开到同样阶

εr = ´
B lnZr

B(1/kT )
= k

(
T ´

1

3
Tr

)
´

1

45
kTr

Tr

T
´

11

540
kTr

T 2
r

T 2

热容量,
cr = k +

1

45
k
T 2
r

T 2
+

11

270
k
T 3
r

T 3

(iii) 此时,
cv = cr = k

6. 双原子分子的振动和转动之间有耦合, 其能级可以写成

En,l = h̄ω

(
n+

1

2

)
+
h̄2

2I
l(l + 1) + αl(l + 1)

(
n+

1

2

)
其中 h̄ω ! h̄2

2I
! α. 试对于 kT ! h̄2

2I
和 h̄ω ą kT " h̄2

2I
两种情况计算其内能和热

容量.

7. * 试分析密度矩阵非对角元的物理含义.

8. * 同核原子双原子分子在交换两个原子核时有全同粒子的对称性, 除氢分子外, 因
其他分子的转动特征温度 Tr 均很小, 故量子效应并不重要. 氢分子的转动特征温
度为 85.4K, 其量子效应非常明显. 1, 计算氢分子气体的平衡热容量与温度的关
系. 2, 平衡热容量与实验结果不符, 试分析其原因并给出解决方案.

9. 简谐振子的哈密顿量是
H = h̄ω

(
a:a+

1

2

)
其中 [a, a:] = 1, 计算其配分函数, 自由能, 熵, 热容量.

解： 哈密顿的本征值为

En =

(
n+

1

2

)
h̄ω

对应的本征矢量是 |ny.

Z =Tr e´βH =
8
ÿ

n=0

xn|e´βH |ny

=
8
ÿ

n=0

e´βh̄ω(n+ 1
2)

=
e´ 1

2βh̄ω

1 ´ e´βh̄ω
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自由能

F =
1

2
h̄ω + kT ln

(
1 ´ e´βh̄ω

)
熵

S = ´
BF

BT
= ´k ln

(
1 ´ e´βh̄ω

)
+
h̄ω

T

e´βh̄ω

1 ´ e´βh̄ω

内能

E = F + TS =
1

2
h̄ω +

h̄ω

eβh̄ω ´ 1

当 T Ñ 0,

E =
1

2
h̄ω

当 T Ñ 8,

E Ñ
1

2
h̄ω +

h̄ω

βh̄ω
Ñ kT

热容量

C =
BE

BT
=

h̄2ω2e h̄ω
kT

kT 2
(
e h̄ω

kT ´ 1
)2

当 T Ñ 0,

C Ñ
h̄2ω2

kT 2
e´ h̄ω

kT Ñ 0

当 T Ñ 8,

C Ñ k

即回到经典结果.

10. 定义:

gn(z) =
1

Γ(n)

ż 8

0

xn´1dx
z´1ex ´ 1

, 0 ď z ď 1

其中 Γ(n) 为伽马函数, 研究在 z ! 1 和 z Ñ 1 时 gn(z) 的行为, 通过数值计算, 做
出 g1/2, g1, g3/2, g15 的图.

解： gn(z) 的性质, 对于 0 ď z ď 1,

1

z´1ex ´ 1
= ze´x 1

1 ´ ze´x

= ze´x
8
ÿ

m=0

zme´mx

=
8
ÿ

m=1

zme´mx
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图 12.3.1: gn 随 z 的变化关系, 从上到下依次为: g1/2, g1, g3/2, g2, g5/2, g3, g20

于是,

gn(z) =
8
ÿ

m=1

zm

Γ(n)

ż 8

0

xn´1e´mxdx

=
8
ÿ

m=1

zm ¨
1

mn

1

Γ(n)

ż

yn´1e´ydy

=
8
ÿ

m=1

zm

mn

(12.3.7)

当 z Ñ 0 时, gn(z) Ñ z. 当 z = 1 时, gn(1) =
8
ř

m=1

1
mn = ζ(n) (n ą 1), 当 n ď 1

时, gn(1) 发散. gn(z) 的一般形式如图所示. z = 1 时的几个 gn(1) 的值为

g3/2(1) = 2.612 ¨ ¨ ¨ , g2(1) =
π2

6
« 1.645 ¨ ¨ ¨ ,

g5/2(1) = 1.341 ¨ ¨ ¨ , g3(1) = 1.202 ¨ ¨ ¨ ,

11. 定义

fn(z) =
1

Γ(n)

ż 8

0

xn´1dx
z´1ex + 1

, 0 ď z ď 8

其中 Γ(n) 为伽马函数, 研究在 z ! 1 和 z " 1 时 fn(z) 的行为, 通过数值计算, 做
出 f1/2, f1, f3/2 的图.
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解： fn(z) 定义为

fn(z) =
1

Γ(n)

ż 8

0

xn´1dx
z´1ex + 1

(12.3.8)

把 1
z´1ex+1

展开

1

z´1ex + 1
=

8
ÿ

m=1

(´1)m´1zme´mx (12.3.9)

积分得

fn(z) =
8
ÿ

m=1

(´1)m´1 z
m

mn
(12.3.10)

当 z Ñ 0 时, fn(z) Ñ z.

对 (12.3.8) 式求导, 并分部积分, 可得

f 1
n(z) =

1

z
fn´1(z) (12.3.11)

当 z 为较大的值时,由 z = ey,其中 y ” βµ. 因子 (ex´y+1)´1 当 x ă y 且 y Ñ 8

时趋于 1, 而当 x ą y 且 y Ñ 8 时趋于 0, 因此, 当 y Ñ 8 时, (ex´y + 1)´1 是一

个阶跃函数. 当温度较小, 从而 y 很大时, 可以用阶跃函数作为 (ex´y + 1)´1 的零

级近似, 在此基础上做展开.

Γ(n)fn(y) =

ż 8

0

xn´1dx
ex´y + 1

=

ż 8

0

dxxn´1

[
θ(y ´ x) +

(
1

ex´y + 1
´ θ(y ´ x)

)]
=
yn

n
+

ż 8

0

dxxn´1

(
1

ex´y + 1
´ θ(y ´ x)

) (12.3.12)

现在计算积分

I ”

ż 8

0

dxxn´1

[
1

ex´y + 1
´ θ(y ´ x)

]
=

ż y

0

dxxn´1

(
1

ex´y + 1
´ 1

)
+

ż 8

y

dx xn´1

ex´y + 1

在第一个积分中, 令 u = y ´ x, 第二个积分中, 令 u = x´ y, 得到

I =

ż 0

y

du(y ´ u)n´1

1 + eu +

ż 8

0

du(y + u)n´1

1 + eu
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在第一积分中, 由于 y " 1, 可令其趋于无穷大,À

I =

ż 8

0

du(y + u)n´1 ´ (y ´ u)n´1

1 + eu

=

ż 8

0

1

1 + eu 2
8
ÿ

j=0

Cn´1
2j+1y

n´1´(2j+1)u2j+1

现在计算

ż 8

0

du u
2j+1

1 + eu =

ż 8

0

due´uu2j+1
8
ÿ

m=0

(´1)me´mu

=
8
ÿ

m=0

(´1)m
ż 8

0

u2j+1e´(m+1)udu

= Γ(2j + 2)
8
ÿ

m=1

(´1)m+1

m2j+2

注意到

8
ÿ

m=1

(´1)m+1

ml
=

8
ÿ

m=1

1

ml
´ 2

8
ÿ

m=1

1

(2m)l
=
(
1 ´ 2´(l´1)

)
ζ(l)

其中 ζ(l) 是黎曼 zeta 函数. 下面将要用到的前几个黎曼 zeta 函数的值为

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90
, ζ(6) =

π6

945

于是, 最后可得

fn(y) =
yn

Γ(n+ 1)

[
1 +

8
ÿ

j=1

Γ(n+ 1)

Γ(n+ 1 ´ 2j)
2ζ(2j)

(
1 ´

1

22j´1

)
y´2j

]
(12.3.13)

上式并不是一个严格的展开式, 因为在取 y Ñ 8 时已经有了近似, 忽略的项是指
数形式的小项. 仔细的分析表明, (12.3.13) 式对于 n = 1

2
, 3
2
, 5
2
, ¨ ¨ ¨ 等是正确的, 这

是因为忽略的项正比于 cos((n´ 1)π). 从而对于小的 z,

fn(z) » z, z ! 1 (12.3.14)

À 当 u ą y 时, (y ´ u)n´1 = (´1)n´1(u ´ y)n´1 = ei˘(n´1)π(u ´ y)n´1, 所以此后的表达式并不严格正确, 当
然, 误差仅仅限于 u ą y 的部分. 而这部分是 e´y 量级的修正, 在目前的分析中可以略去. 严格分析的主要结果是

fn(´y) =
8
ÿ

m=1

(´1)m+1

mn
e´my

, y ą 0

fn(y) = cos((n ´ 1)π)fn(´y) +
yn

Γ(n + 1)
+

8
ÿ

m=1

2τ2m

Γ(n + 1 ´ 2m)
y
n´2m

这里

τn ”

8
ÿ

m=1

(´1)m+1

mn
=
(
1 ´ 2

1´n
)
ζ(n)

其中 ζ(n) 是 Riemann zeta 函数.
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对于大的 z

fn(z) »
(ln z)n
Γ(n+ 1)

, z " 1 (12.3.15)

fn(z) 的一般图象如图所示.

图 12.3.2: 费米函数 fn(z) 的图像, 从下到上, 依次为 f1/2(z), f1(z), f3/2(z), f5/2(z).

12. 光子气体是质量为 0 的波色气体的特殊情况, 其能量与动量的关系为 ε = h̄ω =

h̄ck。光子数不守恒, 从而其化学势为 0. 写出光子气体的亥姆霍兹自由能 F , 内能
E 的积分表示式并证明

PV =
E

3

光子气体会发生波色-爱因斯坦凝聚吗? 为什么?

光子气体的化学势为 0，逸度 z = 1，由玻色气体的广势函数的公式

解：

ΩG = ´kT lnΞ = kT
ÿ

i

ln
(
1 ´ ze´βεi

)
代入 z = 1 及 εi = h̄ck，并把求和转换为对 k 的积分，得到

ΩG = kT

ż

V d3k

(2π)3
ln
(
1 ´ e´βh̄ck

)
完成对角度的积分，并把对 k 的积分换为对 ε 的积分

ΩG =
V kT

2π2

ż

k2dkln
(
1 ´ e´βh̄ck

)
=

V kT

2π2h̄3c3

ż 8

0

ε2dεln
(
1 ´ e´βε

)
由热力学公式，pV = ´ΩG，得压强的表达式为

p = ´
kT

2π2h̄3c3

ż 8

0

ε2dεln
(
1 ´ e´βε

)
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对上式做分部积分

p = ´
kT

2π2h̄3c3

[
1

3
ε3ln

(
1 ´ e´βε

)]8

0

+
1

2π2h̄3c3
1

3

ż 8

0

ε3dε e´βε

(1 ´ e´βε)

第一项为 0，得到

p =
1

3

1

2π2h̄3c3

ż 8

0

ε3dε e´βε

(1 ´ e´βε)

因化学式为 0，所以亥姆霍兹自由能 F 与广势函数相同，即

F =
V kT

2π2h̄3c3

ż 8

0

ε2dεln
(
1 ´ e´βε

)
由内能公式

E = ´T 2 BF/T

BT
=

V

2π2h̄3c3

ż 8

0

ε3dε e´βε

(1 ´ e´βε)

与压强公式比较，得到

pV =
1

3
E

平均光子数为

N =
V

2π2h̄3c3

ż 8

0

ε2dε 1

eβε ´ 1

因光子数不守恒，所以没有对于光子数的任何约束，从而不存在玻色-爱因斯坦凝
聚。

13. * 试证明二维玻色气体没有玻色-爱因斯坦凝聚.

解： 平均粒子数为：

xNy = z
B lnΞ

Bz
=
ÿ

i

1

z´1eβεi ´ 1

上式求和转为积分

ÿ

i

Ñ

ż

d2k

(2π)2
=

1

2π

ż

1

2
dk2 = m

2πh̄2

ż

dε

于是：

xNy =
m

2πh̄2

ż 8

0

dε 1

z´1eβε ´ 1

当 z = 1 时, 上述积分在 ε = 0 附近的行为

9

ż

dε
βε

Ñ
1

β
ln 1

ε
Ñ 8

这样, 就不会存在粒子数不守恒的问题, 也就不会有波色凝聚.
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14. * 试由巨正则分布推出费米气体和波色气体每个状态上粒子数的相对涨落.

解：
A

(N ´ xNy)
2
E

= kT
B xNy

Bµ
= kT

ÿ

i

B xniy

Bµ

对费米气体

B xniy

Bµ
= β

eβ(εi´µ)

(eβ(εi´µ) + 1)
2 = β xniy

2 1 ´ xniy

xniy
= β xniy (1 ´ xniy)

代入上式, 得到
A

(N ´ xNy)
2
E

=
ÿ

i

xniy (1 ´ xniy)

由此式, 可认出第 i 个状态上的粒子数涨落为 xniy (1 ´ xniy), 从而其相对涨落为

xniy (1 ´ xniy)

xniy
2 =

1

xniy
´ 1

对波色气体

B xniy

Bµ
= β

eβ(εi´µ)

(eβ(εi´µ) ´ 1)
2 = β xniy

2 1 + xniy

xniy
= β xniy (1 + xniy)

得到
A

(N ´ xNy)
2
E

=
ÿ

i

xniy (1 + xniy)

由此式, 可认出第 i 个状态上的粒子数涨落为 xniy (1 + xniy), 从而其相对涨落为

xniy (1 + xniy)

xniy
2 =

1

xniy
+ 1

注意, 单个状态上的相对涨落, 对于波色气体大于 1, 这表明在单个能级上的粒子
数的涨落非常强.

前面的计算中, 我们是通过求和而辨认出单个状态的粒子数涨落, 不严格. 严格的
做法应该在计算配分函数时, 引进与每个状态对应的化学势 µi, 这样, 巨配分函数
成为

ZG =
ÿ

tniu

ź

i

e´β(εi´µi)ni

巨正则分布为

P (tniu) =
1

ZG

ź

i

e´β(εi´µi)ni

于是

xniy =
ÿ

tniu

niP (tniu) =
1

β

B lnZG

Bµi
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而
A

(ni ´ xniy)
2
E

=
@

n2
i

D

´ xniy
2
=

1

β

B xniy

Bµi

做了上述推广后, 费米气体和波色气体的巨配分函数分别为

ZG
F =

ź

i

(
1 + e´β(εi´µi)

)
ZG

B =
ź

i

1

(1 ´ e´β(εi´µi))

利用这些结果, 就能严格的计算状态的涨落量. 在计算完之后, 可以令各个 µi 等于

µ.

15. 计算在波色气体的等温线方程和热容量随温度的变化, 由此推断波色-爱因斯坦凝
聚的相变性质 (相变级数). (此题在考试时以纸质形式提交)

16. * 由费米气体和波色气体的巨势函数求出其熵, 试证明熵可以写为

SF = ´k
ÿ

i

xniy ln xniy ´ k
ÿ

i

(1 ´ xniy) ln(1 ´ xniy)

SB = ´k
ÿ

i

xniy ln xniy + k
ÿ

i

(1 + xniy) ln(1 + xniy)

解： 费米气体的巨势函数为

ΩF = ´kT
ÿ

i

ln
(
1 + e´β(εi´µ)

)
xniy =

1

eβ(εi´µ) + 1

SF = ´
BΩF

BT
= k

ÿ

i

ln
(
1 + e´β(εi´µ)

)
+

1

T

ÿ

i

εi ´ µ

eβ(εi´µ) + 1

由 xniy 的表示式解得

εi ´ µ = kT ln 1 ´ xniy

xniy

1 + e´β(εi´µ) =
1

1 ´ xniy

代入熵的表达式,

SF = ´k
ÿ

i

ln(1 ´ xniy) + k
ÿ

i

xniy ln(1 ´ xniy) ´ k
ÿ

i

xniy ln xniy
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即

SF = ´k
ÿ

i

xniy ln xniy ´ k
ÿ

i

(1 ´ xniy) ln(1 ´ xniy)

波色气体的巨势函数为

ΩB = kT
ÿ

i

ln
(
1 ´ e´β(εi´µ)

)
xniy =

1

eβ(εi´µ) ´ 1

SB = ´
BΩB

BT
= ´k

ÿ

i

ln
(
1 + e´β(εi´µ)

)
+

1

T

ÿ

i

εi ´ µ

eβ(εi´µ) ´ 1

由 xniy 的表示式解得

εi ´ µ = kT ln 1 + xniy

xniy

1 ´ e´β(εi´µ) =
1

1 + xniy

代入熵的表达式,

SB = k
ÿ

i

ln(1 + xniy) + k
ÿ

i

xniy ln(1 + xniy) ´ k
ÿ

i

xniy ln xniy

即

SB = ´k
ÿ

i

xniy ln xniy + k
ÿ

i

(1 + xniy) ln(1 + xniy)

17. 由上题的熵的表达式, 证明熵可以写成

S = k lnWFmax

这里 WFmax 是费米系统微观状态数的极大值.

18. 仿照费米气体的讨论, 通过玻色气体的平均能量导出熵的表达式, 并证明熵就是微
观状态数的极大值的对数乘以玻耳兹曼常数.

19. 在高温极限下, 计算理想费米气体和理想波色气体的物态方程, 展开到密度的二次
项.

解： 费米气体和波色气体的物态方程可以统一写成 (讲义 5.1.105-106), 上面的
符号为费米, 下面的符号为波色.

PV

kT
= ˘

ÿ

i

ln
(
1 ˘ ze´βεi

)
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在高温极限下, z ! 1, 上式可以对 z 展开

PV

kT
= ˘

ÿ

i

[(
˘ze´βεi

)
´

1

2

(
˘ze´βεi

)2
+ ¨ ¨ ¨

]
= z

ÿ

i

e´βεi ´ (˘)
1

2
z2

ÿ

i

e´2βεi + ¨ ¨ ¨

另一方面, 平均粒子数为

xNy = z
B lnΞ

Bz
= z

B PV
kT

Bz

由前一展开式得到

xNy = z
ÿ

i

e´βεi ´ (˘)z2
ÿ

i

e´2βεi + ¨ ¨ ¨

对于单原子理想气体, εi = p2

2m
, 把求和化为积分, 可以求得

ÿ

i

e´βεi =
V

λ3

ÿ

i

e´2βεi =
1

2
?
2

V

λ3

其中：λ = h?
2πmkT

为热波长.

由此得到：
PV

kT
= z

V

λ3
¯

z2

4
?
2

V

λ3
+ ¨ ¨ ¨

xNy = z
V

λ3
¯

z2

2
?
2

V

λ3
+ ¨ ¨ ¨

由第二式解得

z = λ3n˘
1

2
?
2
λ6n2 + ¨ ¨ ¨

其中 n = xNy

V
为粒子的数密度. 代入第一式得到

P

kT
= n˘

1

4
?
2
λ3n2 + ¨ ¨ ¨

写成熟悉的形式

PV = xNykT

(
1 ˘

(
h2

2πmkT

)3/2
1

4
?
2

xNy

V
+ ¨ ¨ ¨

)

20. 计算经典理想气体的化学势并考察其正负.
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21. 由费米气体和波色气体的巨势函数出发, 证明：对于非相对论粒子, 即

ε =
p2

2m

有

PV =
2

3
xEy

对于极端相对论粒子, 即
ε = cp

有

PV =
1

3
xEy

解： 对于单原子分子, 只需要考虑平动. 在这种情形下, 分子的能级是连续的, 可
以用其波矢量来标记, εi = ε(k), 于是, 巨势函数成为 (在此后的表达式中, 上面的
符号代表费米子, 下面的符号代表玻色子. z = eβµ）

ΩFBG = ¯kT
ÿ

i

ln
(
1 ˘ ze´βεi

)
= ¯kT

ÿ

k

ln
(
1 ˘ ze´βε(k)

)
= ¯kT4π

V

(2π)3

ż 8

0

k2dk ln
(
1 ˘ ze´βε(k)

)
(12.3.16)

同样, 系统的内能可以写成

EFB = 4π
V

(2π)3

ż 8

0

k2dk ε(k)

z´1eβε ˘ 1
(12.3.17)

在非相对论情形下, 粒子的能级可以写为

ε =
h̄2k2

2m
(12.3.18)

由此得到 k =
b

2mε
h̄2 , dk = 1

2

b

2m
εh̄2dε, 代入公式 (12.3.16) 得到,

ΩFBG = ¯kT2π
V

(2π)3

(
2m

h̄2

)3/2 ż 8

0

?
εdε ln

(
1 ˘ ze´βε

)
分部积分一次得

ΩFBG = kT
V

(2π)2

(
2m

h̄2

)3/2 ż 8

0

2

3
ε3/2dε βaze

´βε

1 ˘ ze´βε

= ´
2

3

V

(2π)2

(
2m

h̄2

)3/2 ż 8

0

dε ε3/2

z´1eβε ˘ 1
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另一方面, 内能成为

EFB =
V

(2π)2

(
2m

h̄2

)3/2 ż 8

0

dε ε3/2

z´1eβε ˘ 1

由此得到,
ΩG = ´

2

3
E

或, 利用 ΩG = ´PV , 得到
PV =

2

3
E (12.3.19)

对于极端相对论粒子, ε(k) = h̄ck, dk = 1
h̄c
dε

ΩFBG = ¯kT
V

2π2

1

(h̄c)3

ż 8

0

ε2dε ln
(
1 ˘ ze´βε

)
分部积分一次得

ΩFBG = ´kT
V

2π2

1

(h̄c)3

ż 8

0

1

3
ε3dε βaze

´βε

1 ˘ ze´βε

= ´
1

3

V

2π2

1

(h̄c)3

ż 8

0

dε ε3

z´1eβε ˘ 1

另一方面, 内能成为

EFB =
V

2π2

1

(h̄c)3

ż 8

0

dε ε3/2

z´1eβε ˘ 1

即

PV = ´ΩFB =
1

3
E

22. 计算玻色气体的玻色-爱因斯坦凝聚温度, 并计算在温度低于凝聚温度时, 最低能
级的粒子数与温度的关系.

23. 试计算绝对零度时理想费米气体的内能和压强.

解： E 的计算见讲义，结果是

E =
3

5
NεF

压强

p =
2

3V
E =

2N

5V
εF

24. 推导泡利顺磁性的磁化率并求出高温和低温极限下的结果.

解： 见讲义.
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25. * 计算高温极限下郎道抗磁性的磁化率.

26. 由巨正则分布求费米气体和玻色气体每个单粒子状态的平均占据数 xniy.

解： 由巨正则分布

P (tniu) =
1

Ξ
e´β

ř

i ni(ϵi´µ) =
ź

i

P (ni)

其中

P (ni) =
1

ξi
e´βni(ϵi´µ)

ξi =
ÿ

ni

e´βni(ϵi´µ), Ξ =
ź

i

ξi

于是

xniy =
ÿ

ni

niP (ni) =
1

ξi

ÿ

ni

nie´βni(ϵi´µ) = ´
B ln ξi

Bβ

对于玻色气体, ni = 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

ξi =
1

1 ´ e´β(ϵi´µ)

xniy =
B ln
(
1 ´ e´β(ϵi´µ)

)
Bβ

=
1

eβ(ϵi´µ) ´ 1

对于费米气体, ni = 0, 1,
ξi = 1 + e´β(ϵi´µ)

xniy = ´
B ln
(
1 + e´β(ϵi´µ)

)
Bβ

=
1

eβ(ϵi´µ) + 1

27. 计算如下积分
ż 8

0

x

ex + 1
dx

ż 8

0

x3

ex ´ 1
dx

解： 这类积分应该有多种计算方法, 这里给出的是通过凑傅里叶级数的方法, 简
单直观.

先计算两个积分
ż 8

0

xne´mxdx =
1

mn+1

ż 8

0

xne´xdx =
n!

mn+1
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ż π

´π

x2 cos(mx)dx =
1

m

ż π

´π

x2 d sin(mx)

=
1

m
x2 sin(mx)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

π

´π

´
2

m

ż π

´π

x sin(mx)dx

=
2

m2

ż π

´π

x d cos(mx)

=
2

m2
x cos(mx)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

π

´π

´
2

m2

ż π

´π

cos(mx)dx

= (´1)m
4π

m2

同样, 经分部积分, 可以求得
ż π

´π

x4 cos(mx)dx = (´1)m
(
8π3

m2
´

48π

m4

)

现在计算所需积分

ż 8

0

x

ex + 1
dx =

ż 8

0

xe´x

1 + e´x
dx =

8
ÿ

m=0

ż 8

0

x(´1)me´(m+1)xdx

=
8
ÿ

m=1

(´1)m´1

m2

考虑定义在 (´π, π) 上的函数 x2, 做周期延拓, 并做其傅里叶级数展开

a0 =
1

π

ż π

´π

x2dx =
2

3
π

am =
1

π

ż π

´π

x2 cos(mx)dx = (´1)m
4

m2

得

x2 =
π2

3
+

8
ÿ

m=1

(´1)m4

m2
cos(mx)

令 x = 0 得：

0 =
π2

3
+ 4

8
ÿ

m=1

(´1)m

m2

即
8
ÿ

m=1

(´1)m´1

m2
=
π2

12

于是
ż 8

0

x

ex + 1
dx =

π2

12
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ż 8

0

x3

ex ´ 1
dx =

ż 8

0

x3e´x

1 ´ e´x
dx =

8
ÿ

m=0

ż 8

0

x3e´(m+1)xdx

=
8
ÿ

m=1

6

m4

考虑定义在 (´π, π) 上的函数 x4 ´ 2π2x2, 做周期延拓, 并做其傅里叶级数展开

a0 =
1

π

ż π

´π

(x4 ´ 2π2x2)dx = ´
14

15
π4

am =
1

π

ż π

´π

(x4 ´ 2π2x2) cos(mx)dx = ´(´1)m
48

m4

得

x4 ´ 2π2x2 = ´
7π4

15
´

8
ÿ

m=1

(´1)m48

m4
cos(mx)

令 x = π 得到

´π4 = ´
7π4

15
´ 48

8
ÿ

m=1

1

m4

即
ż 8

0

x3

ex ´ 1
dx = 6

8
ÿ

m=1

1

m4
=

1

8

(
π4 ´

7π4

15

)
=
π4

15

28. 定义:
gn(z) =

1

Γ(n)

ż 8

0

xn´1dx
z´1ex ´ 1

, 0 ď z ď 1

其中 Γ(n) 为伽马函数, 研究在 z ! 1 和 z Ñ 1 时 gn(z) 的行为, 通过数值计算, 做
出 g1/2, g1, g3/2, g15 的图.

29. * 定义
fn(z) =

1

Γ(n)

ż 8

0

xn´1dx
z´1ex + 1

, 0 ď z ď 8

其中 Γ(n) 为伽马函数, 研究在 z ! 1 和 z " 1 时 fn(z) 的行为, 通过数值计算, 做
出 f1/2, f1, f3/2 的图.

30. 白矮星对抗引力坍缩的稳定性

从能量的角度看，由引力结合在一起的物体总会压缩到尽可能致密的状态. 可将
恒星视为由 N 质子和 N 电子组成，否则库伦斥力会克服引力作用从而使之瓦解.
不妨进一步假设恒星中还有与质子相同数目的中子. 在地球上，引力所带来的压
强不足以克服原子与分子间的短程斥力. 在太阳中，物质并不是以原子和分子的
方式存在，但因为太阳仍在燃烧，可以靠辐射压强来阻碍其坍缩. 下面考虑一个已
经燃尽的星体如白矮星. 假设星体温度远远低于电子的费米温度，从而可将电子
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视为温度为零的费米气体. 而质子和中子由于质量太大，它们的动能比电子动能
小得多.

(a). 如果把电子气体看成是非相对论性的，且电子质量为 me，记恒星半径为 R，

证明恒星中电子动能为

Ekin =
3h̄2

10me

(
9π

4

) 2
3 N

5
3

R2

(b). 重力势能由质子和中子决定，记核子的质量为 mN . 假设恒星内部质量密度
近似为常数. 证明，若质子数 n 等于中子数则重力势能为

Epot = ´
12

5
m2

NG
N2

R

其中 G 为引力常数（6.67 ˆ 10´11Nm2/kg2）.

(c). 对于质量等于太阳质量（1.99ˆ 1030kg）的白矮星，求使得其动能和势能之和

最小的半径值，以太阳半径（6.96 ˆ 108m）为单位.

(d). 当恒星密度很大时，电子的费米速度可与光速相比拟，这时必须使用相对论
能量动量关系

ε(p) =
a

m2
ec

4 + p2c2 ´mec
2 (2.107)

很容易看出，在极端相对论条件下 (ϵ = cp)，电子动能正比于 N3/4/R，即对

R 的依赖关系与势能相同. 因为当 N 很大时，N2 " N
4
3，所以对于质量足够

大的恒星，势能将占主导地位，恒星将会坍缩. 证明坍缩的临界值 N 为

Ncrit =

(
5h̄c

36πm2
NG

) 3
2
(
9π

4

)2

代入相应的常数发现该粒子数对应约 1.71 倍太阳质量.

(e). 用相对论公式 (2.107) 数值计算动能的大小并分别画出 N = 0.9, 1.0, 1.1Ncrit

时总能量作为 R 的函数的图像，能量单位取 E0 = Nmec
2.

31. 设系统的哈密顿量可以写为
H = H0 + λH1

试求出自由能 F 用 λ 展开的表达式到 λ2 和内能的展开式到 λ 项.

32. 双原子分子的振动和转动之间有耦合, 其能级可以写成

En,l = h̄ω

(
n+

1

2

)
+
h̄2

2I
l(l + 1) + αl(l + 1)

(
n+

1

2

)
其中 h̄ω ! h̄2

2I
! α. 试对于 kT ! h̄2

2I
和 h̄ω ą kT " h̄2

2I
两种情况计算其内能和热

容量.

33. 利用巨正则系综计算非相对论粒子系统和极端相对论粒子系统的化学势 µ(T, P ).
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12.4 第四章习题解答

1. 一维 Ising 模型的哈密顿为

H = ´J
N´1
ÿ

i=1

sisi+1

其配分函数 Z 是

Z =
ÿ

tsi=˘1u

eβJ
řN´1

i=1 sisi+1

试证明

Z = ZN´12 cosh(βJ)

其中 ZN´1 为 N ´ 1 个格点的配分函数. 由此求出配分函数 Z, 并由此计算熵和
热容量.

解： 对 sN 求和, 得

Z =
ÿ

tsi=˘1u

eβJ
řN´2

i=1 sisi+1
(
eβJsN´1 + e´βJsN´1

)
注意到, 无论 sN´1 = 1 还是 sN´1 = ´1, 都有

eβJsN´1 + e´βJsN´1 = eβJ + e´βJ = 2 cosh(βJ)

于是

Z = ZN´1(2 cosh(βJ))

反复利用上述公式, 得到

Z = Z2(2 cosh(βJ))N´2

而

Z2 =
ÿ

s1=˘1,s2=˘1

eβJs1s2 = 2(2 cosh(βJ))

于是

Z = 2(2 cosh(βJ))N´1

自由能

F = ´NkT ln 2 ´ (N ´ 1)kT ln cosh(βJ)

因 N " 1, 上式中 N ´ 1 可以写为 N , 熵

S = ´
BF

BT
= Nk ln 2 +Nk ln cosh(βJ) ´

NJ

T
tanh(βJ)
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内能

E = F + TS = ´NJ tanh(βJ)

热容量

C =
BE

BT
=

NJ2

kT 2 cosh2(βJ)

2. 试用平均场方法求解 Ising 模型, 计算出热容量在 TC 附近的行为, 计算 T Ñ TC

时序参量 M（M = x 1
N

ř

i siy）与温度的关系, 计算当 T = TC 时磁化率与外场的

关系.

解：

平均场近似下, Ising 模型成为

H = ´(Jz xsy + h)
N
ÿ

i=1

si

z 是最近邻数. 配分函数

Q =
ÿ

all states
e´βH =

(
eβ(Jzxsy+h) + e´β(Jzxsy+h)

)N
自由能

F = ´kT lnQ = ´NkT ln
(
eβ(Jzxsy+h) + e´β(Jzxsy+h)

)
内能

E = ´
B lnQ

Bβ
= ´N(Jz xsy + h) tanh(β(Jz xsy + h))

(由定义, 此处只对显示的 β 求导). 另一方面,

E = xHy = ´N(Jz xsy
2
+ h xsy)

比较得到

xsy = tanh(β(Jz xsy + h))

热容量

C =
BE

BT
= ´kβ2 BE

Bβ

´
BE

Bβ
= NJz

B xsy
2

Bβ
+NJzh

B xsy

Bβ

序参量也可通过求导得到

ÿ

i

xsy =
1

β

B lnQ
Bh

= N tanh(β(Jz xsy + h))
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M =
1

N

ÿ

i

xsy = xsy = tanh(β(Jz xsy + h))

h = 0 时, 自发磁化（序参量）由

M = tanh(βJzM)

决定. 对于小的 β,即高温情形,上式只有 0解,当 β足够大时,有 0解和M = ˘M0

三个解. M0 可用作图法或数值方法得到. 当 h = 0 时, 自由能是

F = ´NkT ln
(
eβJzxsy + e´βJzxsy

)
若 xsy = 0, F = ´NkT ln 2, 而 xsy ‰ 0 时, 得到更低的自由能, 所以应该选择非零
解. 两个非零解是对称的, 对应于相同的物理.

当 T = Tc 时, 自发磁化为 0. 在 Tc 附近, M 是小量,

M = βJzM ´
1

3
(βJzM)3

解得

M =

d

3(βJz ´ 1)

(βJz)3

显然, βc = 1
Jz
, Tc =

Jz
k

M =

d

3(β ´ βc)

βc
=

c

3(Tc ´ T )

Tc

h = 0 时, 热容量简化为

C = kβ2NJz
B xsy

2

Bβ

在临界点附近, T ą Tc, xsy = 0, C = 0;

T ă Tc, xsy =
b

3(β´βc)
βc

, Bxsy2

Bβ
= 3

βc

C = 3Nk

即热容量在临界点不连续.

磁化率

χ =
B xsy

Bh
= β(1 + Jzχ)(1 ´ tanh2(β(Jz xsy + h))) = β(1 + Jzχ)(1 ´ xsy

2
)

解得

χ =
β(1 ´ xsy

2
)

1 ´ βJz(1 ´ xsy
2
)
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T ą Tc, h = 0 时, xsy = 0,
χ =

1

β ´ βc

T ă Tc, h = 0 时, xsy
2
= 3(β´βc)

βc
, 1 ´ xsy

2
= 4βc´3β

βc

χ =
β(1 ´ xsy

2
)

1 ´ βJz(1 ´ xsy
2
)
=

1

2(β ´ βc)

即磁化率均按照 1/|T ´ Tc| 发散. 但系数不同, 差一个因子 2.

磁化

由

xsy = tanh(β(Jz xsy + h))

T = Tc 时, 成为

xsy = tanh(xsy + βch) = xsy + βch´
1

3
(xsy + βch)

3 + ¨ ¨ ¨

即

0 = βch´
1

3
xsy

3
´ xsy

2
h+ ¨ ¨ ¨

解得

xsy = (3βch)
1/3

3. 令 t = T
Tc
, 则 Ising 模型序参量 m 的方程可以写为

m = tanh
(m
t

)
t = 0 时, 方程的解显然是 m = 1, t Ñ 1 时, 可以解得 m =

a

3(1 ´ t). 对于
t = 0.1, 0.3, 0.6, 0.8, 0.9, 0.95, 0.99, 求出方程的数值解. 为了在 t = 1 附近的解析解

有三位精确数值, t 应该大于多少？

提示, 求方程 f(x) = 0 的根的一个非常有效的迭代算法是

xn+1 = xn ´
f(xn)

f 1(xn)

其中 f 1(x) 是 f(x) 的导数.

解： 利用提示中的迭代公式, 取初始值为 m = 1, 解得

t 0.1 0.3 0.6 0.8 0.9 0.95 0.99

m 0.999999996 0.99741 0.90733 0.71041 0.52543 0.37949 0.17251

结果如图
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对于几个不同的温度, 数值求解方程和利用解析公式的计算数值如下表：

t 0.95000 0.99000 0.99850 0.99900 0.99990

m 数值 0.37949 0.17251 0.06704 0.054750 0.0173198

m 公式 0.38730 0.17321 0.06708 0.054772 0.0173205

由上面的数据可见, 在 T = 0.9985Tc 时, 能保证三位精确有效数字.

4. 计算平均场近似下, h = 0 时, Ising 模型的热容量, 做出 Ch

Nk
与约化温度 t = T

Tc
的

图.

提示：由 m 满足的方程, 求出 dm
dt 作为 m 和 t 的函数, 然后对每个 t 解出 m, 就

能得到 Ch 的数值.

解： Ch 的公式为

Ch = ´NqJm
dm
dT = ´NkTCm

dm
dT = ´Nkm

dm
dt

即
Ch

Nk
= ´m

dm
dt

m 满足方程

m = tanh
(m
t

)
两边对 t 求导, 得到

dm
dt =

1

cosh2
(
m
t

)(1

t

dm
dt ´

m

t2

)
解出 dm

dt 得到
dm
dt =

1

t

m

1 ´ t cosh2
(
m
t

) =
1

t

m(1 ´m2)

1 ´m2 ´ t

第二个等式使用了

cosh2
(m
t

)
=

1

1 ´m2
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这可由 m 的方程求得. 这样就有

Ch

Nk
= ´m

dm
dt = ´

1

t

m2(1 ´m2)

1 ´m2 ´ t

t 0.0 0.1 0.2 0.25 0.3 0.37 0.45 0.6 0.7

m 1 1.0000 0.99991 0.99933 0.99741 0.99059 0.97398 0.90733 0.82863

Ch

Nk
0 0.0000 0.0045 0.02166 0.05810 0.14140 0.27166 0.57298 0.79502

t 0.8 0.85 0.9 0.95 0.97 0.99 0.995 0.999 1

m 0.71041 0.62950 0.52543 0.37949 0.29638 0.17251 0.12223 0.05475 0

Ch

Nk
1.0256 1.1429 1.2612 1.3803 1.4281 1.4760 1.4880 1.4976 1.5

结果如图

5. Ising 模型的一个著名的近似方法是 Bragg-Williams 近似. 对于哈密顿

H = ´J
ÿ

xijy

sisj ´ h
ÿ

i

si

(1) 定义 N++, N´´, N+´ 分别为连接两个近邻 +1, 两个近邻 ´1 和近邻为一 +1

和一 ´1 的连线的数目, N+ 和 N´ 分别是 +1 和 ´1 的数目, 证明如下关系

qN+ = 2N++ +N+´, qN´ = 2N´´ +N+´

这里 q 是最近邻数.

(2) 证明哈密顿可以写为

H = ´J(N++ +N´´ ´N+´) ´ h(N+ ´N´)
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利用前面的关系, 进一步可以得到

H = ´J (4N++ ´ 2qN+ + qN/2) ´ h (2N+ ´N)

(3) 由下式定义 m,
N+

N
=

1

2
(1 +m)

则, 对应于 N+ 从 0 到 N , m 的取值为 ´1 到 1. 考虑如下近似

N++

qN/2
=

(
N+

N

)(
N+

N

)
即近似认为格点之间没有关联. 证明在此近似下, 哈密顿量成为

H = ´
N

2
Jqm2 ´ hNm

(4) 给定 m, 在同样的近似下, 证明状态数为

Ω(m) =
N !

N+!(N ´N+)!
=

N !

[ 1
2
N(1 +m)]![ 1

2
N (1 ´m)]!

(5) 配分函数为

Zc =
N
ÿ

N+=0

Ω(m)e´βH =
N
ÿ

N+=0

Z(m)

证明, 在 N Ñ 8 时,

lim
NÑ8

1

N
lnZc = lim

NÑ8

1

N
lnZ(m)max

这里 Z(m)max 是求和中最大的一项.

(6) 找出 Z(m)max, 并由此证明

G(T, h) = ´
1

2
NqJm2 ´Nhm+NkT

1 +m

2
ln 1 +m

2
+NkT

1 ´m

2
ln 1 ´m

2

且 m 满足方程

m = tanh(β(h+ qJm))

解： 见讲课笔记.

6. 在 Bethe 近似下, 推导出 Ising 模型的自旋平均值 m = xs0y, h1 的方程, 近邻自旋
相关函数 xs0sjy, 以及焓的公式, 由此推导出热容量的公式.

解： 见讲课笔记
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7. * 利用上题的公式, 在 h = 0 时, 求出临界温度 Tc, 在 T Ñ 0 和 T Ñ Tc 时 m 和

热容量的表达式以及在 Tc 处热容量的跳变值.

解： 见讲课笔记

8. * 利用第 6. 题的公式, 以 J
k
为温度的单位, 做出 m 和 Ch

Nk
随温度 T 变化的图.

解： 见讲课笔记

9. 临界指数

(a). 补充课本中得到方程 (3.30)-(3.31) 的具体推导步骤.

(b). 证明 h = 0 且 q ą 2 时，在贝特近似下，比热 Ch 在 T = Tc 处不连续.

(c). 证明在伊辛模型的贝特近似中，靠近 Tc 时，m(h = 0)9|T ´ Tc|
1/2.

(d). 证明在伊辛模型的贝特近似中，等温临界指数满足 δ = 3.

10. 波特（Potts）链

考虑一个 N 个自旋的链，每个自旋可处于三个自旋态中的一个. 系统具有周期性
边界条件，且处在各分量不同的均匀外场中. 若两个近邻自旋处于同一态，则它们
的相互作用能为 ´J，否则为零，即：

H = ´

N
ÿ

i=1

(JδSi,Si+1
+

3
ÿ

α=1

HαδSi,α)

其中

δi,j =

#

0 i ‰ j

1 i = j

(a). 写出系统的转移矩阵.

(b). 在热力学极限 N Ñ 8 下，计算当 H1 = H,H2 = H3 = 0 时，系统中每个自

旋的自由能.

(c). 在 J/kBT = 0.1, 1, 4 时，分别画出“磁化强度”m = xS1y 关于 H/kBT 的函

数图像. .

11. q 态波特模型的平均场理论

用 3.8.1 节中的方法分析一般的 q（q ě 3）态波特模型.
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(a). 证明在以下温度存在一阶相变

kBT =
J(q ´ 2

2(q ´ 1) ln(q ´ 1)

且序参量突变为

m =
q ´ 2

q ´ 1

(b). 证明相变潜热为

L =
J(q ´ 2)2

2q(q ´ 1)

12. 横场中伊辛模型的平均场理论

考虑具有半整数自旋的伊辛链，其哈密顿量为

H = ´J
ÿ

xijy

σizσjz ´ Γ
ÿ

i

σix

这里

σix =

 0 1

1 0


i

; σiz =

 1 0

0 ´1


i

这一模型最初由德热纳（de Gennes）[69] 提出，最近被广泛用来描述如 LiHoF4

等系统（见伦纳（Rpönnow）等著 [257] 及相应引文）的“量子相变”. 按平均场
理论的思想将磁化强度分量近似处理为

mz ” xσizy =
Trσz exp(Kσz + hσx)

Tr exp(Kσz + hσx)

=
B

BK
(lnTr exp(Kσz + hσx)) (12.4.20)

mx =
B

Bh
(lnTr exp(Kσz + hσx)) (12.4.21)

其中 q 为每个自旋的最近邻数目，K = βqJmz，h = βΓ.

(a). 通过对角化求上述的迹

Kσz + hσx =

 K h

h ´K


并证明

mz =
K

?
K2 + h2

tanh
(?

K2 + h2
)

mx =
h

?
K2 + h2

tanh
(?

K2 + h2
)

(b). 证明（a）中的结果表明在温度为 kBTc = 1/βc 时发生高温顺磁相和低温铁磁

相之间的相变，相变温度由下式给出

tanh(βcΓ) =
Γ

qJ
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12.5 第五章习题解答

1. 利用迈耶图展开, 系统的巨配分函数可以看做所有迈耶图的生成函数,

Ξ =
8
ÿ

N=0

yN

N !
ZN

其中 ZN = t 所有 N 点迈耶图的贡献u. 通过直接计算, 对于 y 的低阶项, 验证如
下结果：所有相连迈耶图的生成函数是 lnΞ, 即

lnΞ =
8
ÿ

l=1

yl

l!
WN

其中 WN = t所有 N 点相连迈耶图的贡献u.

解： 至 y3, Ξ 可以写成

Ξ =1 + yZ1 +
y2

2
Z2 +

y3

3!
Z3 + ¨ ¨ ¨

对上式取对数, 并展开到 y3

lnΞ =1 + yZ1 +
y2

2
Z2 +

y3

3!
Z3 ´

1

2

(
y2Z2

1 + y3Z1Z2

)
+

1

3
y3Z3

1 + ¨ ¨ ¨

=1 + yZ1 +
y2

2

(
Z2 ´ Z2

1

)
+
y3

3!

(
Z3 ´ 3Z1Z2 + 2Z3

1

)
+ ¨ ¨ ¨

Z1 = V =W1

Z2 ´ Z2
1 = V 2 +

ż

f12dr1dr2 ´ V 2 =

ż

f12dr1dr2 =W2

Z3 ´ 3Z1Z2 + 2Z3
1 = V 3 + 3V

ż

f12dr1dr2 + 3

ż

f12f13dr1dr2dr3

+

ż

f12f13f23dr1dr2dr3 ´ 3V (V 2 +

ż

f12dr1dr2) + 2V 3

=3

ż

f12f13dr1dr2 +

ż

f12f13f23dr1dr2dr3

=W3

于是,
lnΞ = 1 + yW1 +

1

2
y2W2 +

1

3!
y3W3 + ¨ ¨ ¨

到 y3, 我们验证了这个定理是正确的.
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2. 若粒子之间的相互作用是硬球势

u(r) =

#

8 r ď a

0 r ą a

定义 Mayer 函数

f(r) = e´βu(r) ´ 1

试计算
ż

d3rf(r)

和
ż

d3r1d3r2f(|r1 ´ r2|)f(r1)f(r2)

解： 由 u 的形式可知, 当 r ă a 时,

f(r) = ´1

r ą a 时, f(r) = 0, 于是

β1 =

ż

d3rf(r) = ´4π

ż a

0

r2dr = ´
4π

3
a3

由此得到第二位力系数

a2 = ´
1

2
β1 =

2π

3
a3

为了计算
ż

d3r1d3r2f(|r1 ´ r2|)f(r1)f(r2)

我们先固定 r1 在半径为 a 的球内, 则 r2 的积分限由两个约束条件确定, 一是
r2 也必须在半径为 a 的球内, 二是 |r1 ´ r2| ă a, 否则, 或者 f(r2) = 0, 或者
f(|r1 ´ r2|) = 0. 这样, 以 r1 为球心的半径为 a 的球与以原点为球心的半径为 a

的球的交叠部分满足上述限制, 在这个区域内 f = ´1, 三个 f 的乘积也是 ´1, 所
以, 求出这个交叠部分的体积, 再对 r1 积分, 就得到所要结果. 取 r1 方向为 z 轴,
则积分区域如图
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两个球在 z = r1
2
处相交, 交叠的体积为两个球冠的体积之和

V = 2

ż a

r1/2

π(a2 ´ z2)dz = 2π(a2(a´
r1
2
) ´

1

3
(a3 ´

r31
8
)) = 2π(

2

3
a3 +

r31
24

´
a2r1
2

)

再对 r1 积分,
ż

d3r1d
3r2f(|r1´r2|)f(r1)f(r2) = ´4π

ż a

0

r21V dr1 = ´8π2

(
2

3

1

3
a6 +

1

24

1

6
a6 ´

1

2

1

4
a6
)

= ´
5

6
π2a6

注意到硬球的体积为 v = 1
6
πa3, 则上式可以写成

ż

d3r1d3r2f(|r1 ´ r2|)f(r1)f(r2) = ´30v2

集团积分

β2 =
1

2

ż

d3r1d3r2f(|r1 ´ r2|)f(r1)f(r2) = ´15v2

而第三位力系数

a3 = ´
2

3
β2 = 10v2

3. 试写出以 z = e
µ

kBT 为参数的巨配分函数的展开式, 由

P =
1

V
lnΞ =

ÿ

l

blz
l

这里的 bl 与讲义上定义的 bl 相差一个 λ3l 因子. 证明密度可以写成

ρ =
N

V
=

1

V

B lnΞ
B ln y =

1

V

B lnΞ
B ln z =

ÿ

l

lblz
l

这样, 就有了确定物态方程的两个方程.

而李杨定理中的变量由 y 换为 z 时, 所有的讨论和结论都不变.
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4. 考虑一个粒子系统，其中粒子之间的相互作用力由一个自由度为 γ 的广义齐次函

数势能产生，即

U(λr1, λr2, . . . , λrN) = λγU(r1, r2, . . . , rN)

证明系统的状态方程具有以下形式

PT´1+3/γ = f

(
V

N
T´3/γ

)
一旦 U 给定，就可以（至少在原则上）计算出 f(x).

5. 由 N 个粒子构成的气体, 粒子之间的相互作用是如下形式

v(rij) = ar´ν
ij

其中 |ri ´ rj|, a 是一个正常量, ν 是一个正数. 给定体积 V 和 T , 试证明

(1). 正则配分函数 Q(T, V,N) 是一个广义齐次函数, 即

Q(αT, α´3/νV,N) = α3N(1/2´1/ν)Q(T, V,N)

这里 α 是一个任一参数.

(2). 自由能 F (T, V,N) 满足

T

(
BF

BT

)
V

´
3

ν
V

(
BF

BV

)
T

= F ´ 3

(
1

2
´

1

ν

)
NkT

(3). 内能 E 可以写成 E = yP + xNkT , 这里 y 和 x 是 ν 的函数, 请确定这两个
函数.

(4). 若 ν ą 3, 计算第二位力系数.

解： 解：

Q(T, V,N) =
1

N !h3N

ż

dp1 ¨ ¨ ¨dpNdr1 ¨ ¨ ¨drN exp
(

´
ÿ

i

p2
i

2mkT
´
ÿ

iăj

a

rνijkT

)

完成对 pi 的积分, 得到

Q(T, V,N) =
(2πmkT )3N/2

N !h3N

ż

dr1 ¨ ¨ ¨drN exp
(

´
ÿ

iăj

a

rνijkT

)
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做代换 T Ñ αT , V Ñ α´3/νV , 这相当于 r Ñ α´1/νr,

Q(αT, α´3/νV,N) =
(2πmkαT )3N/2

N !h3N
α´3/ν

ż

dr1 ¨ ¨ ¨drN exp
(

´
ÿ

iăj

a

α´1rνijkαT

)

= α3N/2´3N/ν (2πmkT )
3N/2

N !h3N

ż

dr1 ¨ ¨ ¨drN exp
(

´
ÿ

iăj

a

rνijkT

)
= α3N(1/2´3/ν)Q(T, V,N)

亥姆霍兹自由能为

F (T, V,N) = ´kT lnQ(T, V,N)

做代换 T Ñ αT , V Ñ α´3/νV

F (αT, α´3/νV,N) = ´αkT lnQ(αT, α´3/νV,N)

= ´αkT

(
3N

(
1

2
´

3

ν

)
lnα+ lnQ(T, V,N)

)
= ´α3NkT

(
1

2
´

3

ν

)
lnα+ αF (T, V,N)

即

F (αT, α´3/νV,N) = αF (T, V,N) ´ α3NkT

(
1

2
´

3

ν

)
lnα

两边对 α 求导

T

(
BF

B(αT )

)
V

´
3

ν
V

(
BF

B(α´3/nuV )

)
T

= F ´ 3

(
1

2
´

1

ν

)
NkT (lnα+ 1)

令 α = 1, 得到

T

(
BF

BT

)
V

´
3

ν
V

(
BF

BV

)
T

= F ´ 3

(
1

2
´

1

ν

)
NkT

注意到 (
BF

BT

)
V

= ´S,

(
BF

BV

)
T

= ´p

上面的关系式成为

´TS +
3

ν
pV = F ´ 3

(
1

2
´

1

ν

)
NkT

即

E = F + TS =
3

ν
pV + 3

(
1

2
´

1

ν

)
NkT

为了计算第二位力系数, 需要计算积分

β2 =

ż

f(r)dr = 4π

ż 8

0

r2dr
(
exp
(

´
a

rνkT

)
´ 1
)
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令 t = a
rνkT

, 则 r =
(

a
kT

)1/ν
t´1/ν

dr = ´
1

ν

( a

kT

)1/ν
t´1/ν´1

β2 = 4π
1

ν

( a

kT

)3/ν ż 8

0

dtt´ ν+3
ν

(
e´t ´ 1

)
分部积分一次, 得到

β2 = ´
4π

3

( a

kT

)3/ν ż 8

0

dtt´ 3
ν e´t = ´

4π

3

( a

kT

)3/ν
Γ

(
ν ´ 3

ν

)
第二位力系数

a2 = ´
1

2
β2 =

2π

3

( a

kT

)3/ν
Γ

(
ν ´ 3

ν

)
这里 Γ(x) 为 Γ 函数.

6. (选作) 考虑一维气体, N 个粒子处于长为 L 的线上, 粒子之间的相互作用为

uij =

#

8 |xij| ď d

0 |xij| ą d

证明该气体的精确物态方程是

P

kT
=

ρ

1 ´ ρd

求出这个气体的物态方程的位力展开到 ρ = N
L
的三次方, 并与精确结果比较.

解： 计算配分函数, 对于动量的积分可以简单做出, 为 1/λN .

Q =
1

λN

Z

N !

其中 Z 是位型积分. 在一维情形下, 可以把 N 个粒子排序置于一维的线上, 粒子
的相互作用为硬杆, 不能重合（重合时, e´βu = 0）, 而在不重合时, 则 e´βu = 1.
粒子不能跨越, 因排序有 N ! 种, 恰与配分函数中的 N ! 相消, 用 xi 表示第 i 个粒

子的中心位置, 粒子的长度为 d, 这样, 位型积分成为

Z

N !
=

ż L´(N´1+ 1
2)d

d
2

dx1
ż L´(N´2+ 1

2)d

x1+d

dx2 ¨ ¨ ¨

ż L´(N´(N´1)+ 1
2)d

xN´2+d

dxN´1

ż L´ d
2

xN´1+d

dxN
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做变换 hi = xi ´
(
i´ 1

2

)
d, 则

Z

N !
=

ż L´Nd

0

dh1
ż L´Nd

h1

dh2 ¨ ¨ ¨

ż L´Nd

hN´2

dhN´1

ż L´Nd

hN´1

dhN

=

ż L´Nd

0

dh1
ż L´Nd

h1

dh2 ¨ ¨ ¨

ż L´Nd

hN´2

dhN´1(L´Nd´ hN´1)

=

ż L´Nd

0

dh1
ż L´Nd

h1

dh2 ¨ ¨ ¨

ż L´Nd

hN´3

dhN´2
(L´Nd´ hN´2)

2

2!

= ¨ ¨ ¨

=

ż L´Nd

0

dh1
(L´Nd´ h1)

N´1

(N ´ 1)!

=
(L´Nd)N

N !

配分函数的最终结果为

Q =
1

λN

(L´Nd)N

N !

自由能

F = ´kT lnQ = ´NkT ln L´Nd

Nλ
´NkT

p = ´
BF

BL
=

NkT

L´Nd
=

ρkT

1 ´ ρd

这里 ρ = N
L
为粒子的密度. 即

p

kT
=

ρ

1 ´ ρd

对上式展开, 得到精确的位力展开式为
p

kT
= ρ+ dρ2 + d2ρ3 + ¨ ¨ ¨

用 Mayer 展开计算位力系数 a2 和 a3, 需要计算二点和三点集团积分, 对于此题的
模型, Mayer 函数 f(x) 在 |x| ă d 时为 ´1, 其它 x 为 0

β1 =

ż

f(x)dx = ´

ż d

´d

dx = ´2d

a2 = ´
1

2
β1 = d

β2 =
1

2

ż

f(x1)f(x2)f(x1 ´ x2)dx1dx2

上式被积函数只有在 |x1| ă d, |x2| ă d 和 |x1 ´ x2| ă d 同时满足时为 ´1, 其余
为 0, 为此, 先固定 x1, 若 x1 ą 0, 则 x2 的取值范围是 [x1 ´ d, d], 若 x1 ă 0, 则 x2

的取值范围是 [´d, x1 + d], 完成对 x2 的积分, 再对 x1 积分. 所以
ż

f(x1)f(x2)f(x1 ´ x2)dx1dx2 = ´

ż 0

´d

(x1 + 2d)dx1 ´

ż d

0

(2d´ x1)dx = ´3d2
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即

β2 = ´
3

2
d2

a3 = ´
2

3
β2 = d2

与精确结果相同 (必须相同！)

7. (选作) 考虑二维气体, N 个粒子处于一面积为 S 的平面上, 粒子之间的相互作用
为

uij =

#

8 |rij| ď d

0 |rij| ą d

rij 是粒子 i 和 j 之间的距离. 求出这个气体的物态方程的位力展开到 ρ = N
S
的

三次方.

解： 由此题的模型, 在平面上, 当 r ă d 时, f(r) = ´1, 其它情形下 f = 0.

β1 =

ż

f(r)dr = ´2π

ż d

0

rdr = ´πd2 = ´4s

其中 s = πd2

4
为硬盘子的面积.

a2 = ´
1

2
β1 = 2s

计算

β2 =
1

2

ż

f(r1)f(r2)f(|r1 ´ r2|)dr1dr2

上式的积分只有在 r1, r2 满足 r1 ă d, r2 ă d 和 |r1 ´ r2| ă d 时, 被积函数为
´1, 其它情形为 0. 为计算此积分, 先固定 r1, 则满足 |r1 ´ r2| ă d 的 r2 为以 r1

为圆心, 半径为 d 的圆盘, 于是, 对 r2 的积分就是圆心在原点和圆心在 r1 的两个

圆的交叠部分的面积乘以被积函数 ´1. 如图所示, 所求面积为扇形 OAB 的面积
减去三角形 OAB 的面积的 2 倍.
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这个面积是

S = (2θ ´ 2 sin θ cos θ)d2

θ 是原点到两个圆的交点的矢量与 x 轴的夹角, 与 r1 之间的关系为

cos θ = r1
2d
, r1 = 2d cos θ

S 对 r1 的圆积分为

ż

Sdr1 = 2π

ż d

0

Sr1dr1 = 2π(2d)2
ż π/2

π/3

S cos θ sin θdθ

简单计算得到
ż π/2

π/3

θ cos θ sin θdθ = π

12
´

?
3

16

ż π/2

π/3

cos2 θ sin2 θdθ = π

48
´

?
3

64

由此得到

ż

Sdr1 = 2π

ż d

0

Sr1dr1 = π2d4 ´
3
?
3

4
πd4 =

(
16 ´

12
?
3

π

)
s2

其中 s = πd2

4
为硬圆盘的面积.

β2 = ´
1

2

ż

Sdr1, a3 = ´
2

3
β2 =

1

3

ż

Sdr1 =

(
16

3
´

4
?
3

π

)
s2

12.6 第六章习题解答

1. 若投掷硬币正反面的概率均为 1
2
, 用一个随机变量 ξ 表示硬币的正反面, 正面时

ξ = 0, 反面时 ξ = 1, 求出 ξ 的数学期望 E(ξ) 和方差 D(ξ).

解：

E(ξ) =
1

2
0 +

1

2
1 =

1

2

D(ξ) =
1

2

(
0 ´

1

2

)2

+
1

2

(
1 ´

1

2

)2

=
1

4

2. * 数值模拟上面的问题, 对于 N = 100, N = 104, N = 106, 用算术平均求出若干
个 E(ξ) 和 D(ξ) 的近似值, 并与精确值比较.
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解： 每个 N 算了三次, 结果如下

N = 100, E = 0.54.D = 0.248; E = 0.57, D = 0.245; E = 0.52, D = 0.250

N = 104, E = 0.508.D = 0.250; E = 0.512, D = 0.250; E = 0.500, D = 0.250

N = 106, E = 0.4995.D = 0.2500; E = 0.5001, D = 0.2500; E = 0.4994, D = 0.2500

3. * 对上题的 N = 104 情形, 做 M = 104 次计算, 求出每次的 E 的近似值, 做出 E

的计算结果的直方图分布, 统计计算结果出现在一个标准差 (Xα = 1) 和两个标准
差内的个数, 由此验证中心极限定理.

解： E 的柱状分布图如下

对四组数据, 得到的 1 个和 2 个标准差对应的 1 ´ α 为

0.68, 0.96; 0.68, 0.95; 0.68. 0.96; 0.69, 0.95

4. 设 ξi 是区间 [0, 1] 的均匀分布的随机数, 取这个序列中的每 12 个 ξ 构造一个 x,

xj =
12
ÿ

i=1

ξi ´ 6

由中心极限定理, 证明序列 xj 满足高斯分布.

解： 由中心极限定理, 1
n

řn

i=1 ξi ´ a 处于 xσ?
n
和 (x+dx)σ

?
n
之间的概率为

1
?
2π
e´ x2

2 dx

即

x =
σ

?
n

n
ÿ

i=1

ξi ´

?
n

σ
a
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是概率密度为
1

?
2π

e´ x2

2

的随机变量.

如果 ξi 是 (0, 1) 上均匀分布的随机数, 则

a =
1

2
, σ2 = E(ξ2) ´ a2 =

1

3
´

1

4
=

1

12

即随机变量 x 成为

x =
1

?
12n

n
ÿ

i=1

ξi ´
?
12n

1

2

如果取 n = 12, 则得到

x =
1

12

12
ÿ

i=1

ξi ´ 6

这是计算最简单的选择.

5. 利用上题的方法生成高斯分布的随机数序列, 做出所得结果的直方图, 并与理论结
果比较. 高斯分布是

p(x) =
1

?
2π

e´ 1
2x

2

解：

图 12.6.3: 点为用上题方法得到的结果, 线为精确结果, 这里总共使用了 3 ˆ 107 个点.

6. 对于指数分布

f(x) =

#

e´x (x ą 0)

0 (x ă 0)
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分别用变换方法和重要性抽样方法抽样, 并对抽样结果做直方图验证所得结果.

解： 点为 106 个取样的结果, 线为精确结果.

下图为指数分布. 注意在 x = 0 的取样结果与精确值有很大偏差, 大致是 0.5, 为
精确值的一半, 这是因为该点实际上是附近一个小区间的平均值, 而 x ă 0 的一半

区间的概率为 0, 从而把数字拉低了一半.

7. * 对于如下分布

f(x) = 0.131796023 ex2´ 1
4x

4

利用重要性抽样法实现依照上述分布的抽样, 并对抽样结果做直方图验证所得结
果.

解： 点为 106 个取样的结果, 线为精确结果.

下图是双峰分布, 取样结果与精确结果符合非常好.
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8. * 如何实现离散随机变量的重要性抽样？对于泊松分布

P (n) =
λn

n!
e´λ

取 λ = 8, 做出这个分布的取样并验证所得结果.

解：离散分布的重要性取样更简单,设处于点 j,随机选取一个 n,若 P (n)/p(j) ą

ξ, 则转移到 n, 否则留在原地（注意, 留在原地也要把原地的取样数加 1）. 下图
是这个算法对泊松分布的计算结果.

红色圈为

精确值, 黑方块是 106 个取样的计算值, 紫色三角形是 104 个取样的计算值.

9. 利用你所使用的系统自带的随机数发生器, 模拟二维正方格子上的无规行走和不
回头的无规行走, 计算 xR2y 与行走步数 N 之间的关系, 由此检验随机数发生器.

解： 利用 gcc 自带随机数发生器，106 步的随机行走的计算结果（黑线）和理论

结果（红线）如图, 二者的符合非常好，表明对于 1012 量级个随机数，gcc 自带的
随机数发生器是能够信赖的。
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10. 若随机变量 xl 的概率为 p(xl), 构造一个随机过程，其转移概率 w(xr Ñ xs) =

wg(xr Ñ xs)w
a(xr Ñ xs), 其中 wg(xr Ñ xs) 和 wa(xr Ñ xs) 分别为选择概率和

接受概率. 试证明,

wa(xr Ñ xs) = min
(
1,
p(xs)w

g(xs Ñ xr)

p(xr)wg(xr Ñ xs)

)
满足细致平衡条件

p(xr)w(xr Ñ xs) = p(xs)w(xs Ñ xr)

若选择概率取为常数, 则接受概率成为

wa(xr Ñ xs) = min
(
1,
p(xs)

p(xr)

)
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解： 把接受概率的表达式分别代入细致平衡条件的左右两边

left =p(xr)w(xr Ñ xs) = p(xr)w
g(xr Ñ xs)min

(
1,
p(xs)w

g(xs Ñ xr)

p(xr)wg(xr Ñ xs)

)
=min(p(xr)wg(xr Ñ xs), p(xs)w

g(xs Ñ xr))

right =p(xs)w(xs Ñ xr) = p(xs)w
g(xs Ñ xr)min

(
1,
p(xr)w

g(xr Ñ xs)

p(xs)wg(xs Ñ xr)

)
=min(p(xs)wg(xs Ñ xr), p(xr)w

g(xr Ñ xs))

显然，左右两边相等，即满足细致平衡条件。若 wg(xr Ñ xs) = wg(xs Ñ xr)，则

接受概率成为

wa(xr Ñ xs) = min
(
1,
p(xs)

p(xr)

)

11. * 模拟二维正方格子上的自回避无规行走, 试生成 106 个自回避无规行走的链并统

计各种长度的链所占的比例.

12. 对于如图所示的公寓房,房内的学生在房间内做无规运动,即在确定的时间间隔内,
转移一次房间, 如果他处于四个房间的概率分别为 p1 = p2 = 1

4
, p3 = 3

8
, p4 = 1

8
.

（1）求出能够达到这个分布的一种转移矩阵；（2）由所得转移矩阵，利用重要性抽
样方法，从一个任选的学生所在的初始房间出发，生成其所在放间的序列并检查

该序列满足所给的概率分布.

解： 如图所示, 不能简单地取选择概率相同, 因为某些房间之间不通, 对应的选
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择概率为 0. 对于互通的房间, 取到达每个可去房间的选择概率相同, 这样就有

wgen
21 =wgen

31 =
1

2

wgen
12 =wgen

32 =
1

2

wgen
13 =wgen

23 = wgen
43 =

1

3

wgen
34 =1

其余 wgen
ij = 0. 这个选择是前面所说的第 4 种情形, 即选择概率非对称的情形. 由

细致平衡条件,
wgen

ij wacc
ij πj = wgen

ji w
acc
ji πi

如果选

wacc
ij = min

(
wgen

ji πi

wgen
ij πj

, 1

)
则细致平衡条件能够满足. 按照这个规则, 对 4 个房间：wacc

21 = 1, wacc
31 = 1 ,

wacc
12 = 1, wacc

32 = 1, wacc
13 = 1, wacc

23 = 1, wacc
43 = 1, wacc

34 = 1, 这样

w21 =w31 =
1

2

w12 =w32 =
1

2

w13 =w23 =
1

3
, w43 =

1

3

w34 =1

其余 wij = 0. 即

w =


0 1

2
1
3

0

1
2

0 1
3

0

1
2

1
2

0 1

0 0 1
3

0


也可以把所在房间也包含在选择之中, 这样就有

wgen
11 =wgen

21 = wgen
31 =

1

3

wgen
12 =wgen

22 = wgen
32 =

1

3

wgen
13 =wgen

23 = wgen
33 = wgen

43 =
1

4

wgen
34 =wgen

44 =
1

2

其余 wgen
ij = 0. 对 4 个房间：wacc

21 = 1, wacc
31 = 1 , wacc

12 = 1, wacc
32 = 1, wacc

13 = 8
9
,

wacc
23 = 8

9
, wacc

43 = 2
3
, wacc

34 = 1
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w11 =w21 = w31 =
1

3

w12 =w22 = w32 =
1

3

w13 =w23 =
2

9
, w33 =

7

18
, w43 =

1

6

w34 =
1

2
, w44 =

1

2

其余 wij = 0. 如前所述, 其中的对角元有两种求法. 例如 w33 = wgen
33 + wgen

13 (1 ´

wacc
13 ) + wgen

23 (1 ´ wacc
23 ) + wgen

43 (1 ´ wacc
43 ) = 1

4
+ 1

4
1
9
+ 1

4
1
9
+ 1

4
1
3
= 7

18
, 或 w33 =

1 ´ (w13 + w23 + w43) = 1 ´
(
2
9
+ 2

9
+ 1

6

)
= 7

18
. 即

w =


1
3

1
3

2
9

0

1
3

1
3

2
9

0

1
3

1
3

7
18

1
2

0 0 1
6

1
2


这两个看上去不同的 p都能得到正确的概率分布.

计算表明 
0 1

2
1
3

0

1
2

0 1
3

0

1
2

1
2

0 1

0 0 1
3

0



31

=


0.2500 0.2500 0.2500 0.2500

0.2500 0.2500 0.2500 0.2500

0.3750 0.3750 0.3750 0.3750

0.1250 0.1250 0.1250 0.1250




1
3

1
3

2
9

0
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1
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1
2
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=


0.2500 0.2500 0.2500 0.2500

0.2500 0.2500 0.2500 0.2500

0.3750 0.3750 0.3750 0.3750

0.1250 0.1250 0.1250 0.1250


即第二种选择收敛要快一些.

两种选择的乘积也是可能的选择, 例如

5
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5
18

13
54

1
6

5
18

5
18

13
54

1
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1
3

1
3

7
18

1
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1
9

1
9

7
54

1
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=


0 1

2
1
3

0

1
2

0 1
3

0

1
2

1
2

0 1

0 0 1
3

0
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1
3

2
9

0

1
3

1
3

2
9

0

1
3

1
3

7
18

1
2

0 0 1
6

1
2
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其收敛速度更快

5
18

5
18

13
54

1
6

5
18

5
18

13
54

1
6

1
3

1
3

7
18

1
2

1
9

1
9

7
54

1
6



5

=


0.2500 0.2500 0.2500 0.2500

0.2500 0.2500 0.2500 0.2500

0.3750 0.3750 0.3750 0.3750

0.1250 0.1250 0.1250 0.1250



利用第一个转移矩阵的模拟结果如下：100 次行走，求得

p1 = 0.23; p2 = 0.26; p3 = 0.39; p4 = 0.12

10000 次行走

p1 = 0.250; p2 = 0.249; p3 = 0.374; p4 = 0.127

106 次行走

p1 = 0.2499; p2 = 0.2504; p3 = 0.3748; p4 = 0.1249

108 次行走

p1 = 0.24998; p2 = 0.24995; p3 = 0.37503; p4 = 0.12504

1010 次行走

p1 = 0.250003; p2 = 0.249997; p3 = 0.375002; p4 = 0.124999

1012 次行走

p1 = 0.2500000; p2 = 0.2499997; p3 = 0.3750004; p4 = 0.1249999

明显看出, 行走次数每增加 100 倍, 所得结果的有效位数增加一位.

利用第三个矩阵计算结果：106 次行走

p1 = 0.2499; p2 = 0.2500; p3 = 0.3755; p4 = 0.1246

108 次行走

p1 = 0.24997; p2 = 0.24992; p3 = 0.37502; p4 = 0.12509

1010 次行走

p1 = 0.250001; p2 = 0.250001; p3 = 0.374997; p4 = 0.125001
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图 12.6.4: 恒压下的一维理想气体.

13. 恒压下的一维理想气体.

对含有 N 个质量为 m 的粒子的一维系统（图 9.4）进行模拟. 其一端有一质量为
M 的活塞，它被以恒力 P 推向气体. 另一端是固定的墙壁. 当和墙壁碰撞时，粒
子速度的方向发生变化，但是大小保持不变. 和活塞碰撞时，粒子和活塞系统的能
量和动量保持守恒. 活塞和墙壁之间的瞬时距离为 L(t). 该气体为理想气体，即粒
子间的相互作用可忽略.

（a）验证焓（PL+ 动能）守恒.

（b）解释即使系统从非平衡态速度分布（例如所有粒子都以恒定速率向相同方向
运动，但是位置是随机的）出发，一段时间后，气体总是趋向 Maxwell-Boltzmann
（麦克斯韦-玻尔兹曼）速度分布

P (v) „ exp
(
1

2
βmv2

)
(9.52)

其中 β´1 为 1
2
ˆ 每个粒子动能的平均值.

（c）从不同的初始能量和固定 P 出发，当系统与外界达到热平衡时，“测量”温度

和 L 在一次有效运行中的平均值. 验证系统近似满足理想气体方程.

（d）有人或许会试图通过令与固定墙壁碰撞的粒子有一速度分布（9.52）（该分布
可用中心极限定理产生，即可以通过让一个粒子在速度空间做“随机行走”来实

现）来做恒温恒压模拟. 验证这时温度比（9.52）预测的要低. 为什么？

14. Markov 过程的另一个例子

初始时，在箱子 A 中有两个白色弹子，在箱子 B 中有一个黑色弹子. 从每一个箱
子里随机选一个弹子，并将它们交换. 态 α = [˝‚][˝] 和 β = [˝˝][‚] 的稳态概率分

别是多少?

15. Ising 链

考虑含有 N 个自旋并具有自由边界条件（3.1）的一维 Ising链.（a）用Metropolis
算法对该自旋系统做 Monte Carlo模拟（根据你们的计算资源来选择自旋数）. 用
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涨落公式（9.30）和能量的数值微分来计算温度 T = 2J/kB 时的平均能量和热容.
与 3.1 节的精确解比较.

（b）用涨落公式和 9.2.3 节的直方图法，从温度 J/kB 时的单次运行中求比热，并

将其画出来. 与比热的精确解比较.

16. 用模拟退火解旅行（巡回）推销员问题.

写出并调试求解旅行（巡回）推销员问题的计算机程序. 许多城市之间的距离可在
大部分公路地图册里找到. 如果觉得手动输入大矩阵太麻烦，可先把城市随机排
成一列，然后让计算机来产生距离表格. 我们的经验是，只有当城市数达到 30 个
或者更多时，模拟退火才会体现出优势，否则只需做多次零温淬火并从中选择最

优解.

17. 如下二题选做一题.

（选做一）构造无外场二维正方格子上 Ising 模型的 Monte Carlo 程序, 分别
对于几个不同的格子大小（例如 N = L ˆ L, L = 8, 12, 16, 20）计算平均能

量, 比热, 磁化和磁化率随温度的变化曲线，计算 Binder 累积量并确定临界
温度 Tc，讨论所得计算结果. 如有可能, 请与对应格点数的精确结果比较, 以
考验所用随机数发生器.

(选做二) 构造 Lenard-Jones 相互作用流体的 Monte Carlo 模拟, 利用周期性
边界条件, 对于粒子数为 N „ 100 和 N „ 200, 求出能量和物态方程（即计
算压强与密度的关系). （此题需要做无量纲化, 做相互作用的截断, 即对于
r ą rc, 令 u(r) = 0, 通常选 rc = 2.5σ, 压强可以通过计算位力

ř

f ¨ r 得

到. 关于此问题的详细讲解,参看 Daan Frenkel, Berend Smit, Understanding
Molecular Simulations. 关于位力与压强的关系, 查看讲义的系综理论开头部
分). 给出程序清单和计算结果，

本题可以选取如下一组数据进行计算.
Ar Kr Xe CH4 N2 CO2 C2H4

ε/kB (K) 120 165 230 143 85 216 202

σ
(
Å
)

3.43 3.72 4.05 3.77 3.72 3.88 4.26

(1Å = 10´10m)

(选做三) 利用王福高-Landau 方法计算二维正方格子上 Ising 模型的态密度.
这个题目基本上是重复王福高和 Landau 的原始计算, 建议仔细阅读他们的
原始论文并完成计算.
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12.7 第八章习题解答

1. 体积为 V 的容器内有 N 个粒子. 令 n 为容器内一个体积为 v 的体积元内的粒子

数. 在平衡时, 发现某个粒子处于体积元 v 内的概率为 v
V
.

(1) . 求 n 的概率分布 f(n).

(2). 计算 xny 和 x(n´ xny)2y.

(3). 证明当 N 和 n 都很大时, f(n) 趋向于高斯分布.

(4). 证明当 v/V Ñ 0, 以及在 N/V =常数 且 V Ñ 8 时, f(n) 趋于泊松分布

f(n) =
e´xny xny

n

n!

12.8 第九章习题解答

1. 假定有巨配分函数为

Ξ(z, V ) = (1 + z)V (1 + zαV )

其中 z = e
µ

kBT , 是热波长; V 是体积, α 是一个数字参数. 分别对于有限大小的 V

和 V Ñ 8, 试求出物态方程. （有限大小的 V 可能需要做一些数值计算）

解： 巨配分函数的根

z = ´1, V重

zn = ei
(2n´1)π

αV , n = 1, 2, ¨ ¨ ¨ , αV

当 V Ñ 8, z = 1 是 zn 的极限点.

P

kT
=

1

V
lnΞ = ln(1 + z) +

1

V
ln
(
1 + zαV

)

ρ = z
B

Bz

(
P

kT

)
=

z

1 + z
+

azaV

1 + zaV

消去 z 就可以得到物态方程. 对于 α = 1, 不同体积 V 的物态方程的计算结果见

下图, 可以看到随着 V 的增加, 物态方程过渡到存在两个相的情形.
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当 V Ñ 8

P

kT
=

#

ln(1 + z) z ă 1

ln(1 + z) + α ln z z ą 1

ρ = z
B

Bz

(
P

kT

)
=

#

z
1+z

z ă 1

z
1+z

+ α z ą 1

于是

P

kT
=

$

’

’

&

’

’

%

ln
(

1
1´ρ

)
ρ ă 1

2

ln 2 1
2

ă ρ ă α+ 1
2

ln (ρ´α)α

(1´ρ+α)α+1 ρ ą α+ 1
2

2. 在自由边界条件下（即链的两个端点没有限制）, 试求出一维 Ising 模型的自由能,
将所得结果与周期性边界条件的结果比较. 在链长 N 很大时（宏观尺寸）, 两个
边界条件的结果相同. 请计算：1, 比热；2, M = x 1

N

ř

i siy; 3, 证明在有限温度下,
当 h Ñ 0 时, M = 0, 在 T = 0 时, 当 h Ñ 0 时, M ‰ 0.

解： 在自由边界下, 配分函数可以写成

Q =
ÿ

s1,s2,¨¨¨ ,sn

As1 s2As2 s3 ¨ ¨ ¨AsN´1 sN eβhsN =
ÿ

s1sN

(
AN´1

)
s1 sN

eβhsN

其中, 矩阵 A 的定义与周期性边界条件时相同. 设 A 的本征值为 λ1 和 λ2 且

λ+ ą λ´, 则

A = UΛU´1

其中, U 是 A 的本征矢量构成的矩阵, Λ = diag[λ+, λ´] 为本征值的对角矩阵. 于
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是

Q =
ÿ

s1sN

(
UΛN´1U´1

)
s1 sN

eβhsN

= λN´1
+

(
(U++U

´1
++ + U´+U

´1
++)eβh + (U++U

´1
+´ + U´+U

´1
+´)e´βh

)
+ λN´1

´

(
(U+´U

´1
´+ + U´´U

´1
´+)eβh + (U+´U

´1
´´ + U´´U

´1
´´)e´βh

)
= λN´1

+ X + λN´1
´ Y

这里 X 和 Y 的具体表达式需要对 A 对角化, 求出矩阵 U 后才能算出, 如果仅仅
考虑 N Ñ 8 时的结果, 而不关心其趋于极限时的行为, 则无需计算他们的具体表
达式, 只要注意到 X 和 Y 与 N 无关, 于是

F = lim
NÑ8

´kT lnQ = ´NkT lnλ+

与周期性边界条件的结果相同.

λ+ = eβJ
(
cosh(βh) +

(
e´4βJ + sinh2(βh)

)1/2)
简单计算给出内能

E

N
= ´

1

N

B lnQ
Bβ

=
´h sinh(βh)(

e´4βJ + sinh2(βh)
)1/2 ´ J coth(2βJ)

+
Je´2βJ csch(2βJ)(

e´4βJ + sinh2(βh)
)1/2

当外场为 0 时
E

N
= ´J tanh(βJ)

比热为

c =
B E
N

BT
= kβ2

[
he´4βJ(h cosh(βh) + 2J sinh(βh))(

e´4βJ + sinh2(βh)
)3/2

´ 2J2 csch2(2βJ) +
2J2 csch2(2βJ) cosh(βh)(
e´4βJ + sinh2(βh)

)1/2
´

(
Jh sinh(βh)

(
e´4βJ ´ 1

)
+ 2J2e´4βJ cosh(βh)

)
e´2βJ csch(2βJ)(

e´4βJ + sinh2(βh)
)3/2

]

当外场为 0 时, 上式简化为

c = kβ2J2 sech2(βJ)
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磁化为

M = ´
1

N

BF

Bh
=

sinh(βh)(
e´4βJ + sinh2(βh)

)1/2
当 h Ñ 0 时, M Ñ 0. 如果先取 T Ñ 0 的极限, 再取 h Ñ 0 的极限, 得到自发磁
化

Msp = lim
hÑ0

lim
TÑ0

M = 1

即绝对 0 度时, 所有自旋取向相同.

3. Onsager 求得 h = 0 时 N = Lˆ L 格点上二维 Ising 模型的自由能为

F = ´NkBT ln 2 +NkBT ln
(
1 ´ tanh2(βJ)

)
´

1

2
kBT

L
ÿ

p=0

L
ÿ

q=0

ln
((

1 + tanh2(βJ)
)2

´ 2 tanh(βJ)
(
1 ´ tanh2(βJ)

)(
cos 2πp

L
+ cos 2πq

L

))
试由此出发, 证明当 L Ñ 8 时, 上述求和可以写成积分. 请尽可能简化这个积
分, 并用特殊函数表示出来. 由所得结果证明比热在温度 T = Tc 时发散, 求出 Tc.
（这里的计算涉及椭圆函数, 如果对于椭圆函数的性质等很不熟悉, 可以跳过这一
部分, 直接做下面的部分）

通过分析上述积分, 找出可能的奇异点并讨论其性质, 参考讲义的处理, 得到临界
温度 Tc 和 Tc 附近比热的行为.

解： 由于

tanh(βJ)
(
1 ´ tanh2(βJ)

)
=

sinh(βJ)
cosh3(βJ)

1 + tanh2(βJ) =
cosh2(βJ) + sinh2(βJ)

cosh2(βJ)
=

cosh(2βJ)
cosh2(βJ)

得到

ln
((

1 + tanh2(βJ)
)2

´ 2 tanh(βJ)
(
1 ´ tanh2(βJ)

)(
cos 2πp

L
+ cos 2πq

L

))
= ln sinh(βJ)

cosh3(βJ)
+ ln

(
2 cosh(2βJ) coth(2βJ) ´ 2

(
cos 2πp

L
+ cos 2πq

L

))
令 f = F

NkBT
, 代入上面的结果, 得到

f = ´
1

2
ln(2 sinh(2βJ))´ 1

2N

L
ÿ

p=0

L
ÿ

q=0

ln
(
2 cosh(2βJ) coth(2βJ) ´ 2

(
cos 2πp

L
+ cos 2πq

L

))
当 L Ñ 8, 注意到 N = L2, 上面的结果可以写成积分形式

f = ´
1

2
ln(2 sinh(2βJ))´ 1

2(2π)2

ż 2π

0

dω1

ż 2π

0

dω2 ln (2 cosh(2βJ) coth(2βJ) ´ 2 (cosω1 + cosω2))
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对于每个积分
ż 2π

0

dω =

ż π

0

dω +

ż 2π

π

dω

第二项做变换 ω Ñ 2π ´ ω, 被积函数只通过 cosω 与 ω 有关, 在上述变换下不
变, dω Ñ ´dω, 积分限 [π, 2π] Ñ [π, 0], 交换上下限, 与第一项相同. 更一般的, 有
şπ

a
=
ş2π´a

π
于是,

f = ´
1

2
ln(2 sinh(2βJ))´ 4

2(2π)2

ż π

0

dω1

ż π

0

dω2 ln (2 cosh(2βJ) coth(2βJ) ´ 2 (cosω1 + cosω2))

再做变换

δ1 =
ω1 + ω2

2
, δ2 =

ω1 ´ ω2

2

注意到
şπ

a
=
ş2π´a

π
, 积分限适当变换后 (图) 得到

4

2(2π)2

ż π

0

dω1

ż π

0

dω2 ln (2 cosh(2βJ) coth(2βJ) ´ 2 (cosω1 + cosω2))

=
1

π2

ż π

0

dδ1
ż π/2

0

dδ2 ln (2 cosh(2βJ) coth(2βJ) ´ 4 cos δ1 cos δ2)

=
1

π2

ż π

0

dδ1
ż π/2

0

dδ2
(
ln(4 cos δ2) + ln

(
D

2 cos δ2
´ cos δ1

))

=
1

π

ż π/2

0

dδ2

ln(4 cos δ2) + ln

 D

2 cos δ2
+

d(
D

2 cos δ2

)2

´ 1

´ ln 2


=
1

π

ż π/2

0

dδ2 ln
(
D +

a

D2 ´ 4 cos2 δ2
)

其中

D = cosh(2βJ) coth(2βJ)

对积分变量分别做变换 δ Ñ δ + π
2
和 δ Ñ π

2
´ δ, 可以证明

ż π/2

0

dδf(cos2 δ) =
ż π/2

0

dδf(sin2 δ) =

ż π

π/2

dδf(cos2 δ)
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于是, 上面的积分可以写成

1

2
ln(2D) +

1

2π

ż π

0

dδ ln 1

2

(
1 +

a

1 ´ κ2 sin2 δ
)

其中

κ =
2

D

于是

f = ´
1

2
ln(2 sinh(2βJ)) ´

1

2
ln(2D) ´

1

2π

ż π

0

dδ ln 1

2

(
1 +

a

1 ´ κ2 sin2 δ
)

= ´ ln(2 cosh(2βJ)) ´
1

2π

ż π

0

dδ ln 1

2

(
1 +

a

1 ´ κ2 sin2 δ
)

内能为

E =
1

N

(
F ´ T

BF

BT

)
= ´T 2 B

(
F
T

)
BT

=
BβF

Bβ

每个自旋的内能

u =
E

N
=

Bf

Bβ

求得

u = ´2J tanh 2βJ +
1

2κ

dκ
dβ

(
´1 +

1

π

ż π

0

dδ 1
?
1 ´ κ2 sin2 δ

)
得到上式时, 利用了

ż π

0

dδ sin2 δ
?
1 ´ κ2 sin2 δ(1 +

?
1 ´ κ2 sin2 δ)

=
1

κ2

ż π

0

dδ (1 +
?
1 ´ κ2 sin2 δ)(1 ´

?
1 ´ κ2 sin2 δ)

?
1 ´ κ2 sin2 δ(1 +

?
1 ´ κ2 sin2 δ)

= ´
π

κ2
+

1

κ2

ż π

0

dδ 1
?
1 ´ κ2 sin2 δ

由 κ 的定义, 求得

1

κ

dκ
dβ = ´2J coth 2βJ(2 tanh2 2βJ ´ 1)

最后得到

u = ´J coth(2βJ)
(
1 +

1

π
κ1K1(κ)

)
这里

K1(κ) =

ż π/2

0

dδ
?
1 ´ κ2 sin2 δ

为第一类完全椭圆积分.

κ =
2 sinh(2βJ)
cosh2(2βJ)

, κ1 = 2 tanh2(2βJ) ´ 1, κ2 + κ12 = 1
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对温度求导, 得到单个自旋的比热容

c =
2kB
π

(βJ coth(2βJ))2
(
2K1(κ) ´ 2E1(κ) ´ (1 ´ κ1)

(π
2
+ κ1K1(κ)

))
其中

E1(κ) =

ż π/2

0

dδ
a

1 ´ κ2 sin2 δ

为第二类完全椭圆积分.

为了得到上述关系, 需要用到如下关系式, 令 X =
?
1 ´ κ2 sin2 δ, 则

d
dδ

(
sin δ cos δ

X

)
=

1 ´ 2 sin2 δ + κ2 sin4 δ

X3

sin2 δ =
1 ´X2

κ2

由此得到
1

X3
=

X

1 ´ κ2
´

κ2

1 ´ κ2
d
dδ

(
sin δ cos δ

X

)
当 κ = 1(κ1 = 0) 时, K1(κ) 奇异, 其行为是

K1(κ) « ln 4

κ1
, E1(κ) « 1

对应的 Tc 由 κ1 = 0 确定

2 tanh2(2βcJ) = 1

在 Tc 附近,

c =
2kB
π

(2βcJ)
2

(
´ ln

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 ´
β

βc

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ln
(

1

2βcJ

)
´
(
1 +

π

4

))
即比热容按照 ln |(T ´ Tc)/Tc| 的方式发散.

4. 如果把一维 Ising 模型推广为

H = ´J
N
ÿ

i=1

SiSi+1

其中 Si 可以取三个值 1, 0, ´1, J ą 0. 试求出配分函数并由此得到内能的低温极
限.

5. Landau 假定在临界点附近自由能可以写成

G =
1

2
atη2 +

1

4
cη4 ´ hη

式中 η 称为序参数. t = T´Tc

Tc
为相对温度, Tc 是临界温度. 序参量的值由自由能

的极小确定. 试证明
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(1). 当 h = 0, T Ñ Tc 即 t Ñ 0 时, η „
?

´t, χ = Bη
Bh

„ 1
t
.

(2). 当 h = 0, T ą Tc 且 T Ñ TC 时, 与序参量相关的热容量为 0；而 T ă Tc 且

T Ñ Tc 时, 与序参量相关的热容量为 a2

2cTc
.

(3). 当 t = 0 时, 对于小的 h, η =
(
h
c

)1/3.
解：

对自由能求极小
dG
dη = atη + cη3 ´ h = 0

h = 0, 上式的解是

η = 0, η = ˘

c

´at

c

当 t ą 0 时, 非零解为虚数, 非物理, 只有 0 解.

当 t ă 0 时, 0 解对应于自由能等于 0, 非零解对应于

G = ´
1

2

a2t2

c
+

1

4
c
a2t2

c2
= ´

1

4

a2t2

c
ă 0

所以, 应选择非零解.

(1) 当 t ą 0, t Ñ 0, h Ñ 0 时, η 是小量, 略去 η3, 解得

η =
h

at
, χ =

Bη

Bh
=

1

at

当 t ă 0, h Ñ 0,
Bη

Bh
(at+ 3cη2) ´ 1 = 0

χ =
Bη

Bh
=

1

at+ 3cη2
=

1

´2at

(2) 熵

S = ´
BF

BT
= ´

1

2Tc

aη2

焓

H = G+ TS =
1

2
a(t´

T

Tc
)η2 + cη4 ´ hη = ´

1

2
aη2 + cη4 ´ hη

h = 0, t ą 0 时, η = 0, 即 H = 0, 热容量为 0.

h = 0, t ă 0 时, η = ˘
a

´at
c
,

H =
1

2Tc

a2t

c
+

1

4
c
a2t2

c2
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热容量

C =
1

2

a2

cTc

+
1

2Tcc
a2t

t Ñ 0 时

C =
a2

2Tcc

(3). t = 0 时,

cη3 ´ h = 0, η =

(
h

c

)1/3

6.（选作）试讨论 Van der Waals 方程的临界点附近的行为, 特别是液汽两相密度差
和压缩率随温度变化的关系和临界指数.

解：

利用临界压强, 临界温度和临界体积分别作为压强, 温度和体积的单位, Van der
waals 方程可以写成如下约化形式(

P +
3

v2

)
(3v ´ 1) = 8T

令：t = T ´ 1, ṽ = v ´ 1, p̃ = p´ 1, 把 p̃ 对 t 和 ṽ 展开, 得到

p̃ = 4t´ 6tṽ ´
3

2
ṽ3

略去了 ṽ4 及以上的项. tṽ2 的项比 ṽ3 的幂次要高, 也略去了.

p̃ 对 ṽ 的导数为 (
Bp̃

Bṽ

)
t

= ´6t´
9

2
ṽ2

当 t ě 0 时,
(

Bp̃
Bṽ

)
t

ď 0, 没有相变发生；t ă 0 时, 在 ṽ2 ă ´ 4
3
t 的一段,

(
Bp̃
Bṽ

)
t

ą 0,
系统不稳定, 将有相变发生. 相变的条件是两相的温度相同, 压强相同, 化学势相
同. 沿等温线, 化学势相同对应于等面积法则, 注意到 p̃ ´ 4t 是 ṽ 的奇函数, 等面
积法则结合等压条件就成为 p̃´ 4t = 0, 即

p̃´ 4t = ´6tṽa ´
3

2
ṽ3a = ´6tṽb ´

3

2
ṽ3b = 0

式中 va 和 vb 是 ab 两相共存时 a 相和 b 相的摩尔体积. 设 va ă vb, 由此得到

ṽb = ´ṽa =
?

´4t

两相的摩尔体积之差：

δṽ = ṽb ´ ṽa = 4
?

´t
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我们看到, 当 t ă 0 时, 气液两相共存, 其密度差为

δρ9
1

1 + ṽa
´

1

1 + ṽb
9ṽb ´ ṽa = 4

?
´t

当 t ě 0 时, 气相和液相的区别消失, 称为流体相. 从共存相到流体相, 密度差连续
的变为 0, 其趋于零的方式与 t1/2 成正比. 因为 ṽ „ t1/2, 所以 tṽ2 „ ṽ4, 因此可以
在前面的展开式中忽略.

临界点附近的压缩率

κT = ´
1

v

(
Bṽ

Bp̃

)
T

=
1

1 + ṽ

1

6t+ 9
2
ṽ2

在临界点以上, t ą 0, 考虑沿临界密度 ṽ = 0 时 κT 随温度的变化, v = 1.

κT =
1

6t

即按照 1/t 的方式发散.

在临界点以下, t ă 0, 两相共存, 压缩率发散.

7. 高温级数分析

对于简单立方格子伊辛铁磁模型，分析零外场磁感应强度高温级数，求出 TC 和 γ

的估计值，级数的系数见讲义.

8. 利用标度假定，证明自由能的奇异部分的标度形式为

g(t, h) = ξ´df̂(hξd´β/ν)

密度关联函数的标度形式为

C(p) = ξ2´ηg(pξ)

9. Ising 链的重整化

a: 从 K = 1出发，应用公式（7.13）-(7.15)进行迭代，求得 4阶的 Kj 和 g(Kj �0),
应用所得的结果，求无量纲的每个自旋的自由能 f 的近似值. 你得到的结果应该
与精确值 f = 1.127 ¨ ¨ ¨ 很接近.

b: 证明零场下的递推关系（7.13）可以写成

tanhK 1 = tanh2K

它意味着关联长度的递推关系是

ξ1(K 1, 0) =
1

2
ξ(K, 0)
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10. 一阶累积量近似

应用图 7.16 中的自旋分块方法, 在一阶累积量近似之下, 求出: a, 正方形; b, 三
角形; 和 c, 蜂窝形格子上的二维 Ising 模型的临界指数. 同样可以得到这些系统
的临界温度, 从精确解得到的临界温度分别是 Kc,sq « 0.441, Kc,triang « 0.275,
Kc,hom « 0.658.

图 12.8.5: 习题 7.2 中的分块方式

11. 二阶累积量近似

应用 (7.68) 式下面的截断方法, 在二阶累积量近似下, 得到三角形格子上的 Ising
模型的递推关系 (7.69).

12. 证明, 如果只作标度变换, sp = λbsbp, p Ñ bp, 当 λb = b1+
d
2 , d ą 3 时, u2n, n ą 3

是无关参数, 这里 u2n 是哈密顿中下述项的系数.

ż

s1s2 ¨ ¨ ¨ s2nδ(1 + 2 + ¨ ¨ ¨ 2n)

13. 各向异性的 Heisenberg 模型的 ϵ 展开

将 7.7 节中的方法应用到具有如下 Landau-Ginzburg-Wilson 哈密顿量的各向异
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性 n-矢量模型

H = ´
1

2

ÿ

q

n´1
ÿ

α=1

(
rs + q2

)
Sα

q S
α
´qα ´

1

2

ÿ

q

(
rn + q2

)
Sn

q S
n
´q

+
V1

N

ÿ

tqju

ÿ

α,βăn´1

Sα
q1
Sα

q2
Sβ

q3
Sβ

´q1´q2´q3

+
2V2

N

ÿ

tqju

ÿ

αăn

Sα
q1
Sα

q2
Sn

q3
Sn

´q1´q2´q3

+
V3

N

ÿ

tqju

Sn
q1
Sn

q2
Sn

q3
Sn

´q1´q2´q3
.

(7.168)

显然, rs = rn, V1 = V2 = V3 对应于各向同性的 n-矢量模型. 　 Ising 模型对应于
rs = 8, 　 V1 = V2 = 0 及 m = (n´ 1)-矢量模型对应于 rn = 8, V2 = V3 = 0.

(a), 证明保留到 ϵ 的一阶后的递推关系为:

r1
s = l2

[
rs ´

4(n+ 1)cδ

1 + rs
V1 ´

4cδ

1 + rn
V2

]
r1
n = l2

[
rn ´

4(n´ 1)cδ

1 + rs
V2 ´

12cδ

1 + rn
V3

]
V 1
1 = lϵ

[
V1 +

4(n+ 7)cδ

(1 + rs)
2 V 2

1 +
4cδ

(1 + rn)
2V

2
2

]

V 1
2 = lϵ

[
V2 +

16cδ

(1 + rs) (1 + rn)
V 2
2

+
4(n+ 1)cδ

(1 + rs)
2 V1V2 +

12cδ

(1 + rn)
2V2V3

]

V 1
3 = lϵ

[
V3 +

36cδ

(1 + rn)
2V

2
3 +

4(n´ 1)cδ

(1 + rs)
2 V 2

2

]

(7.169)

其中 l = 1 + δ，在对关联函数的外壳层积分时应用了近似 (7.163) 和 (7.166).

b), 　证明对 Heisenberg，XY 和 Ising 模型, 　可以重新得到线性化的递推关系
(7.147) 和 (7.151).

(c),　考虑各向同性的 n-矢量不动点处的一般线性化递推关系.　特别是在保留到
ϵ的一阶时,　证明对于 j = 3, 4, 5,矩阵M［类似于 (7.151)］具有Mj1 =Mj2 = 0.
因此有两个如下形式的右本征矢 

a

b

0

0

0
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证明对应的指数为

y1 = 2 ´
n+ 2

n+ 8
ϵ, y2 = 2 ´

2

n+ 8
ϵ

对很小的各向异性,

a =
rn ´ rs
rs

我们可以将临界点处的零场自由能的奇异部分表达成如下的标度形式

gs(t, a, 0) = l´dgs (tl
y1 , aly2 , 0) = |t|d/y1ψ

(
a/|t|ϕ

)
其中

ϕ =
y2
y1

= 1 +
n

2(n+ 8)
ϵ

被称为“渡越”指数. 注意此时稳定的不动点是 Ising 不动点, 而不是各向同性不
动点.

(d), 研究 a = 10´3 的各向异性的 Heisenberg 模型. 给出能够测量出渐近的 Ising
临界指数的稳定范围.

(e), 在 Ising 和 XY 不动点, 重做 (c) 部分 (就是, n = 3) 的分析, 证明指数 y2 是

负的 (即, 两个不动点都是稳定的).

12.9 第十一章习题解答

1. 求解郎之万方程, 计算布朗粒子在长时间下位移平方的平均值. （可以对三维情形
求解, 或者对一维情形求解）.

解： 朗之万方程

m
d2r

dt2 = ´α
dr
dt +X(t)

右边的第一项为阻尼力, α = 6πηa, 其中 η 为液体的粘滞系数, a 为布朗粒子的半
径. X(t) 是布朗粒子所受的随机力.

朗之万方程可以写成速度的方程

m
du
dt + αu = X(t)

速度 u 可以解出

u(t) = u(0)e´
t
τ +

1

m
e´

t
τ

ż t

0

e
t1

τ X(t1)dt1
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式中 τ = m
α
. 在朗之万方法中, 我们设想很多个相同宏观条件下的布朗粒子, 并计

算系综平均值, 由于
xX(t)y = 0

所以

xu(t)y = 0

而

@

u(t)2
D

=
@

u(0)2
D

e´2
t
τ + 2e´

t
τ
1

m
e´

t
τ

ż t

0

e
t1

τ xu(0)X(t1)ydt1

+
1

m2
e´2

t
τ

ż t

0

dt1
ż t

0

dt2e
t1+t2

τ xX(t1)X(t2)y

注意到 xu(0)X(t)y = xu(0)y xX(t)y = 0, 在长时间 t " τ 时, 第一项为 0, 上式成
为

@

u(t)2
D

=
1

m2
e´2

t
τ

ż t

0

dt1
ż t

0

dt2e
t1+t2

τ xX(t1)X(t2)y

为了进一步计算, 必须知道 xX(t1)X(t2)y, 这是两个不同时刻的随机力的相关平
均, 如果随机力没有时间关联, 那么, 当 t1 ‰ t2 时, 这个平均值为 0, 实际情况下,
随机力的关联时间是分子运动的时间尺度, 非常短, 远小于 τ , 所以在观察时间的
尺度上, 可以看成是瞬时关联的, 从而可以写成

xX(t1)X(t2)y = Cδ(t1 ´ t2)

这里 C 是一个常量. 把上述结果代入, 得到

@

u(t)2
D

=
1

m2
e´2

t
τ

ż t

0

dt1
ż t

0

dt2e
t1+t2

τ Cδ(t1 ´ t2)

对 t2 积分, 得到

@

u(t)2
D

=
C

m2
e´2

t
τ

ż t

0

dt1e2
t1
τ =

C

m2

τ

2

(
1 ´ e´2

t
τ

)
当时间足够大时, 上式收敛到

@

u2
D

=
Cτ

2m2

按照能量均分定律, 1
2
m xu2y = 3

2
kT , 于是

3kT

m
=

C

2mα

C = 6αkT

从而
@

u(t)2
D

=
3kT

m

(
1 ´ e´2

t
τ

)
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速度对时间的积分给出位移

r(t) =

ż t

0

dtu(t)

代入 u(t) 的表达式, 经过计算, 得到

r(t) = τu(0)(1 ´ e´
t
τ ) +

τ

m

ż t

0

dt1(1 ´ e
t1´t
τ )X(t1)

xr(t)y = 0

@

r(t)2
D

=τ2
@

u(0)2
D

(1 ´ e´
t
τ )2

+

ż t

0

dt1
ż t

0

dt2 τ
2

m2
(1 ´ e

t1´t
τ )(1 ´ e

t2´t
τ ) xX(t1)X(t2)y

=τ2
3kT

m
(1 ´ e´

t
τ )2 +

ż t

0

dt1
ż t

0

dt2 τ
2

m2
(1 ´ e

t1´t
τ )26αkTδ(t1 ´ t2)

=τ2
3kT

m
(1 ´ e´

t
τ )2 +

τ 2

m2
6αkT (t´

3

2
τ + 2τe´

t
τ ´

1

2
τe´2

t
τ )

=
6KBT

α
(t´ τ(1 ´ e´

t
τ ))

当 t ! τ 时,
@

r(t)2
D

=
3kT

m
t2 =

@

u(0)2
D

t2

当 t " τ 时,
@

r(t)2
D

=
6KBT

α
t = 6Dt

这里

D =
kT

α

是扩散系数.

2. 设想由半径为 a 的硬球分子构成气体, 试通过简单的物理论证, 得到平均自由程应
为

l =
1

nσ

这里, n是气体分子的数密度, σ = πa2 为分子的截面积.（较为精确的计算结果与
上式差一个数量级为 1 的系数）. 利用这个平均自由程, 以及平均分子速度大约为

xvy =

c

kT

m

给出扩散系数, 热导率和粘滞系数的以温度和 σ 表示的结果. 注意粘滞系数与密
度无关, 这是有点出乎意料的结果. 这个结论的实验证实曾经是存在分子的一个有
力的支持.
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解： 平均自由程 l 与气体的密度和截面有关, 且应成为负相关关系, 即密度高对
应于小的 l, 截面大也对应于小的 l, 密度的量纲是长度的负三次方, 截面为长度平
方, 量纲正确的组合就是、

l =
1

nσ

仔细的计算结果与此相同, 只是有一个数值因子.

扩散系数

D =
1

3
xvy l =

1

3

c

kT

m

1

nσ

热传导系数

κ =
1

3
n xvy lc =

1

3

c

kT

m

1

σ
c

这个结果与密度无关！

粘滞系数

η =
1

3
n xvyml =

1

3

?
mkT

σ

与密度无关！初看起来, 这个结果是奇怪的, 直观的看, 粘滞系数似乎应该随密度
增加, 而与密度无关的结果就成为检验模型的一个判据, 实验表明, 在一个相当大
的密度范围内, 气体的粘滞系数与密度关系非常微弱, 这就成为实际上存在原子的
一个间接证据.
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