
Contents

0 绪绪绪论论论 7

1 计计计算算算机机机数数数和和和误误误差差差 11

圱圮圱 计算机数及其表示 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圱

圱圮圲 舍入误差对计算的影响 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圲

圱圮圳 减法的计算 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圳

2 物物物理理理学学学中中中的的的常常常用用用数数数值值值方方方法法法 15

圲圮圱 数值积分方法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圵

圲圮圱圮圱 梯形法和辛普生方法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圵

圲圮圱圮圲 反常积分的计算 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圷

圲圮圱圮圳 高斯积分方法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圹

圲圮圱圮圴 哥西主值的计算 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圲圲

圲圮圱圮圵 急速振荡函数的积分 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圲圴

圲圮圱圮圶 高维积分的计算 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圲圶

圲圮圱圮圷 固体热容量的计算 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圲圶

圲圮圲 方程的求根和最优化方法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圲圷

圲圮圲圮圱 二分法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圲圷

圲圮圲圮圲 牛顿法和割线法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圲圸

圲圮圲圮圳 一维最优化圬 黄金分割法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圲圹

圲圮圲圮圴 高维最优化圬 共扼梯度方法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圳圱

圲圮圲圮圵 约束最优化 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圳圵

圲圮圲圮圶 最小二乘法及曲线拟合 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圳圶

圲圮圳 函数的求值 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圳圸

圲圮圳圮圱 多项式的求值和级数求和 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圳圸

圲圮圳圮圲 连分式的求值 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圴地

圲圮圴 常微分方程的数值解法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圴圱

圱



圲 坃坏坎坔坅坎坔坓

圲圮圴圮圱 坅坵坬坥坲方法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圴圱

圲圮圴圮圲 龙格坼库塔方法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圴圲

圲圮圴圮圳 两点边值问题 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圴圶

圲圮圵 插值和逼近 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圵地

圲圮圵圮圱 多项式插值 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圵地

圲圮圵圮圲 分式有理函数插值和外推 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圵圱

圲圮圵圮圳 三次样条插值 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圵圲

圲圮圵圮圴 列表函数的积分 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圵圴

圲圮圵圮圵 坐坡坤圓坥插值与外推 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圵圴

圲圮圵圮圶 发散级数的坃坥坳圓坡坲坯求和及其推广 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圵圸

圲圮圵圮圷 坂坯坲坥坬求和 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圶地

圲圮圵圮圸 坂圓坥坺坩坥坲逼近 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圶圱

圲圮圵圮圹 多元函数的插值及逼近 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圶圳

圲圮圶 快速付里叶变换 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圶圵

圲圮圶圮圱 付里叶变换 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圶圵

圲圮圶圮圲 离散付里叶变换 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圶圸

圲圮圶圮圳 快速付里叶变换 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圷圱

圲圮圷 附录场 特殊函数的计算 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圷圴

圲圮圷圮圱 误差函数的计算 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圷圶

圲圮圷圮圲 指数积分的计算 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圷圷

圲圮圷圮圳 整数阶贝塞尔函数及虚宗量贝塞尔函数的计算 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圷圸

圲圮圷圮圴 球谐函数的计算 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圸圷

圲圮圷圮圵 椭圆积分的计算 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圸圹

圲圮圸 附录场 高斯积分的节点和权重 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圹圱

3 数数数值值值线线线性性性代代代数数数 97

圳圮圱 主元消去法解线性代数方程组 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圹圷

圳圮圲 坌坕分解法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圹圸

圳圮圳 三对角方程组的求解 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱地圱

圳圮圴 实对称矩阵的本征值和本征向量 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱地圱

圳圮圴圮圱 坈坯坵坳坥坨坯坬坤坥坲 方法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱地圲

圳圮圴圮圲 坑坌 算法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱地圴

圳圮圵 负本征值方法和递推方法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱地圶



坃坏坎坔坅坎坔坓 圳

4 电电电磁磁磁场场场的的的计计计算算算 109

圴圮圱 坍坡坸坷坥坬坬 方程圬 边值问题 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱地圹

圴圮圲 差分和差商 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圱圱

圴圮圳 二维坐坯坳坳坩坯坮 方程的五点差分格式 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圱圲

圴圮圴 差分方程的求解 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圱圵

圴圮圴圮圱 简单迭代法坼坊坡坣坯坢坩 方法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圱圶

圴圮圴圮圲 逐次迭代法坼均坡坵坳坳坻坓坥坩坤坡坬 迭代方法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圱圶

圴圮圴圮圳 逐次超松弛迭代法在坓坵坣坣坥坳坳坩坶坥 坏坶坥坲圭坒坥坬坡坸坡坴坩坯坮圩 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圱圶

圴圮圵 变分方法复习 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圱圸

圴圮圶 有限元方法的理论基础 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圲圱

圴圮圷 用有限元方法求解二维坌坡坰坬坡坣坥 方程 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圲圳

5 Monte Carlo方方方法法法 129

圵圮圱 随机变量及其分布 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圲圹

圵圮圲 赝随机数的产生 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圳圱

圵圮圳 用坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯 方法计算积分 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圳圳

圵圮圴 自相似性与分形 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圳圶

圵圮圵 扩散限制粘结的计算机模拟 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圳圹

圵圮圶 高分子的模拟和无规行走 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圳圹

6 逾逾逾渗渗渗和和和统统统计计计物物物理理理问问问题题题 143

圶圮圱 逾渗简介 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圴圳

圶圮圲 逾渗的计算机模拟和分析 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圴圶

圶圮圳 正则系综和统计模型 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圴圷

圶圮圳圮圱 坉坳坩坮坧 模型 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圴圸

圶圮圳圮圲 坌坥坮坡坲坤圭坊坯坮坥坳 模型 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圴圹

圶圮圴 统计物理的坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯模拟圬 坍坥坴坲坯坰坬坩坳方法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圴圹

圶圮圵 坉坳坩坮坧 模型的坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯 模拟 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圵圲

圶圮圶 经典统计物理复习 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圵圳

圶圮圶圮圱 坔坨坥 坭坩坣坲坯 坣坡坮坯坮坩坣坡坬 坥坮坳坥坭坢坬坥在坎坖坅圩 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圵圴

圶圮圶圮圲 坔坨坥 坣坡坮坯坮坩坣坡坬 坥坮坳坥坭坢坬坥在坎坖坔圩 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圵圴

圶圮圶圮圳 坔坨坥 坎坐坔 坥坮坳坥坭坢坬坥在坎坐坔圩 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圵圵

圶圮圶圮圴 坔坨坥 坧坲坡坮坤 坣坡坮坯坮坩坣坡坬 坥坮坳坥坭坢坬坥在 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圵圵

圶圮圶圮圵 坔坨坥坲坭坯坤坹坮坡坭坩坣坡坬 坲坥坬坡坴坩坯坮坳 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圵圶

圶圮圶圮圶 坃坯坲坲坥坬坡坴坩坯坮 坦坵坮坣坴坩坯坮坳 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圵圶

圶圮圶圮圷 坔坩坭坥 坣坯坲坲坥坬坡坴坩坯坮 坦坵坮坣坴坩坯坮 坡坮坤 坴坲坡坮坳坰坯坲坴 坣坯坥圎坣坩坥坮坴坳 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圵圸



圴 坃坏坎坔坅坎坔坓

圶圮圷 液体模型的坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯模拟 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圵圹

圶圮圷圮圱 坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯 坓坩坭坵坬坡坴坩坯坮 坯坦 坔坨坥 坌坥坮坡坲坤 圭坊坯坮坥坳 坍坯坤坥坬 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圶地

圶圮圷圮圲 自由能计算 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圶圲

圶圮圷圮圳 王圭坌坡坮坤坡坵 方法及其它 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圶圴

圶圮圸 分子动力学方法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圶圵

圶圮圸圮圱 均坥坮坥坲坡坬 坰坲坯坣坥坤坵坲坥 坯坦 坍坄 在坎坖坅 坥坮坳坥坭坢坬坥圩 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圶圵

圶圮圸圮圲 坓坩坭坵坬坡坴坩坯坮 坯坦 坌坥坮坮坡坲坤圭坊坯坮坥坳 坬坩坱坵坩坤坳 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圶圹

圶圮圸圮圳 坓坩坭坵坬坡坴坩坯坮 坯坦 坈坡坲坤圭坳坰坨坥坲坥 坳坹坳坴坥坭坳 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圷地

圶圮圹 坓坩坭坵坬坡坴坩坯坮 坯坦 坌坡坮坧坥坶坩坮 坤坹坮坡坭坩坣坳 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圷圱

圶圮圱地 坌坯坮坧 坲坡坮坧坥 坦坯坲坣坥 坡坮坤 坅坷坡坬坤 坳坵坭坭坡坴坩坯坮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圷圲

7 原原原子子子结结结构构构的的的计计计算算算 173

圷圮圱 原子结构问题 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圷圳

圷圮圲 变分法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圷圴

圷圮圳 坖坩坲坩坡坬 定理和坈坥坬坬坭坡坮坮圭坆坥坹坮坭坡坮 定理 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圷圶

圷圮圴 轨道近似和坈坡坲坴坲坥坥坻坆坯坣坫 方程 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圷圹

圷圮圵 统计近似和Xα 方程 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圸圱

圷圮圶 径向方程的求解方法 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圸圴

圷圮圷 计算程序 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圱圸圸

圷圮圸 坓坴坵坲坭圭坌坩坯坵坶坩坬坬坥 问题 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圲圱地



Chapter 0

绪绪绪论论论

不论是理论物理圬 还是实验物理都离不开数值计算圬 例如圬 量子力学中简谐振子的波函数

可以用厄米多项式来表示圬 但为了得到波函数的数值圬 仍然需要作数值计算圻 实验上测量

到的数据要进行数据处理圬 也涉及到数据拟合圬 分析并计算误差等一系列数值计算圮

大家在过去的学习中已经知道圬 牛顿力学方程只有二体问题是可解的在自由粒子或小

振动等特殊问题除外圩圬 三体以上的问题曾折磨了全世界的许多优秀的数学家和理论物

理学家圬 但最终也未得到解析解圻 麦克斯韦方程组只有在一些非常特殊的条件下才能求

得解析解圻 量子力学的薛定格方程圬 除了氢原子和简谐振子外圬 还没有一个真实的物理问

题可以找到解析解圻 统计物理告诉我们圬 只要求得了系统的配分函数圬 则一切物理量都可

通过求微分得到圬 然而圬 除了可数的几个二维模型外圬 没有一个实际的物理系统的配分函

数被求出来过圮 一些大规模的物理实验圬 耗资在数亿美元圬 如果没有充分的论证就去做的

话圬 其浪费是十分巨大的圮对于这样一类问题，大规模的数值计算往往可以发挥重要作

用圮

大规模数值计算也提供了理论物理和实验物理之间的桥梁圮 几乎所有的实际物理问

题都无法得到精确解圬发展各种理论模型和近似方法就成为理论物理学的重要方面圮 理

论模型的正确性最终需要经受实践的检验圬但对于一个确定的物理模型圬 其对应的实验体

系往往很难获得圬为了检验针对一个确定模型的近似方法圬最好能够得到这个模型的精确

解圬而数值模拟方法正好能够提供这样的结果圮

大量的实验体系往往包含多种因素圬这些因素有些可以排除圬而有些非常难以排除圮如

果一个理论的出发点包含了所有的实验因素圬则这样的理论几乎肯定得不到解析结果圮 但

是圬 数值模拟方法一般总能够把各种因素包含进去圬从而能够更好的模拟实验环境圮

需要指出的是圬 长期以来圬 我们总有一些误解圬 一讲到计算圬似乎就需要超级计算机圮

事实上圬现在使用的笔记本计算机圬各种微型计算机的计算能力往往比圱地年前的超级计算

机的计算能力更强圮 用一台目前似乎已经被人看不起的坉坂坍圭坐坃圯坘坔微机在坉坂坍圭坐坃 是基

于坩坮坴坥坬芯片的第一代个人计算机圬 大约圱圹圸地年推出圬 其坃坐坕是坩坮坴坥坬圭圸地圸圶芯片圬 有圶圴坫内存圬

圵



圶 坃坈坁坐坔坅坒 地圮 绪绪绪论

两个圵吋软驱圬机器带有坍坓圭坄坏坓 圱圮地和坃坐圯坍 两个操作系统，坉坂坍圭坐坃圯坘坔是坉坂坍圭坐坃的

扩展，增加了一个圱地坍的硬盘，并且把内存增加到圲圵圶坋圩圬 就可以很容易地解决三体问

题圬 四体问题圬 圮 圮 圮 圮 所有元素周期表上的原子的能级和波函数也可以相当精确地计算出

来圮 如果你拥有一台目前市场上一般配置的微机圬 你就可以模拟一些二维和三维模型系

统的配分函数圬 如坌坥坮坡坲坤圭坊坯坮坥坳流体圬 三维坉坳坩坮坧模型等圬 可以计算元素固体和简单化合物

晶体的电子结构圬 声子谱等圮 进一步圬 你如果拥有或能够使用到大型计算机圬 或利用微机

构成计算集群，你就可以作真实流体的流体力学计算圬 可以计算复杂边界条件下的三维

电磁场圬 可以计算三维真实系统的配分函数圬 圮 圮 圮 圮 同样你也能够在大型物理实验开始前

作很多模拟圬 对实验的各种情况有一个清楚的概念圮

本课程的目的在于对物理中的数值计算进行一些入门介绍圬 使大家在学完本课程后圬

在组织一些较大规模的计算时心中有数圬 少走弯路圮 课程分两部分圬 一部分是基本算法圬

主要介绍计算机数的特点圬 舍入误差圬 计算稳定性等基本概念和一些常用的数值计算方

法圻 第二部分则结合物理问题圬 讲一圬 二个专题圬 使大家学到一些组织较大规模计算的步

骤和技巧圮 学习本课程要求学过四大力学在经典力学圬 电动力学圬 热力学和统计物理学及

量子力学圩和数学物理方法圬 掌握至少一门计算机高级语言在如坃圬 坐坁坓坃坁坌圬 坆坏坒坔坒坁坎圬

坊坡坶坡 等圩圮 计算是一门实践性很强的课程圬 上机实习是本课程的一个有机组成部分圮

关于本讲义的一点说明场

这是笔者在圱圹圹圳年为开设〈〈计算物理〉〉课程准备的讲义圮 圱圹圹圲年圬上海交通大学应用物理

系代理系主任张仲渊教授找到我，告诉我决定在本科生高年级开设〈〈计算物理〉〉课程圬 并

安排由笔者开课圮 在接到这一任务后圬 笔者翻阅了当时国内出版的几本〈〈计算物理〉〉教材圬

发现都过于专门圬 不适于做为本科高年级的教材圬 而更适合于某一专业的研究生教材圮 为

此圬 我只好试图自己写一本讲义圬 以应急需圮 基本算法部分主要参考了块圮 坈圮 坐坲坥坳坳圬 坓圮

坁圮 坔坥坵坫坯坬坳坫坹圬 块圮 坔圮 坖坥坴坴坥坲坬坩坮坧 坡坮坤 坂圮 坐圮 坆坬坡坮坮坥坲坹 所著坎坵坭坥坲坩坣坡坬 坒坥坣坩坰坥坳圬 坔坨坥 坁坲坴 坯坦

坓坣坩坥坮坴坩圌坣 坃坯坭坰坵坴坩坮坧 一书，当时，这本书出版时间还不算太长，但已经成为大多数经

常从事数值计算的物理学工作者的手头必备书，我自己当时也买了一本，书价是我的

两个月的工资。这本书一方面讲解算法，另一方面对每一个算法给出了透明，简洁的

源程序。尽管这些程序的效率，安全性方面比一些成熟的软件包要差，但由于其简洁

清楚，特别适合于修改后放到自己的程序中去。讲义的内容曾在上海交通大学应用物

理系讲授多次圬 各个年级的同学积极参与了本课程的学习并对课程的讲法提出了很多非

常宝贵的意见和建议圬 这些建议在讲义的成文中对笔者有很大帮助圬 在此表示感谢圮

圲地地地年后圬物理系决定把计算物理课程改为双语课程圬这本讲义就算完成了其历史使



圷

命圮 在教学过程中圬我也发现这一讲义对一些问题的讲解过于简洁圬 而内容的深度也不太

适合本科生的学习圮这一段时间圬国际上出现了几本比较合适的教材圬所以圬当时认为这一

讲义不需要继续修订圬也就放在一边了圮

随后圬研究生的课程做了一些改革圬 增加了圳圶学时的数值计算圬任课老师感觉这个讲义

的内容作为研究生数值计算的课程比较合适圬 遂采用这本讲义的电子版教学圮

圲地圱圳年圱地月，致远学院的叶曦副院长和负责物理班教学的郑杭教授找我，希望我为

致远学院的同学开设一门物理中数值计算的课程。注意到致远学院已经有至少两门相

关课程，这门课程应该更多强调物理方面。为了这个课程，利用寒假圬 我修订了讲义圬

主要是对原来的一些表述做了修改和补充，同时尽可能强调物理方面的内容圮

鉴于目前已经存在大量优秀的数学软件圬 如坍坡坴坬坡坢圬 坍坡坰坬坥等圮 大量的小规模的计算往

往可以通过这些软件方便进行，因此，此次修订时时也适当提到这方面的内容。

讲义中提到的一些程序将放在课程主页上圬 这些程序中，有些来自前面提到

的坎坵坭坥坲坩坣坡坬 坒坥坣坩坰坥坳，有些是我曾经多次使用过的圬 也有些是专为此讲义而准备的圬 由

于时间关系圬 没有经过仔细调试和考验圬 因此在用于实际问题时圬 一定要经过仔细试算圬

以免造成不必要的损失圬 同时圬 我也愿在此声明圬 笔者对因使用此讲义中的程序而导致

的任何直接的和间接的损失将不负担任何责任圮 所有程序都以坆坏坒坔坒坁坎 圷圷 写出圬 鉴

于坃 语言在实际工作中使用的越来越广泛圬 同时也是很多同学喜欢的语言圬 部分程序已

经翻译为坃 语言圮 由于程序是用坆坏坒坔坒坁坎 写的圬 翻译中自然留有坆坏坒坔坒坁坎的痕迹圮

在上次讲义完成到这次修订之间，面向对象的程序设计逐步走向主流，其代表性语言

是坣圫圫和坊坡坶坡，建议有志于从事计算物理的同学注意这一点圮
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Chapter 1

计计计算算算机机机数数数和和和误误误差差差

在这一章中圬 我们将给出电子数字计算机中数的表示圬 计算规则圬 舍入误差及算法稳定性

等概念圬 在处理上圬 并不追求数学上的严密圬 而是用一些启发式的推导和例子来说明主要

概念圬 需要进一步钻研的同学圬 可以参看有关计算数学的书籍圮

1.1 计计计算算算机机机数数数及及及其其其表表表示示示

我们在初中的数学上就已经知道圬 数有整数圬 实数和复数圬 整数可以取地圬 ±圱圬 ±圲圬 . . .圬 ±n圬
. . .圬 ±∞圬 实数则是整个数轴上的连续统圮 数学分析就是建立在实数系上的圮 实数的运算

满足加法和乘法的交换律圬 接合律等一般的运算律圮 而计算机所能表达的数的全体圬 则是

一个离散的圬 有限的集合圮 通常计算机整数的取值范围为−N 到N − 圱圬 N 的数值随计算

机不同而异圬 如坉坂坍圭坐坃机的N 圽 圳圲圷圶圸圮 实数也有一个取值范围圬 在坉坂坍圭坐坃 上圬 实数的

绝对值最大约为圱地38圬 最小约为圱地−38圬 大于最大值的数将造成上溢圬 小于最小值的数将造

成下溢圮在在很多计算机系统中圬 下溢作为地 来处理圩圮 计算机实数在其范围内的分布是非

常不均匀的圬 在靠近地 的地方较密圬 离开地 越远越稀疏圮 计算机实数一般不满足实数的运

算律圮

计算机中的实数通常用规格化的二进制浮点数来表示圬 例如圱圱.地地圱圬 地.地圱圱地地圱

和地.圱圱地地圱 分别表示为地.圱圱地地圱 · 圲2圬 地.圱圱地地圱 · 圲−1 和地.圱圱地地圱 · 圲0圮 由于计算机只有有限

的字长圬 所以只能表示有限个实数圬 例如圬 对于一个字长为五的计算机圬 将无法区

分地.圱圱地地圱圬 地.圱圱地地圱地圱地圱圮 既然计算机的实数是一个有限的集合圬 那么初始数据和中间结

果都有可能不在这个集合中圬 于是必须用计算机实数去近似表示相应的实数圬 从而引进

舍入误差圮 如果按照四舍五入的原则去近似表示圬 则由计算机表示一个实数时引进的舍

入误差不大于最后一位数的一半圬 但很多计算机采用了只舍不入的方法圬 则由计算机数

表示一个实数时引进的舍入误差最大可为最后一个二进制位圮

圹
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1.2 舍舍舍入入入误误误差差差对对对计计计算算算的的的影影影响响响

在数值计算过程中圬 一般每一步都有舍入误差圬 舍入误差的积累有可能使整个计算失败圮

例如圬 考虑下述问题圬 计算积分

En 圽

∫ 1

0

xnex−1dx, n 圽 圱, 圲, . . . , 圲地.

利用分部积分法得到 ∫ 1

0

xnex−1dx 圽 xnex−1|10 − n
∫ 1

0

xn−1ex−1dx,

或

En 圽 圱− nEn−1

容易算出E1 圽 圱/e圮 利用上述递推公式圬 在坉坂坍圭坐坃微机上用双精度计算结果如下场

E1 圽 地.圳圶圷圸圷圹圴圴圱圱圷圱圴圴 E2 圽 地.圲圶圴圲圴圱圱圱圷圶圵圷圱圲

E3 圽 地.圲地圷圲圷圶圶圴圷地圲圸圶圵 E4 圽 地.圱圷地圸圹圳圴圱圱圸圸圵圳圸

E5 圽 地.圱圴圵圵圳圲圹圴地圵圷圳地圸 E6 圽 地.圱圲圶圸地圲圳圵圶圵圶圱圵圲

E7 圽 地.圱圱圲圳圸圳圵地圴地圶圹圳圶 E8 圽 地.圱地地圹圳圱圹圶圷圴圴圵地圹

E9 圽 地.地圹圱圶圱圲圲圹圲圹圹圴圱圷圱 E10 圽 地.地圸圳圸圷圷地圷地地圵圸圲圹圳

E11 圽 地.地圷圷圳圵圲圲圲圹圳圵圸圷圸地 E12 圽 地.地圷圱圷圷圳圲圴圷圶圹圴圶圳圷

E13 圽 地.地圶圶圹圴圷圷圷圹圹圶圹圷圲圳 E14 圽 地.地圶圲圷圳圱地圸地圴圲圳圸圷圳

E15 圽 地.地圵圹地圳圳圷圹圳圶圴圱圹地圲 E16 圽 地.地圵圵圴圵圹圳地圱圷圲圹圵圷地

E17 圽 地.地圵圷圱圹圱圸圷地圵圹圷圳地圸 E18 圽 −.地圲圹圴圵圳圶圷地圷圵圱圵圳圶

E19 圽 圱.圵圵圹圶圱圹圷圴圴圲圷圹圲 E20 圽 圳地.圱圹圲圳圹圴圸圸圵圵圸圴

被积函数在积分区间坛地, 圱坝 的内部总是正的圬 因此积分值不可能为负圬 更进一步圬 由于

En 圽

∫ 1

0

xnex−1dx ≤
∫ 1

0

xndx 圽
圱

n圫 圱

所以圬 必有E20 ≤ 圱/圲圱圮 显然圬 上述计算结果是不正确的圬 而问题就出在舍入误差上面圮 我

们对此作一个简单的分析圮 双精度数可表示圱圴位圱地进制数圬 所以E1 的误差约为ε 圽 圱地−15

在也可能大于此数圬 这里仅作一数量级的估计圩圮 在递推过程中圬 这个误差将被传播圬 放大圬

最后导致计算结果的错误圮 误差的传播规律为

E2 圽 圱− 圲在E1 圫 ε圩 圽 圱− 圲E1 − 圲ε

E3 圽 圱− 圳在圱− 圲E1 − 圲ε圩 圽 圱− 圳在圱− 圲E1圩 圫 圳圡ε

· · ·
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计算到E15 时的误差为圱圵圡ε ≈ 圱地−3圬 而计算到E18 时的误差已为圱圸圡ε ≈ 圶.地圬 已经远大

于E18 的上限圱/圱圹圮

现在我们考虑把递推关系改写成

En−1 圽
圱− En
n

, n 圽 · · · , 圴, 圳, 圲.

利用关系

En ≤
圱

n圫 圱

取E30 圽 地.地 开始计算圬 此时误差为ε ≤ 圱/圳圱 ≈ 地.地圳圲圬 作一次递推后得到E29圬 其误差减小

到
圱

圳地

圱

圳圱
≈ 地.地地圱圱

在计算E20 时圬 误差已减小到
圲地圡

圳圱圡
≈ 圳× 圱地−16

准确到圱圴位有效数字圬 初始误差的影响已完全消除了圮 而每一步的舍入误差，都在其后

的迭代中减小和消除。下表是计算结果圮

E30 圽 地.地 E29 圽 地.圳圳圳圳圳圳圳圳圳圳圳圳圳圳

E28 圽 地.地圳圳圳圳圳圳圳圳圳圳圳圳圳圳 E27 圽 地.地圳圴圵圲圳圸地圹圵圲圳圸圱地

E26 圽 地.地圳圵圷圵圸圳圷圷圴圲圵地圴圴 E25 圽 地.地圳圷地圸圶圲圱圶圲圵圲圸圸圳

E24 圽 地.地圳圸圵圱圶圵圵圱圳圴圹圸圸圵 E23 圽 地.地圴地地圶圱圸圱地圳圶地圴圲圱

E22 圽 地.地圴圱圷圳圶圴圴圳地圲圷圸地圸 E21 圽 地.地圴圳圵圵圷圴圳圴圴地圷圸圲圷

E20 圽 地.地圴圵圵圴圴圸圸圴地圷圵圸圱圸 E19 圽 地.地圴圷圷圲圲圷圵圵圷圹圶圲地圹

E18 圽 地.地圵地圱圱圹圸圵圴圹圵圸地圹圴 E17 圽 地.地圵圲圷圷圱圱圱圹圱圶圸圹圹圵

E16 圽 地.地圵圵圷圱圹圳圴圵圹圳圱圲圳圶 E15 圽 地.地圵圹地圱圷圵圴地圸圷圹圲圹圸

E14 圽 地.地圶圲圷圳圲圱圶圳圹圴圱圳圸地 E13 圽 地.地圶圶圹圴圷圷地圲圵圷圵圶圱圶

E12 圽 地.地圷圱圷圷圳圲圵圳圶圴圸地圳地 E11 圽 地.地圷圷圳圵圲圲圲圸圸圶圲圶圶圴

E10 圽 地.地圸圳圸圷圷地圷地圱地圳圳圹圴 E9 圽 地.地圹圱圶圱圲圲圹圲圹圸圹圶圶圱

E8 圽 地.圱地地圹圳圱圹圶圷圴圴圵圵圹 E7 圽 地.圱圱圲圳圸圳圵地圴地圶圹圳地

E6 圽 地.圱圲圶圸地圲圳圵圶圵圶圱圵圳 E5 圽 地.圱圴圵圵圳圲圹圴地圵圷圳地圸

E4 圽 地.圱圷地圸圹圳圴圱圱圸圸圵圳圸 E3 圽 地.圲地圷圲圷圶圶圴圷地圲圸圶圵

E2 圽 地.圲圶圴圲圴圱圱圱圷圶圵圷圱圲 E1 圽 地.圳圶圷圸圷圹圴圴圱圱圷圱圴圴

由上例可以看出舍入误差对计算的影响圬 如果我们在计算中不去分析算法圬 即使编出了

正确的程序圬 也可能得出错误的圬 有时甚至是荒谬的结果圮

1.3 减减减法法法的的的计计计算算算

也许圬 大家认为减法是一种非常简单的计算圬 但是在用计算机做减法时圬 如不小心圬 就很
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容易出错圬 问题就出在舍入误差上面圮 我们考虑下面的例子场 对于大的x圬 计算

√
x圫 圱−

√
x 在圱圮圳圮圱圩

取x 圽 圱圶圲圸圳圵.地圬 在一个具有圶位十进制有效数字的计算机上圬 计算结果为地.地地圱圬 而准确

到圶位十进制有效数字的精确结果为地.圱圲圳圹地圷× 圱地−2圬 计算中损失了圵位有效数字圮 对于更

大的x圬 则可能根本得不到正确的结果圮 但是圬 如果把计算公式改为

在
√
x圫 圱−

√
x圩

√
x圫 圱 圫

√
x√

x圫 圱 圫
√
x
圽

圱√
x圫 圱 圫

√
x

在圱圮圳圮圲圩

就可以得到较好的结果圮 又如对于大的N 圬 计算∫ N+1

N

dx

圱 圫 x2
圽 坡坲坣坴坡坮在N 圫 圱圩− 坡坲坣坴坡坮在N圩

时圬 可以使用等价的公式场

坡坲坣坴坡坮在N 圫 圱圩− 坡坲坣坴坡坮在N圩 圽 坡坲坣坴坡坮

(
圱

圱 圫N在N 圫 圱圩

)
同理圬 对于小的ε

坳坩坮 在x圫 ε圩− 坳坩坮在x圩 圽 圲 坣坯坳
(
x圫

ε

圲

)
坳坩坮
( ε
圲

)
上面分析的是一些简单的例子圬 在实际问题的计算中圬 常常会碰到一些十分复杂的问

题圬 即使有经验的计算研究人员也经常在减法计算中犯错误圮

练练练习:

分析下面的表达式, 给出对任何x(只要在所给函数定义域内)都能得出正确结果的计算

公式.

坣坯坳2 x− 坳坩坮2 x

坬坮在x圩− 圱

e2x − ex

√
圱− v2 − 圱

√
圱 圫 x2 − 圱

x2
− x2 坳坩坮在x圩

x− 坴坧在x圩



Chapter 2

物物物理理理学学学中中中的的的常常常用用用数数数值值值方方方法法法

在这一章和随后的几章中圬 我们将介绍几种常用算法圬 这些内容应该在数学课中讨论圬但

目前的数学课程并不包含这些属于计算数学课程的内容圬 所以我们先作一些介绍圮

2.1 数数数值值值积积积分分分方方方法法法

积分分为定积分和不定积分两种圬 我们在这里只讨论定积分圬 不定积分的计算可作为变

上限的定积分来计算圮 考虑定积分

I 圽

∫ b

a

f在x圩dx 在圲圮圱圮圱圩

它代表f在x圩曲线下的面积圮

2.1.1 梯梯梯形形形法法法和和和辛辛辛普普普生生生方方方法法法

在微积分中圬 我们知道积分是由求和的极限定义的圬 这就是第一种计算积分的方法坼梯

形法圮 把区间坛a, b坝分成一些子区间坛a 圽 x0 < x1 < x2 < · · · < xn 圽 b坝圬 则在圲圮圱圮圱圩的积分I可

近似为场

I 圽
圱

圲

n−1∑
i=0

在xi+1 − xi圩在f在xi圩 圫 f在xi+1圩圩 在圲圮圱圮圲圩

在实际计算中圬 常采用等间距分法圬 即xi+1 − xi 圽 h 圽 b−a
n
为一常数圬 上面公式可简化为场

I 圽
h

圲

n−1∑
i=0

在f在xi圩 圫 f在xi+1圩圩

为了节省工作量圬 实际使用的计算公式为场

I 圽 h

n−1∑
i=1

f在xi圩 圫
h

圲
在f在x0圩 圫 f在xn圩圩 在圲圮圱圮圳圩

圱圳
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当子区间越来越小圬 h → 地时，求和的结果将趋于积分值。由于我们事先并不知道积分

的结果，所以我们也就不知道求和结果和积分结果之间的差别。为此，我们需要估计

计算误差，一个直观的估计是比较不同大小的子区间的结果之差。为了在每次子区间

变小时能够用到前次的计算结果，我们可以从n 圽 圱开始计算圬 每次把区间数增加一倍圬

则前一次计算的函数结果仍然有用圬 通过比较连续两次的计算结果之差是否小于给定的

误差限来结束计算圮

梯形方法实际上把每一个子区间上的函数近似为线性函数αx 圫 β圬 然后计算其积分

值圬 再把结果加起来圮在作为一个练习, 请自行证明圩圬 因此圬 我们说梯形方法是具有线性

代数精度的方法圮 下面考虑具有二次代数精度的方法圬 坼辛普生方法圮 先考虑把积分区

间坛a, b坝分为二个子区间圬 分点为在a, a圫 h, a圫 圲h 圽 b圩圬 h 圽 b−a
2
圬 在区间上把被积函数用二

次函数来近似圬 即取f在x圩 ≈ α在x − a圩2 圫 β在x − a圩 圫 γ圬 其中α, β, γ 可利用分点上的函数

值f在a圩, f在a圫 h圩, f在b圩表示为场

α 圽
f在b圩− 圲f在a圫 h圩 圫 f在a圩

圲h2

β 圽
−f在b圩 圫 圴f在a圫 h圩− 圳f在a圩

圲h

γ 圽 f在a圩

简单地计算得到场∫ b

a

在α在x− a圩2 圫 β在x− a圩 圫 γ圩 dx 圽
h

圳
在f在b圩 圫 圴f在a圫 h圩 圫 f在a圩圩 在圲圮圱圮圴圩

这就是著名的辛普生求积公式圮 显然圬 它具有二次代数精度圮

实际计算中圬 把被积区间坛a, b坝先分为N个子区间圬 然后在每个子区间中用辛普生求积

公式计算圬 并把最后结果加起来圮 其计算公式为场

∫ b

a

f在x圩dx ≈ h

圳
在f在a圩 圫 圴f在a圫 h圩 圫 圲f在a圫 圲h圩 圫 圴f在a圫 圳h圩 圫 · · ·圫 f在b圩圩 在圲圮圱圮圵圩

这是一个在实际计算中常用的方法圬 它对于一般的有限区间的积分都能给出较好的正

确结果圮 辛普生方法有各种不同的实现圬 我们在这里给出简单的一种圬 取每个子区间均

相等圬 从二个子区间开始圬 每次子区间数目加倍圬 这样可以在每次计算时使用前次的计

算值圮 这种实现的缺点是在整个积分区间均匀取点圬 对于在部分区间变化剧烈而在其余

地方变化平缓的被积函数计算效率不高圮 这一实现可以充分利用它与梯形法的关系圮 假

定n 圽 圲k圬 用Sk表示用圲k个子区间梯形公式求得的结果圮 则式在圲圮圱圮圵圩可写为场
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∫ b

a

f在x圩dx ≈ 圱

圳
坛圴h在f在a圫 h圩 圫 f在a圫 圲h圩 圫 · · ·圫 f在b− h圩 圫 圱

圲
f在a圩 圫

圱

圲
f在b圩圩

− 圲h在f在a圫 圲h圩 圫 f在a圫 圴h圩 圫 · · ·圫 f在b− 圲h圩 圫
圱

圲
f在a圩 圫

圱

圲
f在b圩圩

圫 h在f在a圩 圫 f在b圩圩− 圲h在f在a圩 圫 f在b圩圩 圫 h在f在a圩 圫 f在b圩圩坝

圽
圱

圳
在圴Sk − Sk−1圩 在圲圮圱圮圶圩

计算定积分还有很多方法圬 如龙贝格方法圬 坎坥坷坴坯坮圭坃坯坴坥坳方法等圬 我们将不在此讨论圬

有兴趣的同学可参看有关计算数学的书籍圮 坑坵坡坤坰坡坣坫（坮坥坴坬坩坢圮坯坲坧）中包含了若干非常

稳定的求积分的程序，建议在实际工作中使用。

在坍坡坴坬坡坢中，梯形法，辛普森均作为标准函数提供，实际应用时，只要写一个

被积函数的坭程序，调用积分程序即可。常用的几个求积分的函数是坱坵坡坤圬 坱坵坡坤坬圬

坱坵坡坤坧坫等。其中坱坵坡坤使用自适应的辛普森算法，坱坵坡坤坬应用龙贝格加速来改善计算效率

和提高精度。例如，计算积分 ∫ 1

0

坳坩坮在x2圩

圱 圫 x4
dx

先定义函数坦坵坮坣 并存入坦坵坮坣圮坭

function y=func(x)

y=sin(x.^2)./(1.+x.^4);

end

然后在坍坡坴坬坡坢的命令窗口运行

>> format long

>> quad(@func,0,1)

结果为：

ans =

0.229253354700751

2.1.2 反反反常常常积积积分分分的的的计计计算算算

反常积分分为两类圬 一类是积分区间有限圬 在积分区间内被积函数有奇点圬 另一类是积分

区间为无限圮 对于二者兼而有之的积分圬 可以分为两个或多个积分来处理圬 使每个积分为

上述两类之一圮
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积积积分分分区区区间间间内内内含含含有有有奇奇奇点点点的的的积积积分分分

对于积分区间内含有奇点的积分圬 根据奇点的性质圬 可采用下面的方法处理圮
可去奇点圬 设x0为一可去奇点圬 且知道在x0点被积函数的极限圬 则只要在计算函数

时圬 在x0的一个邻域内用极限取代函数值即可圮 例如圬 sin(x)
x
在x 圽 地 有可去奇点圬 但

当x→ 地时圬 sin(x)
x
≈ 圱− x2

6
圫 · · · 圬 在计算函数时圬 可使用下面的语句场

IF(ABS(X).LT.1.0E-4) THEN
F=1.0-X*X/6.0

ELSE
F=SIN(X)/X

ENDIF

极限方法圬 有时我们并不知道奇点处函数的极限表达式圬 有时甚至不知道奇点是否可

去圬 此时可用极限方法来逼近圮 例如圬 若已知x0为奇点圬 对于积分∫ b

x0

f在x圩dx 圽 坬坩坭
r→x0

∫ b

r

f在x圩dx

定义一个收敛于x0的序列b > r1 > r2 > · · · 圬 例如可取rn 圽 x0 圫 圲−n圬 则上述积分可写为

一个求和场∫ b

x0

f在x圩dx 圽

∫ b

r1

f在x圩dx圫

∫ r1

r2

f在x圩dx圫

∫ r2

r3

f在x圩dx圫

∫ r3

r4

f在x圩dx · · ·

等式中每一项都是正常积分圬 当
∣∣∣∫ rnrn+1

f在x圩dx
∣∣∣ ≤ ε时圬 终止计算圮 如果上式不收敛圬 则很可

能原积分不存在圮

消除奇点圬 有些奇点可以通过变量替换或对被积函数进行变换而消去圮 我们看几个例

子场 ∫ 1

0

坣坯坳在x圩√
x

dx

作变量替换x 圽 t2圬 dx 圽 圲t dt圬 则有场∫ 1

0

坣坯坳在x圩√
x

dx 圽 圲

∫ 1

0

坣坯坳在t2圩dt

或把积分写为场∫ 1

0

坣坯坳在x圩√
x

dx 圽

∫ 1

0

圱√
x
dx圫

∫ 1

0

坣坯坳在x圩− 圱√
x

dx 圽 圲 圫

∫ 1

0

坣坯坳在x圩− 圱√
x

dx

第二项积分中的奇点已成为可去奇点圮

I在x圩 圽

∫ x

0

e−t

圱− t
在t 圽 圱的邻域圬 被积函数与e−1/在圱− t圩很相像圬 因此变为场

I在x圩 圽

∫ x

0

e−1

圱− t
dt圫

∫ x

0

e−t − e−1

圱− t
dt 圽 −圱

e
坬坮 |圱− x|圫

∫ x

0

e−t − e−1

圱− t
dt

所有的奇异性都在第一项圬 而这一项可解析处理圮

除上面例子演示的方法外圬 还可用分部积分法消除奇点圬 这里不再一一举例了圮
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积积积分分分区区区间间间为为为无无无限限限的的的积积积分分分

下面我们讨论积分区间为无限的情形圮 为具体起见圬 只讨论形为∫ ∞
0

f在x圩dx

的积分圬 其它形式的无穷区间的积分均可化为上面的形式圮

变量替换法场 通过变量替换圬 可把无穷区间的积分化为有限区间上的积分圬 如

令x 圽 − 坬坮在t圩圬 dx 圽 −dt
t
圬 则有场∫ ∞
0

f在x圩dx 圽

∫ 1

0

f在− 坬坮在t圩

t
dt 圽

∫ 1

0

g在t圩

t
dt 在圲圮圱圮圷圩

这里g在t圩 圽 f在− 坬坮在t圩圩圬 若g(t)
t
在t 圽 地的邻域内有界圬 则上式的积分成为一个正常积分圬 否

则就是前面讨论过的有限区间上的反常积分圬 可以用前面的方法来处理圮 上述变换对于

当x→∞时圬 f在x圩以e−kx的形式衰减的函数圬 计算结果十分令人满意圮 其它常用的变换还

有x 圽 t
1−t 圬 dx 圽 1

(1−t)2dt ∫ ∞
0

f在x圩dx 圽

∫ 1

0

f

(
t

圱− t

)
圱

在圱− t圩2
dt 在圲圮圱圮圸圩

以及t 圽 坴坡坮坨x等圮

极限法场 由定义 ∫ ∞
0

f在x圩dx 圽 坬坩坭
r→∞

∫ r

0

f在x圩dx

定义一个趋于∞的序列地 < r1 < r2 < · · · 圬 例如可取rn 圽 圲n圬 则上述积分可写为一个求

和场 ∫ ∞
0

f在x圩dx 圽

∫ r1

0

f在x圩dx圫

∫ r2

r1

f在x圩dx圫

∫ r3

r2

f在x圩dx圫 · · · 在圲圮圱圮圹圩

式中每一项都是正常积分圬 当|
∫ rn+1

rn
f在x圩dx| ≤ ε时圬 终止计算圮 如果上式不收敛圬 则很可

能原积分不存在圮 如果能找到尾项
∫∞
R
f在x圩dx的一个较好的渐近表达式圬 则上述积分只需

进行到某一足够大的rn处圬 再加上尾项圮

还有一些其它的有效方法圬 这里不再一一列举圬 我们下面就要讲到的高斯积分方法提

供了另一种处理反常积分的工具圮

2.1.3 高高高斯斯斯积积积分分分方方方法法法

前面的积分公式在梯形公式及辛普生公式圩的代数精度都较低圬 一个自然的问题是圬 能否构

造出高代数精度的公式圬 回答是肯定的圬 这就是高斯积分方法圮 我们将不讨论高斯积分方

法的理论基础圬 而只是给出有关的计算公式圬 对理论基础有兴趣的同学可以参看有关的

计算数学的书籍圮
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有有有限限限区区区间间间的的的高高高斯斯斯型型型积积积分分分公公公式式式场

高斯坼勒让德积分公式场 ∫ 1

−1

f在x圩dx 圽
n∑
i=1

wif在xi圩 在圲圮圱圮圱地圩

此处圬 xi为n阶勒让德多项式的根圬 通常称为积分节点圬 wi称为积分权重圮

等权重切贝雪夫积分公式场 ∫ 1

−1

f在x圩dx 圽
圲

n

n∑
i=1

f在xi圩 在圲圮圱圮圱圱圩

这里xi为积分节点圬 权重为圲/n圮

第一类高斯坼切贝雪夫积分公式场∫ 1

−1

f在x圩√
圱− x2

dx 圽
π

n

n∑
i=1

f

(
坣坯坳

(
在圲i圫 圱圩π

圲n

))
在圲圮圱圮圱圲圩

第二类高斯坼切贝雪夫积分公式场∫ 1

−1

f在x圩
√
圱− x2dx 圽

π

n圫 圱

n∑
i=1

坳坩坮2

(
iπ

n圫 圱

)
f

(
坣坯坳

(
iπ

n圫 圱

))
在圲圮圱圮圱圳圩

如果积分区间不是坛−圱, 圱坝圬 而是坛a, b坝圬 可利用变换

x 圽

(
b− a
圲

)
t圫

(
b圫 a

圲

)
在圲圮圱圮圱圴圩

将积分区间变为坛−圱, 圱坝圬 然后利用上述公式进行计算圮

在实际计算时圬 常把积分区间分为几个小区间圬 在每一个小区间内使用高斯积分公式圬

并把结果加起来圮

练习:

试编写上述四种高斯积分公式的程序, 并利用所编写的程序计算积分∫ 1

−1

√
x圫 圱.圵dx,

∫ 1

−1

圱

圲 圫 x
dx,

∫ 1

0

dx√
x∫ 2

0

e− cos2(x)dx,

∫ 1

0

坳坩坮在x圩

x
dx

(积分所需的节点及权重在后面的表中给出).

无无无限限限区区区间间间的的的高高高斯斯斯型型型积积积分分分公公公式式式场

高斯坼拉盖尔积分公式场 ∫ ∞
0

e−xf在x圩dx 圽
n∑
i=1

wif在xi圩 在圲圮圱圮圱圵圩
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高斯坼厄米积分公式场 ∫ ∞
−∞

e−x
2

f在x圩dx 圽
n∑
i=1

wif在xi圩 在圲圮圱圮圱圶圩

这里xi分别为n阶拉盖尔多项式和厄米多项式的根圮 其数值和对应的权重的数值在附

录的表中给出圮

练习场

试编写上述二种高斯积分公式的程序, 并利用所编程序计算积分∫ ∞
0

e−x

圱 圫 x4
dx,

∫ ∞
0

e−x
2

坣坯坳在x圩dx

各阶高斯积分公式的取点并不重和，当增加分点时，所有的函数值都要重

算。圱圹圶圵年坋坲坯坮坲坯坤提出了结合高斯方法和加速收敛技巧的算法。这一算法也可以

处理有一定奇异性的被积函数，但需要把奇点放在积分限上。在坍坡坴坬坡坢中已实现这一

算法，其调用命令是坱坵坡坤坧坫圮

例如，计算积分 ∫ ∞
0

坳坩坮x

x
e−x dx

定义函数坦坵坮坳坩坮圬 并存入坦坵坮坳坩坮圮坭

function y=funsin(x)

y=sin(x).*exp(-x)./x;

end

在坍坡坴坬坡坢命令窗口键入如下命令

format long

quadgk(@funsin,0,inf)

ans =

0.785398163397455

这一积分的精确结果是π
4
圽 地.圷圸圵圳圹圸圱圶圳圳圹圷圴圴圸
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2.1.4 哥哥哥西西西主主主值值值的的的计计计算算算

在物理计算中圬 哥西主值的计算占了很重要的位置圬 如物质的介电函数的实部和虚部之

间满足著名的坋坲坡坭坥坲坳圭坋坲坯坮坩坧关系场

ε在ω圩 圽 ε1在ω圩 圫 iε2在ω圩

ε1在ω圩 圽 圱 圫
圲

π
P

∫ ∞
0

sε2在s圩

s2 − ω2
ds

ε2在ω圩 圽 −圲ω

π
P

∫ ∞
0

ε1在s圩

s2 − ω2
ds 在圲圮圱圮圱圷圩

这个关系是一个严格的关系圬 它来源于因果关系圬 是非常普遍的圮 在物理上圬 ε2在ω圩的测量

和计算都比较容易圬 因此圬 一般不直接测量或计算ε1在ω圩圬 而是利用上述关系由ε2在ω圩的数

据进行计算圮

上述坋坲坡坭坥坲坳圭坋坲坯坮坩坧关系中出现的坐
∫
就代表哥西主值积分圬 设a < c < b圬 f在x圩在x 圽

c的邻域内无界圬 则哥西主值积分定义为场

P

∫ b

a

f在x圩dx 圽 坬坩坭
r→0

[∫ c−r

a

f在x圩dx圫

∫ b

c+r

f在x圩dx

]
在圲圮圱圮圱圸圩

不失一般性圬 我们取c 圽 地并将积分取成
∫ a
−a f在x圩dx的形式圮 令

g在x圩 圽
圱

圲
坛f在x圩− f在−x圩坝, h在x圩 圽

圱

圲
坛f在x圩 圫 f在−x圩坝

则

f在x圩 圽 g在x圩 圫 h在x圩

由于g在x圩是奇函数而h在x圩是偶函数圬 于是场∫ −r
−a

f在x圩dx圫

∫ a

r

f在x圩dx

圽

∫ −r
−a

g在x圩dx圫

∫ a

r

g在x圩dx圫

∫ −r
−a

h在x圩dx圫

∫ a

r

h在x圩dx

圽 圲

∫ a

r

h在x圩dx

因此圬

P

∫ b

a

f在x圩dx 圽 圲 坬坩坭
r→0

∫ a

r

h在x圩dx 圽 圲

∫ a

0

h在x圩dx 圽

∫ a

0

坛f在x圩 圫 f在−x圩坝dx

这样我们就把哥西主值积分的计算变为在x 圽 地处有奇点的一个反常积分的计算圮 h在x圩也

可能在x 圽 地处无奇点圬 此时只要计算一个常规积分圮 例如前面的坋坲坡坭坥坲坳圭坋坲坯坮坩坧关系中

积分的计算可化为场

圲

π
P

∫ ∞
0

sε2在s圩

s2 − ω2
ds 圽

圱

圲π
P

∫ ∞
−∞

ε2在s圩

s− ω
ds 圽

圱

π

∫ ∞
0

ε2在ω 圫 x圩− ε2在ω − x圩
x

dx
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圲ω

π
P

∫ ∞
0

ε1在s圩

s2 − ω2
ds 圽

圱

圲π
P

∫ ∞
−∞

ε1在s圩

s− ω
ds 圽

圱

π

∫ ∞
0

ε1在ω 圫 x圩− ε1在ω − x圩
x

dx

在得到上述关系时圬 我们利用了ε1为偶函数而ε2为奇函数的事实圮

当哥西积分区间内的无界邻域不止一个时圬 可以把积分区间分为几段圬 使得每一段中

只包含一个无界邻域圬 然后在每一段用上述方法计算圮

另一种计算主值积分的方法是直接从定义出发圬 设f在x圩在积分区间内无奇点圬 则积分

P

∫ b

a

f在x圩

x− x0

dx 圽

∫ x0−∆

a

f在x圩

x− x0

dx圫

∫ b

x0+∆

f在x圩

x− x0

dx圫 P

∫ x0+∆

x0−∆

f在x圩

x− x0

dx

圽 I∆ 圫 坬坩坭
ε→0

Iε,∆ 在圲圮圱圮圱圹圩

I∆为第一行右方第一和第二项之和圬 是正常积分圬 可用前述任一方法计算圮

Iε,∆ 圽

∫ x0−ε

x0−∆

f在x圩

x− x0

dx圫

∫ x0+∆

x0+ε

f在x圩

x− x0

dx

把f在x圩在x0点展开圬 并逐项积分圬 得到

Iε,∆ 圽 圲f ′在x0圩在圁− ε圩 圫 f (3)在x0圩在圁
3 − ε3圩 圫 · · ·

取极限ε→ 地圬 得到

I0,δ 圽 圲
∞∑
n=0

f (2n+1)在x0圩
圁2n+1

在圲n圫 圱圩圡在圲n圫 圱圩
. 在圲圮圱圮圲地圩

这样圬 原主值积分为I0,∆ 圫 I∆圮

练习场

试用上述方法计算主值积分

P

∫ 1

0

e−x

x− 地.圵
,

对于不同的圁, 在(2.1.20)中取两项, 比较计算结果与精确结果. (到16位的精

确结果为−地.圶圱圵地圱圸圱圴圶圲圸地圵圶圷圴)

另外一种常用的计算主值积分的方法是基于如下公式

坬坩坭
η→0+

圱

x− iη
圽 P

圱

x
圫 iπδ在x圩 在圲圮圱圮圲圱圩

式中η → 地+表示η从大于地的方向趋于地圮 这一公式当然是在积分的意义下理解。利用上

述结果，就可以得到计算主值积分的一个方法：例如要计算

P

∫ b

a

F 在x圩 dx

取一个小量η，计算
∫ b
a
F 在x− iη圩 dx圬 其实部给出P

∫ b
a
F 在x圩 dx 的依赖于η的近似值，通过

减小η，可以得到精度要求下收敛的结果。

例如，对于前面的练习题，分别取不同的η圬 计算结果如下



圲圲 坃坈坁坐坔坅坒 圲圮 物理学中的常用数值方法

η 积分值

地.地圱 −地.圵圹圶圱圹圶圱圶圶地圲圶地圳圲 圫 圱.圸圸圴圱圷圴地地圶圱圵圶圵圶圸i

地.地地圱 −地.圶圱圳圱圱圴圹圹圸圹圴圱圲圷地 圫 圱.圹地圳圳圵地圵圷圵圶圸圵圶圹圸i

地.地地地圱 −地.圶圱圴圸圲圷圶圲圲圳地地圵圴圹 圫 圱.圹地圵圲圶地圱圸圱圱圳圹地圲圶i

地.地地地地圱 −地.圶圱圴圹圹圹地圹圱圷圹圱圲圲圳 圫 圱.圹地圵圴圵圱地圵圷圲圳圳圵圴圱i

2.1.5 急急急速速速振振振荡荡荡函函函数数数的的的积积积分分分

在各种变换特别是付里叶变换中圬 经常会遇到急速振荡函数的积分圬 例如圬 付里叶变换∫ b

a

f在x圩 坣坯坳在nx圩dx,

∫ b

a

f在x圩 坳坩坮在nx圩dx

又如付里叶坼贝塞尔变换圬 ∫ 1

0

f在x圩xJn在γmx圩dx

这里地 < γ1 < γ2 < · · · 是贝塞尔函数的根圮

一般我们可把这类函数写为场

I在t圩 圽

∫ b

a

f在x圩K在x, t圩dx, −∞ < a < b <∞ 在圲圮圱圮圲圲圩

式中K在x, t圩为一振荡核而f在x圩为非振荡部分圮 由于振荡型函数在积分区间内多次取

几乎相等的正值和负值圬 如果用通常的方法计算圬 则由于正负数相加圬 造成有效数字的损

失圬 几乎得不到正确的结果圮

下面先给出最常遇到的振荡函数的积分坼付里叶系数的一种计算方法圬 然后再讨论

较为一般的方法圮

付付付里里里叶叶叶系系系数数数的的的计计计算算算:

付里叶系数的复数形式为场 ∫ b

a

f在x圩eisxdx 在圲圮圱圮圲圳圩

对上式分部积分圬 假定f在x圩存在直到n阶的导数圬 可以得到场∫ b

a

f在x圩eisxdx 圽 eisa
n−1∑
k=0

(
i

s

)k+1

f (k)在a圩− eisb
n−1∑
k=0

(
i

s

)k+1

f (k)在b圩 圫Rn 在圲圮圱圮圲圴圩

当n趋于无穷大时圬 余项Rn趋于地圬 而求和项就给出了积分的近似值圮

练习:

写出(2.1.24)的实部和虚部, 即
∫ b
a
f在x圩 坣坯坳 sxdx 和

∫ b
a
f在x圩 坳坩坮 sxdx 的积分公

式.
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上述公式需要计算f在x圩的直到n− 圱阶的导数圬 这对于较为复杂的函数来说圬 曾是一个

很重的负担圮 不过目前计算机代数的发展圬 计算导数已经没有多少困难圮 为了看出这一方

法的效力圬 我们来看一个例子圮 计算

I 圽

∫ 2π

0

x 坣坯坳在x圩 坳坩坮 圳地xdx

用公式在圲圮圱圮圲圴圩的虚部圬 取n 圽 圳圬 由f在x圩 圽 x 坣坯坳在x圩圬 a 圽 地圬 b 圽 圲π圬 f在地圩 圽 地圬 f在圲π圩 圽 圲π圬

f ′′在地圩 圽 地圬 f ′′在圲π圩 圽 −圲π圬 代入得到场

I 圽

∫ 2π

0

x 坣坯坳在x圩 坳坩坮 圳地xdx 圽 − 圱

圳地
圲π 圫

(
圱

圳地

)3

在−圲π圩 圽 −地.圲地圹圶圷圲圲圲

而该积分的精确值为−地.圲地圹圶圷圲圴圷圮
基基基于Euler-Maclaurin公式的梯形法： 可以证明（见王竹溪，郭敦仁《特殊函数概

论》第一章），函数f在x圩的积分可以写成∫ a+mh

a

f在x圩dx 圽 h

[
f在a圉

圲
圫 f在a圫 h圩 圫 · · ·圫 f在a圫 在m− 圱圩h圩 圫

f在a圫mh圩

圲

]
在圲圮圱圮圲圵圩

圫
n∑
k=1

在−圱圩kBkh
2k

在圲k圩圡

[
f 2k−1在a圫mh圩− F 2k−1在a圩

]
圫Rn

其中

Rn 圽 θ
在−圱圩n+1Bn+1

在圲n圫 圲圩圡
h(2n+1)

[
f (2n+1)在a圫mh圩− f (2n+1)在a圩

]
这里地 ≤ θ ≤ 圱，Bn是坂坥坲坮坯坵坬坬坩数。如果f在x圩是周期函数，f在a 圫mh圩 圽 f在a圩圬 且f在x圩存

在直到在圲n 圫 圱圩阶的导数，则显然有f (2k+1)在a圩 圽 f (2k+1)在a 圫mh圩圬 于是，利用梯形法可

以得到精确的结果。作为例子，取不同的点，试用梯形法计算如下积分，并于精确结

果比较。 ∫ 1

0

圱

圱 圫 1
2
坳坩坮 圱地πx

dx, 精确值 圽 圱.圱圵圴圷地地圵圴

坂坥坳坳坥坬函数的积分表示之一是

Jn在t圩 圽
圱

π

∫ π

0

坣坯坳圈t 坳坩坮x− nx圩dx

计算n 圽 圲圬 t 圽 圱圬 圳圬 圷圬 圱地时坂坥坳坳坥坬函数的值。

由坅坵坬坥坲圭坍坡坣坬坡坵坲坩坮公式可知，如果一个函数满足f ′在a圩 圽 f ′在a 圫 mh圩圬 f (3)在a圩 圽

f (3)在a 圫mh圩圬 · · · 圬 则梯形公式也可以得到很精确的结果。例如函数f在x圩 圽 坥坸坰在x2在圱 −
x2圩圩圬 在地和圱满足上述关系，从而，可以用梯形公式计算∫ 1

0

坥坸坰在x2在圱− x2圩圩dx
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这个积分的精确结果是圱.地圳圴圱圴圱地圵圬 请分别用梯形法和辛普森法计算并比较其结果。

子区间法圬 在一般情况下圬 如果K在x, t圩 圽 地的根容易求出圬 且记为a ≤ x1 < x2 < · · · <
xn ≤ b圬 则可用普通的积分规则计算每一个子积分

∫ xi+1

xi
圬 并把结果加起来圮 用这种方法

得到的一般是一个交错级数圬 且相邻项的绝对值比较接近圬 其求和可用坅坵坬坥坲变换计算圮

在坅坵坬坥坲 变换将在后面讨论圩

在讲了样条插值之后圬 我们再介绍一种基于样条插值的计算积分在圲圮圱圮圲圳圩的方法圮

更多的方法可以参看（坐圮 坊圮 坄坡坶坩坳 坡坮坤 坐圮 坒坡坢坩坮坯坷坩坴坺，坍坥坴坨坯坤坳 坯坦 坎坵坭坥坲坩坣坡坬 坉坮坴坥圭

坧坲坡坴坩坯坮圬 坁坣坡坤坥坭坩坣 坐坲坥坳坳圬 圱圹圸圴圩

2.1.6 高高高维维维积积积分分分的的的计计计算算算

高维积分的计算原则上可以通过化成累次积分来进行圬 例如圬 对于积分

I 圽

∫
Ω

g在x, y, z圩 dxdydz 在圲圮圱圮圲圶圩

其中圊 为积分区域圬 总可以化为

I 圽

∫ b

a

dx

∫ d(x)

c(x)

dy

∫ f(x,y)

e(x,y)

g在x, y, z圩 在圲圮圱圮圲圷圩

这相当于依次计算三个一重积分圬 每一积分以其前一积分作为被积函数圮 稍加考虑就可

发现圬 这一过程的计算量随积分重数的增加而变得无法完成圮 如每重积分取圱地个点在这是

一个非常小的数字圩圬 则n重积分就要计算圱地n个函数值圮 因此圬 这一方法只能用于积分重

数较低的积分圮

高维积分还可以用高斯方法计算圬 这只要把每重积分用高斯积分公式代入即可圮 对

于n > 圳的高维积分圬 计算量总是相当大的圬 如果你对计算精度要求不高圬 那么可以利用

后面将要讲到的坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯 方法圮 另外圬 如果可能圬 请尽可能地解析积出内层积分圬 以

减小计算量圮

2.1.7 固固固体体体热热热容容容量量量的的的计计计算算算

在德拜近似下圬 固体的热容量由下式给出

CV 圽 圹Nk

(
T

圂D

)3 ∫ Θd/T

0

ξ4eξ

在eξ − 圱圩2
dξ

式中圂D 为德拜温度圮 为了求得热容量圬 需要计算上式中的积分圬 这一积分只有

当圂d/T � 圱 或圂d/T � 圱 时才能解析积出圬 一般情况下只能进行数字计算圮 考虑

f在x圩 圽

∫ x

0

ξ4eξ

在eξ − 圱圩2
dξ
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利用我们学到的方法圬 可以对不同的x求出其值圬 并做出f在x圩的表或图形圮 为了计算积

分圬 注意到ξ 圽 地是被积函数的可去奇点圬 因此圬 应在该点把被积函数展开为ξ的级数圻

当ξ →∞圬 被积函数指数减小圮 已知

f在∞圩 圽

∫ ∞
0

ξ4eξ

在eξ − 圱圩2
dξ 圽

圴

圱圵
π4

我们可以根据x的值的大小分别用两种方法计算圬 取一值xc圬 当x < xc时圬 用原式计算圬

当x > xc时圬 可以计算f在∞圩− f1在x圩圬 其中

f1在x圩 圽

∫ ∞
x

ξ4eξ

在eξ − 圱圩2
dξ

xc可以选择的大一点圬 这样f1在x圩的数值比较小圬 计算精度要求可以低一些圮

我们选择xc 圽 圱地圬 x < xc时圬 用辛普生方法计算f在x圩圬 被积函数为{
ξ2 − ξ4

12
圫 ξ6

240
地 ≤ ξ < 地.地圵

ξ4eξ

(ex−1)2 地.地圵 ≤ ξ ≤ xc

当x > xc 时圬 计算f1在x圩圬 对积分作变量变换ξ 圽 η 圫 x 则

f1在x圩 圽 e−x
∫ ∞

0

在η 圫 x圩4e−η

在圱− e−(η+x)圩2
dη

这一积分可用高斯坼拉盖尔方法计算圮 作为练习圬 请同学完成余下的计算并作出f在x圩 ∼ x

的图形

2.2 方方方程程程的的的求求求根根根和和和最最最优优优化化化方方方法法法

方程的求根问题是物理计算中最常遇到的问题之一圬 对于低次代数方程圬 已经找

到了解的公式圬 但除了二次方程之外圬 这些公式并无多少实用价值圬 而对于即使

如坣坯坳在x圩− x 圽 地这样简单的方程圬 也无法找到解析形式的解圮 数值计算几乎是求解任何

有实际意义的问题的唯一方法圮 在这一节中圬 我们将讨论几种求解f在x圩 圽 地的根的数字方

法圮 最优化方法除了本身的重要性之外圬 也是一种求解多元方程的有效方法圬 因此圬 最优

化方法的介绍也是本节的一个重要内容圮

2.2.1 二二二分分分法法法

二分法是求解方程的最安全圬 也是概念上最简单的方法圬 它可以做为后面将要讲到的方

法失败后的最后保险圮

假定我们知道在区间a < x < b 之内只有f在x圩 圽 地 的一个根圬 则显然f在a圩与f在b圩异号圬

把区间分半圬 即令c 圽 在b 圫 a圩/圲圬 计算f在c圩的值圬 若f在a圩与f在c圩同号圬 则根在坛c, b坝 之间圬 否

则圬 根在坛a, c坝之间圬 对根所在的区间重复上述过程直到达到所需精度圮
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2.2.2 牛牛牛顿顿顿法法法和和和割割割线线线法法法

在所有一元函数求根方法中圬 牛顿法也许是最值得推荐的一个圮 其想法是这样的圬 假

定f在x圩 圽 地 的根为x∗圬 而我们有一个对x∗ 的猜测值xn圬 f在x圩 可在xn 附近展开为泰勒级

数场

f在x圩 圽 f在xn圩 圫 f ′在xn圩在x− xn圩 圫 · · ·

略去高次项圬 令上式为地圬 可解出x圬 将此值作为x∗ 的一个更好的近似圬 记为xn+1圬 则

xn+1 圽 xn −
f在xn圩

f ′在xn圩
. 在圲圮圲圮圲圸圩

这样圬 给定一个x∗ 的初始值x0圬 利用下面的迭代公式反复迭代场

xn+1 圽 xn −
f在xn圩

f ′在xn圩
在圲圮圲圮圲圹圩

如果迭代收敛圬 则必收敛于f在x圩 圽 地 的一个根x∗圮 这一迭代公式在圲圮圲圮圲圹圩就是著名的牛顿

迭代公式圮

可以证明圬 如果迭代到第n步时的误差为εn 圽 xn − x∗圬 则第n 圫 圱步的误差为εn+1 圽

ε2n
f ′′(x∗)
2f ′(x∗)

圬 也就是说圬 牛顿法是平方收敛的圮 证明如下场 由迭代公式在圲圮圲圮圲圹圩圬

xn+1 圽 xn −
f在xn圩

f ′在xn圩

≈ x∗ 圫 εn −
εnf

′在x∗圩 圫 1
2
ε2nf

′′在x∗圩

f ′在x∗圩 圫 εnf ′′在x∗圩

≈ x∗ 圫 εn −
(
εn 圫

圱

圲

f ′′在x∗圩

f ′在x∗圩
ε2n −

f ′′在x∗圩

f ′在x∗圩
ε2n

)
圽 x∗ 圫

圱

圲

f ′′在x∗圩

f ′在x∗圩
ε2n

二分法是线性收敛的, 请证明之圮 但是圬 另一方面圬 对于任一初始值圬 牛顿法并不总是收

敛圬 事实上圬 牛顿法的收敛范围是较小的圬 因此圬 在实际使用时圬 必须找一个较好的x0圬

使x0尽可能地靠近x
∗圬 这可以把二分法与牛顿法结合起来以完成圮

试计算
√
圱地.

令f在x圩 圽 x2 − 圱地, f在x圩 圽 地的根就是所求结果。取初始值x0 圽 圳, f ′在x圩 圽 圲x.

迭代结果如下：

圳.

圳.圱圶圶圶圶圶圶圶圶圶圶圶圶圶圷

圳.圱圶圲圲圸地圷地圱圷圵圴圳圸圶

圳.圱圶圲圲圷圷圶圶地圱圶圹圸圴圲

圳.圱圶圲圲圷圷圶圶地圱圶圸圳圸地

圳.圱圶圲圲圷圷圶圶地圱圶圸圳圷圹
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牛顿法的一个重要的缺点是需要计算函数的导数圬 对于一些复杂的函数来说圬 这是一

件十分麻烦的工作圮 为了即保持较高的收敛速度圬 又避免麻烦的导数计算圬 可以对牛顿法

稍作变形圬 用差分代替导数圬 从而得到下面的割线法圮

xn+1 圽 xn −
xn − xn−1

f在xn圩− f在xn−1圩
f在xn圩 在圲圮圲圮圳地圩

这一迭代方式需要二个初始值x0圬 x1圬 可以取为所猜测的解附近的二个点圮 割线法的收敛

速度比牛顿法稍慢圬 但省去了导数的计算圬 对于求导数比较困难的函数特别有用圮 作为一

个编程练习圬 请写出这一算法的程序并作为你自己的库程序圮

练习:

证明割线法的收敛阶为εn+1 ∼ ε1.618···
n

另一个不需要计算导数的方法是所谓的坓坴坥坷坥坮坳坯坮方法圬 算法如下场

xn+1 圽 xn −
f在xn圩

2

f在xn圩− f在xn − f在xn圩圩
在圲圮圲圮圳圱圩

对于单零点圬 这一算法的收敛阶为圲圬在请证明圩圬 而且不需要计算导数圬 是一个较好的算法圮

试计算
√
圱地.

令f在x圩 圽 x2−圱地, f在x圩 圽 地的根就是所求结果。取初始值x0 圽 圳. 用Stewenson法

迭代结果如下：

圳.

圳.圱圴圲圸圵圷圱圴圲圸圵圷圱圴圳

圳.圱圶圱圹圶圵圴圲圳圱圱圱圹圲地

圳.圱圶圲圲圷圷圵圷圸圱圱圳圵圶圶

圳.圱圶圲圲圷圷圶圶地圱圶圸圳圷圴

圳.圱圶圲圲圷圷圶圶地圱圶圸圳圸地

2.2.3 一一一维维维最最最优优优化化化, 黄黄黄金金金分分分割割割法法法

这一节开始我们讨论最优化方法圬 或计算一目标函数的极值的方法圮 最优化方法在

物理学中有十分广泛的应用圬 函数的求根问题也可化为一个最优化问题圬 例如圬 求函

数f在x圩 圽 地的问题就与求目标函数为F 在x圩 圽 f在x圩2的极小值的问题等价圬 而方程组

fi在x1, x2, x3, · · · , xn圩 圽 地, i 圽 圱, 圲, 圳, · · · , n

的求解问题则与

F 在x1, x2, · · · , xn圩 圽
n∑
i=1

wifi在x1, x2, · · · , xn圩2
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的最优化问题等价圮 这里wi圬 i 圽 圱圬 圲圬 · · · 圬 n 为一组权重参数圬 适当的选则可使计算更为

容易进行圬 但对根的位置没有影响圮

这一节我们先考虑一个自变量的目标函数的最优化问题圮 假定我们有一目标函

数F 在x圩圬 我们的任务是寻找一个x 圽 x∗圬 使得目标函数F 在x圩最小圮 这一工作可以分两步

来完成圬 首先圬 我们要找出目标函数的极小点所在的大致位置圬 或者更确切一些圬 我们要

找三个点a < b < c圬 使得目标函数F 在b圩 < F 在a圩圬 F 在b圩 < F 在c圩圮 第二步则在区间坛a, c坝内寻

找F 在x圩的最小值圮

第一步原则上是十分简单的圬 假定有两点a圬 b圬 我们可以比较F 在a圩 和F 在b圩 以确定一个

函数减小的方向圬 不失一般性圬 假定F 在b圩 < F 在a圩圬 然后沿减小方向前进一步圬 到达新的一

点c圬 一般取c 圽 b 圫 圱.圶圱圸在b − a圩圬 如果F 在c圩 < F 在b圩圬 则令a 圽 b圬 b 圽 c圬 继续前进圬 寻找新

的c圻 如果F 在c圩 > F 在b圩圬 则我们的目的已经达到圮

下面考虑第二步的计算圬 即从三个点a < b < c圬 F 在b圩 < F 在a圩圬 F 在b圩 < F 在c圩出发圬 寻

找F 在x圩 的极小点xmin圮 这里介绍黄金分割法圮 寻找极小点的过程圬 实际上就是用一种方

法不断缩小区间坛a, c坝圬 并保证极小点一直位于区间之内圮 这一过程可以这样来完成圬 假定

已经作了n步圬 得到三个点a, b, c和对应的目标函数值F 在a圩 > F 在b圩圬 F 在b圩 < F 在c圩圬 不失一

般性圬 假定c− b > b− a圬 在区间坛b, c坝内选一点x圬 如果F 在x圩 < F 在b圩圬 则作代换a 圽 b圬 b 圽 x圬

新的缩小了的区间为坛a, c坝在即原坛b, c坝圬 丢掉的区间为原坛a, b坝圩圻 如果F 在x圩 > F 在b圩圬 则作代

换c 圽 x圬 新的缩小了的区间为坛a, c坝在即原坛a, x坝圬 丢掉的区间为原坛x, c坝圩圮 问题在于如何选

择x圬 一个自然的想法是圬 不论F 在x圩 < F 在b圩 或F 在x圩 > F 在b圩圬 丢掉的区间都相同圬 即选择x圬

使得

b− a 圽 c− x ≡ w在c− a圩 在圲圮圲圮圳圲圩

这里w 是一个比例因子圬 我们现在来确定它圮 由于要求每一步都满足上述关系圬 显然有

x− b 圽 w在c− b圩 圽 w在在c−a圩− 在b−a圩圩 圽 w在c−a圩−w2在c−a圩 圽 在w−w2圩在c−a圩 在圲圮圲圮圳圳圩

另一方面圬 由在圲圮圲圮圳圲圩可得

在b− a圩 圫 在c− x圩 圽 在c− a圩− 在x− b圩 圽 圲w在c− a圩 在圲圮圲圮圳圴圩

即

x− b 圽 在圱− 圲w圩在c− a圩 在圲圮圲圮圳圵圩

由在圲圮圲圮圳圳圩和在圲圮圲圮圳圵圩圬 我们得到场

w2 − 圳w 圫 圱 圽 地 在圲圮圲圮圳圶圩

由此解得圬

w 圽
圳−
√
圵

圲
≈ 地.圳圸圱圹圷, 圱− w ≈ 地.圶圱圸地圳

圱− w 通常被称为黄金分割数或黄金数圮 一般在开始计算时圬 a圬 b圬 c三者并不满足黄金分

割关系圬 但几次迭代后圬 这一关系便可满足圬 并在其后一直保持圮
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2.2.4 高高高维维维最最最优优优化化化, 共共共扼扼扼梯梯梯度度度方方方法法法

这一节给出多维问题的最优化方法圮对于一个含有n个自变量的目标函数F 在x1, x2, · · · xn圩圬
我们的目的是要求出一组在x∗1, x

∗
2, · · · , x∗n圩 使目标函数达到极小圮 为了讨论问题的方便圬

下面用x 代表n 维空间的一个点圬 最优化问题也可以表述为圬 寻找n 维空间的一点x∗ 使

得目标函数F 在x∗圩 最小圮

高维最优化问题有很多求解方法圬 其基本思路是相同的圬 这就是从一点x0 出发圬 按照

某种规定的方向p0圬 用一维最优化的方法寻找函数F 在x圩 的极小点x1圬 继续这一过程直到

达到最优点圮 若第i步到达xi圬 设选定方向pi圬 则新的xi+1 可如下求得圮 实际上圬 我们只要

找一参数ti圬 使得

F 在xi 圫 tipi圩 圽 坭坩坮
t
F 在xi 圫 tpi圩 在圲圮圲圮圳圷圩

则xi+1 圽 xi 圫 tipi便为所求圮 因此圬 高维最优化的的不同方法实际上是选择不同的一维寻

找方向圮 一个直观的推断就是在每一点选择该点目标函数下降最快的方向

pi 圽 −∇F 在xi圩 在圲圮圲圮圳圸圩

作为寻找方向圬 这一方法称为最陡下降法圮 直观的想象可能会认为最陡下降方向是一种

理想的寻找方向圬 但事实并非如此圬 最陡下降方向只表示在xi附近的下降性质圬 而对整个

最优化过程来说圬 我们寻找的是全局的最优方向圮 作为一个例子圬 考虑如下函数的最优

化场

F 圽 x2 圫 圱地y2 在圲圮圲圮圳圹圩

显然圬 这一函数的极小点是在地, 地圩圮 函数在圲圮圲圮圳圹圩的负梯度为

−g 圽 −在圲x, 圲地y圩T 在圲圮圲圮圴地圩

如果从点在圲, 圱圩出发圬 利用最陡下降法计算所得逐x如下场

在圲, 圱圩圬 在圱.圷圹圲圸圲圹,−地.地圳圵圸圵圷圩圬 在地.圴圶圱地圱圳, 地.圲圳地圵地圷圩圬

在地.圴圱圳圲圵圹,−地.地地圸圲圶圵圩圬 在地.圱地圶圲圶圷, 地.地圵圳圱圳圳圩圬 在地.地圹圵圲圵圹,−地.地地圱圹地圵圩圬
在地.地圲圴圴圹圵, 地.地圱圲圲圴圸圩圬 在地.地圲圱圹圵圸,−地.地地地圴圳圹圩圬 在地.地地圵圶圴圶, 地.地地圲圸圲圳圩圬

在地.地地圵地圶圱,−地.地地地圱地圱圩圬 在地.地地圱圳地圲, 地.地地地圶圵圱圩圬 在地.地地圱圱圶圷,−地.地地地地圲圳圩圬
在地.地地地圳地地, 地.地地地圱圵地圩圬 在地.地地地圲圶圹,−地.地地地地地圵圩圬 在地.地地地地圶圹, 地.地地地地圳圵圩圬

在地.地地地地圶圲− 地.地地地地地圱圩圮

显然圬 收敛是很慢的圮

最陡下降方向并不是理想的下降方向圬 为了改进最优化的收敛速度圬 需要寻求其他方

向圮 为了判断一个寻找方向的好坏圬 应该有一个标准圬 注意到一般函数在最小点附近近似

于二次函数圬 因此如果一个方法对二次函数比较有效圬 则可望其对一般函数也比较有效圬

如果一个方法对二次函数的效果都不好的话圬 很难期望它对一般函数会有好的效果圮 计
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算实践也证实了这一论断圮 下面圬 我们就从二次函数寻求一种比较有效的下降方向圮 为

此圬 我们先给出几个数学定理圻

定理一场 若N维欧几里德空间中的向量q与N个线性独立向量

p1,p2, · · · ,pN

都正交圬 则向量q必为地圮

这一定理的结论是显然的圮

定义场 A共共共轭轭轭向向向量量量圮 设A是一个N ×N的对称正定矩阵圬 p圬 q 是两个N维向量圬 若圬

pTAq 圽 地 在圲圮圲圮圴圱圩

则称向量p和向量q互为A共轭或互为A正交圮

定理二场 若A为N ×N对称正定矩阵圬 p1圬 p2圬 · · · 圬 pN为A共轭的N维非零向量圬 则此向

量组必为线性独立圮

证明场 设向量组p1圬 p2圬 · · · 圬 pN之间存在线性关系

α1p1 圫 α2p2 圫 · · ·圫 αNPN 圽 地

对i 圽 圱, 圲, · · · , N 圬 用pTi A左乘上式得

αip
T
i Api 圽 地

因为pi 6圽 地圬 A正定圬 所以

pTi Api > 地

从而必有

αi 圽 地, i 圽 圱, 圲, · · · , N

因此圬 向量组p1圬 p2圬 · · · 圬 pN线性独立圮

有了以上数学准备圬 我们来考虑二次函数的最优化问题圬 我们的目的是找一种下降方

向圬 能够在有限步达到二次函数的极小点圮 考虑二次N元函数

F 在x圩 圽 a圫 bTx 圫
圱

圲
xTAx 在圲圮圲圮圴圲圩

其中A为一正定矩阵圮 函数在圲圮圲圮圴圴圩的梯度为

G在x圩 圽 b 圫 Ax 在圲圮圲圮圴圳圩

记xi点的梯度为gi 圽 G在xi圩圬 从x0点出发圬 对于第一个寻找方向圬 除梯度外没有别的信息圬

我们就取p0 圽 −g0圬 沿此方向找到极小点x1并可求得这一点的梯度g1圬 因为x1是沿p0 方

向的极小点圬 这一点的梯度方向一定与p0垂直，g1 ⊥ p0圬 从而g1 ⊥ g0圮 现在有了两个方
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向，g1和g0圬 最陡下降法选取新的方向为−g1圮 我们保留原来方向的一点信息，选新的寻

找方向为这两个方向的组合

p1 圽 −g1 − α0g0 在圲圮圲圮圴圴圩

并要求p1 与p0 为A共轭圬 则应有

在−g1 − α0g0圩
TAp0 圽 地 在圲圮圲圮圴圵圩

由于

x1 圽 x0 圫 t0p0

则

g1 − g0 圽 A在x1 − x0圩 圽 t0Ap0

一般圬 若第i步的寻找方向为pi圬 则同理可证

gi+1 − gi 圽 A在xi+1 − xi圩 圽 tiApi 在圲圮圲圮圴圶圩

因此圬方程在圲圮圲圮圴圵圩成为

在−g1 − α0g0圩
T 在g1 − g0圩 圽 地 在圲圮圲圮圴圷圩

由此解得

α0 圽
gT1 g1

gT0 g0

在圲圮圲圮圴圸圩

这里假定g0 6圽 地圬 否则圬 若g0 圽 地，则x0就是所求的极值点圮

把α0代入在圲圮圲圮圴圴圩，便得到p1圮 沿p1求出极小点x2并算出g2圮 由于p0和p1为A共轭圬 因

此由在圲圮圲圮圴圶圩

gT0 在g2 − g1圩 圽 地

考虑到g0与g1正交圬 gT0 g1 圽 地圬 由上式可知g0与g2也正交圮 因x2是沿p1 方向的极小点，

故g2 ⊥ p1圬 也就是

gT2 在−g1 − α0g0圩 圽 地

即g2 ⊥ g1圮 g0圬 g1和g2构成一个正交矢量组圬 我们可以在这个正交组构成的三维空间寻

求与p0圬 p1均为A 共轭的寻找方向p2圮 令

p2 圽 −g2 − α1g1 − β0g0 在圲圮圲圮圴圹圩

要求p2分别与p0和p1为A共轭圬 也就是要求如下方程成立

在−g2 − α1g1 − β0g0圩
T 在g1 − g0圩 圽 地 在圲圮圲圮圵地圩

在−g2 − α1g1 − β0g0圩
T 在g2 − g1圩 圽 地 在圲圮圲圮圵圱圩

在圲圮圲圮圵圲圩
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由此解出

α1 圽
gT2 g2

gT1 g1

, β0 圽 α0α1. 在圲圮圲圮圵圳圩

于是

p2 圽 −g2 圫 α1p1 在圲圮圲圮圵圴圩

现假定已求得p0圬 p1圬 · · · 圬 pj圬 其中

p0 圽 −g0

pi 圽 −gi 圫 αi−1pi−1

αi−1 圽 gTi gi/g
T
i−1gi−1

i 圽 圱, 圲, · · · , j

这里假定g0圬 g1圬 · · · 圬 gj都不为零且构成一个正交系圮 沿pj求出xj+1并算出gj+1 圽

G在xj+1圩圬 设gj+1 6圽 地圬 则仿前可证圬 g0圬 g1圬 · · · 圬 gj+1 也构成正交系圮 令

pj+1 圽 −gj+1 − β0g0 − β1g1 − · · · − βj−1gj−1 − αjgj 在圲圮圲圮圵圵圩

并要求pj+1与p0圬 p1圬 · · · 圬 pj为A共轭圬 即

在−gj+1 − β0g0 − β1g1 − · · · − βj−1gj−1 − αjgj圩T 在gj+1 − gj圩 圽 地 在圲圮圲圮圵圶圩

得到

αj 圽 gTj+1gj+1/g
T
j gj,

βj−1 圽 αjαj−1,

· · · · · ·

β1 圽 αjαj−1 · · ·α1,

β0 圽 αjαj−1 · · ·α1α0.

且

−β0g0 − β1g1 − · · · − βj−1gj−1 − αjgj

圽 −αj · · ·α1在α0g0 圫 g1圩− β2g2 − · · · − αjgj

圽 αj · · · 在α1p1 − g2圩− · · · − αjgj

圽 · · ·

圽 αjpj
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即

pj+1 圽 −gj+1 圫 αjpj, αj 圽 gTj+1gj+1/g
T
j gj 在圲圮圲圮圵圷圩

根据归纳法圬 在在圲圮圲圮圵圷圩中令j 圽 地, 圱, 圲, · · · 圬 所得方向为A 共轭方向圮 上述方法最多只

要N步就可找到函数在圲圮圲圮圴圴圩的极小点圬 这是因为所有的gj互相正交圬 即gTNgj 圽 地对所

有j 圽 地, 圱, 圲, · · · , N − 圱都成立圬 而我们的问题在N维空间圬 故必有gN 圽 地圬 亦即xN 为函

数在圲圮圲圮圴圴圩的极小点圮

这就是所谓共轭梯度方法圬 理论上圬 对于二次函数圬 只要N次迭代就可以达到极小点圬

但实际计算时圬 由于舍入误差的影响圬 一般N次迭代并不能达到极小点圮 对于一般的目

标函数圬 有限次在N次圩的迭代也一般不能达到极小点圬 因此实际计算时圬 从一初始点出发圬

迭代N次后圬 以所得结果为出发点圬 重新开始计算圬 直到收敛为止圮

共轭梯度方法由于占用内存小圬 方法简单圬 编程方便圬 目前在物理问题中应用比较多圮

作为例子圬 我们再考虑前面的例题圬 对函数x2 圫 圱地y2圬 取x0 圽 在圲, 圱圩T 圬 则g0 圽 在圴, 圲地圩T 圬

取p0 圽 −g0圬 求得x1 圽 在圱.圷圹圲圸圳,−地.地圳圵圸圵圶圶圩T 圬 g1 圽 在圳.圵圸圵圶圶,−地.圷圱圷圱圳圱圩T 圬 α0 圽

地.地圳圲圱圴圲圳圬由此可构造出p1 圽 在−圳.圷圱圴圲圳, 地.地圷圴圲圸圴圵圩T 圬沿p1方向求得x2 圽 在地.地地地地地地, 地.地地地地地地圩T 圬

即已经达到极小点圮

习题:

编制共轭梯度法的程序并求下面函数的极小值点及极小值,

F 在x1, · · · , xn圩 圽 圱 圫
n∑
i=2

[
圱地地在xi − x2

i−1圩
2 圫 在圱− xi−1圩

2
]

在圲圮圲圮圵圸圩

取n 圽 圱地, 选择初始点为xi 圽 i/圱地, i 圽 圱, 圲, · · · , 圱地.

2.2.5 约约约束束束最最最优优优化化化

前面几节所讲的是无约束最优化问题圬 在实际物理问题中圬 还经常会遇到有约束最优化

问题圬 其数学提法是圬 给定一目标函数F 在x1, x2, · · · , xn圩圬 在一定的约束下求解其极小值圬

约束一般写成一组函数圮 即{
F 在x1, x2, · · · , xn圩 圽 坍坩坮

Gi在x1, x2, · · · , xn圩 圽 地 在i 圽 圱, 圲, · · · ,m圩
在圲圮圲圮圵圹圩

式中m < n圬 m 个方程Gi在x1, x2, · · · , xn圩 代表m 个约束圮 解决约束优化问题的通常做法

是构造一个新的函数圬 把约束优化问题改为一无约束最优化问题圬 然后利用前面的方法

求解圮 通常的做法是圬 定义

F ′ 圽 F 圫
m∑
i=1

λiG
2
i 在圲圮圲圮圶地圩
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对于合适选择的λi圬 在i 圽 圱, 圲, · · · ,m圩圬 F ′ 的极小值就代表了由方程在圲圮圲圮圵圹圩定义的约束最

优化问题圮

例题 在参数x1圬 x2圬 · · · 圬 xn 的一个限制区域D内求解F 的极小值圮 为此圬 我们把求解

区域扩展到整个区域圬 如果F 在D外无定义圬 则应扩充其定义圮 同时定义函数G为

G 圽

{
地 {x} ∈ 坄∑

i λix
2
i {x} 6∈ 坄

在圲圮圲圮圶圱圩

则通过计算F 圫G的极小值就可得到问题的解圮 在使用这种方法时应注意如果在D外F会

变小时圬 G的选择应使得F 圫 G在D外总是较快增加的圮 式在圲圮圲圮圶圱圩 给出的仅仅是一种可

能的选择圬 实际上G的选择可以有无穷多种圮

2.2.6 最最最小小小二二二乘乘乘法法法及及及曲曲曲线线线拟拟拟合合合

在物理实验中圬 常常要测量一对物理量之间的关系圬 在有些情况下圬 一对物理量之间的函

数关系是已知的圬 但包含若干个未知参数圬 若用x和y代表这一对物理量圬 则有

y 圽 f在x圻 a1, a2, · · · , am圩 在圲圮圲圮圶圲圩

式中a1圬 a2圬 · · · 圬 am 为一组未知参量圬 f的函数形式是已知的圬 在这种情况下圬 曲线拟合的

任务圬 就是根据在x, y圩的N个观测点

在x1, y1圩, 在x2, y2圩, · · · , 在xN , yN圩

来确定参数ai圬 在i 圽 圱, 圲, · · · ,m圩圬 如果测量中没有误差圬 则每一组在xi, yi圩 都应准确地落在

理论曲线上圬 即应有

yi 圽 f在xi圻 a1, a2, · · · , am圩 在i 圽 圱, 圲, · · · , N圩 在圲圮圲圮圶圳圩

为了确定诸ai 的值圬 只要选出在圲圮圲圮圶圳圩中的m个方程求解即可圬 但实际测量总是有误差的圬

在xi, yi圩 并不准确落在理论曲线上圬 在N > m 的情况下圬 方程组在圲圮圲圮圶圳圩 成为矛盾方程组圬

不能用解方程的方法求参数a1, a2, · · · , am圬 只能用曲线拟合的方法根据带有误差的观测
值点求得理论曲线参数的估计值圮

在很多实际问题中圬 x和y这两个物理量中总有一个量的测量精度比另一个高得多圬 其

测量误差可以忽略圮 把可以忽略测量误差的量选作自变量x圬 其观测值可看作是准确的圬

对于每个xi圬 对应的y 的观测值yi 是一个随机变量在见第圵章圩圬 其误差可由其方差来估计圮

物理中还经常遇到另外一种曲线拟合的任务场 物理量y 和x 间的函数形式未知圬 需要

从观测点求出y 和x 的函数关系的一个经验公式圮 一般的作法是选取某一函数族{ φi在x圩
} 的一个线性组合圬

y 圽
∑
i

aiφi在x圩 在圲圮圲圮圶圴圩
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然后用曲线拟合方法求出系数ai圮 函数族{ φi在x圩 } 通常从物理考虑来选取圬 一种常用

的方法是选取{ 圱圬 x圬 x2圬 · · · 圬 xm−1 } 用于拟合m 个参数圻 也可选取三角函数{ 圱圬 坳坩坮x 圬

坣坯坳x圬 坳坩坮 圲x圬 坣坯坳 圲x圬 · · · 圬 坳坩坮 圲mx圬 坣坯坳 圲mx} 用于拟合圲m圫 圱 个参数圮 这种方法称为线性

拟合方法圬 即y 线性地依赖于参数ai圬 对于有些物理问题圬 y和x 的函数关系中非线性地依

赖于参数ai圬 例如

y 圽 a1e
−a2x 圫 a3e

−a4x 坳坩坮在a5x圫 a6圩

就是一个具有圶个参数的非线性拟合问题圮

曲线拟合通常采用最小二乘法圬 如果x 的测量误差可以忽略圬 观测点i 的残差δi 定义

为在该点y的观测值与理论值之差圬 即

δi 圽 yi − f在xi圻 a1, a2, · · · , am圩 在圲圮圲圮圶圵圩

若观测值yi 的方差为σ
2
i 圬 则定义其权重因子为

wi 圽
圱

σ2
i

记χ2 为观测点残差的加权平方和圬

χ2 圽
N∑
i=1

wiδ
2
i 圽

N∑
i=1

wi在yi − f在xi圻 a1, a2, · · · , am圩圩2 在圲圮圲圮圶圶圩

曲线拟合的最小二乘法就是以χ2 为目标函数的优化问题圬 即寻找一组参数ai圬 在i 圽

圱, 圲, · · · ,m圩 使χ2 为最小圮 在观测点的方差未知的情况下圬 可以取wi 圽 圱 圬 也可以在每一

观测点多测量几次圬 以其平均值〈yi〉作为该点的观测值圬 而以〈y2
i 〉 − 〈yi〉2 作为其方差圮

在曲线拟合问题中圬 最困难的是选取合适的经验公式圬 这需要结合物理考虑和对测量

数据的观察圬 也依赖于对各种函数及其图像的明确概念圮

例题 在某一能谱测量中圬 得到下表所示数据圬 试给出经验公式并作出曲线拟合圮

坸 地圮地 地圮圱 地圮圲 地圮圳 地圮圴 地圮圵 地圮圶

坹 圲圮圱圱圷 圲圮圶圳圴 圳圮圴圵圹 圴圮圶圷圱 圶圮圶地地 圹圮圹圷圸 圱圵圮圸圹圳

坸 地圮圷 地圮圸 地圮圹 圱圮地 圱圮圱 圱圮圲 圱圮圳

坹 圲圵圮圱地圸 圳地圮圹圷圹 圲圵圮圷圶圸 圱圷圮圳圶圳 圱圲圮地圳圱 圱地圮圴圵圴 圱地圮圲圸地

坸 圱圮圴 圱圮圵 圱圮圶 圱圮圷 圱圮圸 圱圮圹

坹 圱圱圮地圱圲 圱圱圮圱圳圸 圹圮圷圴圵 圷圮圵圷圶 圵圮圵圹圸 圴圮圱圶圵

把表中数据点到坐标纸上在见图圲圮圱中圈点圩圬 可以看出数据有二个峰圬 为此圬 我们试

用坌坯坲坥坮坴坺 形曲线去拟合圬 即取经验公式为

y 圽
a1

在x− a2圩2 圫 a2
3

圫
a4

在x− a5圩2 圫 a2
6
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用上式和上表中的数据计算χ2圬 并用共轭梯度方法优化χ2圬 求得各参数值为

a1 圽 圱.圲圱地 a2 圽 地.圸地地 a3 圽 地.圲地圲

a4 圽 地.圷圷圶 a5 圽 圱.圵地圲 a6 圽 地.圲圹圵

在图圲圮圱中圬 我们用实线画出了拟合的结果圬 虚线给出了二个峰的图像圮

0 0.5 1 1.5 2
0

10

20

30

40

坆坩坧坵坲坥 圲圮圱场

2.3 函函函数数数的的的求求求值值值

在数值计算中圬 经常要求一些函数的值圬 一些常用的初等函数如三角函数圬 e指数函数圬 双

曲函数圬 对数函数等圬 均已写入计算机语言的定义做为内部函数圬 在使用时只需调用即

可圬 而其它的函数和表达式则要自己计算圬 本章将给出一些在物理计算中经常遇到的函

数及表达式的计算方法和部分程序圮 一般说来圬 计算机的内部函数都是由专家设计的圬 其

效率和精度都很好圬 因此圬 如果计算机语言已经提供了所需的函数圬 则应尽量使用这些函

数圬 下面提供的方法仅仅作为计算机系统不提供这些函数时的补充圮

2.3.1 多多多项项项式式式的的的求求求值值值和和和级级级数数数求求求和和和

所谓多项式是指由下式给出的表达式场

p在x圩 圽 a0 圫 a1x圫 a2x
2 圫 a3x

3 圫 · · ·圫 anx
n
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为了计算p在x圩在给定x时的数值圬 我们用c在n圩圬 n 圽 地, 圱, 圲, · · · , n 来代表多项式的系数圬 则

可以写出计算语句圮 以n 圽 圴为例圬 直接用坆坏坒坔坒坁坎语言写出的算式为场

p=c(0)+c(1)*x+c(2)*x**2+c(3)*x**3+c(4)*x**4

这显然不是一个好的算法在为什么圿圩圮 较好的算法是下面二者之一场

p=c(0)+x*(c(1)+x*(c(2)+ x*(c(3)+x*c(4))))

p=(((c(4)*x+c(3))*x+c(2))*x+c(1))*x+c(0)

当n较大时圬 可采用下面的语句段场

P=C(N)
DO 11 J=N-1,1,-1

P=P*X+C(J)
11 CONTINUE

在科研中圬 还常常碰到级数求和的问题圬 例如计算

S 圽
∞∑
i=0

ui

我们当然不可能计算到无穷多项圬 所以上述级数必需在某处截断圬 如果级数收敛很慢圬 就

要计算很多项圬 一方面占用大量的坃坐坕时间圬 更重要的是当计算的项数非常多时圬 舍入误

差的积累有可能完全破坏整个计算圮 为此必须使用加速收敛的技巧圮 坁坩坴坫坥坮 算法是常用

的加速技巧之一圮 它是对相邻的三个部分和进行处理圬 得到一个更好的近似圮 记部分和

为场

Sn 圽
n∑
i=0

ui 在圲圮圳圮圶圷圩

则由Sn−1, Sn, Sn+1 可计算出

S ′n 圽 Sn+1 −
在Sn+1 − Sn圩2

Sn+1 − 圲Sn 圫 Sn−1

在圲圮圳圮圶圸圩

对n 圽 圱圬 圲圬 圳圬 · · · 圬 先求出Sn圬 同时算出S ′n圬 一般S ′n更快地收敛于S圮 在实际使用时圬

在圲圮圳圮圶圸圩最好用写出的式子计算圬 一些代数上等价的式子可能导致较大的舍入误差圮

Euler 变变变换换换

对于由下式定义的交错级数
∞∑
s=0

在−圱圩sus 在圲圮圳圮圶圹圩

这里us > 地圮 坅坵坬坥坲 变换是一个强有力的算法圬 它由下式给出在取n为偶数圩

∞∑
s=0

在−圱圩sus 圽 u0 − u1 圫 u2 · · · − un−1 圫
∞∑
s=0

在−圱圩s

圲s+1
在圁sun圩 在圲圮圳圮圷地圩
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其中场

圁un ≡ un+1 − un

圁2un ≡ 圁在圁un圩 圽 un+2 − 圲un+1 圫 un 在圲圮圳圮圷圱圩

· · · · · ·

为向前差分圮 式在圲圮圳圮圷地圩可推导如下场

定义位移算符E为场

un+1 ≡ Eun

由于在圱 圫 圁圩un 圽 un 圫 un+1 − un 圽 un+1 圽 Eun圬 因此有算符等式

E 圽 圱 圫圁

而

u0 − u1 圫 u2 − u3 圫 · · · 圽 在圱− E 圫 E2 − E3 圫 · · · 圩u0 圽
圱

圱 圫 E
u0

圽
圱

圲

圱

圱 圫 ∆
2

u0 圽
∑
s=0

在−圱圩s

圲s+1
圁su0

2.3.2 连连连分分分式式式的的的求求求值值值

所谓连分式圬 是指由下式给出的表达式圬

f 圽 b0 圫
a1

b1 圫
a2

b2 圫
a3

b3 圫
a4

b4 圫
a5

b5 圫 · · ·

数学家们对它做过很多研究圬 这是一个非常有趣的函数表示方法圮 除了上面的表达式外圬

人们还经常使用另一种记法圮

f 圽 b0 圫
a1

b1圫

a2

b2圫

a3

b3圫

a4

b4圫

a5

b5圫
· · ·

这里圬 系数an 和bn 也可以是x 的函数圮

由于连分式只能从右向左求值圬 因此在具体计算之前圬 很难判断一个无限的连分式应

该在何处截断圬 一种直接的方法就是猜一个截断点圬 求出一个值圬 再猜一个更大一点的截

断点计算圬 通过比较不同截断处的结果来判断是否收敛圮 这显然不是一个好的方法圮 另一
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种在实践中常用的方法是用一个分式有理函数来近似连分式圬 用fn 表示计算到an和bn的

连分式的值圬 则场

fn 圽
An
Bn

在圲圮圳圮圷圲圩

这里An圬 Bn由下面的递推公式给出场

A−1 ≡ 圱 B−1 ≡ 地

A0 ≡ b0 B0 ≡ 圱 在圲圮圳圮圷圳圩

Aj 圽 bjAj−1 圫 ajAj−2 Bj 圽 bjBj−1 圫 ajBj−2 j 圽 圱, 圲, · · · , n

练习

试证明递推关系(2.3.73)并写出计算机程序

2.4 常常常微微微分分分方方方程程程的的的数数数值值值解解解法法法

常微分方程在物理学中具有重要意义圬 牛顿第二定律就表示为一组二阶常微分方程圬 第

一章中提到的著名的三体问题就是由九个二阶常微分方程组成的方程组圻 在量子力学中

和电动力学中圬 由薛定谔方程及坍坡坸坷坥坬坬方程分离变量得到的所谓坓坴坵坲坭坻坌坩坯坵坶坩坬坬坥 本征

值问题也是二阶常微分方程的求解问题圮 在这一章中圬 我们将给出几种数值求解常微分

方程的常用方法圮

2.4.1 Euler方方方法法法

对于常微分方程的初值问题

dy

dx
圽 f在x, y圩

y在地圩 圽 η 在圲圮圴圮圷圴圩

数值求解的第一步是把方程在圲圮圴圮圷圴圩变为一个差分方程圬 为此圬 让x 取一组分立值xn圬

n 圽 地圬 圱圬 圲圬 · · · 圬 x0 圽 地圬 xn+1 圽 xn 圫 h圬 这里h 称为积分的步长圬 把y在x圩在xn处展开圬 有

y在xn+1圩 圽 y在xn圩 圫 h
dy

dx

∣∣∣∣
x=xn

圫O在h2圩 在圲圮圴圮圷圵圩

利用方程在圲圮圴圮圷圴圩圬 便可得到

y在xn+1圩 圽 y在xn圩 圫 hf在xn, yn圩 圫O在h2圩 在圲圮圴圮圷圶圩

这就是坅坵坬坥坲差分格式圬 从x 圽 地出发圬 利用这一方程一步一步地向前计算圬 就可以得到

任一xn处的函数值yn ≡ y在xn圩圮 坅坵坬坥坲 方法是一个显式方法圬 即第n 圫 圱步的yn+1 只依赖
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于xn圬 yn 的值圬 而且每一步只需计算一次f在xn, yn圩 的值圬 这是坅坵坬坥坲 方法的优点圬 但另一

方面圬 坅坵坬坥坲 方法也存在严重的不足圬 因为这一方法是一次的在每一步的误差项为h2 的数

量级圬 |圁y在xN圩| ∼ Nh2 ∼ h圩 圬 所以h 必须取得足够小圬 以保证有满意的精度圬 但步长太小

时圬 积分到一预定的x 则要做很多步的计算圬 舍入误差的积累将会使计算结果严重失真圮

由于这一原因圬 在实际计算中几乎不使用坅坵坬坥坲方法圬 而常常利用其推导上的简单和概念

上非常清楚而用于教学圮

2.4.2 龙龙龙格格格—库库库塔塔塔方方方法法法

具有二阶以上精度的直接方法称为龙格坼库塔方法圮 做为一种训练圬 我们在此给出二阶

龙格坼库塔方法的推导圮 下面先给出一种比较直接的推导圬 然后再介绍一种易于推广到

高阶情形的较为系统的推导方法圬 希望同学仔细体会这里介绍的方法和思路圬 以求举一

反三圬 为自己设计算法做准备圮

第一种推导方法场 如果计算xn+ 1
2
≡ xn 圫

h
2
处y 的一阶导数圬 可以得到

y′
n+ 1

2
圽
yn+1 − yn

h
圫O在h2圩 在圲圮圴圮圷圷圩

这可用坔坡坹坬坯坲 展开加以验证圮 把上式稍加整理圬 并代入y′
n+ 1

2

圽 f在xn+ 1
2
圬 yn+ 1

2
圩圬 得到

yn+1 圽 yn 圫 hf在xn+ 1
2
, yn+ 1

2
圩 圫O在h3圩 在圲圮圴圮圷圸圩

上式中出现了半个分点处的值圬 我们必须设法用分点n和n 圫 圱处的量来表示n 圫 1
2
处

的量圬 为此圬 把f在xn+ 1
2
, yn+ 1

2
圩 和f在xn+1, yn+1圩 在n 点展开场

f在xn+ 1
2
, yn+ 1

2
圩 圽 f在xn, yn圩 圫

h

圲

df

dx

∣∣∣∣
xn

圫O在h2圩

f在xn+1, yn+1圩 圽 f在xn, yn圩 圫 h
df

dx

∣∣∣∣
xn

圫O在h2圩 在圲圮圴圮圷圹圩

把上面的第一式乘以圲减去第二式圬 整理后得

f在xn+ 1
2
, yn+ 1

2
圩 圽

圱

圲
在f在xn, yn圩 圫 f在xn+1, yn+1圩圩 圫O在h2圩 在圲圮圴圮圸地圩

注意到

yn+1 圽 yn 圫 hf在xn, yn圩 圫O在h2圩

及

f在xn+1, yn 圫 hf在xn, yn圩 圫O在h2圩圩 圽 f在xn 圫 h, yn 圫 hf在xn, yn圩圩 圫O在h2圩

我们得到

yn+1 圽 yn 圫
h

圲
在f在xn, yn圩 圫 f在xn 圫 h, yn 圫 hf在xn, yn圩圩 圫O在h3圩 在圲圮圴圮圸圱圩
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这就是二阶龙格坼库塔格式的一种圬 由它可以通过n 点的解给出n圫 圱 点的解圮 它显然具

有二阶精度圮

第二种推导方法场 因为我们的目的是从n 点的解给出n 圫 圱 点的解并要求每一步的误

差为O在h3圩圬 所以可以一般的把差分格式写为

yn+1 圽 yn 圫 h圁在xn, yn圻h圩 在圲圮圴圮圸圲圩

其中

圁在xn, yn圻h圩 ≡ y′n 圫
h

圲
y′′n 圫

h2

圳圡
y(3)
n 圫 · · ·

如果我们用另一函数圈在xn, yn圻h圩代替圁在xn, yn圻h圩圬 且使得

圈在xn, yn圻h圩−圁在xn, yn圻h圩 圽 O在hp圩

则可得到p 阶差分格式圮

对于p 圽 圲圬 取

圈在x, y圻h圩 圽 c1f在x, y圩 圫 c2f在x圫 ha2, y 圫 b21hf在x, y圩圩

把上式对h 展开

圈在x, y圻h圩 圽 c1f在x, y圩 圫 c2f在x, y圩 圫 hc2

[
a2
∂f

∂x
圫 b21

∂f

∂y
f在x, y圩

]
圫O在h2圩 在圲圮圴圮圸圳圩

另一方面场

圁在x, y圻h圩 圽 f在x, y圩 圫
圱

圲
h

[
∂f

∂x
圫
∂f

∂y
f在x, y圩

]
圫O在h2圩 在圲圮圴圮圸圴圩

比较式在圲圮圴圮圸圳圩 和在圲圮圴圮圸圴圩圬 只要在圲圮圴圮圸圳圩 中的系数满足下述关系圬 就能达到我们的要求圮
c1 圫 c2 圽 圱

c2a2 圽
圱

圲

c2b21 圽
圱

圲

在圲圮圴圮圸圵圩

方程在圲圮圴圮圸圵圩 的解并不唯一圬 也就是说圬 有无穷多组系数可以满足要求圮 为此圬 令c2 圽 α圬

则 
c1 圽 圱− α

a2 圽
圱

圲α

b21 圽
圱

圲α

在圲圮圴圮圸圶圩

取α 圽 1
2
圬 得到

c1 圽
圱

圲
, a2 圽 圱, b21 圽 圱
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差分格式为

yn+1 圽 yn 圫
h

圲
在f在xn, yn圩 圫 f在xn 圫 h, yn 圫 hf在xn, yn圩圩 在圲圮圴圮圸圷圩

这与第一种方法得到的结果相同圮 若取α 圽 圱圬 则

c1 圽 地, a2 圽
圱

圲
, b21 圽

圱

圲

差分格式为

yn+1 圽 yn 圫 h在f在xn 圫
圱

圲
h, yn 圫

圱

圲
hf在xn, yn圩圩 在圲圮圴圮圸圸圩

当α 取不同值时圬 我们还可得到其它形式的二阶差分格式圮

计算实践表明圬 对于绝大多数简单问题圬 四阶龙格坼库塔方法是最好的选择圮 这一方

法的一种常用差分格式可用下面一组公式来表示场

k1 圽 hf在xn, yn圩

k2 圽 hf

(
xn 圫

h

圲
, yn 圫

k1

圲

)
k3 圽 hf

(
xn 圫

h

圲
, yn 圫

k2

圲

)
k4 圽 hf在xn 圫 h, yn 圫 k3圩 在圲圮圴圮圸圹圩

yn+1 圽 yn 圫
k1

圶
圫
k2

圳
圫
k3

圳
圫
k4

圶
圫O在h5圩 在圲圮圴圮圹地圩

实际上圬 四阶的龙格坼库塔方法的形式并不唯一圬 这里给出的是常用的一种圮 四阶龙

格坼库塔方法的推导比较繁琐圬 但并不难圬 其基本思路与前面推导二阶方法的第二种

方法相同圬 块圮 坃圮 均坥坡坲 的名著坎坵坭坥坲坩坣坡坬 坩坮坩坴坩坡坬 坖坡坬坵坥 坐坲坯坢坬坥坭坳 坩坮 坏坲坤坩坮坡坲坹 坄坩國坥坲坥坮坴坩坡坬

坅坱坵坡坴坩坯坮坳 在 坅坮坧坬坥坷坯坯坤 坃坬坩國坳圬 坎圮 坊圮 坐坲坥坮坴坩坣坥坻坈坡坬坬圬 圱圹圷圱圩给出了一般龙格坼库塔方法的

推导圬 同时也列出了其它四阶龙格坼库塔方法的形式圬 有兴趣的同学可以参考圮

上面给出了用四阶龙格坼库塔方法积分一步的方法圬 我们当然可以利用这一方法圬 选

定一个步长h圬 从初绐点开始一步一步地积分到所需的点圮 那么圬 步长如何选取呢圿 选多

大才是合适的圬 是否每一步都选相同的步长圿 为此圬 我们需要一个判定精度的方法圬 同时圬

直观告诉我们圬 在函数变化剧烈的地方圬 步长应该取得小一点以保证精度圬 而在函数变化

平缓的地方圬 步长可以取的大一点以减小计算量圮 对于每一步圬 判定步长是否合适的一个

简单的方法就是把步长减半圬 比较步长为圲h 的一步的积分结果和步长为h 的两步的计算

结果圬 确切地说圬

y在x圫 圲h圩 圽 y1 圫O在h5圩

y在x圫 h圫 h圩 圽 y2 圫O在h5圩 在圲圮圴圮圹圱圩
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第二个方程是指用二步步长为h 的积分结果圮 二者之差

圁 ≡ y2 − y1 在圲圮圴圮圹圲圩

显然可以作为误差的一个合适的量度圮 由方程在圲圮圴圮圹圱圩可知圬 圁 正比于h5圬 因此圬 如果步长

为h1 时的误差为圁1圬 而当步长为h0 时的误差为圁0圬 则显然应有

h0 圽 h1

∣∣∣∣圁0

圁1

∣∣∣∣1/5 在圲圮圴圮圹圳圩

如果我们令圁0 为充许误差圬 则方程在圲圮圴圮圹圳圩可以用以调整步长圬 如果|圁1| 大于|圁0|圬 则h0

可作为新的步长重新计算圬 否则圬 如果|圁1| 小于|圁0|圬 则h0 可作为下一步步长的一个合理

的推断圮

下面考虑如何选取圁0圬 你可以把它取为某个小的数字圬 例如圬 圱地−6圬 但略加思考就会发

现这是不行的圬 理由如下圬 所求函数y 的绝对值可以很大圬 也可以很小圬 因此圬 绝对精度是

没有意义的圻 所以圬 我们可以考虑取圁0 圽 εy 圬 而ε 为某一小的数字圻 但另一方面圬 有些函

数是振荡的圬 在某一极大和极小之间圬 并且经常穿过地点圬 对于这类问题圬 圁0 的一个合适

的选则应为某一小量乘以y 的极大值的绝对值圻 为了照顾到上述两种情况圬 我们可以取

圁0 圽 ε yscal 在圲圮圴圮圹圴圩

其中

yscal 圽 |y|圫 |h×
dy

dx
|

上面是以一步为基础来考虑的圬 在有些问题中圬 我们可能要求解满足某种全局的精度圬

由于舍入误差的积累在在最坏的情况下圬 舍入误差全部相加圬 总体误差为N圁0 ∼ L
h
圁0圬 其

中L为对x 的积分的长度圩圬 当h 缩小时圬 圁0 也要相应的缩小圬 以保证总的舍入误差固定圬

即选取y坳坣坡坬 正比于h圬 所以当h0 变化时圬 yscal 也相应的变化圬 从而方程在圲圮圴圮圹圳圩中的指数

成为圱/圴圬 另外圬 我们只考虑了误差的主导项圬 高阶项也应有一些贡献圮 基于所有这些考

虑圬 我们把方程在圲圮圴圮圹圳圩 改写为

h0 圽 Sh1

∣∣∣∣圁0

圁1

∣∣∣∣1/5 圁0 ≥ 圁1

圽 Sh1

∣∣∣∣圁0

圁1

∣∣∣∣1/4 圁0 < 圁1 在圲圮圴圮圹圵圩

这里S 为一考虑了高阶效应的安全系数圬 指数的选择从最安全出发圮 当放大步长时圬 用小

指数圱/圵 在少放一点圩圻 当缩小步长时圬 用大指数圱/圴在多缩一些圩圮 圁0由在圲圮圴圮圹圴圩给出圮

为了简洁起见圬 这里以一个方程为基础给出了四阶龙格坼库塔方法圬 但不难把它们推

广到多个方程圮



圴圴 坃坈坁坐坔坅坒 圲圮 物理学中的常用数值方法

在结束本小节前圬 我们指出圬 虽然这里讲的是一阶常微分方程组的解法圬 但实际上已

经包括了高阶常微分方程圬 因为任何一个高阶常微分方程均可化为一组等价的一阶常微

分方程组圬 如果有同学对这一表述还不清楚圬 那么请立即复习〈〈高等数学〉〉的有关内容圮

本节的方法基本上可以满足实际计算的需要圮 但在实际工作中圬 也会碰到一些特殊

的问题圬 比较重要的一类问题是所谓刚性微分方程求解问题圬 关于这一点圬 请参看块圮 坃圮

均坥坡坲 的著作圮 另外一些特殊问题将在后面结合具体物理问题进行处理圮

练习:

单摆的方程为

坿x圫 ω2 坳坩坮x 圽 地

设初始位移为x 圽 地, 试用二阶龙格-库塔方法对不同的初始速度求解此方程,

并讨论所得结果

2.4.3 两两两点点点边边边值值值问问问题题题

所谓两点边值问题是指下面的定解问题

dyi
dx

圽 gi在x圻 y1, y2, · · · , yn圩 i 圽 圱, 圲, · · · , n 在圲圮圴圮圹圶圩

在点x1圬 有边界条件

B1j在x1圻 y1, y2, · · · , yn圩 圽 地, j 圽 圱, 圲, · · · , n1 在圲圮圴圮圹圷圩

在点x2圬 有边界条件

B2j在x2圻 y1, y2, · · · , yn圩 圽 地, j 圽 圱, 圲, · · · , n− n1 在圲圮圴圮圹圸圩

这样一类问题与前节所处理的问题的最大差别在于定解条件是在x 的两个不同的

点在端点圩处给出的圬 而前节的定解条件是在一个点给出的圬 因此圬 前节的问题称为初值问

题而本节将要解决的问题称为两点边值问题圮 初值问题一般来说总是有解的圬 但边值问

题的解有时并不存在圬 边值问题中常常包含一个参数圬 只有对参数的某些值圬 边值问题的

解才存在圬 这类问题称为微分方程的本征值问题圬 使得方程有解的那些参数值称为本征

值圮

边值问题有各种不同的解法圬 我们将在本节介绍打靶法圮 并通过一个具体算例给出处

理边值问题的一些技巧和方法圮 在后面的章节中圬 我们将结合具体物理问题圬 再回到本节

的问题圮 这里要强调指出的是圬 由于边值问题的特殊性圬 试图像初值问题那样给出通用程

序是几乎不可能的圬 在实际工作中应根据具体的物理问题设计合适的方法圮

打靶法的基本思路是从x1点出发圬 利用n1 个已知的边界条件并指定n2 个条件圬 积分

到x2 点圬 看是否与x2 点的n2 个条件一致圬 若否圬 则调节在x1 指定的条件直到符合要求
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为止圮 现在我们给出仔细的分析圬 令V 圽 坛V1, V2, · · · , Vn2 坝
T 为一n2 维空间的矢量圬 它给出

了x1 点的n2 个指定的条件圬 则方程在圲圮圴圮圹圷圩 可以写为

yi在x1圩 圽 yi在x1圻V1, V2, · · · , Vn2圩 i 圽 圱, 圲, · · · , n 在圲圮圴圮圹圹圩

因此圬 给定V 圬 我们就有了一个完整的初值问题圬 利用前节的方法在区间坛x1, x2坝 之间积

分方程在圲圮圴圮圹圶圩圬 便可得到一组yi在x2圻V1, V2, · · · , Vn2圩圬 在x2圬 定义一个n2 维的偏离矢量F 圬

F的取法并不唯一圬 可视方便而定圬 例如可取

Fk 圽 B2k在x2圻 y1, y2, · · · , yn圩 k 圽 圱, 圲, · · · , n2 在圲圮圴圮圱地地圩

如果F 圽 地圬 则说明V的选则是正确的圮 因此圬 问题转化为求解方程F 圽 地圬 这里有n2 个未

知量Vk圬 n2个方程Fk 圽 地圮 为了求解这一组方程圬 我们假定V 与真实的解相差不大圬 从而

可以把方程在圲圮圴圮圱地地圩线性化圬 即令

Fk在V
∗ − δV 圩 圽 −

n2∑
j=1

AkjδVj 在圲圮圴圮圱地圱圩

这里

Akj 圽
∂Fk
∂Vj

在圲圮圴圮圱地圲圩

由方程在圲圮圴圮圱地圱圩求出δVj圬 并令新的V 为

V new
k 圽 V old

k 圫 δVk 在圲圮圴圮圱地圳圩

通过反复迭代圬 最终得到结果圮

现在圬 让我们回到在圲圮圴圮圱地圲圩圬 由于Fk 是由数值给出的圬 因此Akj 的计算也只能是数值

的圬 最简单的方法是令

∂Fk
∂Vj
≈ Fk在V1, V2, · · · , Vj 圫 δVj, · · · 圩− Fk在V1, V2, · · · , Vj, · · · 圩

δVj
在圲圮圴圮圱地圴圩

这样圬 每完成一次迭代需要求解n2 圫 圱 次初值问题圬 一次计算Fk在V1, V2, · · · , Vn2圩圬 n2 次计

算偏导数圬 显然圬 与初值问题相比圬 边值问题的计算量是相当大的圮 V 的初始叠代值的选

择是一个困难的问题圬 如果选择的不好圬 则可导致计算的失败圬 通常应根据对被求解问题

的了解程度尽量选择接近其解的量作为初始叠代值圮 在后面的例子中圬 将给出一个针对

具体问题的选法圮

为了帮助理解打靶法的应用圬 这里给出一个例子圬 即旋转椭球谐振子圮 当在旋转椭球

坐标系中对某些偏微分方程如坌坡坰坬坡坣坥方程分离变量时圬 将会导致下面的方程

d

dx

[
在圱− x2圩

dS

dx

]
圫

(
λ− c2x2 − m2

圱− x2

)
S 圽 地 在圲圮圴圮圱地圵圩
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这里m 为一整数圮 这是一个坓坴坵坲坭坻坌坩坯坵坶坩坬坬坥本征值问题圬 λ 是方程的本征值圮 方程

在x 圽 ±圱 具有奇点圬 从坓坴坵坲坭坻坌坩坯坵坶坩坬坬坥本征值问题的一般理论可知在参见梁昆淼圬

〈〈数学物理方法〉〉圬 如果我们寻求在x 圽 ±圱 为正则的解圬 则只有对λ 的某些特殊值才

有可能圬 这些特殊值称为本征值圬 且所有的本征值均大于地圮 当c 圽 地 时圬 方程化为球谐

振子的方程圬 其解为Pm
n 在x圩圬 本征值为λmn 圽 n在n 圫 圱圩圬 n 圽 m,m 圫 圱, · · · 圬 当c 6圽 地 时圬 我

们记在圲圮圴圮圱地圵圩的本征值为λmn在c圩圬 对应的本征函数记为Smn在x圩圮 λmn在c圩和Smn在x圩的计算曾

经是非常困难的问题圬 其十分复杂的级数解圬 递推关系等可在一些非常专门的书籍中查

到圮 在 例如圬 可参看坍圮 坁坢坲坡坭坯坷坩坴坺 坡坮坤 坉 坓坴坥坧坵坮 坈坡坮坤坢坯坯坫 坯坦 坍坡坴坨坥坭坡坴坩坣坡坬 坆坵坮坣坴坩坯坮坳

在坄坯坶坥坲 坐坵坢坬坩坣坡坴坩坯坮坳圬 坎坥坷 坙坯坲坫圬 圱圹圶圸圩 圩 其数值解相对来说要容易得多圮 首先圬 我们作代

换在从天上掉下来的圿圬 请复习〈〈数学物理方法〉〉中常微分方程的有关内容圮圩

S 圽 在圱− x2圩m/2y

则原方程化为

在圱− x2圩
d2y

dx2
− 圲在m圫 圱圩x

dy

dx
圫 在µ− c2x2圩y 圽 地 在圲圮圴圮圱地圶圩

这里

µ ≡ λ−m在m圫 圱圩 在圲圮圴圮圱地圷圩

方程在圲圮圴圮圱地圴圩和在圲圮圴圮圱地圶圩均在代换x → −x 下不变圬 因此S 及y 除了一个常数因子外

也应在同一变换下不变圬 由于解最终将归一化圬 因此这一常数因子只能是±圱圮 方
程在圲圮圴圮圱地圶圩 也是一个坓坴坵坲坭坻坌坩坯坵坶坩坬坬坥 方程圬 其本征值µ ≥ 地圬 参照球谐振子的结果圬 如

果令λmn 圽 αmn 圫 n在n 圫 圱圩圬 且要求αmn ≥ 地圬 则由在圲圮圴圮圱地圷圩 可知n ≥ m圬 n 圽 m 对应

于最低本征值圮 利用坓坴坵坲坭坻坌坩坯坵坶坩坬坬坥 方程的从小到大排列的本征值与其对应的本征函

数的零点的定理可知圬 当n − m 为偶数时圬 ymn在坛−圱, 圱坝之间有偶数个零点圬 所以我们

取y在x圩 圽 y在−x圩圬 否则圬 取y在x圩 圽 −y在−x圩圬 于是

ymn在−x圩 圽 在−圱圩n−mymn在x圩 在圲圮圴圮圱地圸圩

在x→ −圱 时圬 可以解得

y′在−圱圩 圽 − µ− c2

圲在m圫 圱圩
y在−圱圩 在圲圮圴圮圱地圹圩

在原点圬 我们有

y在地圩 圽 地, n−m为奇数

y′在地圩 圽 地, n−m为偶数 在圲圮圴圮圱圱地圩

最后圬 我们令Smn 在x → −圱时与Pm
n 有相同的极限行为圮 在这相当于选则一个特定的归一

化条件圩

坬坩坭
x→−1

在圱− x2圩−m/2Smn在x圻 c圩 圽 坬坩坭
x→−1

在圱− x2圩−m/2Pm
n 在x圩 在圲圮圴圮圱圱圱圩
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现在圬 令

y1 圽 y

y2 圽 y′

y3 圽 µ 在圲圮圴圮圱圱圲圩

这样圬 方程在圲圮圴圮圱地圶圩变为

y′1 圽 y2

y′2 圽
圱

圱− x2

[
圲x在m圫 圱圩y2 − 在y3 − c2x2圩y1

]
y′3 圽 地 在圲圮圴圮圱圱圳圩

我们选择区间坛−圱, 地坝 来求解在为什么不选坛地, 圱坝圿圩圬 边界条件为圬 在x 圽 −圱圬 有

y2 圽 − y3 − c2

圲在m圫 圱圩
y1

y1 圽 坬坩坭
x→−1

在圱− x2圩−m/2Pm
n 在x圩 圽

在−圱圩m在n圫m圩圡

圲mm圡在n−m圩圡
在圲圮圴圮圱圱圴圩

在x 圽 地圬 有场

y1 圽 地, n−m为奇数

y2 圽 地, n−m为偶数 在圲圮圴圮圱圱圵圩

在这一问题中圬 未知量是本征值µmn圬 为了给出一个好的初值圬 我们注意到在方

程在圲圮圴圮圱地圶圩中圬 如果把µ − c2x2 作为本征值看待圬 则为球谐振子方程圬 其本征值已知

为n在n 圫 圱圩−m在m 圫 圱圩圬 因为地 ≤ x2 ≤ 圱圬 因此圬 把x2 代之以1
2
得到的结果应是原问题的

一个良好的近似圬 为此圬 µmn 的初始叠代值可选为n在n圫 圱圩−m在m圫 圱圩 圫 1
2
c2圮

在这个例子中圬 我们不仅示范了打靶法的使用圬 同时也示范了如何把高阶方程化为一

阶方程以及如何处理本征值问题圬 请同学仔细体会圬 掌握这一方法并应用于解决实际问

题圮

练习:

对于方程

y′′ 圫
圱

x
y′ 圫 ky 圽 地

在边界条件y在地圩 有限, y在圱圩 圽 地 下计算本征值k.

提示, 为了得到k 的叠代初值, 考虑k 很大时, 方程成为y′′ 圫 ky 圽 地, 其解

为y ∼ 坣坯坳在
√
kx圫 δ圩, 若令δ 圽 地 (δ 应在区间坛地, π

2
坝 内), 则k 圽 在n圫 1

2
圩2π2.
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2.5 插插插值值值和和和逼逼逼近近近

给定一个列表函数圬 在x1, f在x1圩圩, 在x2, f在x2圩圩, · · · , 在xn, f在xn圩圩圬 要求寻找一个函数φ在x圩 来近
似代替f在x圩圬 使得在在x1, x2, · · · , xn圩圬 f在xi圩 圽 φ在xi圩圬 而对于其它的x圬 φ在x圩 是f在x圩 的一个

很好的近似圮 这样的问题就称为插值问题圮 如果读者稍为细心一点圬 就会发现我们的最

后一个要求是有问题的圬 因为我们仅仅知道f在x圩 在一些分立点xi 上的值圬 事先并不知

道f在x圩 在这些点以外如何变化圬 因此除了要求φ在x圩 在诸xi 点上与f在x圩 相等外圬 无法提出

更多的要求圮 然而圬 在物理上和数学上圬 假如我们认为一组分立点的数值大致决定了f在x圩圬

这就隐含着我们假定了f在x圩 在任何两个给定点之间是光滑变化的圮 因此圬 我们的目的实

际上是寻找一条光滑地通过n 个给定点在x1, f在x1圩圩, 在x2, f在x2圩圩, · · · , 在xn, f在xn圩圩 的一条曲
线圮

2.5.1 多多多项项项式式式插插插值值值

通过两点可以唯一地作一条直线圬 通过三点可以唯一地作一条抛物线圬 圮 圮 圮 圮 圮 圮 圮 通过n 个

数据点在x1, y1圩, 在x2, y2圩, · · · , 在xn, yn圩 可以唯一地决定一个n− 圱 阶的多项式Pn在x圩圬 这一多

项式就称为y 圽 f在x圩 的插值多项式圮 它由著名的坌坡坧坲坡坮坧坥 公式给出圮

P 在x圩 圽
在x− x2圩在x− x3圩 · · · 在x− xn圩

在x1 − x2圩在x1 − x3圩 · · · 在x1 − xn圩
y1 圫

在x− x1圩在x− x3圩 · · · 在x− xn圩
在x2 − x1圩在x2 − x3圩 · · · 在x2 − xn圩

y2 圫

· · · 在x− x1圩在x− x2圩 · · · 在x− xn−1圩

在xn − x1圩在xn − x2圩 · · · 在xn − xn−1圩
yn 在圲圮圵圮圱圱圶圩

它共有n 项圬 每一项为一n− 圱 次多项式圬 且第i 项除在点xi 为yi 圽 f在xi圩 外圬 在其余诸xj

处均为地圮

直接对在圲圮圵圮圱圱圶圩编写程序虽然不是一个很好的算法圬 但也是完全可行的圮 读者可

作为一个编程练习来写出计算程序圮 我们在这里将介绍一个更好的算法圬 坎坥坶坩坬坬坥算

法圬 这一算法的基本思想是从一个低次多项式出发圬 逐次用递推方式加高并最

终得到结果圮 下面给出这一算法的一个简短的说明圮 对于给定的x圬 令P 0
11 是通

过在x1, y1圩 点的唯一的地 次多项式圬 即P 0
11 圽 y1圬 在同样定义P

0
22, P

0
33, · · ·P 0

nn圩圻 定义P
1
12 为

通过在x1, y1圩, 在x2, y2圩 的唯一一次多项式圮 同理有P 1
23, P

1
34, P

1
n−1,n圻 · · · · · · 圬 定义Pm

i,i+m 为通

过在xi, yi圩, 在xi+1, yi+1圩, · · · 在xi+m, yi+m圩的m次多项式圬则P n−1
1n 即为通过在x1, y1圩, 在x2, y2圩, · · · , 在xn, yn圩

的唯一n − 圱 次多项式圬 即为在圲圮圵圮圱圱圶圩的等价形式圮 所有这些P 可以排成一个表圬

其坜祖代圢排在左边圬 坜子代圢在右边并最终导致唯一的坜后代圢即为我们的解圮 如下式
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所示在以n 圽 圵 为例圩场

x1 场 y1 圽 P 0
11

P 1
12

x2 场 y2 圽 P 0
22 P 2

13

P 1
23 P 3

14

x3 场 y3 圽 P 0
33 P 2

24 P 4
15

P 1
34 P 3

25

x4 场 y4 圽 P 0
44 P 2

35

P 1
45

x5 场 y5 圽 P 0
55

在圲圮圵圮圱圱圷圩

坜子代圢与坜父代圢之间满足如下递推关系场

Pm
i,i+m 圽

在x− xi+m圩Pm−1
i,i+m−1 圫 在xi − x圩Pm−1

i+1,i+m

xi − xi+m
在圲圮圵圮圱圱圸圩

练习

证明上述递推关系

直接用在圲圮圵圮圱圱圸圩计算是完全可行的圬 但还可进一步改进圬 一种改进的方法是在计算中

做小量 坜子代圢和坜父代圢之差的迭代圮 即定义

Cmi ≡ Pm
i,i+m − Pm−1

i,i+m−1

Dmi ≡ Pm
i,i+m − Pm−1

i+1,i+m 在圲圮圵圮圱圱圹圩

从在圲圮圵圮圱圱圸圩可容易推出Cmi 和Dmi 所满足的递推关系为场

Dm+1,i 圽
在xi+m+1 − x圩在Cm,i+1 −Dmi圩

xi − xi+m+1

Cm+1,i 圽
在xi − x圩在Cm,i+1 −Dmi圩

xi − xi+m+1

在圲圮圵圮圱圲地圩

在每一次递推中圬 C 和D 是对插值的更高一次的修正圬 最后的结果P n−1
1n 是任一yi 加上一

系列从yi 出发而最终到达坜家族圢 终点的任一路径上的C 及D圮

2.5.2 分分分式式式有有有理理理函函函数数数插插插值值值和和和外外外推推推

有些函数在大部分函数圿圩不能很好地用多项式来近似圬 我们在后面要举一个著名的例子圬

但大部分函数都能用分式有理函数来近似圬 这里边有一些深入的数学原理圬 有兴趣的同

学可以研读有关的数学书籍圮
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一个通过m圫 圱 个点在x0, y0圩, 在x1, y1圩, · · · , 在xm, ym圩 的分式有理函数可记为

Rµ,ν在x圩 圽
Pµ在x圩

Qν在x圩
圽
p0 圫 p1x圫 · · ·圫 pµx

µ

圱 圫 q1x圫 · · ·圫 qνxν
在圲圮圵圮圱圲圱圩

由于有µ 圫 ν 圫 圱 个末知参数p 及q圬 因此圬 必有m 圫 圱 圽 µ 圫 ν 圫 圱圮 在做分式有理函数插

值时圬 还需要给定分子或分母的阶圮

方程在圲圮圵圮圱圲圱圩两边乘以Qν在x圩圬 分别代入逐插值点圬 得到一组线性代数方程组圬 可由

此解得pi和qi圬 得到有理插值函数圮 类似于多项式插值圬 我们也可以构造一个递推算法圬

这一算法称为坂坵坬坩坲坳坣坨坼坓坴坯坥坲算法圮 这里不予介绍圬 有兴趣的同学可参看在坊圮 坓坴坯坥坲圬 坒圮

坂坵坬坩坲坳坣坨圬 坉坮坴坲坯坤坵坣坴坩坯坮 坴坯 坎坵坭坥坲坩坣坡坬 坁坮坡坬坹坳坹坳圬 坓坰坲坩坮坧坥坲圭坖坥坲坬坡坧圬 圱圹圹圲圬 坃坨坡坰坴坥坲 圲圩圮

2.5.3 三三三次次次样样样条条条插插插值值值

三次样条插值是目前应用最广泛的一种方法圬 它可以保持插值函数具有二次连续导数圬

而且不会出现多项式插值中的一些问题圮 三次样条插值问题可以表述如下圬 对于给定的n

个点在x1, y1圩, 在x2, y2圩, · · · , 在xn, yn圩圬 寻找一个分段三次多项式

S在x圩 圽


S1在x圩 在x1 ≤ x ≤ x2圩

S2在x圩 在x2 ≤ x ≤ x3圩

· · · · · ·
Sn−1在x圩 在xn−1 ≤ x ≤ xn圩

在圲圮圵圮圱圲圲圩

其中圬 Si在x圩 为一定义在区间坛xi, xi+1坝 上的三次多项式并要求S在x圩 在诸插值点上的一阶

及二阶导数连续圮

我们先来分析这一插值问题的解是否存在圬 由于决定每个三次多项式需要圴 个条件圬

所以总共需要圴在n − 圱圩 个条件圬 由每个多项式都要通过两个端点圬 给出圲在n − 圱圩 个条件圬

一阶导数和二阶导数连续给出圲在n − 圲圩 个条件圬 这样圬 我们总共有圴在n − 圱圩 − 圲 个条件圮

因此圬 为了确定插值问题圬 还需要补充二个条件圬 由这两个条件的不同圬 又有几种不同

的三次样条插值方法圬 这里我们将介绍二种圬 一种是再给定两个端点x1, xn 的一阶导数

值y′1, y
′
n圬 另一种是令两个端点上的二阶导数为地 圬 即令y′′1 圽 y′′n 圽 地圮

现在来求解这一问题圬 由于二阶导数连续圬 所以y′′i , i 圽 圲, 圳, · · · , n− 圱 是存在的圬 在任

一子区间坛xi, xi+1坝圬 有

S ′′i 在x圩 圽
x− xi
xi+1 − xi

y′′i+1 圫
xi+1 − x
xi+1 − xi

y′′i 在圲圮圵圮圱圲圳圩
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对上式积分二次圬 得到

Si在x圩 圽
圱

圶

在xi+1 − x圩3

xi+1 − xi
y′′i 圫

圱

圶

在x− xi圩3

xi+1 − xi
y′′i+1

圫 在yi+1 −
圱

圶
y′′i+1 在xi+1 − xi圩2圩

x− xi
xi+1 − xi

圫 在yi −
圱

圶
y′′i 在xi+1 − xi圩2圩

xi+1 − x
xi+1 − xi

在圲圮圵圮圱圲圴圩

上式包含n 个未知量y′′i , i 圽 圱, 圲, 圳, · · · , n圬 为了决定这些未知量圬 对上式微分一次圬 得到

S ′i在x圩 圽 −圱

圲

在xi+1 − x圩2

xi+1 − xi
y′′i 圫

圱

圲

在在x− xi圩2

xi+1 − xi
y′′i+1

圫 在yi+1 −
圱

圶
y′′i+1 在xi+1 − xi圩2圩

圱

xi+1 − xi

− 在yi −
圱

圶
y′′i 在xi+1 − xi圩2圩

圱

xi+1 − xi
在圲圮圵圮圱圲圵圩

由S ′i在x圩 的连续性条件圬 可得n− 圲 个方程如下在对i 圽 圲, 圳, · · · , n− 圱圩

xi − xi−1

圶
y′′i−1 圫

xi+1 − xi−1

圳
y′′j 圫

xi+1 − xi
圶

y′′i+1 圽
yi+1 − yi
xi+1 − xi

− yi − yi−1

xi − xi−1

在圲圮圵圮圱圲圶圩

如前所述圬 我们还需要圲 个补充条件以决定n 个未知量y′′i 圬 其选择方法是圬 如果给定端

点的一阶导数圬 则把y′1 和y
′
n 代入方程在圲圮圵圮圱圲圵圩可得到两个关于y′′ 的方程圬 与在圲圮圵圮圱圲圶圩一

起构成一个完整的线性代数方程组圻 如果给定端点的二阶导数为地圬 则在圲圮圵圮圱圲圶圩足以决

定n− 圲 个未知量圮 一旦求得了诸y′′i 圬 则对给定的x圬 可利用在圲圮圵圮圱圲圴圩计算其对应的y 值圮

下面我们看一个例子圬 考虑下面的函数

y 圽
圱

圱 圫 圲圵x2
在圲圮圵圮圱圲圷圩

我们在坛−圱, 圱坝 之间取圱圱 个点圬 分别用多项式圬 分式有理函数和三次样条函数进行插值圬

计算结果见图在圷圮圱圩圬 其中实线为原函数圬 点线为多项式插值的结果圬 除了在插值点外圬 与

原函数的差别是相当大的圬 点虚线和虚线分别为分式有理函数和三次样条插值的结果圬

在图上几乎完全与准确值重合圮



圵圲 坃坈坁坐坔坅坒 圲圮 物理学中的常用数值方法

−1 −0.5 0 0.5 1
−1
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1

2

坆坩坧坵坲坥 圲圮圲场 多项式圬 分式有理函数和三次样条函数插值的比较

2.5.4 列列列表表表函函函数数数的的的积积积分分分

在物理上圬 经常会遇到计算列表函数的积分圮 实验测量的结果总是在一些分立点上圬 大型

数值计算的结果也只能是一些分立值圮 样条插值方法可以用来计算此类积分圮 对于列表

函数圬 可首先建立其样条插值圬 求出由式在圲圮圵圮圱圲圲圩 所指定的函数S在x圩圬 由于诸Si在x圩 都是

三次多项式圬 其积分可解析求出圬 把每一分段上的积分值加起来就得到最终结果圮

练习

分别对于端点和内点计算(2.5.124)的积分, 并最终给出样条插值方法计算列

表函数的算法和程序

练习

对于函数

f在x圩 圽
x 坣坯坳x

圱 圫 x3

(i), 用辛普生方法计算
∫ 2

1.5
f在x圩dx

(ii), 在区间坛圱, 圲坝 上分50 个子区间, 计算f在xi圩的值, 利用这些数值并用样条

函数方法(见上题)计算上述程分, 比较所得结果

2.5.5 Padé插插插值值值与与与外外外推推推

在理论物理中圬 微扰方法是进行实际计算的最重要的方法之一在在力学界称为摄动方法圩圬

粗略地讲圬 微扰方法就是在计算某一物理量时圬 利用这一物理问题中的某个小参量作级
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数展开圬 例如量子力学中的微扰论圬 弹性力学及天体力学中的摄动理论圬 相变理论中的高

温展开和低温展开等都是典型的例子圮 但是圬 级数展开毕竟是级数展开圬 它只在展开参量

很小时有效在如果级数不收敛圬 甚至在参数很小时也是有问题的圩圬 但另一方面圬 在物理问

题中圬 小参量有时并不小圬 其选取有时在在大多数情况下圩纯粹是为了计算方便圬 那么圬 有

没有可能从这样一个级数出发圬 得到对参数的从小到大的所有值都有意义的结果呢圿 这

似乎是一个失去理智的要求圮 然而圬 这个问题的回答是肯定的在如果没有一批似乎是失去

理智的人的开创性工作圬 也就不会有今天科学的高度进步圩圮

对于一个函数f在x圩圬 假定我们知道它的幂级数为

f在x圩 圽 c0 圫 c1x圫 c2x
2 圫 c3x

3 圫 · · · 在圲圮圵圮圱圲圸圩

这一幂级数所反映的圬 当然只是f在x圩 在原点的局部性质圬 如果用它来计算函数在原点附

近的值圬 在上面的幂级数收敛的前提下圬 一般取前几项就可得到较好的结果圮 倘若要求|x|
较大时的值或在圲圮圵圮圱圲圸圩不收敛圬 则这一级数对于计算是没有什么用处的圮 坐坡坤圓坥逼近就是

针对这样一个没有用处的形式级数在并不要求收敛圩圬 从中得到函数f在x圩的性质圬 并想法计

算任一x 下f在x圩 的值圮 之所以能够做到这一点是因为一个形式的幂级数已经包含了关于

函数f在x圩 的很多信息圮 对于一个确定的函数来说圬 函数的各点之间应该具有某种联系圬

也就是说圬 函数在一点的行为是与其整体形为有关的圬 这就是坐坡坤圓坥 逼近可以成功的基础圮

函数的一点与整体的关系问题是一个很深奥的问题圬 我们不打算在也不可能圩在此给出详

细的解释圬 但需要强调指出的是圬 坐坡坤圓坥逼近虽然最旱是由数学家提出的圬 但其理论的发展

和广泛的应用则是由物理学家完成的圮

坐坡坤圓坥逼近的定义是圬 对于由在圲圮圵圮圱圲圸圩定义的函数圬 寻找一个分式有理函数

Rm,n在x圩 圽 P 在x圩/Q在x圩 在圲圮圵圮圱圲圹圩

其中P 在x圩 为一m 次多项式圬 Q在x圩 为一n 次多项式且Q在地圩 圽 圱圬 使得

f在x圩− P 在x圩/Q在x圩 圽 O在xm+n+1圩 在圲圮圵圮圱圳地圩

即Rm,n在x圩 的泰勒展开的前m 圫 n 圫 圱 项在包括常数项圩与f在x圩 的泰勒展开是一样的圮 这

样的分式有理函数就称为f在x圩 的一个坐坡坤圓坥逼近圬 简记为坛m/n坝圮 需要注意的是圬 这样定

义的坰坡坤圓坥逼近并不总是存在的圮 坐坡坤圓坥逼近有很多十分有趣的性质圬 有兴趣的同学可以

参看由著名理论物理学家均圮 坁圮 坂坡坫坥坲 坊坲圮所写的坔坨坥 坥坳坳坥坮坴坩坡坬坳 坯坦 坐坡坤圓坥 坡坰坰坲坯坸坩坭坡坴坩坯坮坳

在坁坣坡坤坥坭坩坣 坐坲坥坳坳圬 坎坥坷 坙坯坲坫 圬 圱圹圷圵圩一书圮

对于一个函数f在x圩圬 其坐坡坤圓坥 逼近坛m/n坝 可以排成一个表圬 称为坐坡坤圓坥 表圬 如下式所示圮
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坭\ 坮 地 圱 圲 圳 圴 圵 · · ·
地 坛地圯地坝 坛地圯圱坝 坛地圯圲坝 坛地圯圳坝 坛地圯圴坝 坛地圯圵坝 · · ·
圱 坛圱圯地坝 坛圱圯圱坝 坛圱圯圲坝 坛圱圯圳坝 坛圱圯圴坝 坛圱圯圵坝 · · ·
圲 坛圲圯地坝 坛圲圯圱坝 坛圲圯圲坝 坛圲圯圳坝 坛圲圯圴坝 坛圲圯圵坝 · · ·
圳 坛圳圯地坝 坛圳圯圱坝 坛圳圯圲坝 坛圳圯圳坝 坛圳圯圴坝 坛圳圯圵坝 · · ·
圴 坛圴圯地坝 坛圴圯圱坝 坛圴圯圲坝 坛圴圯圳坝 坛圴圯圴坝 坛圴圯圵坝 · · ·
圵 坛圵圯地坝 坛圵圯圱坝 坛圵圯圲坝 坛圵圯圳坝 坛圵圯圴坝 坛圵圯圵坝 · · ·
· · · · · · · · ·

坐坡坤圓坥 表有很多有趣的性质圬 其中之一是块坹坮坮 恒等式圬 对于坐坡坤圓坥 表上相邻的五个元

素场

N

W C E

S

有
圱

E − C
圫

圱

W − C
圽

圱

N − C
圫

圱

S − C
在圲圮圵圮圱圳圱圩

下面我们讲述计算坐坡坤圓坥表的方法圬 如果我们的目的是求出坐坡坤圓坥表的数值圬 则可使用ε

算法圬 如果已知

f在x圩 圽
∞∑
i=0

cix
i

这一算法首先定义一组

εj0 圽

j∑
i=0

cix
i j 圽 地, 圱, 圲, · · ·

εj−1 圽 地 j 圽 地, 圱, 圲, 圳, · · ·

ε−k−1
2k 圽 地 k 圽 地, 圱, 圲, 圳, · · ·

则可以建立下面的ε表

ε−1
0 ε−2

2 ε−3
4 · · ·

ε0
−1 ε−1

1 ε−2
3 ε−3

5 · · ·
ε0

0 ε−1
2 ε−2

4 · · ·
ε1
−1 ε0

1 ε−1
3 ε−2

5 · · ·
ε1

0 ε0
2 ε−1

4 · · ·
ε2
−1 ε1

1 ε0
3 ε−1

5 · · ·
ε2

0 ε1
2 ε0

4 · · ·
ε3
−1 ε2

1 ε1
3 ε0

5 · · ·
圮圮圮

圮圮圮
圮圮圮

圮圮圮
圮圮圮

圮圮圮
圮圮圮

圮圮圮
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其中诸ε 之间满足如下的递推关系

εjk+1 圽 εj+1
k−1 圫

圱

εj+1
k − εjk

在j, k 圽 地, 圱, 圲, · · · 圩 在圲圮圵圮圱圳圲圩

因此圬 从ε 表的第一行及第一圬 二两列出发圬 便可得到表中的所有元素圮 可以证明圬 ε 表

与坐坡坤圓坥表之间有下述关系场

εj2k 圽 坛在k 圫 j圩/k坝 在圲圮圵圮圱圳圳圩

因此圬 一旦求得了ε 表圬 也就得到了坐坡坤圓坥 表圮

在在圲圮圵圮圱圳圲圩 中圬 如果第二项的分母变为零在在机器精度内圩圬 则计算将无法进行下去圬

通常计算机将报告一个除以零在坄坩坶坩坤坥 坢坹 坚坥坲坯圩 错误圬 这一般是由于在计算中所取项数

较多圬 原级数已经收敛圮 在此情况下圬 可少取几项进行计算圬 并不断增加项数比较所得结

果圮 也可以用下面将要介绍的方法求出坐坡坤圓坥 逼近的系数圬 用其解析式进行计算圮

练习

对较小的k, j, 验证式(2.5.133), 并进而证明它. (提示: 用归纳法)

练习

1,编写利用ε 表计算padé逼近的程序, 利用坬坮在圱 圫 x圩 圽 x− x2

2
圫 x3

3
− x4

4
圫 · · · ,

用padé逼近方法计算坬坮在圵圩的值并与准确值比较

2, 考虑π 的一个著名的慢收敛级数,

π 圽 圴− 圴

圳
圫

圴

圵
− 圴

圷
圫 · · · 圽

∞∑
k=0

在−圱圩k 圴

圲k 圫 圱

用Padé近似计算π 的数值.

3, 考虑积分

I在x圩 圽

∫ ∞
0

e−t

圱 圫 xt
dt

试证明此积分可写为下面的形式级数

I在x圩 圽 圱− 圱圡x圫 圲圡x2 − 圳圡x3 圫 圴圡x4 − 圵圡x5 圫 · · ·

从这一发散级数出发, 利用Padé近似计算I在圱圩, (I在圱圩的准确值可用数值积分

方法求出为地.圵圹圶圳圴圷 · · · )

4, 对于x 圽 地.圵, 利用ex 的幂级数展开式, 从小到大改变所取级数的项数N并

用前面的程序计算其Padé 逼近, 观察所得结果并与准确值比较. 当N 较大时

会发生什么情况?
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在很多问题中圬 我们并不仅仅需要坐坡坤圓坥逼近的数值圬 而且需要知道坐坡坤圓坥逼近的解析形

式圬 即多项式P 在x圩 和Q在x圩 的系数圮 为此圬 考虑方程在圲圮圵圮圱圳地圩圬 记

f在x圩 圽 c0 圫 c1x圫 c2x
2 圫 c3x

3 圫 · · ·圫 cm+nx
m+n 圫O在xm+n+1圩

P 在x圩 圽 a0 圫 a1x圫 a2x
2 圫 a3x

3 圫 · · ·圫 amx
m

Q在x圩 圽 圱 圫 b1x圫 b2x
2 圫 b3x

3 圫 · · ·圫 bnx
n 在圲圮圵圮圱圳圴圩

这里圬 ci, i 圽 地, 圱, 圲, · · · ,m 圫 n 已知圬 我们的目的是求ai, i 圽 地, 圱, 圲, · · · ,m 和bi, i 圽

圱, 圲, · · · , n 使得方程在圲圮圵圮圱圳地圩满足圮 可以证明圬 如果函数f在x圩 的坐坡坤圓坥逼近存在圬 则必定是

唯一的圮 因此圬 一旦求得了ai 及bi圬 则P 在x圩/Q在x圩 就是f在x圩 的坛m/n坝 坐坡坤圓坥逼近圮 为了计算

系数ai 及bi圬 把方程在圲圮圵圮圱圳地圩改写为

f在x圩Q在x圩− P 在x圩 圽 O在xm+n+1圩 在圲圮圵圮圱圳圵圩

把在圲圮圵圮圱圳圴圩代入在圲圮圵圮圱圳圵圩圬 比较方程两边x 同次幂的系数圬 可以得到下面的两组线性代数

方程圮 
a0

a1

圮圮圮

am

 圽


c0 地 地 · · · 地

c1 c0 地 · · · 地
圮圮圮

圮圮圮
圮圮圮 · · · 圮圮圮

cm cm−1 cm−2 · · · cm−n

 ·


圱

b1

圮圮圮

bn

 在圲圮圵圮圱圳圶圩


cm cm−1 · · · cm−n+1

cm+1 cm · · · cm−n+2

圮圮圮
圮圮圮 · · · 圮圮圮

cm+n−1 cm+n−2 · · · cm

 ·

b1

b2

圮圮圮

bn

 圽 −


cm+1

cm+2

圮圮圮

cm+n

 在圲圮圵圮圱圳圷圩

在上面的方程及后面的讨论中圬 我们规定圬 当j < 地 时圬 cj 圽 地圮 如果方程在圲圮圵圮圱圳圷圩的解

存在圬 我们可利用下一章将要介绍的求解线性代数方程组的方法求得bi圬 再代入在圲圮圵圮圱圳圶圩

求出ai圬 从而得到了坐坡坤圓坥逼近的解圮

顺便指出圬 同ε 算法一样圬 也有一些高效率的迭代算法圬 鉴于物理上感兴趣的问题中

最困难的部分在于求出f在x圩 的形式级数圬 而坐坡坤圓坥逼近的计算在总的计算中所占机时完全

可以忽略不计圬 因此我们不再做进一步的介绍圮

2.5.6 发发发散散散级级级数数数的的的Cesáro求求求和和和及及及其其其推推推广广广

除了前述坐坡坤圓坥逼近圬 在物理上还常用另外一种计算发散级数的方法圬 坃坥坳圓坡坲坯求和方法及

其推广圮 我们先看几个经典的例子圮

考虑如下求和

S 圽 圱− 圱 圫 圱− 圱 圫 圱− 圱 圫 圱− 圱 圫 · · · 在圲圮圵圮圱圳圸圩
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按照通常级数收敛的判据圬 这是一个发散级数圮 另一方面圬 它是下面的展开式中x 圽 圱的

情形
圱

圱 圫 x
圽 圱− x圫 x2 − x3 圫 x4 − x5 圫 · · · 在圲圮圵圮圱圳圹圩

上式左边对任何x 6圽 −圱都有意义圬 当x 圽 圱时圬 为圱/圲圮 现在我们试图从在圲圮圵圮圱圳圸圩得到这个

结果圮 注意到在圲圮圵圮圱圳圸圩的结构圬 我们有

S 圽 圱− 圱 圫 圱− 圱 圫 圱− 圱 圫 · · ·

圽 圱− S

于是可得到S 圽 圱/圲圮 进一步考虑

S 圽 圱− 圲 圫 圴− 圸 圫 圱圶− · · ·

圽 圱− 圲S

由此得到S 圽 圱/圳圬 与在圲圮圵圮圱圳圹圩左边的结果相同圮 这里圬 我们实际上利用了所给级数是一

个函数的形式展开级数取特定值这样一个事实圬 一般这样一种方法在应用时要十分小心圬

如果所给级数并不是某一函数的形式展开圬 那么上述处理可能给出错误的结果圮

一般来说圬 如果我们要计算

s 圽 a0 圫 a1 圫 a2 圫 · · · 在圲圮圵圮圱圴地圩

记部分和为

sn 圽 a0 圫 a1 圫 a2 圫 · · ·圫 an−1 圫 an 在圲圮圵圮圱圴圱圩

则

s 圽 坬坩坭
n→∞

sn 在圲圮圵圮圱圴圲圩

另一方面圬 对任何收敛级数圬 其部分和的平均值当n → ∞时收敛于原级数的和s圮 因此我
们可以用下述坃坥坳圓坡坲坯变换计算级数和圮

s 圽 坬坩坭
n→∞

s0 圫 s1 圫 s2 圫 · · ·圫 sn
n圫 圱

在圲圮圵圮圱圴圳圩

对于一个不收敛的级数圬 若上式极限存在圬 则称级数可坃坥坳圓坡坲坯求和并把s作为级数的和圮

对于

圱− 圱 圫 圱− 圱 圫 圱− 圱 圫 · · ·

部分和为

圱, 地, 圱, 地, 圱, 地, · · ·
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其坃坥坳圓坡坲坯和为s 圽 1
2
圮 又对于

圱− 圲 圫 圳− 圴 圫 圵− · · ·

部分和为

圱,−圱, 圲,−圲, 圳,−圳, · · ·

并不给出收敛的结果圮 为此圬 可以考虑坃坥坳圓坡坲坯方法的推广圬 定义

H1
n 圽

s0 圫 s1 圫 s2 圫 · · ·圫 sn
n圫 圱

H2
n 圽

H1
0 圫H1

1 圫H1
2 圫 · · ·圫H1

n

n圫 圱
· · ·

Hm+1
n 圽

Hm
0 圫Hm

1 圫Hm
2 圫 · · ·圫Hm

n

n圫 圱

若到某一级m圬 极限坬坩坭n→∞H
m
n 存在圬 则可把此极限作为原级数的和圮 对于前面的例子圬

我们有

H1
n 场 圱, 地,

圲

圳
, 地,

圳

圵
, 地,

圴

圷
, · · · , 地, n圫 圲

圲在n圫 圱圩
, · · ·

H2
n 场 圱,

圱

圲
,
圵

圹
,
圵

圱圲
,
圳圴

圷圵
, · · · , 圱

圴

注意到H2
n 圽 1

n+1

∑[n/2]
i=1

2i+2
2(2i+1)

圽 1
n+1

1
2

[
n
2

]
圫 1

n+1
1
2

∑[n/2]
i=1

1
2i+1

圬 当n → ∞圬 第一项的极限

是圱/圴圬 第二项的求和的发散部分与
∫ n/2

1
1
x
dx 圽 坬坮n/圲相当，于是坬坩坭n→∞

lnn/2
n+1
→ 地圮

2.5.7 Borel求求求和和和

坂坯坲坥坬求和是一种强有力的发散级数的求和方法圬 比前一小节的简单方法有更大的适用范

围圮 在物理上有广泛应用圮

设有一函数J在x圩圬 其级数表示

J在x圩 圽
∑

pnx
n

对所有x都收敛圮 考虑函数

S在x圩 圽
∑

pnsnx
n

这里sn为欲求和的发散级数的部分和圬 如果

坬坩坭
x→∞

S在x圩

J在x圩
圽 s
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存在圬 则称级数坜坊圢收敛圬 s在J圩为坜坊圢收敛的结果圮 实际计算时圬 我们一般不是取x趋于无穷

大的极限圬 而是寻找x的一个S在x圩与J在x圩之比为常数的范围圬 并把此常数作为我们的结果圮

最常用的函数为ex圬 对应的pn 圽 圱/n圡圮 此时我们寻找一个使函数

e−x
∞∑
0

sn
xn

n圡

稳定的区域圮

例题圬 考虑级数

圱− a圫 a2 − a3 圫 a4 − a5 圫 · · ·

当a 圽 圲时圬 即为前一节考虑过的的例子圮 这一级数的部分和为

sn 圽
圱− 在−a圩n−1

圱 圫 a

因此
S在x圩

J在x圩
圽 e−x

∞∑
0

圱− 在−a圩n+1

圱 圫 a

xn

n圡
圽

圱

圱 圫 a
圫
ae−x

圱 圫 a

∞∑
0

在−ax圩n

n圡

圽
圱

圱 圫 a
圫
ae−xe−ax

圱 圫 a

上式对坒坥在a圩 > −圱收敛圬 当a 圽 圲时圬 得到圱/圳圮 这一方法称为坂坯坲坥坬微分求和方法圮

另一种坂坯坲坥坬求和方法是坂坯坲坥坬积分求和方法圬 代替部分求和圬 考虑

s在B圩 圽

∫ ∞
0

e−x

[
N∑
0

anx
n

n圡

]
dx

很显然圬 如果我们对上式逐项积分圬 将得到原级数圬 而先对被积函数中的级数求和再计算

积分圬 则往往可得到正确的结果圮 我们仍然考虑前一例子圬 注意到

∞∑
0

在−a圩nxn

n圡
圽 e−ax,

则当坒坥在a圩 > −圱时圬 ∫ ∞
0

e−xe−axdx 圽
圱

圱 圫 a
.

当这一方法用于只有有限项的级数时，积分限一般不是选无限大，而是选取当所得结

果几乎恒定时的积分上限为所要上限，恒定的结果为带求的值。

2.5.8 Bézier逼逼逼近近近

在这一节圬 我们将处理一个近年来变得十分重要的逼近问题圬 即对于一条曲线圬 寻找一个

函数形式去逼近它圮 这在计算机辅助设计在坃坁坄圩中有较重要的应用圮 这种逼近称为坂圓坥坺坩坥坲

逼近圬 它是由坂圓坥坺坩坥坲和坄坥 坃坡坳坴坥坬坪坡坵大约在圱圹圶圲年分别独立发展起来的圮
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我们首先介绍坂坥坲坮坳坴坥坩坮 多项式圬 这是坂圓坥坺坩坥坲 逼近的基础圮 假定我们考虑区间a ≤ x ≤
b圬 第i 个n 次坂坥坲坮坳坴坥坩坮 多项式定义为

Bn
i 在x圩 圽

(
n

i

)
在b− x圩n−i在x− a圩i

在b− a圩n
, i 圽 地, 圱, 圲, · · · , n. 在圲圮圵圮圱圴圴圩

这里圬 (
n

i

)
≡ n圡

i圡在n− i圩圡

为二项式系数圮 实际计算时圬 可以使用下面的递推关系圮

B0
0在x圩 圽 圱, Bn

−1 圽 地,

Bn
i 在x圩 圽

在b− x圩Bn−1
i 在x圩 圫 在x− a圩Bn−1

i−1 在x圩

b− a
, i 圽 地, 圱, 圲, · · · , n

Bn
n+1在x圩 圽 地 在圲圮圵圮圱圴圵圩

现在考虑由下式定义的线性组合

Pn在x圩 圽
n∑
i=0

piB
n
i 在x圩 在圲圮圵圮圱圴圶圩

并称其为坂圓坥坺坩坥坲多项式圬 由此式决定的曲线称为坂圓坥坺坩坥坲曲线圮 因为每一个Bn
i 在x圩都是n次

多项式圬 所以Pn在x圩 也是一个n 次多项式圬 这个多项式的好处在于圬 由pi 的数值就可以大

致看出Pn在x圩 的图像圬 例如圬 x 圽 a 时圬 由于当i 6圽 地 时Bn
i 在a圩 圽 地圬 Bn

0 在a圩 圽 圱圬 所以p0 给出

了Pn在a圩 的值圮 同样圬 Pn在b圩 圽 pn圮 为了看出其它pi 与由Pn在x圩 所决定的曲线之间的关系圬

我们定义一组控制点如下圬 令

tj 圽 a圫
j 在b− a圩

n

并指定一组点在ti, pi圩, i 圽 地, 圱, 圲 · · · , n为一组控制点圬则由在t0, p0圩出发圬经在t1, p1圩, 在t2, p2圩, · · · , 在tn, pn圩
再回到在t0, p0圩 的线段构成的多边形称为坂圓坥坺坩坥坲 多边形圬 而由这一组pi 所决定的Pn在x圩 的

图像则与这一多边形的形状紧密相关圮 图在圷圮圲圩 给出了一个例子圬 图中虚线代表坂圓坥坺坩坥坲 多

边形圬 圆点为控制点圬 实线为对应的坂圓坥坺坩坥坲 曲线圬 几者之间的关系是一目了然的圮
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坆坩坧坵坲坥 圲圮圳场 一组控制点及对应的坂圓坥坺坩坥坲多项式和坂圓坥坺坩坥坲曲线

−1 −0.5 0 0.5 1
0

2

4

6

8

坃坁坄 的任务通常是你的大脑中有关于某条曲线的一个设想圬 这时便可设置一组控制

点圬 用坂圓坥坺坩坥坲 多项式画出曲线圬 通过不断地调节控制点而达到设计要求圮

这里只对坂圓坥坺坩坥坲 逼近做了一个十分简要地介绍圬 需要更多了解这一内容的同学可参

看有关资料圮

2.5.9 多多多元元元函函函数数数的的的插插插值值值及及及逼逼逼近近近

多元函数的逼近问题原则上可以通过推广前述各种方法来进行圬 例如圬 如果定义

lk在x圩 圽
n∏

i=1,i 6=k

x− xi
xk − xj

在圲圮圵圮圱圴圷圩

则坌坡坧坲坡坮坧坥 公式在圲圮圵圮圱圱圶圩可写为

P 在x圩 圽
n∑
k=1

yk lk在x圩 在圲圮圵圮圱圴圸圩

这一公式可直接推广到二维圬 如果一个二元函数z 圽 f在x, y圩 在某一二维区域内的一组

点在xi, yj圩, i 圽 圱, 圲, · · · , n圻 j 圽 圱, 圲, · · · ,m 上的值zij 已知圬 则其坌坡坧坲坡坮坧坥 插值公式为

f在x, y圩 圽
n∑
i=1

m∑
j=1

zijli在x圩lj在y圩 在圲圮圵圮圱圴圹圩

练习

证明由(2.5.147)定义的li在x圩满足关系li在xj圩 圽 δij,并进而证明公式(2.5.148)和(2.5.149).
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三次样条插值也可以推广到二维圬 假定函数z 圽 f在x, y圩 在矩形区域a ≤ x ≤ b, c ≤
y ≤ d 上的一组网格分点a 圽 x1 < x2 < · · · < xn 圽 b圬 c 圽 y1 < y2 < · · · < ym 圽 d

上给定圬 我们可以构造一组分片三次多项式Rij在x, y圩在对x 和y 均为三次圩圬 定义在子区

域xi−1 ≤ x ≤ xi, yj−1 ≤ y ≤ yj 上圬 则

S在x, y圩 圽 Rij在x, y圩 如果在xi−1 ≤ x ≤ xi, yj−1 ≤ y ≤ yj圩

i 圽 圲, 圳, · · · , n圻 j 圽 圲, 圳, · · · ,m 在圲圮圵圮圱圵地圩

Rij在x, y圩 可以类似于一维三次样条函数通过要求由S在x, y圩 给出的曲面适当的光滑而决

定圬 其推导过程较繁圬 但并不难圮 我们只给出最终结果圮 定义

hi 圽 xi+1 − xi

τj 圽 yj+1 − yj

ui 圽
x− xi−1

hi−1

vj 圽
y − yj−1

τj−1

在圲圮圵圮圱圵圱圩

则

Rij在x, y圩 圽 坛 u3
i u2

i ui 圱 坝AGijA
T


v3
j

v2
j

vj

圱

 在圲圮圵圮圱圵圲圩

其中

A 圽


圲 −圲 圱 圱

−圳 圳 −圲 −圱
地 地 圱 地

圱 地 地 地

 在圲圮圵圮圱圵圳圩

Gij 圽


zi−1,j−1 zi−1,j τj−1gi−1,j−1 τj−1gi−1,j

zi,j−1 zi,j τj−1gi,j−1 τj−1gi,j

hi−1mi−1,j−1 hi−1mi−1,j hi−1τj−1li−1,j−1 hi−1τj−1li−1,j

hi−1mi,j−1 hi−1mi, j hi−1τj−1li,j−1 Hi−1τj−1li,j

 在圲圮圵圮圱圵圴圩

而mij 圽
∂S(x,y)
∂x |x=xi,y=yj

圬 gij 圽
∂S(x,y)
∂y |x=xi,y=yj

圬 lij 圽
∂2S(x,y)
∂x∂y |x=xi,y=yj

圬 分别满足下面的方

程组

himi−1,j 圫 圲在hi 圫 hi−1圩mij 圫 hi−1mi+1,j

圽
圳

hi−1hi
坛h2
i−1zi+1,j 圫 在h2

i − h2
i−1圩zij − h2

i zi−1,j坝 在圲圮圵圮圱圵圵圩

i 圽 圲, 圳, · · · , n− 圱圻 j 圽 圱, 圲, · · · ,m
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τjgi,j−1 圫 圲在τj 圫 τj−1圩gij 圫 τj−1gi,j+1

圽
圳

τj−1τj
坛τ 2
j−1zi,j+1 圫 在τ 2

j − τ 2
j−1圩zij − τ 2

j zi,j−1坝 在圲圮圵圮圱圵圶圩

i 圽 圱, 圲, · · · , n圻 j 圽 圲, 圳, · · · ,m− 圱

τjli,j−1 圫 圲在τj 圫 τj−1圩lij 圫 τj−1li,j+1

圽
圳

τj−1τj
坛τ 2
j−1mi,j+1 圫 在τ 2

j − τ 2
j−1圩mij − τ 2

jmi,j−1坝 在圲圮圵圮圱圵圷圩

i 圽 圱, 圲, · · · , n圻 j 圽 圲, 圳, · · · ,m− 圱

hili−1,j 圫 圲在hi 圫 hi−1圩lij 圫 hi−1mi+1,j

圽
圳

hi−1hi
坛h2
i−1gi+1,j 圫 在h2

i − hi − 圱2圩gij − h2
i gi−1,j坝 在圲圮圵圮圱圵圸圩

i 圽 圲, 圳, · · · , n− 圱圻 j 圽 圱,m

下面我们来分析一下插值问题是否确定圮 在圲圮圵圮圱圵圵圩共有m在n − 圲圩 个方程圬 在圲圮圵圮圱圵圶圩共

有在m − 圲圩n 个方程圬 在圲圮圵圮圱圵圷圩共有在m − 圲圩n 个方程圬 在圲圮圵圮圱圵圸圩共有圲在n − 圲圩 个方程圬 总

共有圳mn − 圲在m 圫 n圩 − 圴 个方程圬 而未知数的数目为圳mn 个圬 因此圬 为了求解圬 尚需补

充圲在m 圫 n圩 圫 圴 个条件圬 这些条件通常通过给定边界上的一组函数z 圽 f在x, y圩 的导数值

来补足圬 即给定

∂z

∂x |x=xi,y=yj
i 圽 圱, n圻 j 圽 圱, 圲, · · · ,m

∂z

∂y |x=xi,y=yj

i 圽 圱, 圲, · · · , n圻 j 圽 圱,m

∂2z

∂x∂y |x=xi,y=yj

i 圽 圱, n圻 j 圽 圱,m 在圲圮圵圮圱圵圹圩

上面第一行共有圲m 个条件圬 第二行共有圲n 个条件圬 第三行共有圴 个条件圬 加上原有的方

程圬 构成一个完整的线性代数方程组求解问题圮 关于这一问题的算法实现圬 我们将不再讨

论圬 有兴趣的同学可参看有关专著圮

2.6 快快快速速速付付付里里里叶叶叶变变变换换换

2.6.1 付付付里里里叶叶叶变变变换换换

付里叶变换在物理学的很多问题中占有十分重要的地位圮 这包括实验数据的处理圬 很多

理论问题的计算等圮 有一些物理问题本身就是用付里叶变换的语言来表述的圬 利如量子

力学中波函数在坐标空间和动量空间的表示就对应于一对付里叶变换圮 这一节我们简要

复习一下付里叶变换的理论圮
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坔坡坢坬坥 圲圮圱场 付里叶变换的对称性质

如果圮 圮 圮 则圮 圮 圮

h在t圩 为实函数 H在−f圩 圽 H∗在f圩

h在t圩 为虚函数 H在−f圩 圽 −H∗在f圩
h在t圩 为偶函数 H在−f圩 圽 H在f圩

h在t圩 为奇函数 H在−f圩 圽 −H在f圩

h在t圩 为实偶函数 H在f圩 为实偶函数

h在t圩 为实奇函数 H在f圩 为虚奇函数

h在t圩 为虚偶函数 H在f圩 为实偶函数

h在t圩 为虚奇函数 H在f圩 为实奇函数

一个物理过程可以在坜时间区域圢上给予描述圬 其自变量取为t圬 物理过程用函数h在t圩 表

示圻 也可以在坜频率区域圢上描述圬 其自变量取为f 圬 物理过程用函数H在f圩表示圬 这里H在f圩

通常是一个复数圮 坜时间圢 和坜频率圢可以代表各种互相对偶的一对变量圬 如信号处理中的

时间和频率圬 波动过程中的坐标和波数圬 量子力学中的坐标和动量圬 时间和能量等圮

在物理学中圬 一般把h在t圩 和H在f圩 看为同一物理过程的两种不同的表示圬 如量子力学

中的ψ在x圩 和φ在p圩 等圮 两种表示之间的变换通过付里叶变换来表示

H在f圩 圽

∫ ∞
−∞

h在t圩e2πiftdt

h在t圩 圽

∫ ∞
−∞

H在f圩e−2πiftdf 在圲圮圶圮圱圶地圩

如果t 用秒表示圬 则f 的单位为赫兹圮 在物理学中圬 更常用的习惯是用ω 圽 圲πf 表示频率圬

相应地圬 H在ω圩 ≡ H在f圩|f=ω/2π圬 方程在圲圮圶圮圱圶地圩 成为

H在ω圩 圽

∫ ∞
−∞

h在t圩eiωtdt

h在t圩 圽
圱

圲π

∫ ∞
−∞

H在ω圩e−iωtdω 在圲圮圶圮圱圶圱圩

当然圬 上式也可以写成对称的形式圬 因为从数值计算的角度看圬 方程在圲圮圶圮圱圶地圩中包含有较

少的圲π 因子圬 计算上比较方便圬 因此在下面的讨论中我们将采用方程在圲圮圶圮圱圶地圩圬 在实际应

用时圬 可把所用的形式变为这里讨论的形式圬 计算完后再变换回去圮

从定义显见圬 付里叶变换是线性的圬 同时圬 付里叶变换还有表在圲圮圱圩所列的性质圬 这些性

质可以通过定义来证明圮 在实际工作中，这些性质可以用来提高计算效率圮

在以后的讨论中圬 我们用下面的记号表示由方程在圲圮圶圮圱圶地圩定义的一对付里叶变换

h在t圩⇐⇒ H在f圩 在圲圮圶圮圱圶圲圩
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利用定义，可以得到下面对应的变换对

h在at圩 ⇐⇒ 圱

|a|
H

(
f

a

)
时间标度 在圲圮圶圮圱圶圳圩

圱

|b|
h

(
t

b

)
⇐⇒ H在bf圩 频率标度 在圲圮圶圮圱圶圴圩

h在t− t0圩 ⇐⇒ H在f圩e2πift0 时间平移 在圲圮圶圮圱圶圵圩

h在t圩e−2πif0t ⇐⇒ H在f − f0圩 频率平移 在圲圮圶圮圱圶圶圩

对于两个函数g在t圩 和h在t圩圬 其对应的付里叶变换分别为G在f圩 和H在f圩圬 我们可以定义两

个合成函数圬 一个是卷积g ∗ h圬 由下式定义

g ∗ h ≡
∫ ∞
−∞

g在τ圩h在t− τ圩dτ 在圲圮圶圮圱圶圷圩

g ∗ h 是时间区域上的函数圬 其付里叶变换满足下面的卷积定理

g ∗ h⇐⇒ G在f圩H在f圩⇐⇒ h ∗ g 卷积定理 在圲圮圶圮圱圶圸圩

另一个是相关函数C坛g, h坝圬 定义为

C坛g, h坝 ≡
∫ ∞
−∞

g在τ 圫 t圩h在τ圩dτ 在圲圮圶圮圱圶圹圩

C坛g, h坝是时间区域上的函数圬 其付里叶变换由下面的相关定理给出

C坛g, h坝⇐⇒ G在f圩H在−f圩 相关定理 在圲圮圶圮圱圷地圩

如果g 和h 是实函数圬 则上式可写为

C坛g, h坝⇐⇒ G在f圩H∗在f圩 在圲圮圶圮圱圷圱圩

一个函数与其自身的相关函数称为自相关函数圬 在此情况下圬 方程在圲圮圶圮圱圷圱圩 成为

C坛g, g坝⇐⇒ |G在f圩|2 在圲圮圶圮圱圷圲圩

自相关函数通常称为功率谱圬 而总功率定义为

P ≡
∫ ∞
∞
|h在t圩|2dt 圽

∫ ∞
∞
|H在f圩|2df 在圲圮圶圮圱圷圳圩

上式通常称为坐坡坲坳坥坶坡坬 定理圮
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2.6.2 离离离散散散付付付里里里叶叶叶变变变换换换

为了在计算机上实现付里叶变换圬 需要对付里叶变换进行离散化处理圮 这一节介绍离散

付里叶变换圬 首先介绍对连续付里叶变换离散化的抽样方法圮 在非常一般的情况下圬 对函

数h在t圩 在时间的等间距上进行取样圮 令圁 为取样间隔圬 则对h在t圩 的取样成为

hn 圽 h在n圁圩 n 圽 · · · ,−圳,−圲,−圱, 地, 圱, 圲, 圳, · · · 在圲圮圶圮圱圷圴圩

圁 的倒数称为取样频率圬 它反映了取样所能代表的频率上限圮 对于一给定的取样间隔圁 圬

存在一个截止频率fc圬 由下式给出圬

fc 圽
圱

圲圁
在圲圮圶圮圱圷圵圩

这一频率通常称为坎坹坱坵坩坳坴 临界频率圬 如果对一个具有坎坹坱坵坩坳坴 临界频率正弦在或余弦圩函

数进行取样圬 则如果一个取样点位于正的波峰圬 则下一个取样点将位于负的波峰圬 再下一

个又位于正的波峰圬 圮 圮 圮 圮 与坎坹坱坵坩坳坴 临界频率相连系圬 有下面的重要结论场

在圱圩 如果一连续函数h在t圩 只有有限带宽圬 且带宽小于fc圬 也就是说圬 对所有的频率|f | > fc圬

都有H在f圩 圽 地圬 则函数h在t圩 由其取样值hn 完全决定圮 实际上圬 h在t圩 可由下式显式给出

h在t圩 圽 圁
∞∑
−∞

hn
坳坩坮坛圲πfc在t− n圁圩坝

π在t− n圁圩
在圲圮圶圮圱圷圶圩

证明如下圬 h在t圩 与H在f圩 之间由下式联系

H在f圩 圽

∫ ∞
−∞

h在t圩e2πiftdt

h在t圩 圽

∫ fc

−fc
H在f圩e−2πiftdf 在圲圮圶圮圱圷圷圩

上式中的第二个积分限为有限值圬 这是由于在积分限外圬 H在f圩 圽 地圮 把H在f圩 延拓到整个

频率域上圬 记延拓后的函数为 坾H在f圩圬 满足

{
坾H在f圩 圽 H在f圩 −fc ≤ f ≤ fc
坾H在f 圫 圲fc圩 圽 坾H在f圩

在圲圮圶圮圱圷圸圩

则可得到一对新的付里叶变换

坾H在f圩 圽

∫ ∞
−∞

坾h在t圩e2πiftdt

坾h在t圩 圽

∫ ∞
−∞

坾H在f圩e−2πiftdf 在圲圮圶圮圱圷圹圩
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在圲圮圶圮圱圷圹圩 的第二式可写为

坾h在t圩 圽

∫ ∞
−∞

坾H在f圩e−2πiftdf

圽
∞∑

m=−∞

∫ (2m+1)fc

(2m−1)fc

坾H在f圩e−2πiftdf

圽
∞∑

m=−∞

e−2πi2mfct

∫ fc

−fc
H在f圩e−2πiftdf

圽
∞∑

m=−∞

e−2πi2mfcth在t圩 在圲圮圶圮圱圸地圩

在得到上式时圬 我们利用了式在圲圮圶圮圱圷圸圩圬 上式中的求和当fct 圽
n
2
圬 n 圽 地圬 ±圱圬 ±圲圬 · · · 时圬

为无穷大圬 对其它t 值圬 求和为地圬 可以证明在请同学作为一个练习圬 证明下述关系圩

∞∑
m=−∞

e−2πi2mfct 圽 圁
∞∑

n=−∞

δ在t− n圁圩 在圲圮圶圮圱圸圱圩

在得出上式时圬 使用了关系fc 圽
1

2∆
圬 从而有

坾h在t圩 圽 圁
∞∑

n=−∞

δ在t− n圁圩h在t圩 在圲圮圶圮圱圸圲圩

坾H在f圩 圽

∫ ∞
−∞

坾h在t圩e2πiftdt

圽 圁
∞∑

n=−∞

∫ ∞
−∞

δ在t− n圁圩h在t圩e2πiftdt

圽 圁
∞∑

n=−∞

h在n圁圩e2πifn∆ 在圲圮圶圮圱圸圳圩

在区间坛−fc, fc坝 内圬 上式就等于H在f圩圬 于是

h在t圩 圽

∫ fc

−fc
H在f圩e−2πiftdf

圽 圁
∞∑

n=−∞

h在n圁圩

∫ fc

−fc
e−2πif(t−n∆)df

圽 圁
∞∑

n=−∞

h在n圁圩
坳坩坮坛圲πfc在t− n圁圩坝

π在t− n圁圩
在圲圮圶圮圱圸圴圩

这是一个十分重要的定理圬 它告诉我们圬 一个有限带宽的信号所包含的信息较之一个一

般的连续函数是非常小的在严格的讲圬 二者的信息量之比为零圩圮 在通常情况下圬 物理上遇

到的信号都是有限带宽的圬 在这种情况下圬 只要取取样间隔圁 小于或等于二倍最大频率
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的倒数圬 则可以完整的地得到这一信号所包含的信息圮

在圲圩 如果一个信号不是有限带宽的或坎坹坱坵坩坳坴 临界频率fc 小于信号的最大频率圬 则位

于坛−fc, fc坝 外的付里叶分量将移动到坛−fc, fc坝 区间内并叠加在这一区间的分量上面圬 这

一现象称为波形重叠圮 当一个信号进行离散取样后圬 消除波形重叠几乎是不可能的圮 克服

这一困难的方法是圬 首先找到信号的自然带度圬 或者先用某种方法对信号进行滤波圬 把信

号限制于一频率间隔内圬 然后由最大频率确定取样间隔圮

现在圬 我们来讨论如何由有限数目的样点来计算其付里叶变换圮 假定我们有N 个相继

的取样信号

hk ≡ h在tk圩, tk ≡ k圁 k 圽 地, 圱, 圲, · · · , N − 圱 在圲圮圶圮圱圸圵圩

为简单起见圬 我们进一步假定N 为偶数圮 如果h在t圩 只在有限时间区间内非零圬 则h在t圩 的

取样应包括这个非零区间圬 如果h在t圩 在整个时间区间中非零圬 则取样应包括足够大的区

间以使区间内的h在t圩 尽可能好的代表整个时间区间上的h在t圩圮

如果我们只有N 个数作为输入圬 则显然最多只能得到N 个独立的数作为输出圮 因此圬

要从N 个样品点计算坛−fc, fc坝 内的所有f 值的付里叶变换H在f圩 是不可能的圬 因此圬 我们

只计算一系列离散点

fn ≡
n

N圁
, n 圽 −N

圲
,−N

圲
圫 圱, · · · , N

圲
在圲圮圶圮圱圸圶圩

上式中n 的上限值正好是坎坹坱坵坩坳坴 临界频率fc 圬 上式中的n 的总数实际上为N 圫 圱 个圬 而

不是N 个圬 但n 的上限值和下限值并不独立圬 实际上圬 它们代表同一个点圬 这样圬 独立频

率的总数为N 个圮

把在圲圮圶圮圱圶地圩 中的积分变为一个离散求和

H在fn圩 圽

∫ ∞
−∞

h在t圩e2πiftdt ≈
N−1∑
k=0

hke
2πifntk圁 圽 圁

N−1∑
k=0

hke
2πikn/N 在圲圮圶圮圱圸圷圩

在最后一个等式中圬 使用了式在圲圮圶圮圱圷圴圩和在圲圮圶圮圱圸圶圩圬 上式的最后求和称为N 个数据点hk

的离散付里叶变换圮 记为

Hn ≡
N−1∑
k=0

hke
2πikn/N 在圲圮圶圮圱圸圸圩

它把N 个数hk 映射为N 个数Hn圬 这一求和不依赖于任何量纲参数在hk 与Hn 具有相同的

量纲圩 圬 连续付里叶变换在离散点上的值与离散付里叶变换由式在圲圮圶圮圱圸圷圩 给出为

H在fn圩 圽 圁Hn 在圲圮圶圮圱圸圹圩

到此为此圬 我们总是取在圲圮圶圮圱圸圸圩中的n 的取值范围为−N/圲 到N/圲圮 实际上圬 从在圲圮圶圮圱圸圸圩可

知圬 Hn 对于n 具有周期N 圬 即H−n 圽 HN−n圬 因此圬 我们也可以取n 圽 地圬 圱圬 圲圬 · · · 圬 N − 圱圬
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这样圬 n 和k 的变化范围完全相同圮 在这种取法下圬 地 < f < fc 对应于圱 ≤ n ≤ N/圲 − 圱圬

负频率−fc < f < 地 对应于N/圲 圫 圱 ≤ n ≤ N − 圱圬 而fc 和−fc 均对应于n 圽 N/圲圮

离散付里叶变换的逆变换由下式给出

hk 圽
圱

N

N−1∑
n=0

Hne
−2πikn/N 在圲圮圶圮圱圹地圩

这一表达式与在圲圮圶圮圱圸圸圩的差别在于改变e 指数上的符号并把结果除以N 圬 因此计算离散

付里叶变换的方法在或程序圩只需做微小修改便可用来计算离散付里叶变换的逆变换圮

离散付里叶变换具有与连续付里叶变换几乎完全相同的性质圬 例如表圲圮圱 中所列的对

称性质对于离散付里叶变换也成立圬 只是此时hk 对应于h在t圩圬 hN−k 对应于h在−t圩圬 Hn 对

应于H在f圩圬 而HN−n 对应于H在−f圩圮 例如说Hn 为偶时圬 我们是指Hn 圽 HN−n圬 等等圮

2.6.3 快快快速速速付付付里里里叶叶叶变变变换换换

首先圬 让我们看一下对N 个数据点作一次离散付里叶变换所需的计算次数圬 定义

W ≡ e2πi/N 在圲圮圶圮圱圹圱圩

则在圲圮圶圮圱圸圸圩可写为

Hn 圽
N−1∑
k=0

W nkhk 在圲圮圶圮圱圹圲圩

即如果把Hn 和hk 看作矢量圬 则上式相当于一矩阵与矢量的乘积圬 矩阵的第在n, k圩 个分量

等于W 的nk 次方圮 显然圬 矩阵与矢量的乘积需要做N2 次乘法圬 总的计算量等于N2 次

乘法加上形成矩阵所需的计算次数圬 其阶为N2圮 直到圱圹圶地年中期圬 这是通常的看法圮 圱圹圶圵

年圬 坉坂坍 公司的坊圮 块圮 坃坯坯坬坥坹 和坊圮 块圮 坔坵坫坥坹 提出了一个离散付里叶变换的快速算法圬

把计算量从N2 降低到N 坬坯坧2N 圮 为了看出这一改进的重要意义圬 考虑一个N 圽 圵圲圴圲圸圸

的离散付里叶变换圬 这一变换用快速方法在一个圴圸圶圯圳圳 计算机上约需圶地 秒圬 而如果

用在圲圮圶圮圱圹圲圩直接计算圬 则需要大约圲地天圮

事实上圬 离散付里叶变换的快速算法可以追溯到圱圹地圳年圬 当时圬 坒坵坮坧坥 提出了圱圲点

和圲圴点的算法圮 圱圹圴圲年圬 坄坡坮坩坥坬坳坯坮 和坌坡坮坣坺坯坳 提出了一种最优算法圬 但因为当时还没有电

子计算机圬 因而没有引起重视圬 只是在坊圮 块圮 坃坯坯坬坥坹和坊圮 块圮 坔坵坫坥坹 提出后圬 才引起了广

泛的注意圮 下面我们给出这一算法的一个推导圬 首先我们证明圬 一个N 点在N 为偶数圩的

离散付里叶变换可以写为二个N/圲 点的离散付里叶变换之和圬 其中一个由处于原来N 个

点的偶数位置的点构成圬 另一个则由处于原来N 个点的奇数位置的点构成圬 这一结论称
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为坄坡坮坩坥坬坳坯坮坼坌坡坮坣坺坯坳 定理圮 证明如下场

Hn 圽
N−1∑
k=0

e2πink/Nhk

圽

N/2−1∑
k=0

e2πin(2k)/Nh2k 圫

N/2−1∑
k=0

e2πin(2k+1)/Nh2k+1

圽

N/2−1∑
k=0

e2πink/(N/2)h2k 圫W n

N/2−1∑
k=0

e2πink/(N/2)h2k+1

圽 He
n 圫W nHo

n 在圲圮圶圮圱圹圳圩

上式称为坄坡坮坩坥坬坳坯坮坼坌坡坮坣坺坯坳公式圮 在上式中圬 W 由式在圲圮圶圮圱圹圱圩 给出圬 He
n表示由长度

为N/圲圬 由原hk 的偶分量组成的数据序列的离散付里叶变换圻 而Ho
n表示由长度为N/圲圬 由

原hk 的奇分量组成的数据序列的离散付里叶变换圮 请注意上式中最后一行中n 的取值仍

然是地 到N 圬 但He
n 和H

o
n 的周期为N/圲圬 因此实际上只要各计算N/圲 个分量圬 另外N/圲 个

由周期性得到圮

在有了上述结果后圬 我们可以分别对He
n 和H

o
n 进行同样的变换圬 即代替计算长度

为N/圲 的离散付里叶变换圬 我们可以计算两个长度为N/圴 的离散付里叶变换圬 分别对应

于N/圲 序列中的偶数分量序列和奇数分量序列圮 也就是说圬 我们可以定义Hee
n 圬 Heo

n 圬 · · ·
分别为由顺次划分中的偶偶序列圬 偶奇序列圬 · · · 的离散付里叶变换圮 为了这一划分可以

一直进行下去圬 我们要求N 应为圲 的某个幂次圬 如果在实际工作中得到的数据不是圲 的

幂次圬 则可在原数据上增加若干个地使分量的总数成为圲 的幂次以便使用快速方法圮 在N

为圲 的幂次的条件下圬 这种划分可以一直进行到长度为圱 的变换圬 而长度为圱 的离散付

里叶变换就是该数本身圮 这样圬 我们得到N 个一点离散付里叶变换圬 每一个对应于一

种坬坯坧2N 个e 和o 的排列圬 即

Heeoe···oo
n 圽 hk 在圲圮圶圮圱圹圴圩

实际上圬 对于一点变换圬 其周期为圱圬 因而上式左边的下标n 是多余的圮 上式右边的下标k

与左边的上标对应圬 对于一个给定的e 和o 的排列圬 唯一地确定了方程右边的下标k圮

下面的问题是给出k 与e 和o 的排列之间的对应关系圬 这个关系是十分简单的圬 首先圬

令e 圽 地圬 o 圽 圱圬 则e 和o 的一种排列与一个圲进制数相对应圬 我们把这个圲进制数前后颠

倒圬 其结果就给出k 的圲 进制表示圮 例如圬 对于N 圽 圲3圬

eee→ 地地地→ k 圽 在地地地圩2 圽 地 eeo→ 地地圱→ k 圽 在圱地地圩2 圽 圴

eoe→ 地圱地→ k 圽 在地圱地圩2 圽 圲 eoo→ 地圱圱→ k 圽 在圱圱地圩2 圽 圶

oee→ 圱地地→ k 圽 在地地圱圩2 圽 圱 oeo→ 圱地圱→ k 圽 在圱地圱圩2 圽 圵

ooe→ 圱圱地→ k 圽 在地圱圱圩2 圽 圳 ooo→ 圱圱圱→ k 圽 在圱圱圱圩2 圽 圷

在圲圮圶圮圱圹圵圩
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为了说明这个结果圬 我们仍然以N 圽 圲3 为例圬 下面是每一步变换步骤

Hn 圽 He
n 圫W nHo

n

圽 在Hee
n 圫W 2nHeo

n 圩 圫W n在Hoe
n 圫W 2nHoo

n 圩

圽 在Heee
n 圫W 4nHeeo

n 圩 圫W 2n在Heoe
n 圫W 4nHeoo

n 圩 圫

W n在Hoee
n 圫W 4nHoeo

n 圩 圫W 3n在Hooe
n 圫W 4nHooo

n 圩 在圲圮圶圮圱圹圶圩

另一方面圬

Hn 圽 h0 圫W nh1 圫W 2nh2 圫W 3nh3 圫W 4nh4 圫W 5nh5 圫W 6nh6 圫W 7nh7 在圲圮圶圮圱圹圷圩

比较在圲圮圶圮圱圹圶圩和在圲圮圶圮圱圹圷圩 可知圬 k 与e 和o 的排列之间的关系由前面的论断给出圬 我们在

此仅仅对N 的一个特殊值给出了验证圬 但可以一般地证明它的正确性圮 式在圲圮圶圮圱圹圶圩也给

出了一个计算步骤圬 利用关系W 0 圽 圱 及WN/2 圽 −圱圬 我们看到圬 如果把hk 按照地圬 圴圬 圲圬

圶圬 圱圬 圵圬 圳圬 圷 的次序排列在这一排列方式正好是k 的圲 进制表示前后颠倒后的数的顺序排

列圩圬 则第一步可对相邻的数作二点变换圬 如式在圲圮圶圮圱圹圶圩中最后一行的每一个括号所示圬 在

这一步圬 只需计算n 圽 地 和n 圽 圱 圬n 圽 圲圬 · · · 圬 圷 由周期性条件给出圬 需要做圲 × 圴 圽 圸 次

乘法圻 第二步由式在圲圮圶圮圱圹圶圩 的第二行给出圬 此时需计算n 圽 地圬 圱圬 圲圬 圳圬 需要做圴 × 圲 圽 圸

次乘法圻 最后一步由在圲圮圶圮圱圹圶圩的第一行给出圬 需要做圸 × 圱 圽 圸 次乘法圮 因此圬 总的乘法数

为圸× 圳 圽 圸 坬坯坧2 圸 次圮 上面的算法可立即推广到一般N在为圲 的幂次圩圬 我们给出计算离散

付里叶变换的算法如下

在圱圩 把hk 按照k 的圲 进制表示前后颠倒后的数的顺序重新排列圻

在圲圩 对max 圽 圲, 圴, 圸, · · · , 圲i, · · · , N 圻

对于m 圽 地, 圱, · · · ,max圻
对于相邻的一对数做二点离散付里叶变换圮

到此为止圬 我们讨论了N 圽 圲γ圬 γ 为一整数的快速算法在在一般文献中称为基圲 算法圩圬

在实现时圬 我们先对数据进行二进位次序颠倒圬 再使用坄坡坮坩坥坬坳坯坮坼坌坡坮坣坺坯坳 公式圮 当然圬

我们也可以先使用坄坡坮坩坥坬坳坯坮坼坌坡坮坣坺坯坳 公式圬 再做二进位次序颠倒圮 除了基圲 算法外圬 也

可以进行基圴 算法圬 基圸 算法等圬 也可以通过推广坄坡坮坩坥坬坳坯坮坼坌坡坮坣坺坯坳 公式圬 建立以小的

素数为基的算法圮 对于绝大多数问题圬 基圲 算法应作为首选算法圬 如前面已经指出过的圬

若原始数据的个数不是圲 的幂次圬 则可通过补零的办法凑齐圮

作为例子圬 我们来考虑区间坛−圱, 圱坝 上坒坵坮坧坥 函数的付里叶变换圮 坒坵坮坧坥 函数由下式给

出

h在x圩 圽
圱

圱 圫 圲圵x2
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把h在x圩 延拓到整个实轴上圬 成为周期为圲 的周期函数圬 为了使用前面的程序圬 考虑区

间坛地, 圲坝圬 由于已经进行了延拓圬 因此坛−圱, 圱坝 和坛地, 圲坝 均为一个周期圬 其付里叶变换是相同

的圮 图在圲圮圴圩给出付里叶变换的计算结果

关于快速付里叶变换圬 已有不少专著对其进行讨论圬 希望进一步了解的同学可参看这

些书籍圮 但对于大部分实际应用圬 本章的内容应已够用圮
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坆坩坧坵坲坥 圲圮圴场 坒坵坮坧坥 函数的付里叶变换

2.7 附附附录录录: 特特特殊殊殊函函函数数数的的的计计计算算算

圀函函函数数数, B函函函数数数, 不不不完完完全全全圀函函函数数数的的的计计计算算算

圀函数由下面的积分定义场

圀在z圩 圽

∫ ∞
0

tz−1e−tdt 在圲圮圷圮圱圹圸圩

如果z为一整数圬 则有

n圡 圽 圀在n圫 圱圩 在圲圮圷圮圱圹圹圩

圀函数满足如下递推关系场

圀在z 圫 圱圩 圽 z圀在z圩 在圲圮圷圮圲地地圩

如果已经知道了圀函数在坒坥在z圩 > 圱时的值圬 则可利用下述关系求得坒坥在z圩 < 圱时的值圮

圀在圱− z圩 圽 π

圀在z圩 坳坩坮在πz圩
圽

πz

圀在圱 圫 z圩 坳坩坮在πz圩
在圲圮圷圮圲地圱圩

圀在z圩 在地,−圱,−圲, · · · ,上有单极点圬 在复平面的其它地方解析圮
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坌坡坮坣坺坯坳方法似乎是计算圀函数的数值的最漂亮的方法圬 对于一定的整数γ 和N 以及

一定的系数c1, c2, · · · , cN 圬 坌坡坮坣坺坯坳的近似公式由下式给出场

圀在z 圫 圱圩 圽

(
z 圫 γ 圫

圱

圲

)z+ 1
2

e−在z+γ+ 1
2圩

×
√
圲π

[
c0 圫

c1

z 圫 圱
圫

c2

z 圫 圲
圫 · · ·圫 cN

z 圫N
圫 ε

]
在坒坥在z圩 > 地圩 在圲圮圷圮圲地圲圩

这里场 c0 ≈ 圱圬 ε代表误差圬 对于γ 圽 圵, N 圽 圶可以得到|ε| < 圲× 圱地−10

当|z|较大时圬 圀函数的数值非常大圬极易上溢圬在实用上圬很多物理公式常常表示为圀函

数相除的形式而代表一个合理的数字圮 因此圬 代替计算圀函数本身圬 我们通常计算圀函数

的对数坬坮在圀在z圩圩圮 由上式可得到坬坮在圀在z圩圩的公式如下场

坬坮在圀在z 圫 圱圩圩 圽

(
z 圫

圱

圲

)
坬坮

(
z 圫 γ 圫

圱

圲

)
−
(
z 圫 γ 圫

圱

圲

)
在圲圮圷圮圲地圳圩

圫 坬坮

[(√
圲π在c0 圫

c1

z 圫 圱
圫

c2

z 圫 圲
圫 · · ·圫 cN

z 圫N
圫 ε

)]
在圲圮圷圮圲地圴圩

这里

c0 圽 圱

c1 圽 圷圶.圱圸地地圹圱圷圳

c2 圽 −圸圶.圵地圵圳圲地圳圳

c3 圽 圲圴.地圱圴地圹圸圲圲

c4 圽 −圱.圲圳圱圷圳圹圵圱圶

c5 圽 地.圱圲地圸圵圸地地圳× 圱地−2

c6 圽 −地.圵圳圶圳圸圲× 圱地−5

坂函数由下式积分定义场

B在z, w圩 圽 B在w, z圩 圽

∫ 1

0

tz−1在圱− t圩w−1dt 在圲圮圷圮圲地圵圩

它与圀函数之间满足如下简单的关系场

B在z, w圩 圽
圀在z圩圀在w圩

圀在z 圫 w圩
在圲圮圷圮圲地圶圩

因此圬 很容易用圀函数的结果计算坂函数圮
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不完全圀函数定义为场

P 在a, x圩 ≡ γ在a, x圩

圀在a圩
≡ 圱

圀在a圩

∫ x

0

e−tta−1dt 在a > 地圩 在圲圮圷圮圲地圷圩

它具有下面的极限

P 在a, 地圩 圽 地, P 在a,∞圩 圽 圱 在圲圮圷圮圲地圸圩

P 在a, x圩 的补函数Q在a, x圩 ≡ 圱− P 在a, x圩 的积分形式为场

Q在a, x圩 ≡ 圀在a, x圩

圀在a圩
≡ 圱

圀在a圩

∫ ∞
x

e−tta−1dt 在a > 地圩 在圲圮圷圮圲地圹圩

γ在a, x圩可以用级数表示出来场

γ在a, x圩 圽 e−xxa
∞∑
n=0

圀在a圩

圀在a圫 圱 圫 n圩
xn 在圲圮圷圮圲圱地圩

实际计算时圬 并不需要对每个n都计算圀在a圫 圱 圫 n圩圬 而通常是利用前一次的值递推计算圮

圀在a, x圩可以用连分式表示出来圬

圀在a, x圩 圽 e−xxa
(

圱

x圫

圱− a
圱圫

圱

x圫

圲− a
圱圫

圲

x圫
· · ·
)

在x > 地圩 在圲圮圷圮圲圱圱圩

在圲圮圷圮圲圱地圩对于较小的x 在x < a 圫 圱圩收敛较快圬 而在圲圮圷圮圲圱圱圩对于大的x 在x > a 圫 圱圩 收敛

较快圬 把二个式子结合起来圬 就得到计算不完全圀函数的方法圮

2.7.1 误误误差差差函函函数数数的的的计计计算算算

误差函数和余误差函数定义为

坥坲坦在坸圩 圽
圲√
π

∫ x

0

坥−t2

坤坴 在圲圮圷圮圲圱圲圩

坥坲坦坣在坸圩 ≡ 圱− 坥坲坦在坸圩 圽
圲√
π

∫ ∞
x

坥−t2

坤坴 在圲圮圷圮圲圱圳圩

它们具有下面的极限形式

坥坲坦在地圩 圽 地, 坥坲坦在∞圩 圽 圱, 坥坲坦坣在地圩 圽 圱, 坥坲坦坣在∞圩 圽 地 在圲圮圷圮圲圱圴圩

及对称关系

坥坲坦在−坸圩 圽 −坥坲坦在坸圩 坥坲坦坣在−坸圩 圽 圲− 坥坲坦坣在坸圩 在圲圮圷圮圲圱圵圩

误差函数可用下面的近似逼近式计算其值圬 误差小于圱地−7圮

坥坲坦坣在坸圩 圽 在圱.地圶圱圴地圵圴圲圹t5 − 圱.圴圵圳圱圵圲地圲圷t4 圫 圱.圴圲圱圴圱圳圷圴圱t3

−地.圲圸圴圴圹圶圷圳圶t2 圫 地.圲圵圴圸圲圹圵圹圲t圩 坥坸坰在−x2圩

t 圽
圱

圱 圫 地.圳圲圷圵圹圱圱x
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这一函数目前已经在很多计算机上作为内部函数给出圬 因此在使用本程序前圬 请先检查

你的机器上是否有此函数圬 如果没有圬 再使用本节的算法计算圮

误差函数也可作为不完全圀 函数的特殊形式给出圬

坥坲坦在坸圩 圽 P

(
圱

圲
, x2

)
在x ≥ 地圩

坥坲坦坣在坸圩 圽 Q

(
圱

圲
, x2

)
在x ≥ 地圩 在圲圮圷圮圲圱圶圩

例题 硅片置于恒定杂质浓度(N0)的气体中, 试确定其内部浓度随时间的变化.

解: 本问题的定解方程为:(梁昆淼, 数学物理方法, P259)
ut − a2uxx 圽 地

u|x=0 圽 N0

u|t=0 圽 地

其解可写为:

u在x, t圩 圽 N0坥坲坦坣在
坸

圲坡
√
坴
圩

为了得到解的图形, 可利用本节的程序计算余误差函数的值. 作为练习, 请同学完成具

体计算.

2.7.2 指指指数数数积积积分分分的的的计计计算算算

指数积分是指由下式定义的函数

E1在z圩 圽

∫ ∞
z

e−t

t
dt 在|坡坲坧z| < π圩 在圲圮圷圮圲圱圷圩

这里z 为一辐角小于π 的复数圬 与此相关的函数还有

En在z圩 圽

∫ ∞
1

e−zt

tn
dt 在n 圽 圲, 圳, · · · 圻 坒坥z > 地圩 在圲圮圷圮圲圱圸圩

它们之间满足下面的关系

En+1在z圩 圽
圱

n
坛e−z − zEn在z圩坝 在n 圽 圱, 圲, 圳, · · · 圩 在圲圮圷圮圲圱圹圩

对En在x圩圬 有下面的不等式

圱

x圫 n
< exEn在x圩 ≤

圱

x圫 n− 圱
在圲圮圷圮圲圲地圩

对于实数宗量圬 当地 ≤ x ≤ 圱 时圬 E1在x圩 可用多项式来近似圻 当x > 圱 时圬 xexE1在x圩 可用分

式有理函数来近似圬 下面是有关公式场

E1在x圩 圽 地.地地圱地圷圸圵圷x5 − 地.地地圹圷圶地地圴x4 圫 地.地圵圵圱圹圹圶圸x3

−地.圲圴圹圹圱地圵圵x2 圫 地.圹圹圹圹圹圱圹圳x− 地.圵圷圷圲圱圵圶圶− 坬坮在x圩 在地 ≤ x ≤ 圱圩
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E1 圽
P 在t圩

Q在t圩

坥坸坰在−x圩
x

在x > 圱圩

t 圽
圱

x
P 在t圩 圽 地.圲圶圷圷圷圳圷圳圴圳t4 圫 圸.圶圳圴圷圶地圸圹圲圵t3 圫 圱圸.地圵圹地圱圶圹圷圳地t2 圫 圸.圵圷圳圳圲圸圷圴地圱t圫 圱

Q在t圩 圽 圳.圹圵圸圴圹圶圹圲圲圸t4 圫 圲圱.地圹圹圶圵圳地圸圲圷t3 圫 圲圵.圶圳圲圹圵圶圱圴圸圶t2 圫 圹.圵圷圳圳圲圲圳圴圵圴t圫 圱

2.7.3 整整整数数数阶阶阶贝贝贝塞塞塞尔尔尔函函函数数数及及及虚虚虚宗宗宗量量量贝贝贝塞塞塞尔尔尔函函函数数数的的的计计计算算算

贝塞尔函数在物理研究中经常遇到圬 对于任意实数ν圬 贝塞尔函数定义为场

Jν在z圩 圽 在
z

圲
圩ν
∞∑
k=0

(
− z2

4

)k
k圡圀在ν 圫 k 圫 圱圩

在圲圮圷圮圲圲圱圩

这个级数对于任何z 都是收敛的圬 但当z � 圱 时圬 对于实际计算并无多大用处圮

当ν 不是整数时圬 第二类贝塞尔函数Yν在z圩 由下式定义场

Yν在z圩 圽
Jν在z圩 坣坯坳在νπ圩− J−ν在z圩

坳坩坮在νπ圩
在圲圮圷圮圲圲圲圩

当ν 为整数n 时圬 Yn 可由下面的极限得到圮

Yn在z圩 圽 坬坩坭
ν→n

Yν在z圩 在圲圮圷圮圲圲圳圩

对于小的x圬 在例如圬 当x� ν 时圩圬 贝塞尔函数具有如下渐近表达式场

Jν在x圩 ∼
圱

圀在ν 圫 圱圩

(x
圲

)ν
在ν ≥ 地圩

Y0在x圩 ∼
圲

π
坬坮在x圩 在圲圮圷圮圲圲圴圩

Yν在x圩 ∼ −圀在ν圩

π

(x
圲

)−ν
在ν > 地圩

而对于大的x圬 在如x � ν圩圬 贝塞尔函数定性与三角函数一致圬 但其振幅按照圱/
√
x 的方式

衰减圬 其渐近形式为场

Jν在x圩 ∼
√

圲

πx
坣坯坳

(
x− 圱

圲
νπ − 圱

圴
π

)
Yν在x圩 ∼

√
圲

πx
坳坩坮

(
x− 圱

圲
νπ − 圱

圴
π

)
在圲圮圷圮圲圲圵圩

图在圴圮圱圩给出了前几个贝塞尔函数的图形圮
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坆坩坧坵坲坥 圲圮圵场 J0在x圩, · · · , J2在x圩圬 Y0在x圩, · · · , Y2在x圩 的图形
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贝塞尔函数满足如下的递推关系场

J ′n在x圩 圽
nJn在x圩

x
− Jn+1在x圩

Jn+1在x圩 圽
圲n

x
Jn在x圩− Jn−1在x圩

Yn+1在x圩 圽
圲n

x
Yn在x圩− Yn−1在x圩 在圲圮圷圮圲圲圶圩

第一个可用来计算贝塞尔函数的导数圬 第三个递推式对于n 增加的递推是稳定的圬 第二

个递推式当x > n 时对于n 增加的递推是稳定的圬 而当x < n 时对于n 减小的递推是稳定

的圮

计算整数阶贝塞尔函数的任务可由两步来完成圬第一步先计算J0在x圩, J1在x圩, Y0在x圩, Y1在x圩

的数值圬 然后利用递推关系求得其它n 的值圮 从小x 时的渐近关系我们知道圬 Yn在x圩

在x 圽 地 附近有奇异性圬 因此圬 我们应该计算其正规部分圮

Y0在x圩−
圲

π
J0在x圩 坬坮在x圩 坡坮坤 Y1在x圩−

圲

π

[
J1在x圩 坬坮在x圩−

圱

x

]
在圲圮圷圮圲圲圷圩

当地 ≤ x ≤ 圸 时圬 J0在x圩, J1在x圩, Y0在x圩, Y1在x圩 可以用分式有理函数来表示圬 而当圸 < x < ∞
时圬 对于在n 圽 地, 圱圩圬 有下面的近似式场

Jn在x圩 圽

√
圲

πx

[
Pn

(
圸

x

)
坣坯坳在Xn圩−Qn

(
圸

x

)
坳坩坮在Xn圩

]
Yn在x圩 圽

√
圲

πx

[
Pn

(
圸

x

)
坳坩坮在Xn圩 圫Qn

(
圸

x

)
坣坯坳在Xn圩

]
在圲圮圷圮圲圲圸圩

其中

Xn ≡ x− 圲n圫 圱

圴
π
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P0, P1, Q0 和Q1是其宗量的多项式圮 在这里选择圸 作为两种近似表达式的分界线并无特殊
的原因圬 选圷 或圹 也可圬 当然多项式的系数将会不同圩圮 代替给出表示式圬 这里给出计算程
序圬 读者应该很容易从程序中看出上述各多项式的形式和系数圮

Function bessj0(x)
Real*8 y,p1,p2,p3,p4,p5,q1,q2,q3,q4,q5,r1,r2,r3,r4,r5,r6,

* s1,s2,s3,s4,s5,s6
Data p1,p2,p3,p4,p5 /1.D0,-.1098628627D-2,.2734510407D-4,

* -.2073370639D-5,.2093887211D-6/,
* q1,q2,q3,q4,q5 /-.1562499995D-1,.1430488765D-3,
* -.6911147651D-5,.7621095161D-6,-.934945152D-7/
Data r1,r2,r3,r4,r5,r6 /57568490574.D0,-13362590354.D0,

* 651619640.7D0,-11214424.18D0,77392.33017D0,
* -184.9052456D0/,
* s1,s2,s3,s4,s5,s6 /57568490411.D0,1029532985.D0,
* 9494680.718D0,59272.64853D0,267.8532712D0,1.D0/
If(abs(x).LT.8.) Then

y=x**2
bessj0=(r1+y*(r2+y*(r3+y*(r4+y*(r5+y*r6)))))

* /(s1+y*(s2+y*(s3+y*(s4+y*(s5+y*s6)))))
Else

ax=abs(x)
z=8./ax
y=z**2
xx=ax-.785398164
bessj0=sqrt(.636619772/ax)*(cos(xx)*(p1+y*(p2+y*(p3+y*(p4+

* y*p5))))-z*sin(xx)*(q1+y*(q2+y*(q3+y*(q4+y*q5)))))
Endif
Return
End

C
C

Function bessy0(x)
Real*8 y,p1,p2,p3,p4,p5,q1,q2,q3,q4,q5,r1,r2,r3,r4,r5,r6,

* s1,s2,s3,s4,s5,s6
Data p1,p2,p3,p4,p5 /1.D0,-.1098628627D-2,.2734510407D-4,

* -.2073370639D-5,.2093887211D-6/,
* q1,q2,q3,q4,q5 /-.1562499995D-1,.1430488765D-3,
* -.6911147651D-5,.7621095161D-6,-.934945152D-7/
Data r1,r2,r3,r4,r5,r6 /-2957821389.D0,7062834065.D0,

* -512359803.6D0,10879881.29D0,-86327.92757D0,
* 228.4622733D0/,
* s1,s2,s3,s4,s5,s6 /40076544269.D0,745249964.8D0,
* 7189466.438D0,47447.26470D0,226.1030244D0,1.D0/
If(x.LT.8.) Then

y=x**2
bessy0=(r1+y*(r2+y*(r3+y*(r4+y*(r5+y*r6)))))/(s1+y*(s2+y

* *(s3+y*(s4+y*(s5+y*s6)))))+.636619772*bessj0(x)*log(x)
Else

z=8./x
y=z**2
xx=x-.785398164
bessy0=sqrt(.636619772/x)*(sin(xx)*(p1+y*(p2+y*(p3+y*(p4+y*

* p5))))+z*cos(xx)*(q1+y*(q2+y*(q3+y*(q4+y*q5)))))
Endif
Return
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End
C
C

Function bessj1(x)
Real*8 y,p1,p2,p3,p4,p5,q1,q2,q3,q4,q5,r1,r2,r3,r4,r5,r6,

* s1,s2,s3,s4,s5,s6
Data r1,r2,r3,r4,r5,r6 /72362614232.D0,-7895059235.D0,

* 242396853.1D0,-2972611.439D0,15704.48260D0,
* -30.16036606D0/,
* s1,s2,s3,s4,s5,s6 /144725228442.D0,2300535178.D0,
* 18583304.74D0,99447.43394D0,376.9991397D0,1.D0/
Data p1,p2,p3,p4,p5 /1.D0,.183105D-2,-.3516396496D-4,

* .2457520174D-5,-.240337019D-6/,
* q1,q2,q3,q4,q5 /.04687499995D0,-.2002690873D-3,
* .8449199096D-5,-.88228987D-6,.105787412D-6/
If(abs(x).LT.8.) Then

y=x**2
bessj1=x*(r1+y*(r2+y*(r3+y*(r4+y*(r5+y*r6)))))

/(s1+y*(s2+y*(s3+y*(s4+y*(s5+y*s6)))))
Else

ax=abs(x)
z=8./ax
y=z**2
xx=ax-2.356194491
bessj1=sqrt(.636619772/ax)*(cos(xx)*(p1+y*(p2+y*(p3+y*(p4+y

* *p5))))-z*sin(xx)*(q1+y*(q2+y*(q3+y*(q4+y*q5)))))
* *sign(1.,x)
Endif
Return
End

C
C

Function bessy1(x)
Real*8 y,p1,p2,p3,p4,p5,q1,q2,q3,q4,q5,r1,r2,r3,r4,r5,r6,

* s1,s2,s3,s4,s5,s6,s7
Data p1,p2,p3,p4,p5 /1.D0,.183105D-2,-.3516396496D-4,

* .2457520174D-5,-.240337019D-6/,
* q1,q2,q3,q4,q5 /.04687499995D0,-.2002690873D-3,
* .8449199096D-5,-.88228987D-6,.105787412D-6/
Data r1,r2,r3,r4,r5,r6 /-.4900604943D13,.1275274390D13,

* -.5153438139D11,.7349264551D9,-.4237922726D7,
* .8511937935D4/,
* s1,s2,s3,s4,s5,s6,s7 /.2499580570D14,.4244419664D12,
* .3733650367D10,.2245904002D8,.1020426050D6,
* .3549632885D3,1.D0/
If(x.LT.8.) Then

y=x**2
bessy1=x*(r1+y*(r2+y*(r3+y*(r4+y*(r5+y*r6)))))/(s1+y*(s2+y*

* (s3+y*(s4+y*(s5+y*(s6+y*s7))))))+.636619772
* *(bessj1(x)*log(x)-1./x)
Else

z=8./x
y=z**2
xx=x-2.356194491
bessy1=sqrt(.636619772/x)*(sin(xx)*(p1+y*(p2+y*(p3+y*(p4+y

* *p5))))+z*cos(xx)*(q1+y*(q2+y*(q3+y*(q4+y*q5)))))
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Endif
Return
End

高阶第二类贝塞尔函数的值可以通过递推关系求得圬 Jn在x圩的计算比较麻烦圬 对于

小n 大x圬 按照n 增加的方向递推是稳定的圬 在实际工作中碰到的大都是这种情况圩圬 但

对于大n 小x圬 则必须按照n 减小的方向递推圬 这就必须选则一个较大的n圬 一般取

为n圫
√
坃坯坮坳坴× n圬 向下递推至地圬 再按照恒等式

圱 圽 J0在x圩 圫 圲J2在x圩 圫 圲J4在x圩 圫 圲J6在x圩 圫 · · ·

对计算结果归一化圮 下面就是这一想法的实现圮

Function bessy(n,x)
If(n.LT.2) Pause’bad argument N in BESSY’
tox=2./x
by=bessy1(x)
bym=bessy0(x)
Do 11 j=1,n-1

byp=j*tox*by-bym
bym=by
by=byp

11 Continue
bessy=by
Return
End

C
C

Function bessj(n,x)
Parameter(iacc=40,bigno=1.E10,bigni=1.E-10)
If(n.LT.2) Pause’bad argument N in BESSJ’
ax=abs(x)
If(ax.EQ.0.) Then

bessj=0.
Elseif(ax.GT.float(n)) Then

tox=2./ax
bjm=bessj0(ax)
bj=bessj1(ax)
Do 11 j=1,n-1

bjp=j*tox*bj-bjm
bjm=bj
bj=bjp

11 Continue
bessj=bj

Else
tox=2./ax
m=2*((n+int(sqrt(float(iacc*n))))/2)
bessj=0.
jsum=0
sum=0.
bjp=0.
bj=1.
Do 12 j=m,1,-1

bjm=j*tox*bj-bjp
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bjp=bj
bj=bjm
If(abs(bj).GT.bigno) Then

bj=bj*bigni
bjp=bjp*bigni
bessj=bessj*bigni
sum=sum*bigni

Endif
If(jsum.NE.0) sum=sum+bj
jsum=1-jsum
If(j.EQ.n) bessj=bjp

12 Continue
sum=2.*sum-bj
bessj=bessj/sum

Endif
If(x.LT.0..AND.mod(n,2).EQ.1) bessj=-bessj
Return
End

现在我们讨论虚宗量贝塞尔函数的计算圮 虚宗量贝塞尔函数定义为场

In在x圩 圽 在−i圩nJn在ix圩

Kn在x圩 圽
π

圲
in+1坛Jn在ix圩 圫 iYn在ix圩坝 在圲圮圷圮圲圲圹圩

在小x极限下圬 它们具有如下渐近形式场

In在x圩 ≈
圱

n圡

(x
圲

)n
n ≥ 地

K0在x圩 ≈ − 坬坮在x圩

Kn在x圩 ≈
在n− 圱圩圡

圲

(x
圲

)−n
n > 地 在圲圮圷圮圲圳地圩

而在大x极限下圬 其渐近形式为场

In在x圩 ≈
圱√
圲πx

坥坸坰在x圩

Kn在x圩 ≈
π√
圲πx

坥坸坰在−x圩 在圲圮圷圮圲圳圱圩

虚宗量贝塞尔函数的递推关系与贝塞尔函数的略有不同圬 由下式给出场

I ′n在x圩 圽
nIn在x圩

x
圫 In+1在x圩

In+1在x圩 圽 −
(
圲n

x

)
In在x圩 圫 In−1在x圩

Kn+1在x圩 圽 圫

(
圲n

x

)
Kn在x圩 圫Kn−1在x圩 在圲圮圷圮圲圳圲圩

归一化关系为

圱 圽 I0在x圩− 圲I2在x圩 圫 圲I4在x圩− 圲I6在x圩 圫 · · ·
考虑到上述改变圬 我们给出计算程序如下场
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Function bessi0(x)
Real*8 y,p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7,

* q1,q2,q3,q4,q5,q6,q7,q8,q9
Data p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7 /1.0D0,3.5156229D0,3.0899424D0,

* 1.2067492D0,0.2659732D0,0.360768D-1,0.45813D-2/
Data q1,q2,q3,q4,q5,q6,q7,q8,q9 /0.39894228D0,0.1328592D-1,

* 0.225319D-2,-0.157565D-2,0.916281D-2,-0.2057706D-1,
* 0.2635537D-1,-0.1647633D-1,0.392377D-2/
If(abs(x).LT.3.75) Then

y=(x/3.75)**2
bessi0=p1+y*(p2+y*(p3+y*(p4+y*(p5+y*(p6+y*p7)))))

Else
ax=abs(x)
y=3.75/ax
bessi0=(exp(ax)/sqrt(ax))*(q1+y*(q2+y*(q3+y*(q4

* +y*(q5+y*(q6+y*(q7+y*(q8+y*q9))))))))
Endif
Return
End

C
C

Function bessi1(x)
Real*8 y,p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7,

* q1,q2,q3,q4,q5,q6,q7,q8,q9
Data p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7 /0.5D0,0.87890594D0,0.51498869D0,

* 0.15084934D0,0.2658733D-1,0.301532D-2,0.32411D-3/
Data q1,q2,q3,q4,q5,q6,q7,q8,q9 /0.39894228D0,-0.3988024D-1,

* -0.362018D-2,0.163801D-2,-0.1031555D-1,0.2282967D-1,
* -0.2895312D-1,0.1787654D-1,-0.420059D-2/
If(abs(x).LT.3.75) Then

y=(x/3.75)**2
bessi1=x*(p1+y*(p2+y*(p3+y*(p4+y*(p5+y*(p6+y*p7))))))

Else
ax=abs(x)
y=3.75/ax
bessi1=(exp(ax)/sqrt(ax))*(q1+y*(q2+y*(q3+y*(q4+

* y*(q5+y*(q6+y*(q7+y*(q8+y*q9))))))))
If(x.LT.0.) bessi1=-bessi1

Endif
Return
End

C
C

Function bessk0(x)
Real*8 y,p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7,

* q1,q2,q3,q4,q5,q6,q7
Data p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7 /-0.57721566D0,0.42278420D0,

* 0.23069756D0,0.3488590D-1,0.262698D-2,0.10750D-3,0.74D-5/
Data q1,q2,q3,q4,q5,q6,q7 /1.25331414D0,-0.7832358D-1,

* 0.2189568D-1,-0.1062446D-1,0.587872D-2,-0.251540D-2,
* 0.53208D-3/
If(x.LE.2.0) Then

y=x*x/4.0
bessk0=(-log(x/2.0)*bessi0(x))+(p1+y*(p2+y*(p3+

* y*(p4+y*(p5+y*(p6+y*p7))))))
Else
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y=(2.0/x)
bessk0=(exp(-x)/sqrt(x))*(q1+y*(q2+y*(q3+

* y*(q4+y*(q5+y*(q6+y*q7))))))
Endif
Return
End

C
C

Function bessk1(x)
Real*8 y,p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7,

* q1,q2,q3,q4,q5,q6,q7
Data p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7 /1.0D0,0.15443144D0,-0.67278579D0,

* -0.18156897D0,-0.1919402D-1,-0.110404D-2,-0.4686D-4/
Data q1,q2,q3,q4,q5,q6,q7 /1.25331414D0,0.23498619D0,

* -0.3655620D-1,0.1504268D-1,-0.780353D-2,0.325614D-2,
* -0.68245D-3/
If(x.LE.2.0) Then

y=x*x/4.0
bessk1=(log(x/2.0)*bessi1(x))+(1.0/x)*(p1+y*(p2+

* y*(p3+y*(p4+y*(p5+y*(p6+y*p7))))))
Else

y=2.0/x
bessk1=(exp(-x)/sqrt(x))*(q1+y*(q2+y*(q3+

* y*(q4+y*(q5+y*(q6+y*q7))))))
Endif
Return
End

Function bessk(n,x)
If(n.LT.2) Pause’bad argument N in BESSK’
tox=2.0/x
bkm=bessk0(x)
bk=bessk1(x)
Do 11 j=1,n-1

bkp=bkm+j*tox*bk
bkm=bk
bk=bkp

11 Continue
bessk=bk
Return
End

C
C

Function bessi(n,x)
Parameter(iacc=40,bigno=1.0E10,bigni=1.0E-10)
If(n.LT.2) Pause’bad argument N in BESSI’
If(x.EQ.0.) Then

bessi=0.
Else

tox=2.0/abs(x)
bip=0.0
bi=1.0
bessi=0.
m=2*((n+int(sqrt(float(iacc*n)))))
Do 11 j=m,1,-1

bim=bip+float(j)*tox*bi
bip=bi
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bi=bim
If(abs(bi).GT.bigno) Then

bessi=bessi*bigni
bi=bi*bigni
bip=bip*bigni

Endif
If(j.EQ.n) bessi=bip

11 Continue
bessi=bessi*bessi0(x)/bi
If(x.LT.0..AND.mod(n,2).EQ.1) bessi=-bessi

Endif
Return
End

练习

运行上面的程序, 并与你所能得到的贝塞尔函数的数据表比较

例例例题题题 均匀圆柱, 半径为R, 高为H, 柱侧有均匀分布的恒定热流进入, 其强度为q0, 圆

柱上下底面保持为恒定的u0 度, 求解柱内稳定温度分布.

这一问题的答案是(见梁昆淼, 数学物理方法, P376)

u− u0 圽
圴Hq0

kπ2

∞∑
l=0

圱

在圲l 圫 圱圩2

I0

(
(2l+1)π
H

ρ
)

I ′0

(
(2l+1)πR

H

) 坳坩坮
在圲l 圫 圱圩πz

H

利用I ′0在x圩 圽 I1在x圩, 由上面给出的贝塞尔函数的计算程序, 可以直接用上式求得u − u0,

由于I0 和I1 在其宗量较大时指数上升, 为了避免上溢, 实际计算时对前面所给程序作了

很小的改动, 即把指数上升部分提了出来. 图(2.6) 给出了R 圽 圱, H 圽 圲 时u− u0 与z 的

关系的计算结果. 从下至上, 曲线依次对应于ρ 圽 地, 地.圲, 地.圴, 地.圶, 地.圸, 圱.地, 从图中可见, 在

柱的轴线方向, 中间温度最高, 沿柱的径向, 则表面温度最高, 这些特点, 在解析式子中

是很难看出来的.
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2.7.4 球球球谐谐谐函函函数数数的的的计计计算算算

球谐函数在物理学的各个子领域中都经常遇到圬 它是坌坡坰坬坡坣坥方程在球坐标中分离变量的

自然结果圮 球谐函数通常通过连带勒让德多项式来定义场

Ylm在θ, φ圩 圽

√
圲l 圫 圱

圴π

在l −m圩圡

在l 圫m圩圡
Pm
l 在坣坯坳 θ圩eimφ 在圲圮圷圮圲圳圳圩

利用关系式

Yl,−m在θ, φ圩 圽 在−圱圩mY ∗lm在θ, φ圩 在圲圮圷圮圲圳圴圩

我们总可以把一个任意球谐函数与m ≥ 地的连带勒让德多项式联系起来圮 令x ≡ 坣坯坳 θ圬 连

带勒让德多项式定义为场

Pm
l 在x圩 圽 在−圱圩m在圱− x2圩m/2

dm

dxm
Pl在x圩 在圲圮圷圮圲圳圵圩

Pl在x圩 为l 阶勒让德多项式圮 连带勒让德多项式有关系式

P−ml 在坣坯坳 θ圩 圽 在−圱圩m 在l −m圩圡

在l 圫m圩圡
Pm
l 在坣坯坳 θ圩

因此我们只需要计算m > 地 的情形圮

连带勒让德多项式满足如下的递推关系场

在l −m圩Pm
l 在x圩 圽 x在圲l − 圱圩Pm

l−1 − 在l 圫m− 圱圩Pm
l−2 在圲圮圷圮圲圳圶圩
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且

Pm
m 在x圩 圽 在−圱圩m在圲m− 圱圩圡圡在圱− x2圩m/2

Pm
m+1在x圩 圽 x在圲m圫 圱圩Pm

m 在x圩 在圲圮圷圮圲圳圷圩

由此圬 我们得到计算连带勒让德多项式的程序如下场

Function plgndr(l,m,x)
If(m.LT.0.OR.m.GT.l.OR.abs(x).GT.1.) Pause’bad arguments’
pmm=1.
If(m.GT.0) Then

somx2=sqrt((1.-x)*(1.+x))
fact=1.
Do 11 i=1,m

pmm=-pmm*fact*somx2
fact=fact+2.

11 Continue
Endif
If(l.EQ.m) Then

plgndr=pmm
Else

pmmp1=x*(2*m+1)*pmm
If(l.EQ.m+1) Then

plgndr=pmmp1
Else

Do 12 ll=m+2,l
pll=(x*(2*ll-1)*pmmp1-(ll+m-1)*pmm)/(ll-m)
pmm=pmmp1
pmmp1=pll

12 Continue
plgndr=pll

Endif
Endif
Return
End

当m 圽 地 时圬 程序给出勒让德多项式的值圮 球谐函数则可通过连带勒让德多项式乘以

一个因子得到圮

例例例题题题: 设半径为a 的球面上的势给定为(取球坐标, 坐标原点取到球心)

V 在θ圩 圽

{
圫V 地 ≤ θ < π

2

−V π
2
< θ ≤ π

其球外的电势可解出为(见D. J. 杰克逊, 经典电动力学, 朱培豫译, P101)

圈在r, θ圩 圽
V√
π

∞∑
j=1

在−圱圩j−1 在圲j −
1
2
圩圀
(
j − 1

2

)
j圡

(a
r

)2j

P2j−1在坣坯坳 θ圩

利用本节提供的计算圀函数和勒让德多项式的子程序, 直接对上式求和, 就可得到电势的

图像, 图(2.7)是对五个r, 在r 圽 圱.圱a, 圱.圶a, 圲.圱a, 圲.圶a, 圳.圱a圩 的数值所做的计算结果.
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坆坩坧坵坲坥 圲圮圷场

2.7.5 椭椭椭圆圆圆积积积分分分的的的计计计算算算

我们知道圬 形如 ∫
dx
A在x圩 圫B在x圩

√
S在x圩

C在x圩 圫D在x圩
√
S在x圩

在圲圮圷圮圲圳圸圩

的积分总可以表示为椭圆积分圮 这里A,B,C, 和D 为任意多项式而S 是一个三次或四次

多项式圮 为了计算椭圆积分的数值圬 我们定义广义第二类不完全椭圆积分如下场

el圲在y, kc, a, b圩 ≡
∫ y

0

在a圫 bx2圩dx

在圱 圫 x2圩
√
在圱 圫 x2圩在圱 圫 k2

cx
2圩

在圲圮圷圮圲圳圹圩

这里y ≥ 地圬 a, b, kc可以是任何实数圮 做变量替换

x 圽 坴坡坮φ k2 圽 圱− k2
c 在圲圮圷圮圲圴地圩

我们得到广义第二类不完全椭圆积分的等价表示场

el圲在y, kc, a, b圩 圽

∫ tan−1 y

0

在a圫 b 坴坡坮2 φ圩dφ

在圱 圫 坴坡坮2 φ圩
√
在圱 圫 坴坡坮2 φ圩在圱 圫 k2

c 坴坡坮
2 φ圩

圽

∫ tan−1 y

0

a圫 在b− a圩 坳坩坮2 φ√
圱− k2 坳坩坮2 φ

dφ 在圲圮圷圮圲圴圱圩

另一个有用的函数是广义完全椭圆积分圬 定义为场

cel在kc, p, a, b圩 ≡
∫ ∞

0

在a圫 bx2圩dx

在圱 圫 px2圩
√

在圱 圫 x2圩在圱 圫 k2
cx

2圩

圽

∫ π/2

0

a 坣坯坳2 φ圫 b 坳坩坮2 φ

在坣坯坳2 φ圫 p 坳坩坮2 φ圩
√

坣坯坳2 φ圫 k2
c 坳坩坮

2 φ
dφ 在圲圮圷圮圲圴圲圩
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利用上述两个函数圬 则第一类勒让德椭圆积分可表示为场

F 在φ, k圩 圽

∫ φ

0

dφ√
圱− k2 坳坩坮2 φ

圽

∫ x

0

dx√
在圱 圫 x2圩在圱 圫 k2

cx
2圩

圽 el圲在x, kc, 圱, 圱圩 在圲圮圷圮圲圴圳圩

这里

x 圽 坴坡坮φ, k2
c 圽 圱− k2

第一类完全椭圆积分可表示为场

K在k圩 ≡ F 在
π

圲
, k圩 圽 cel在kc, 圱, 圱, 圱圩 在圲圮圷圮圲圴圴圩

第二类勒让德椭圆积分可表示为场

E在φ, k圩 圽

∫ φ

0

√
圱− k2 坳坩坮2 φdφ 圽

∫ x

0

√
圱 圫 k2

cx
2

在圱 圫 x2圩
√
在圱 圫 x2圩

dx 圽 el圲在x, kc, 圱, k
2
c 圩 在圲圮圷圮圲圴圵圩

第二类完全椭圆积分可表示为场

E在k圩 ≡ E在
π

圲
, k圩 圽 cel在kc, 圱, 圱, k

2
c 圩 在圲圮圷圮圲圴圶圩

这里不给出算法圬 讲义所附计算el圲 和cel的程序可作为一个坜黑匣子圢来使用圮

例例例题题题: 考虑一个单摆, 由一质量为m 的重锤和一长为l 的轻绳构成, 平衡时重锤坚直

向下, 取摆绳偏离平衡位置的夹角为θ, 则摆的运动方程为

坿θ 圽
g

l
坳坩坮 θ

其中g 为重力加速度, 当θ << 圱 时, 坳坩坮 θ ≈ θ, 上面方程可容易解出, 由此可求得单摆的

周期为

T0 圽 圲π

√
l

g

为了求得一般结果, 把原方程改写为

T 2
0
坿θ 圽 在圲π圩2 坳坩坮 θ

上式两边乘以 坟θ 并积分得:

dθ

dt
圽 ±圲π

T0

√
圲在坣坯坳 θ − 坣坯坳α圩

式中α 为一积分常数, 代表单摆的最大摆角, 圫 号表示θ 增加方向, − 号表示θ 减小方向.

上式可进一步化为

dt 圽 ±T0

圴π

dθ√
坳坩坮2 α

2
− 坳坩坮2 θ

2
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
α/π
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T
/T
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坆坩坧坵坲坥 圲圮圸场 单摆的周期与最大偏角之间的关系

若设t 圽 地 时圬 θ 圽 地圬 考虑地 ≤ t ≤ T/圴圬 地 ≤ θ ≤ α 之间的运动圬 作代换坳坩坮 θ
2
圽

坳坩坮 α
2
坳坩坮φ圬 则

t 圽 T0
圱

圲π

∫ φ

0

dφ√
圱− 坳坩坮2 α

2

圽 T0
圱

圲π
F 在φ, k圩 圽 T0

圱

圲π
el圲在x, kc, 圱, 圱圩

其中k 圽 坳坩坮 α
2
圬 x 圽 坴坧φ圬 kc 圽

√
圱− k2圬 当θ 圽 α 时圬 φ 圽 π

2
圬 由此得摆的严格周期为

T 圽 圴T0
圱

圲π
F 在

圲π

圲
, k圩 圽 T0

圲

π
cel在kc, 圱, 圱, 圱圩

图在圲圮圸圩是按照上式求出的T ∼ α 关系圮

2.8 附附附录录录: 高高高斯斯斯积积积分分分的的的节节节点点点和和和权权权重重重

这里给出若干常用的高斯积分的节点和权重表，更多的数表可在坍圮 坁坢坲坡坭坯坷坩坴坺 圦 坁圮

坓坴坥坧坵坮 编写的坈坡坮坤坢坯坯坫 坯坦 坍坡坴坨坥坭坡坴坩坣坡坬 坆坵坮坣坴坩坯坮坳 中找到圮
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坔坡坢坬坥 圲圮圲场 高斯坼勒让德积分的节点和权重

±xi wi
坮圽圲

地圮圵圷圷圳圵 地圲圶圹圱 圸圹圶圲圶 圱圮地地地地地 地地地地地 地地地地地

坮圽圳

地圮地地地地地 地地地地地 地地地地地 地圮圸圸圸圸圸 圸圸圸圸圸 圸圸圸圸圹

地圮圷圷圴圵圹 圶圶圶圹圲 圴圱圴圸圳 地圮圵圵圵圵圵 圵圵圵圵圵 圵圵圵圵圶

坮圽圴

地圮圳圳圹圹圸 圱地圴圳圵 圸圴圸圵圶 地圮圶圵圲圱圴 圵圱圵圴圸 圶圲圵圴圶

地圮圸圶圱圱圳 圶圳圱圱圵 圹圴地圵圵 地圮圳圴圷圸圵 圴圸圴圵圱 圳圷圴圵圴

坮圽圵

地圮地地地地地 地地地地地 地地地地地 地圮圵圶圸圸圸 圸圸圸圸圸 圸圸圸圸圹

地圮圵圳圸圴圶 圹圳圱地圱 地圵圶圸圳 地圮圴圷圸圶圲 圸圶圷地圴 圹圹圳圶圶

地圮圹地圶圱圷 圹圸圴圵圹 圳圸圶圶圴 地圮圲圳圶圹圲 圶圸圸圵地 圵圶圱圸圹

坮圽圶

地圮圲圳圸圶圱 圹圱圸圶地 圸圳圱圹圷 地圮圴圶圷圹圱 圳圹圳圴圵 圷圲圶圹圱

地圮圶圶圱圲地 圹圳圸圶圴 圶圶圲圶圵 地圮圳圶地圷圶 圱圵圷圳地 圴圸圱圳圹

地圮圹圳圲圴圶 圹圵圱圴圲 地圳圱圵圲 地圮圱圷圱圳圲 圴圴圹圲圳 圷圹圱圷地

坮圽圷

地圮地地地地地 地地地地地 地地地地地 地圮圴圱圷圹圵 圹圱圸圳圶 圷圳圴圶圹

地圮圴地圵圸圴 圵圱圵圱圳 圷圷圳圹圷 地圮圳圸圱圸圳 地地圵地圵 地圵圱圱圹

地圮圷圴圱圵圳 圱圱圸圵圵 圹圹圳圹圴 地圮圲圷圹圷地 圵圲圹圱圴 圸圹圲圷圷

地圮圹圴圹圱地 圷圹圱圲圳 圴圲圷圵圹 地圮圱圲圹圴圸 圴圹圶圶圱 圶圸圸圷地

坮圽圸

地圮圱圸圳圴圳 圴圶圴圲圴 圹圵圶圵地 地圮圳圶圲圶圸 圳圷圸圳圳 圷圸圳圶圲

地圮圵圲圵圵圳 圲圴地圹圹 圱圶圳圲圹 地圮圳圱圳圷地 圶圶圴圵圸 圷圷圸圸圷

地圮圷圹圶圶圶 圶圴圷圷圴 圱圳圶圲圷 地圮圲圲圲圳圸 圱地圳圴圴 圵圳圳圷圴

地圮圹圶地圲圸 圹圸圵圶圴 圹圷圵圳圶 地圮圱地圱圲圲 圸圵圳圶圲 圹地圳圷圶



圲圮圸圮 附录场 高斯积分的节点和权重 圹圱

坔坡坢坬坥 圲圮圳场 等权重切贝雪夫积分的节点

n ±xi n ±xi n ±xi
圲 地圮圵圷圷圳圵 地圲圶圹圲 圵 地圮圸圳圲圴圹 圷圴圸圷地 圷 地圮圸圸圳圸圶 圱圷地地圸

地圮圳圷圴圵圴 圱圴地圹圶 地圮圵圲圹圶圵 圶圷圷圵圳

地圮地地地地地 地地地地地 地圮圳圲圳圹圱 圱圸圱地圵

地圮地地地地地 地地地地地

圳 地圮圷地圷圱地 圶圷圸圱圲

地圮地地地地地 地地地地地 圹 地圮圹圱圱圵圸 圹圳地圷圷

地圮圶地圱地圱 圸圶圵圵圴

圶 地圮圸圶圶圲圴 圶圸圱圸圱 地圮圵圲圸圷圶 圱圷圸圳圱

圴 地圮圷圹圴圶圵 圴圴圷圲圳 地圮圴圲圲圵圱 圸圶圵圳圸 地圮圱圶圷圹地 圶圱圸圴圲

地圮圱圸圷圵圹 圲圴圷圴圱 地圮圲圶圶圶圳 圵圴地圱圵 地圮地地地地地 地地地地地



圹圲 坃坈坁坐坔坅坒 圲圮 物理学中的常用数值方法

坔坡坢坬坥 圲圮圴场 高斯坼拉盖尔积分的节点和权重圬 表示形式为在E圩B 圽 B × 圱地E

xi wi wie
xi

坮圽圲

地圮圵圸圵圷圸 圶圴圳圷圶 圲圷 在圭圱圩圸圮圵圳圵圵圳 圳圹地圵圹圳 圱圮圵圳圳圳圲 圶地圳圳圱圲

圳圮圴圱圴圲圱 圳圵圶圲圳 圷圳 在圭圱圩圱圮圴圶圴圴圶 圶地圹圴地圷 圴圮圴圵地圹圵 圷圳圳圵地圵

坮圽圵

地圮圲圶圳圵圶 地圳圱圹圷 圱圸 在圭圱圩圵圮圲圱圷圵圵 圶圱地圵圸圳 地圮圶圷圹地圹 圴地圴圲圲 地圸

圱圮圴圱圳圴地 圳地圵圹圱 地圷 在圭圱圩圳圮圹圸圶圶圶 圸圱圱地圸圳 圲圮地圴圸圱地 圲圴圳圸圴圵

圴圮圵圳圶圶圲 地圲圹圶圹 圲圱 在圭圲圩圷圮圵圹圴圲圴 圴圹圶圸圱圷 圲圮圷圶圹圴圴 圳圲圴圲圳圷

圷圮地圸圵圸圱 地地地圵圸 圵圹 在圭圳圩圳圮圶圱圱圷圵 圸圶圷圹圹圲 圴圮圳圱圵圶圵 圶圹地地圹圲

圱圲圮圶圴地圸地 地圸圴圴圲 圷圶 在圭圵圩圲圮圳圳圶圹圹 圷圲圳圸圵圸 圷圮圲圱圹圱圸 圶圳圵圴圳圵

坮圽圶

地圮圲圲圲圸圴 圶圶地圴圱 圷圹 在圭圱圩圴圮圵圸圹圶圴 圶圷圳圹圵地 地圮圵圷圳圵圳 圵圵地圷圴 圲圳

圱圮圱圸圸圹圳 圲圱地圱圶 圷圳 在圭圱圩圴圮圱圷地地地 圸圳地圷圷圲 圱圮圳圶圹圲圵 圲圵圹地圷圱

圲圮圹圹圲圷圳 圶圳圲圶地 圵圹 在圭圱圩圱圮圱圳圳圷圳 圳圸圲地圷圴 圲圮圲圶地圶圸 圴圵圹圳圳圸

圵圮圷圷圵圱圴 圳圵圶圹圱 地圵 在圭圲圩圱圮地圳圹圹圱 圹圷圴圵圳圱 圳圮圳圵地圵圲 圴圵圸圲圳圶

圹圮圸圳圷圴圶 圷圴圱圸圳 圸圳 在圭圴圩圲圮圶圱地圱圷 圲地圲圸圱圵 圴圮圸圸圶圸圲 圶圸地地圲圱

圱圵圮圹圸圲圸圷 圳圹圸地圶 地圲 在圭圷圩圸圮圹圸圵圴圷 圹地圶圴圳地 圷圮圸圴圹地圱 圵圹圴圵圶地

坮圽圷

地圮圱圹圳地圴 圳圶圷圶圵 圶地 在圭圱圩圴圮地圹圳圱圸 圹圵圱圷地圱 地圮圴圹圶圴圷 圷圵圹圷圵 圴地

圱圮地圲圶圶圶 圴圸圹圵圳 圳圹 在圭圱圩圴圮圲圱圸圳圱 圲圷圷圸圶圲 圱圮圱圷圷圶圴 圳地圶地圸圶

圲圮圵圶圷圸圷 圶圷圴圴圹 圵圱 在圭圱圩圱圮圴圷圱圲圶 圳圴圸圶圵圸 圱圮圹圱圸圲圴 圹圷圸圱圶圶

圴圮圹地地圳圵 圳地圸圴圵 圲圶 在圭圲圩圲圮地圶圳圳圵 圱圴圴圶圸圷 圲圮圷圷圱圸圴 圸圶圳圶圲圳

圸圮圱圸圲圱圵 圳圴圴圴圵 圶圳 在圭圳圩圱圮地圷圴地圱 地圱圴圳圲圸 圳圮圸圴圱圲圴 圹圱圲圲圴圹

圱圲圮圷圳圴圱圸 地圲圹圱圷 圹圸 在圭圵圩圱圮圵圸圶圵圴 圶圴圳圴圸圶 圵圮圳圶地圶圷 圸圲地圷圹圲

圱圹圮圳圹圵圷圲 圷圸圶圲圲 圶圳 在圭圸圩圳圮圱圷地圳圱 圵圴圷圹地地 圸圮圴地圵圴圳 圲圴圸圶圸圳

坮圽圸

地圮圱圷地圲圷 圹圶圳圲圳 地圵 在圭圱圩圳圮圶圹圱圸圸 圵圸圹圳圴圲 地圮圴圳圷圷圲 圳圴圱地圴 圹圳

地圮圹地圳圷地 圱圷圷圶圷 圹圹 在圭圱圩圴圮圱圸圷圸圶 圷圸地圸圱圴 圱圮地圳圳圸圶 圹圳圴圷圶圷

圲圮圲圵圱地圸 圶圶圲圹圸 圶圶 在圭圱圩圱圮圷圵圷圹圴 圹圸圶圶圳圷 圱圮圶圶圹圷地 圹圷圶圵圶圶

圴圮圲圶圶圷地 地圱圷地圲 圸圸 在圭圲圩圳圮圳圳圴圳圴 圹圲圲圶圱圲 圲圮圳圷圶圹圲 圴圷地圱圷圶

圷圮地圴圵圹地 圵圴地圲圳 圹圳 在圭圳圩圲圮圷圹圴圵圳 圶圲圳圵圲圳 圳圮圲地圸圵圴 地圹圱圳圳圵

圱地圮圷圵圸圵圱 圶地圱地圱 圸圱 在圭圵圩圹圮地圷圶圵地 圸圷圷圳圳圶 圴圮圲圶圸圵圷 圵圵圱地圸圳

圱圵圮圷圴地圶圷 圸圶圴圱圲 圷圸 在圭圷圩圸圮圴圸圵圷圴 圶圷圱圶圲圷 圵圮圸圱圸地圸 圳圳圶圸圶圷

圲圲圮圸圶圳圱圳 圱圷圳圶圸 圸圹 在圭圹圩圱圮地圴圸地地 圱圱圷圴圸圷 圸圮圹地圶圲圲 圶圲圱圵圲圹



圲圮圸圮 附录场 高斯积分的节点和权重 圹圳

坔坡坢坬坥 圲圮圵场 高斯坼厄米积分的节点和权重圬 表示形式为在E圩B 圽 B × 圱地E

±xi wi wie
x2
i

坮圽圲

地圮圷地圷圱地 圶圷圸圱圱 圸圶圵圴圸 在圭圱圩圸圮圸圶圲圲圶 圹圲圵圴圵 圲圸 圱圮圴圶圱圱圴 圱圱圸圲圶 圶圱圱

坮圽圵

地圮地地地地地 地地地地地 地地地地地 在圭圱圩圹圮圴圵圳地圸 圷圲地圴圸 圲圹 地圮圹圴圵圳地 圸圷圲地圴 圸圲圹

地圮圹圵圸圵圷 圲圴圶圴圶 圱圳圸圱圹 在圭圱圩圳圮圹圳圶圱圹 圳圲圳圱圵 圲圲 地圮圹圸圶圵圸 地圹圹圶圷 圵圱圴

圲圮地圲地圱圸 圲圸圷地圴 圵圶地圸圶 在圭圲圩圱圮圹圹圵圳圲 圴圲地圵圹 地圵 圱圮圱圸圱圴圸 圸圶圲圵圵 圳圶地

坮圽圶

地圮圴圳圶地圷 圷圴圱圱圹 圲圷圶圱圷 在圭圱圩圷圮圲圴圶圲圹 圵圹圵圲圲 圴圴 地圮圸圷圶圴地 圱圳圳圴圴 圳圶圲

圱圮圳圳圵圸圴 圹地圷圴地 圱圳圶圹圷 在圭圱圩圱圮圵圷地圶圷 圳圲地圳圲 圲圹 地圮圹圳圵圵圸 地圵圵圷圶 圳圱圲

圲圮圳圵地圶地 圴圹圷圳圶 圷圴圴圹圲 在圭圳圩圴圮圵圳地地地 圹圹地圵圵 地圹 圱圮圱圳圶圹地 圸圳圳圲圶 圷圴圵

坮圽圷

地圮地地地地地 地地地地地 地地地地地 在圭圱圩圸圮圱地圲圶圴 圶圱圷圵圵 圶圸 地圮圸圱地圲圶 圴圶圱圷圵 圵圶圸

地圮圸圱圶圲圸 圷圸圸圲圸 圵圸圹圶圵 在圭圱圩圴圮圲圵圶地圷 圲圵圲圶圱 地圱 地圮圸圲圸圶圸 圷圳地圳圲 圸圳圶

圱圮圶圷圳圵圵 圱圶圲圸圷 圶圷圴圷圱 在圭圲圩圵圮圴圵圱圵圵 圸圲圸圱圹 圱圳 地圮圸圹圷圱圸 圴圶地地圲 圲圵圲

圲圮圶圵圱圹圶 圱圳圵圶圸 圳圵圲圳圳 在圭圴圩圹圮圷圱圷圸圱 圲圴圵地圹 圹圵 圱圮圱地圱圳圳 地圷圲圹圶 圱地圳

坮圽圸

地圮圳圸圱圱圸 圶圹圹地圲 地圷圳圲圲 在圭圱圩圶圮圶圱圱圴圷 地圱圲圵圵 圸圲 地圮圷圶圴圵圴 圴圱圲圸圶 圵圱圷

圱圮圱圵圷圱圹 圳圷圱圲圴 圴圶圷圸地 在圭圱圩圲圮地圷圸地圲 圳圲圵圸圱 圴圹 地圮圷圹圲圸圹 地地圴圸圳 圸圶圴

圱圮圹圸圱圶圵 圶圷圵圶圶 圹圵圸圴圳 在圭圲圩圱圮圷地圷圷圹 圸圳地地圷 圴圱 地圮圸圶圶圷圵 圲圶地圶圵 圶圳圴

圲圮圹圳地圶圳 圷圴圲地圲 圵圷圲圴圴 在圭圴圩圱圮圹圹圶地圴 地圷圲圲圱 圱圴 圱圮地圷圱圹圳 地圱圴圴圲 圴圸地
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Chapter 3

数数数值值值线线线性性性代代代数数数

在这一章里圬 我们将讨论物理学中非常重要的一类计算问题圬 即关于线性代数的计

算问题圮 线性代数计算也是计算数学中研究的最透彻的问题之一圬 目前已经有一些

十分完整的程序包运行在从微机到大型机的各种不同档次的计算机上圬 其中最著

名的是坌坩坮坰坡坣坫和坅坩坳坰坡坣坫圬 第一个是求解线性方程组的通用软件包圬 第二个是求解各

种矩阵本征值和本征向量的通用软件包圮∗ 目前圬 这两个包已经合并为坌坁坐坁坃坋软件

包圬 与基本线性代数包坂坌坁坓联合圬 可以解决几乎所有的线性代数问题圮 这些软件包可

在坨坴坴坰场圯圯坷坷坷圮坮坥坴坬坩坢圮坯坲坧 免费获得圬 在校园里十分流行的工具软件坍坡坴坬坡坢为上述软件包

做了很好的界面圬 可以帮助方便使用圮

但另一方面圬 大型软件包由于包含的程序多圬 调用路径复杂圬 对于一些较为简单的问

题圬 使用起来颇有牛刀杀鸡之感圮 因此圬 在这一章里圬 我们将介绍几种常见的线性代数问

题的计算方法圬 对于在研究中碰到的较为复杂的问题圬 强烈建议使用前面所提软件包中

的标准程序圮

3.1 主主主元元元消消消去去去法法法解解解线线线性性性代代代数数数方方方程程程组组组

一个n 元线性代数方程组记为

A ·X 圽 B 在圳圮圱圮圱圩

这里圬

A 圽


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

圮圮圮
圮圮圮

圮圮圮
圮圮圮

an1 an2 · · · ann


∗国内最早对这两个软件包进行系统介绍的是郭富印, 冯国环, 石中岳和朱耀祖所

编〈〈FORTRAN 算法汇编, 第三分册〉〉, 并对软件包做了一些扩充, 但所附程序有个别印刷错误.

圹圵
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为一n× n矩阵圬

X 圽 坛x1, x2, · · · , xn坝T , B 圽 坛b1, b2, · · · , bn坝T

为列向量圮 显然圬 方程在圳圮圱圮圱圩的解可形式地写为

X 圽 A−1B

但这一形式对于实际计算没有什么用处圮 一个实用的算法是消去法圬 其计算过程是相当

简单的圬 首先圬 用矩阵A 的第一行分别乘以某一适当的数与其它各行相加圬 使得矩阵A

的第一列除a11 外全为地圬 同时圬 对列矩阵B 施行同样的运算圬 由线性代数知道圬 这样的运

算相当于用第一个方程分别乘以某一数值与其它方程相加圬 而这样的运算并不改变原方

程组的解圮 用A 的第二行分别乘以某一适当数值与其它各行相加圬同时对B 施行同样的

运算圬 便可以把A 的第二列除a22 外的元素化为地圬 这一过程可以一直在圿圩进行下去圬 最后

得到一个对角矩阵的方程圬 其解可直接写出圮

然而圬 上述过程并不总是能够成功圬 事实上圬 直接用这一方法计算的话圬 大部分问题都

无法求解圬 一个极端的例子是圬 如果a11 圽 地圬 则显然第一步就完不成圮 解决这一问题的方

法自然是十分简单的圬 只要交换第一个方程和另一个x1 的系数不为地 的方程就行了圬 实

际上圬 应该选择x1 的系数的绝对值最大的方程与之交换圬 这样可使舍入误差最小圮 既然

如此圬 对于a11 6圽 地 的情形圬 我们也可以作这样一个交换圬 把x1的系数的绝对值最大的方

程放在第一个圬 这一过程称为选列主元圮 当然圬 我们对于其后的运算也要进行选主元计

算圮 完成选列主元的过程等价于交换矩阵A 的二行圬 这一过程并不改变原方程的解圬 所以

无需保留任何交换的信息圮 也许大家可能已经想到圬 如果在每一个方程内圬 在计算的每一

步把系数最大的那一项放在第一个圬 可能数值性态会更好圮 事实确是如此圬 实现这一过程

称为选行主元圬 可以通过交换矩阵的两列来实现圮 由于选行主元改变了原方程的结构圬 所

以在计算的每一步都要保留行主元的信息圬 在最后恢复到原方程的解圮 这一过程叫做全

主元高斯消去法圮 我们立刻可以看到圬 这一过程对于求解一组方程和求解A 相同而方程

右边不同的数组方程一样容易圬 更进一步圬 A 的逆矩阵也可同时求出在如何求圿圩圮

3.2 LU分分分解解解法法法

前节讲述的方法基本可以满足一般问题的需要圬 但也有一个严重的缺点圬 这就是必须

事先知道方程的右边B圬 有时候圬 我们需要求解这样一类方程组圬 其系数矩阵是给定的圬

但B随问题而变且事先并不知道圮 对这样一类问题圬 坌坕分解法提供了最好的解决办法圮

假定我们可以把矩阵A分解为

L ·U 圽 A 在圳圮圲圮圲圩



圳圮圲圮 坌坕分解法 圹圷

这里L为一下三角矩阵圬 U是一个上三角矩阵圬 其形式为

L 圽


α11 地 · · · 地

α21 α22 · · · 地
圮圮圮

圮圮圮
圮圮圮

圮圮圮

αn1 αn2 · · · αnn

 在圳圮圲圮圳圩

U 圽


β11 β12 · · · β1n

地 β22 · · · β2n

圮圮圮
圮圮圮

圮圮圮
圮圮圮

地 地 · · · βnn

 在圳圮圲圮圴圩

利用在圳圮圲圮圲圩圬 方程在圳圮圱圮圱圩可写为

A ·X 圽 L ·U ·X 圽 B 在圳圮圲圮圵圩

定义一个矢量Y 为下面方程的解

L ·Y 圽 B 在圳圮圲圮圶圩

则

U ·X 圽 Y 在圳圮圲圮圷圩

的解即为原方程在圳圮圱圮圱圩的解圮 方程在圳圮圲圮圶圩 和在圳圮圲圮圷圩的求解是平庸的圬 在圳圮圲圮圶圩可用所谓向前

代入法求解圬 即

y1 圽
b1

α11

yi 圽
圱

αii

[
bi −

i−1∑
j=1

αijyi

]
i 圽 圲, 圳, · · · , n 在圳圮圲圮圸圩

而在圳圮圲圮圷圩可用向后代入法求解圬

xn 圽
yn
βnn

xi 圽
圱

βii

[
yi −

n∑
j=i+1

βijxj

]
i 圽 n− 圱, n− 圲, · · · , 圲 在圳圮圲圮圹圩

上述计算是直接了当的圬 因此圬 只要有了矩阵A 的坌坕分解圬 对于任一B圬 我们只需

按在圳圮圲圮圸圩 和在圳圮圲圮圹圩作简单计算便可求得其解圮

现在的问题是要找出矩阵A 的坌坕分解圬 为此圬 我们写出方程在圳圮圲圮圲圩的分量形式

αi1β1j 圫 αi2β2j 圫 · · ·圫 αiiβij 圽 aij 当 i < j

αi1β1j 圫 αi2β2j 圫 · · ·圫 αiiβjj 圽 aij 当 i 圽 j

αi1β1j 圫 αi2β2j 圫 · · ·圫 αijβjj 圽 aij 当 i > j

在圳圮圲圮圱地圩



圹圸 坃坈坁坐坔坅坒 圳圮 数值线性代数

上式共有n2 个方程圬 而有n2 圫 n 个末知数圬 由于末知数的数目大于方程的数目圬 我们可

以任意指定n 个条件圬 然后求解这组方程圮 如果指定

αii 圽 圱 i 圽 圱, 圲, · · · , n 在圳圮圲圮圱圱圩

则方程在圳圮圲圮圱地圩可以十分方便的求出圮 其算法通常称为坃坲坯坵坴算法圬 可表述为场

对每一个j 圽 圱, 圲, 圳, · · · , n圬 作如下两步运算场

圱圮 对i 圽 圱, 圲, · · · , j圬 利用在圳圮圲圮圱地圩的一圬 二两式及在圳圮圲圮圱圱圩求解βij圬 即

β1j 圽 a1j

βij 圽 aij −
i−1∑
k=1

αikβkj i 圽 圲, 圳, · · · , j 在圳圮圲圮圱圲圩

圲圮 对i 圽 j 圫 圱, j 圫 圲, · · · , n圬 利用在圳圮圲圮圱地圩的第三式求解αij圬 即

αi1 圽
圱

β11

ai1 j 圽 圱

αij 圽
圱

βjj

[
aij −

j−1∑
k=1

αikβkj

]
j 圽 圲, 圳, · · · , n 在圳圮圲圮圱圳圩

请读者用铅笔和纸按照上面的算法做几步圬 以验证场

• 方程在圳圮圲圮圱圲圩 和在圳圮圲圮圱圳圩右边的诸α, β在需要时已经算出圮

• 每一个aij只使用一次且用过后不再需要圬 也就是说圬 αij或βij 可以取代aij 以节约存

储空间圮

当完成坌坕分解之后圬 矩阵A 变为如下形式场
β11 β12 · · · β1n

α21 β22 · · · β2n

圮圮圮
圮圮圮 · · · 圮圮圮

αn1 αn2 · · · βnn

 在圳圮圲圮圱圴圩

在描述坃坲坯坵坴算法时圬 我们有意回避了选主元的问题圮 这并不意味着主元的选取不

重要圬 而是为了表述清楚圮 因为这是本讲义中很少的几个给出详细描述的算法之一圮

在坃坲坯坵坴算法中圬 只选列主元圬 因为这样做并不会改变原方程组圬 而仅仅是交换方程而已圮

因此圬 选列主元后圬 我们得到的实际上是A 的进行了某些行交换之后的矩阵的坌坕分解圮

练习

请证明, 在LU分解下, 矩阵A的行列式由下式给出

det在A圩 圽 圅n
j=1βjj

如何利用LU分解计算矩阵A的逆矩阵? 请给出关键程序段



圳圮圳圮 三对角方程组的求解 圹圹

3.3 三三三对对对角角角方方方程程程组组组的的的求求求解解解

前面两节的方法可以解决任何线性代数方程组的求解问题圬 但在实际工作中常常遇到一

些特殊形式的方程组圬 这些方程组当然可以利用前面的一般方法求解圬 但如果我们充分

利用它们的特殊性圬 则可以更快地得到结果圬 或者在同样的计算条件下求解更大的问题圮

三对角方程组是最常见的特殊形式的方程组之一圬 它在后面将要讲到的微分方程求

解问题圬 在固体物理的紧束缚近似方程中均会出现圬 因此我们在此给出其求解方法圮 三对

角方程组是指由下式给出的方程组

b1 c1 地 · · ·
a2 b2 c2 · · ·

· · ·
· · · an−1 bn−1 cn−1

· · · 地 an bn


·



u1

u2

· · ·
un−1

un


圽



r1

r2

· · ·
rn−1

rn


在圳圮圳圮圱圵圩

对上面方程利用高斯消去法求解，就可以得到所谓的坜追赶法圢圬 描述如下圬

圱圮 令u1 圽 r1/b1圬 γ1 圽 地圬 对j 圽 圲, 圳, · · · , n圬 作运算

γj 圽
cj−1

bj−1 − aj−1γj−1

uj ←
rj − ajuj−1

bj − ajγj
在圳圮圳圮圱圶圩

圲圮 对j 圽 n− 圱, n− 圲, · · · , 圱圬 作运算

uj ← uj − γj+1uj+1 在圳圮圳圮圱圷圩

练习

试证明上面的算法确实给出(3.3.15)的解

在这一算法中圬 我们没有施行选主元的运算圬 因为主元的选取将破坏原方程的结构圬

而原方程的特殊结构正是我们构造上述算法的基础圬 在大部分实际问题中圬 三对角方程

组的对角线元素本身已经是主元圮 因此圬 这一缺陷对大部分应用不会有影响圬 如果在某一

问题的求解中上述方法失败圬 则建议改用坌坕分解方法圬 全主元消去法可作为最后的选择圮

3.4 实实实对对对称称称矩矩矩阵阵阵的的的本本本征征征值值值和和和本本本征征征向向向量量量

计算矩阵本征值问题的最佳办法是圬 首先圬 把矩阵约化为一简单形式圬 然后用能够保持这

一简单形式的叠代方法计算圮 常用的约化方法有均坩坶坥坮坳 方法和坈坯坵坳坥坨坯坬坤坥坲 方法圮 常用的

叠代方法有坑坒 方法和坑坌 方法等圮 这一节我们介绍坈坯坵坳坥坨坯坬坤坥坲 方法和坑坌方法圮 本节给

出的程序均取自坅坩坳坰坡坣坫圬 这是一个经过多年考验的软件包圮
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3.4.1 Householder 方方方法法法

坈坯坵坳坥坨坯坬坤坥坲 方法通过n − 圲 步正交变换把一n × n 实对称矩阵A约化为三对角形式圬 即

除了主对角线和次对角线外的元素均为地圮 这一变换的最基本的部分是坈坯坵坳坥坨坯坬坤坥坲 矩

阵P圬 它具有下面的形式

P 圽 1− 2w ·wT 在圳圮圴圮圱圸圩

这里w 为一实矢量且满足|w|2 ≡ wT ·w 圽 圱圮 矩阵P 是正交的圬 这可以简单证明如下

P2 圽 在1− 2w ·wT 圩 · 在1− 2w ·wT 圩

圽 1− 4w ·wT 圫 4w · 在wT ·w圩 ·wT

圽 圱

因此P 圽 P−1圮 由在圳圮圴圮圱圸圩 可知PT 圽 P圬 所以P−1 圽 P
T
即P 为一正交矩阵圮

把P 写为

P 圽 圱− u · uT

H
在圳圮圴圮圱圹圩

此处H ≡ 1
2
|u|2圬 u 为一任意非零实矢量圮 如果x 是由A 的第一列构成的矢量圬 选择

u 圽 x∓ |x|e1 在圳圮圴圮圲地圩

这里e1 圽 坛圱, 地, 地, · · · , 地坝T 为一单位矢量圬 正负号的选择以减小舍入误差圮 则

P · x 圽 x− u

H
· 在x∓ |x|e1圩

T · x

圽 x− 圲u · 在|x|2 ∓ |x|x1圩

圲|x|2 ∓ 圲|x|x1

圽 x− u

圽 ±|x|e1 在圳圮圴圮圲圱圩

这一结果证明圬 当把P 作用在定义P 的给定矢量x 上时圬 将把x 的除第一个元素外的所

有元素变为地圮

为了把实对称矩阵A 变换为三对角形式圬 我们选择构成第一个坈坯坵坳坥坨坯坬坤坥坲 矩阵的矢

量x 为A 的第一列的后n− 圱 个元素圬 即取

x 圽 坛地, a21, a31, · · · , an1坝
T 在圳圮圴圮圲圲圩

于是P1 具有形式

P1 圽



圱 地 地 · · · 地

地

地
圮圮圮 P

[n−1]
1

地


在圳圮圴圮圲圳圩
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这里P
[n−1]
1 为一在n− 圱圩× 在n− 圱圩 维的坈坯坵坳坥坨坯坬坤坥坲 矩阵圮 用P 对A 进行变换圬 得到

A′ 圽 P1 ·A ·P 圽



a11 k 地 · · · 地

k

地
圮圮圮 A[n−1]

地


在圳圮圴圮圲圴圩

式中k 为在圳圮圴圮圲圲圩 给出的矢量x 的模的正值或负值圬 A[n−1] 为一在n− 圱圩× 在n− 圱圩 维实对

称矩阵圮

现在圬 选择构成第二个坈坯坵坳坥坨坯坬坤坥坲 矩阵的矢量x 为A[n−1] 的第一列的后n − 圲 个元

素圬 于是P1 具有形式

P2 圽



圱 地 地 · · · 地

地 圱 地 · · · 地

地 地
圮圮圮

圮圮圮 P
[n−2]
2

地 地


在圳圮圴圮圲圵圩

左上角的单位矩阵保证了第一步所得到的三对角形式不会在这一步的变换中被改变圮

用P2 对A′ 进行变换将产生第二个三对角输出圮 显然圬 经过n − 圲 步这样的变换圬 我们将

得到一个三对角矩阵圮

实际计算P ·A ·P 时圬 并不需要做两次矩阵乘法圬 而用下面的技巧圬 计算矢量

p ≡ A · u
H

在圳圮圴圮圲圶圩

于是

A ·P 圽 A ·
(
圱− u · uT

H

)
圽 A− p · uT

P ·A ·P 圽 A− p · uT − u · pT 圫 圲Ku · uT

这里K 由下式定义为

K 圽
uT · p
圲H

在圳圮圴圮圲圷圩

记

q ≡ p−Ku 在圳圮圴圮圲圸圩

则

P ·A ·P 圽 A− q · uT − u · qT 在圳圮圴圮圲圹圩

这是实际使用的计算公式圮
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如果在计算的某一步x 的模为地圬 则这一步变换无需进行圬 为此圬 可引入如下判据圬 定

义

ε 圽
i−1∑
k=1

|aik| 在圳圮圴圮圳地圩

如果在机器精度级ε 圽 地 圬 则跳过这一次变换圬 否则圬 把aik 换为aik/ε圬 并利用新的aik 进行

变换圬 因为坈坯坵坳坥坨坯坬坤坥坲 变换只与元素的相对大小有关圮

3.4.2 QL 算算算法法法

坑坌 算法的基本思想是圬 任何实矩阵可以分解为

A 圽 Q · L 在圳圮圴圮圳圱圩

其中Q 为一正交矩阵圬 而L 是一下三角矩阵圮 现在把上式中前后两项互换相乘圬 则有

A′ 圽 L ·Q 在圳圮圴圮圳圲圩

方程在圳圮圴圮圳圱圩 意味着L 圽 QT · A圬 于是

A′ 圽 QT · A ·Q 在圳圮圴圮圳圳圩

即A′ 是A 的一个正交变换圮 对于一般实矩阵圬 可以证明圬 如果反复进行上述变换圬 则A 将

依不同情况最终收敛于下面的形式场

在坩圩圬 如果A 的本征值的绝对值|λi| 各不相同圬 则A 收敛于一下三角矩阵圬 其本征值按

绝对值大小沿对角线排列圮

在坩坩圩圬 如果A 的某一本征值的绝对值|λi| 具有简并度p圬 则除了一个p 阶的位于对角位
置的方阵外圬 A 收敛于一下三角矩阵圬 且对角方阵的本征值趋于λi 圮

这一定理的证明较繁圬 这里不亦给出圮 对于实对称矩阵圬 则A 收敛于一对角矩阵及代

表相同本征值的对角块圮 上三角元素趋于零的速度为

a
(s)
ij ∼

(
λi
λj

)s
这里上标s 代表叠代次数圮 尽管|λi| < |λj|圬 但当|λi| 与|λj| 很接近时圬 收敛将是很慢的圮 为

了解决这一问题圬 可采用移位叠代的方法圮 我们不在此讨论这种方法圮 针对对称矩阵圬 可

以采用隐式位移叠代方法圮 关于这些方法的介绍圬 请参看坊圮 坈圮 块坩坬坫坩坮坳坯坮 坡坮坤 坃圮 坒坥坩坮坳坣坨

Linear Algebra 一书圮

物理中常见的另一种矩阵是厄米矩阵圬 这在量子力学问题中经常出现圮 如果坃 为一厄

米矩阵圬 C 圽 A 圫 i B圬 则显然有圬 AT 圽 A圬 BT 圽 −B圬 因此圬 矩阵坃 的本征值问题可以转
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化为一个实对称矩阵的问题圮 坃的本征值问题是

在A圫 i B圩在u圫 i v圩 圽 λ在u圫 i v圩 在圳圮圴圮圳圴圩

代替上面的方程圬 我们考虑下面的本征值问题[
A −B
B A

][
u

v

]
圽 λ

[
u

v

]
在圳圮圴圮圳圵圩

这是一个实对称矩阵的本征值问题圬 若坃 的本征值为λ1, λ2, · · · , λn圬 本征向量为u 圫 i v圬

则方程在圳圮圴圮圳圵圩的本征值为λ1, λ1, λ2, λ2, · · · , λn, λn 圬 本征向量为坛u, v坝T 和坛−v, u坝T 圬 因此圬

由上述对应关系及我们已经知道的实对称矩阵问题的解法圬 就可以求得厄米矩阵的本征

值问题圮

练习

请证明前段的论断
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3.5 负负负本本本征征征值值值方方方法法法和和和递递递推推推方方方法法法

在物理应用上，有时候并不需要精确计算出本征值和本征矢量，而是需要计算出本征

值的分布（谱分布或态密度），这一节介绍一种计算态密度的简单方法，这个方法特

别适合于三对角（或更一般地，带状矩阵）态密度的计算。

考虑如下带状矩阵

D 圽



A1 B2

B2
T A2 B3

B3
T A3 B4

· · · · · · · · ·
BT
n An


在圳圮圵圮圳圶圩

此处Ai为mi ×mi的子矩阵，而Bi为mi ×mi−1的子矩阵。各个mi无需相等，但我们假

定mi均较小，精确处理这样大小的矩阵没有困难。

坐圮 坄坥坡坮 和坍圮 坄圮 坂坡坣坯坮在圱圹圶圵年（在圱圹圶地年坄坥坥坮和坍坡坲坴坩坮的文章的基础上）证明了

如下定理。在坐圮 坄坥坡坮 坡坮坤 坍圮坄圮 坂坡坣坯坮圬 坐坲坯坣圮 坒圮 坓坯坣圮 坌坯坮坤坯坮 坁圬 圲圸圳圬圱圳圹圲圬 圶圴圭圸圲在圱圹圶圵圩圬

坐圮 坄坥坡坮 坡坮坤 坊圮 坌圮 坍坡坲坴坩坮圬 坐坲坯坣圮 坒圮 坓坯坣圮 坌坯坮坤坯坮 坁圬 圲圵圹圬圱圲圹圸圬 圴地圹圭圴圱圸在圱圹圶地圩 圩 如果

用η在M圩表示矩阵M的负本征值的数目在小于零的本征值的数目），那么

η在D− EI圩 圽
n∑
i

η在Ui圩 在圳圮圵圮圳圷圩

其中，I是单位矩阵，

Ui 圽 Ai − EIi −BT
i U−1

i−1Bi 在i 圽 圲, 圳, · · · , n圩 在圳圮圵圮圳圸圩

U1 圽 A1 − EI1 在圳圮圵圮圳圹圩

我们不证明这个定理（证明过程并不难），有兴趣的同学可以参看原文。利用这

个定理，就可以计算矩阵D的本征值分布（态密度），计算方法如下，先取一个足够

小的E，使得矩阵D − EI的负本征值数目为零，然后，不断增加E圬 计算每个E对应

的D − EI的负本征值数目。由此数目之差就可以得到在E附近圁E范围内的本征值数

目，从而得到态密度。

对于三对角实对称矩阵，这一方法特别简单。设三对角矩阵为

D 圽



a1 b2

b2 a2 b3

b3 a3 b4

· · · · · · · · ·
bn an


在圳圮圵圮圴地圩



圳圮圵圮 负本征值方法和递推方法 圱地圵

则公式在圳圮圵圮圳圸圩圬 在圳圮圵圮圳圹圩成为

Ui 圽 ai − E − b2
i /Ui−1 在圳圮圵圮圴圱圩

U1 圽 a1 − E 在圳圮圵圮圴圲圩

习题：

一维斐波那契链可以通过如下规则形成。设想一个一维原子链，原子的格点能量为a,

近邻格点间的跃迁可以取值b和c. b和c以斐波那契方式排列。其生成规则如下：从c出

发，c→ b, 变为b; b→ bc, 变为bc; b→ bc, c→ b, 成为bcb. 继续这一变换，可以得到

bcb

bcbbc

bcbbcbcb

bcbbcbcbbcbbc

· · ·

上述序列也可以通过不断把前一序列加到当前序列的后面而得到。

试产生不同长度的序列（2000–200000），取a 圽 地, b 圽 圱, c在圱–圲之间取若干值, 利用负

本征值方法计算其态密度及积分态密度。

在很多物理问题中，我们实际上并不需要得到所有的本征值，而是只需要最小的

本征值（基态）和次小本征值（第一激发态）。对这样的问题，可以使用递推方法计

算。

设我们研究的问题的矩阵为对称矩阵D圬 其基态为|g〉圮 取一个包含基态的归一化出发
态|地}圬 这是容易做到的，一般取随机矢量就能满足要求。
把D作用于矢量|地}得到新的矢量，并由此定义一个与|地}正交的矢量|圱}，

b1|圱} 圽 D|地} − a0|地}

用|地}左乘上式，得到
a0 圽 {地|D|地}

b1由归一化确定。再作用一次

b2|圲} 圽 D|圱} − a1|圱} − b1|地}

要求|圲}与|圱}和|地}垂直，{圲|圱} 圽 地圬 {圲|地} 圽 地圬 得到

a1 圽 {圱|D|圱}
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b2由归一化条件确定。

继续这一过程，

b3|圳} 圽 D|圲} − a2|圲} − b2|圱}

要求|圳}与|圲}和|圱}正交，得到
a2 圽 {圲|D|圲}

再由归一化条件确定b3。这样确定的|圳}也与|地}正交，因为

{地|圳} ∝ {地|D|圲} ∝ b1{圱|圲}圫 a0{地|圲} 圽 地

这一过程可以一直进行下去，并得到一系列相互正交的矢量

|地}, |圱}, |圲}, · · ·

以及一系列数

a0, a1, a2, · · ·

b1, b2, b3, · · ·

且这些数构成一个三对角矩阵

D′ 圽



a0 b1

b1 a1 b2

b2 a2 b3

· · · · · · · · ·
bn an


这一矩阵实际上来源于原矩阵的正则变换，所以其本征值是相同的。但是，上述算法

并不稳定，每次递推，可能混入一点其它状态的成分，从而导致正交性被破坏圮 因此，

通常只能递推圲地次左右，这样得到的是一个比原矩阵小了很多的矩阵，不可能反映原

矩阵的所有信息圮 好在这一矩阵的最低本征值与原矩阵的最低本征值比较接近，最大本

征值与原矩阵的最大本征值也比较接近，中间的本征值的分布与原矩阵本征值的分布

也有很强的联系。因此可以用来近似计算基态和态密度。



Chapter 4

电电电磁磁磁场场场的的的计计计算算算

4.1 Maxwell 方方方程程程, 边边边值值值问问问题题题

电磁场的分析和计算在物理和工程应用中都占有重要的地位圮 它的基础是坍坡坸坷坥坬坬 方程

组圮 从数学上看圬 电磁场的分析和计算问题归结为偏微分方程边值问题的求解圮 具体的计

算方法可以分为两大类圬 一类是解析方法圬 另一种是数值方法圮 解析方法就是把要求的解

表示成解析形式或无穷级数圬 它只适用于边界形状比较简单在如球圬 柱等圩的问题圬 应用范

围相当有限圮 这一方法在〈〈数学物理方法〉〉课程中已经做了详细讨论圮 数值方法是解决实

际问题最有效最普遍的方法圬 随着电子计算机的高速发展圬 它已成为工程中的一种常规

分析方法圮 这一章将以静电场的计算为例圬 简单介绍有限差分法和有限元方法圬 这是目前

应用最多的两种方法圮

电磁场计算的理论基础是坍坡坸坷坥坬坬 方程圬 它的微分形式为场

∇× E 圽 −∂B

∂t

∇ ·D 圽 ρ

∇×H 圽 J 圫
∂D

∂t

∇ ·B 圽 地

在圴圮圱圮圱圩

式中圬 E为电场强度圬 D为电位移矢量圬 B为磁感应强度圬 H为磁场强度圬 ρ和J分别为电荷

密度和电流密度圮 对于各向同性的线性介质圬 上式中各量之间满足下面的本构方程
D 圽 εE

B 圽 µH

J 圽 σE

在圴圮圱圮圲圩

其中ε, µ, σ分别为介质的介电常数圬 导磁系数和电导率圮 在两种介质的分界面上圬 介质的

特性系数如ε, µ, σ将发生突变圮 在这种情况下将出现面电荷圬 面电流的分布圬 从而使场矢

圱地圷
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量也发生突变圬 这种突变由下面的联接条件给出

n · 在D2 −D1圩 圽 ρs

n× 在E2 − E1圩 圽 地

n · 在B2 −B1圩 圽 地

n× 在H2 −H1圩 圽 Js

n · 在J2 − J1圩 圽 −
dρs
dt

在圴圮圱圮圳圩

式中n为界面上从介质圱 指向介质圲 的单位矢量圬 ρs为自由面电荷密度圬 Js为自由面电流

密度圮

在静电场的情况下圬 坍坡坸坷坥坬坬 方程组简化为∇× E 圽 地

∇ · E 圽
ρ

ε

在圴圮圱圮圴圩

由于在圴圮圱圮圴圩的第一式圬 可以引进一标量势函数φ圮 令

E 圽 −∇φ 在圴圮圱圮圵圩

则在圴圮圱圮圴圩的第一式自动满足圬 代入在圴圮圱圮圴圩的第二式可得φ 满足的偏微分方程为

∇2φ 圽 −ρ
ε

在圴圮圱圮圶圩

这时介质分界面上的联接条件为
φ1 圽 φ2

ε1
∂φ1

∂n
− ε2

∂φ2

∂n
圽 ρs

在圴圮圱圮圷圩

对于静电场圬 通常考虑下面三种边界条件场

圱圮 给定整个场域边界圀上的电势值φ|Γ圮 这通常称为第一类边值问题或坄坩坲坩坣坨坬坥坴边值问

题圮

圲圮 给定边界圀上电势的法向导数∂φ
∂n |Γ圬 这通常称为第二类边值问题或坎坥坵坭坡坮坮边值问

题圮

圳圮 在边界的一部分给定电势值φ|Γ1 圬 另一部分边界上给定电势的法向导数
∂φ
∂n |Γ2

圮 这通

常称为混合边值问题圮

可以证明圬 静电问题的上述三种边值问题的解是存在而且唯一的在例如见坄圮 坊圮 坊坡坫坳坯坮

Classical Electrodynamics 坊坯坨坮 块坩坬坥坹 圦 坓坯坮坳圬 坉坮坣圮圬 圱圹圷圵圬 坐圴圲圩
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4.2 差差差分分分和和和差差差商商商

这一节简单复习一下差分和差商的概念圮 这些内容在前面的章节中曾分散地出现过圬 这

里则综合起来理一下圮

设有函数f在x圩圬 若其宗量的增量为圁x 圽 h圬 则对应函数的增量为

圁f在x圩 圽 f在x圫 h圩− f在x圩 在圴圮圲圮圸圩

称为函数f在x圩 在x 点的一阶向前差分圬 或简称为差分圮 差分也可定义为

圁f在x圩 圽 f在x圩− f在x− h圩 在圴圮圲圮圹圩

称为函数f在x圩 在x 点的一阶向后差分及

圁f在x圩 圽 f

(
x圫

h

圲

)
− f

(
x− h

圲

)
在圴圮圲圮圱地圩

称为函数f在x圩 在x 点的一阶中心差分圮

一阶差分除以增量h称为一阶差商圬 根据不同的差分定义圬 我们有

一阶向前差商场
圁f

圁x
圽
f在x圫 h圩− f在x圩

h

一阶向后差商场
圁f

圁x
圽
f在x圩− f在x− h圩

h

一阶中心差商场
圁f

圁x
圽
f在x圫 h/圲圩− f在x− h/圲圩

h
在圴圮圲圮圱圱圩

当h趋向于零时圬 上述三种差商均趋于微商 df
dx
圬 因此圬 一阶差商在实际计算中常常做为一

阶微商的近似值圮 下面我们来分析一下用差商代替微商的近似程度圮 由坔坡坹坬坯坲展开式

f在x圫 h圩 圽 f在x圩 圫 hf ′在x圩 圫
h2

圲圡
f ′′在x圩 圫

h3

圳圡
f ′′′在x圩 圫 · · ·

f在x− h圩 圽 f在x圩− hf ′在x圩 圫 h2

圲圡
f ′′在x圩− h3

圳圡
f ′′′在x圩 圫 · · ·

可以得到场

f在x圫 h圩− f在x圩
h

− f ′在x圩 圽
h

圲圡
f ′′在x圩 圫 · · · 圽 O在h圩

f在x圩− f在x− h圩
h

− f ′在x圩 圽 − h
圲圡
f ′′在x圩 圫 · · · 圽 O在h圩

f在x圫 h/圲圩− f在x− h/圲圩
h

− f ′在x圩 圽
h2

圳圡
f ′′在x圩 圫 · · · 圽 O在h2圩 在圴圮圲圮圱圲圩

由上式可知圬 中心差商的截断误差与h2同阶圬 比向前差商和向后差商高一阶圬 因而精度最

高圮 同一阶差商类似圬 我们还可定义二阶差商和高阶差商圮 例如二阶中心差商定义为

圁2f在x圩

h2
≡ 圁f在x圫 h/圲圩−圁f在x− h/圲圩

h2
圽
f在x圫 h圩− 圲f在x圩 圫 f在x− h圩

h2
在圴圮圲圮圱圳圩

容易验证
圁2f在x圩

h2
圽 f ′′在x圩 圫O在h2圩

用有限差分方法求微分方程的解的过程就是用有限差分代替微分圬 从而把微分方程

化为差分方程圬 然后对所得差分方程进行数值求解圮
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4.3 二二二维维维Possion 方方方程程程的的的五五五点点点差差差分分分格格格式式式

这一节以二维坐坯坳坳坩坯坮方程的第一类边值问题为例来具体说明有限差分方法的原理和实

现方法圮 定解问题为 ∇
2φ 圽 −ρ

ε

φ|Γ 圽 f
在圴圮圳圮圱圴圩

对于平面问题圬 在直角坐标系中圬 在圴圮圳圮圱圴圩中的第一个式子为

∂2φ

∂x2
圫
∂2φ

∂y2
圽 −ρ

ε
在圴圮圳圮圱圵圩

对于具有旋转对称的静电问题圬 可以采用柱坐标系在z, r, θ圩圬 由于对称性圬 电势与θ无关圬 因

此坐坯坳坩坯坮方程成为
∂2φ

∂z2
圫
∂2φ

∂r2
圫

圱

r

∂φ

∂r
圽 −ρ

ε
在圴圮圳圮圱圶圩

三维问题退化成一个二维问题圮 如果引进一个参量α圬 则可把在圴圮圳圮圱圵圩和在圴圮圳圮圱圶圩写成下面

的统一形式圬 从而可进行统一处理圮

∂2φ

∂z2
圫
∂2φ

∂r2
圫
α

r

∂φ

∂r
圽 −ρ

ε
在圴圮圳圮圱圷圩

当α 圽 圱时圬 对应于旋转对称的场圬 此时在r, z圩是圆柱坐标系中的径向和轴向坐标圻 当α 圽

地时圬 相应于二维平面问题圬 此时在r, z圩对应于直角坐标系中的在y, x圩圮 假定我们的求解区域

如图圴圮圱圬 则我们可用两族平行于坐标轴的直线对区域进行划分圬 如图圴圮圱所示圮

-

6
r

z

坆坩坧坵坲坥 圴圮圱场 二维空间的网格划分
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01 2

3

4

h1

h2

h3

h4

z

r

坆坩坧坵坲坥 圴圮圲场

对于上述划分的每一个网格点圬 可以建立其差分方程圬 为具体起见圬 考虑图圴圮圲所示一

个网格点在记为地圩及其近邻点在记为圱圬圲圬圳圬圴圩圬 则点圱圬圲圬圳圬圴 的电势值可以用地点的电势值表示

出来圬 对圱圬圲圬圳圬圴点的电势作坔坡坹坬坯坲展开圬 有

φ1 圽 φ0 − h1

(
∂φ

∂z

)
|0
圫
h2

1

圲

(
∂2φ

∂z2

)
|0
圫 · · ·

φ2 圽 φ0 圫 h2

(
∂φ

∂z

)
|0
圫
h2

2

圲

(
∂2φ

∂z2

)
|0
圫 · · ·

φ3 圽 φ0 − h3

(
∂φ

∂r

)
|0
圫
h2

3

圲

(
∂2φ

∂r2

)
|0
圫 · · ·

φ4 圽 φ0 圫 h4

(
∂φ

∂r

)
|0
圫
h2

4

圲

(
∂2φ

∂r2

)
|0
圫 · · · 在圴圮圳圮圱圸圩

由上式可解得场 (
∂2φ

∂z2

)
|0

圽 圲
h2φ1 圫 h1φ2

h1h2在h1 圫 h2圩
− 圲φ0

h1h2

圫O在h2圩(
∂2φ

∂r2

)
|0

圽 圲
h4φ3 圫 h3φ4

h3h4在h3 圫 h4圩
− 圲φ0

h3h4

圫O在h2圩(
α

r

∂φ

∂r

)
|0

圽
α

r0在h3 圫 h4圩
在φ4 − φ3圩 圫O在h2圩 在圴圮圳圮圱圹圩

在得出上式时圬 我们假定h1圬 h2圬 h3圬 h4为同阶小量圬 且任二者之差为高一阶的小量圬 其阶
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统一记为O在h圩圮 代入坐坯坳坳坩坯坮方程圬 并略去O在h2圩以下的小量圬 我们得到

圲
h2φ1 圫 h1φ2

h1h2在h1 圫 h2圩
圫 圲

h4φ3 圫 h3φ4

h3h4在h3 圫 h4圩
− 圲φ0

h1h2

− 圲φ0

h3h4

圫
α

r0在h3 圫 h4圩
在φ4 − φ3圩 圽 −

ρ|0
ε

整理后得

C1φ1 圫 C2φ2 圫 C3φ3 圫 C4φ4 − C0φ0 圽 −
ρ|0
ε

在圴圮圳圮圲地圩

其中 

C1 圽
圲

h1在h1 圫 h2圩

C2 圽
圲

h2在h1 圫 h2圩

C3 圽
圲

h3在h3 圫 h4圩
− α

r0在h3 圫 h4圩

C4 圽
圲

h4在h3 圫 h4圩
圫

α

r0在h3 圫 h4圩

C0 圽 C1 圫 C2 圫 C3 圫 C4 圽
圲

h1h2

圫
圲

h3h4

在圴圮圳圮圲圱圩

式在圴圮圳圮圲地圩与在圴圮圳圮圲圱圩一起称为坐坯坳坳坩坯坮方程的五点差分格式圮

对于旋转对称场圬 在原点在r0 圽 地圩圬 方程在圴圮圳圮圲地圩不成立圮 注意到如果电荷密度在原点没

有奇异性圬 则∂φ
∂r
在r 圽 地时趋于地圬 因而当r → 地时圬 有

坬坩坭
r→0

圱

r

∂φ

∂r
圽

(
∂2φ

∂r2

)
|0

因此圬 在r 圽 地附近圬 旋转对称场的坐坯坳坳坩坯坮方程为

∂2φ

∂z2
圫 圲

∂2φ

∂r2
圽 −ρ

ε
在圴圮圳圮圲圲圩

在r 圽 地点圬 在见图圴圮圳圩 (
∂2φ

∂r2

)
|0
圽

圲

h2
4

φ4 −
圲

h2
4

φ0

从而得到轴上的与式在圴圮圳圮圲地圩形式相同的差分公式圬 但其系数为

C1 圽
圲

h1在h1 圫 h2圩

C2 圽
圲

h2在h1 圫 h2圩

C3 圽 地

C4 圽
圴

h2
4

C0 圽 C1 圫 C2 圫 C3 圫 C4 圽
圲

h1h2

圫
圴

h2
4

在圴圮圳圮圲圳圩
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01 2

4

h1 h2

h4

z

r

坆坩坧坵坲坥 圴圮圳场

对于求解区域的每个内节点在指不在区域边界上的点圩圬 都可建立类似的差分方程圬 方

程中的C0, C1, C2, C3, C4 是决定于步长的已知函数圬 而各个φ0, φ1, φ2, φ3, φ4是待求的未知

量圮 每个内节点有一个方程圬 一个未知量圬 因此未知量的数目等于方程的数目圮 邻近边界

的节点的差分方程中圬 包含有边界点的电势值圬 这是已知的边界条件圮 这样圬 如果有n 个

内节点圬 我们就建立了n个线性代数方程圬 可以一般地写为

A · φ 圽 B 在圴圮圳圮圲圴圩

通过求解上面的方程便可得到所需的各φ值圮

这一节我们建立了二维问题的五点差分格式圬 这一方法很容易推广到三维圬 其差分格

式称为七点差分格式圮 同样的方法也可用来处理一维问题圬 为三点差分格式圮

4.4 差差差分分分方方方程程程的的的求求求解解解

在上一节圬 我们得到了坐坯坳坳坩坯坮方程的差分方程圬 这一节讨论其解法圮 方程在圴圮圳圮圲圴圩是一线

性代数方程组圬 原则上可以用前面介绍过的求解线性代数方程组的一般方法求解圬 但

是圬 由于此方程的一些特殊的性质圬 一般解法将会遇到困难圮 为此圬 我们先分析一下方

程在圴圮圳圮圲圴圩 的系数矩阵A圬 它具有下面的性质场

圱圮 A是一个稀疏矩阵圬 事实上圬 A的每一行或每一列的非零元素数目最多只有五个圮

圲圮 A是一个高阶矩阵圬 由于每个内点有一个方程圬 因此A的阶数为为内点的数目圬 如果

内点的数目为n圬 则A为一n× n 矩阵圬 一般在计算中为了提高精度圬 网格分得较细圬

内点数目较多圬 因而A 的阶数也就较高圮

由于A的上述性质圬 用通常的解法在时间和存储空间都是十分浪费的圬 更严重的是圬 由

于A的阶数较高圬 n×n个元素可能根本无法放入内存圮根据A的性质圬 一般用迭代法求解圮

下面介绍三种常用的迭代方法
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4.4.1 简简简单单单迭迭迭代代代法法法—Jacobi 方方方法法法

直接利用差分方程在圴圮圳圮圲地圩圬 把其改写为

φ0 圽
C1

C0

φ1 圫
C2

C0

φ2 圫
C3

C0

φ3 圫
C4

C0

φ4 −
ρ|0
C0ε

在圴圮圴圮圲圵圩

上式就可作为一迭代格式圬 为明确起见圬 把迭代格式写为

φ
(k+1)
0 圽

C1

C0

φ
(k)
1 圫

C2

C0

φ
(k)
2 圫

C3

C0

φ
(k)
3 圫

C4

C0

φ
(k)
4 −

ρ|0
C0ε

在圴圮圴圮圲圶圩

给定初始的φ(0)圬 利用上式对每一个内点进行迭代圬 直到迭代前后的值小于某一给定的的

误差限为止圮 可以证明圬 不论φ(0)如何选取圬 当k → ∞时圬 φ(k)必收敛于差分方程的解圮 由

式在圴圮圴圮圲圶圩可知圬 计算第k 圫 圱次的某一点的电势值时所用的其邻近点的电势是第k次迭代

的结果圬 因此只有当第k 次的n个内点计算完后圬 才可开始第k圫圱次的计算圬 这样圬 就必须

为每个内点分配两个存储单元圬 以储存相邻两次迭代的电势值圮 另外圬 实际计算表明圬 这

种迭代方法的收敛速度也很慢圮

4.4.2 逐逐逐次次次迭迭迭代代代法法法—Gauss–Seidal 迭迭迭代代代方方方法法法

这是对简单迭代的一种直接的改进圬 在迭代中圬 如果对某一格点作第k圫 圱次迭代时圬 如果

相邻格点中部分点的第k圫圱次电势值已算出圬 则利用新的数值圮 对于如图圴圮圱所示的网格圬

如果在z方向的计算顺序是从左到右圬 在r方向的计算顺序是从下到上圬 则均坡坵坳坳坼坓坥坩坤坡坬

迭代公式为

φ
(k+1)
0 圽

C1

C0

φ
(k+1)
1 圫

C2

C0

φ
(k)
2 圫

C3

C0

φ
(k+1)
3 圫

C4

C0

φ
(k)
4 −

ρ|0
C0ε

在圴圮圴圮圲圷圩

逐次迭代法的收敛速度比简单迭代法要快圬 同时可以节省计算机存储量圬 因为每个格点

只需存储一套电势值圮

4.4.3 逐逐逐次次次超超超松松松弛弛弛迭迭迭代代代法法法(Successive Over-Relaxation)

逐次超松弛迭代法是加快收敛的一种方法圬 它介于前述两种方法之间圮 具体作法是圬 把

第k 圫 圱次均坡坵坳坳坻坓坥坩坤坡坬迭代的结果与第k次迭代的结果进行加权平均作为新的第k 圫 圱次

的迭代值圮 记k 圫 圱次均坡坵坳坳坻坓坥坩坤坡坬迭代的结果为坾φ圬 则有

坾φ0 圽
C1

C0

φ
(k+1)
1 圫

C2

C0

φ
(k)
2 圫

C3

C0

φ
(k+1)
3 圫

C4

C0

φ
(k)
4 −

ρ|0
C0ε

在圴圮圴圮圲圸圩

φ
(k+1)
0 圽 ω 坾φ0 圫 在圱− ω圩φ(k)

0 在圴圮圴圮圲圹圩

将在圴圮圴圮圲圸圩代入在圴圮圴圮圲圹圩圬 得到

φ
(k+1)
0 圽 在圱− ω圩φ(k)

0 圫 ω

(
C1

C0

φ
(k+1)
1 圫

C2

C0

φ
(k)
2 圫

C3

C0

φ
(k+1)
3 圫

C4

C0

φ
(k)
4 −

ρ|0
C0ε

)
在圴圮圴圮圳地圩
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当ω 圽 圱时圬 上式就成为均坡坵坳坳坻坓坥坩坤坡坬 迭代圮 ω称为迭代松弛因子圬 又叫阻尼因子圮 可以

证明圬 当地 < ω < 圲时圬 迭代在圴圮圴圮圳地圩是收敛的圮 当圱 < ω < 圲时圬 迭代在圴圮圴圮圳地圩称为超松

弛迭代圬 相应地ω称为超松弛迭代因子圮 迭代因子的选取对收敛速度的影响很大圬 一般

它与网格形式圬 节点数目圬 迭代次序等因素有关圮 在计算数学的理论书中圬 对最佳因

子的选取有不少讨论圬 这里介绍一种选取的方法圮在证明见南京大学数学系计算数学专业

编〈〈偏偏偏微微微分分分方方方程程程数数数值值值解解解法法法〉〉, 科学出版社, 1979圩

记φ
(k)
i 为第i个内节点第k次迭代的电势值在这里i 圽 圱, 圲, · · ·n代表n个内节点圬 请与前

面i 圽 地圬 圱圬 圲圬 圳圬 圴代表一点及其近邻相区别圩圬 取相邻两次迭代的误差的平均为

圖ε(k) 圽
圱

n

n∑
i=1

∣∣∣φ(k)
i − φ

(k−1)
i

∣∣∣ 在圴圮圴圮圳圱圩

记

λ(k) 圽
圖ε(k+1)

圖ε(k)
在圴圮圴圮圳圲圩

若第k次迭代所用的超松弛因子为ω(k)圬 定义

µ2 圽
在λ(k) 圫 ω(k) − 圱圩2

λ(k)在ω(k)圩2
在圴圮圴圮圳圳圩

则第k 圫 圱次迭代的超松弛因子为ω(k+1)可取为

ω(k+1) 圽
圲

圱 圫
√

圱− µ2
在圴圮圴圮圳圴圩

一般可取ω(0)为圱.圵 左右圬 利用上述过程不断改进ω的取值圬 当|ω(k+1) − ω(k)|小于某一误差
限在例如圱地−2圩时圬 就用所得的ω作为最隹迭代因子圬 进行计算圮

当相邻两次迭代的误差小于某一事先给定的误差限时圬 就可终止计算圮 通常误差可选

为平均相对误差 ∑n
i=1

∣∣∣φ(k+1)
i − φ(k)

i

∣∣∣∑n
i=1 φ

(k)
i

或最大绝对误差

坍坡坸
{∣∣∣φ(k+1)

i − φ(k)
i

∣∣∣}
最后需要指出的是圬 为了达到较高的计算精度圬 减小截断误差圬 就要减小步长h圬 从而

增加节点数圬 增大计算量圮 但随着计算量的增加圬 舍入误差将随之增加圬 因此圬 对于实际的

计算圬 并非网格分得越小越好圬 对具体问题圬 应根据问题本身的特点和计算要求圬 选则合

适的网格圮

有限差分方法概念清楚圬 方法简单圬 计算量也较小圮 但对边界的处理不够灵活圬 对于复

杂的边界条件圬 很难处理圬 另外对于部分求解区域电势变化比较大而另外的区域变化比

较平缓的问题圬 处理起来也不灵活圮 这些困难圬 在我们后面要讲的有限元方法中可以得到

较好的处理圮
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4.5 变变变分分分方方方法法法复复复习习习

为了给下一节的有限元方法作准备圬 这一节复习一下变分方法圮 考虑一个满足一定条件

的函数的集合F 场 {y在x圩} 和一个实数的集合R圮 如果存在一个对应关系J 圬 使得对于F中
的每一个元素y在x圩圬 有R中的一个数J与之对应圬 则称J 为函数y在x圩的泛函圬 记为

J 圽 J 坛y在x圩坝 在圴圮圵圮圳圵圩

y

x

圱

圲

圳

圴

圱 圲 圳 圴

A

B

坆坩坧坵坲坥 圴圮圴场

我们来看一个泛函的例子圬 如图圴圮圴所示圬 一质点沿曲线y 圽 y在x圩 以初速度地从A降落

到B圬 其所需的时间为圬

T 圽

∫ B

A

dt 圽

∫ B

A

ds

v
圽

∫ B

A

√
圱 圫 y′2√
圲gy

dx 在圴圮圵圮圳圶圩

当A圬 B固定时圬 对于不同的轨道y在x圩圬 将有不同的时间T 圬 因此圬 T 是轨道y在x圩的泛函圬

T 圽 T 坛y在x圩坝圮

对于泛函J 坛y在x圩坝圬 如果函数y在x圩改变δy在x圩圬 则其对应的泛函的改变为

圁J 圽 J 坛y在x圩 圫 δy在x圩坝− J 坛y在x圩坝 在圴圮圵圮圳圷圩

当δy在x圩 → 地 时圬 式在圴圮圵圮圳圷圩的极限称为泛函J 坛y在x圩坝的变分圬记为δJ 圮 类似于函数的微分圬

泛函的变分可写为

δJ 圽

∫
δJ

δy在x圩
δy在x圩dx 在圴圮圵圮圳圸圩

其中 δJ
δy(x)

称为泛函J 的变分导数圬 它既是y在x圩的泛函圬 又是x的函数圮 如果泛函在y在x圩 圽

y0在x圩时取极值圬 则
δJ

δy在x圩 |y(x)=y0(x)

圽 地 在圴圮圵圮圳圹圩



圴圮圵圮 变分方法复习 圱圱圷

下面看几个例子圮

例一场 J 圽 y在x0圩圬 泛函为x 圽 x0点上函数y在x圩的值圮 为了计算变分圬 注意到J 可写为

J 圽 y在x0圩 圽

∫ +∞

−∞
y在x圩δ在x− x0圩dx

其变分为

δJ 圽

∫ +∞

−∞
在y在x圩 圫 δy在x圩圩δ在x− x0圩dx−

∫ +∞

−∞
y在x圩δ在x− x0圩dx

圽

∫ +∞

−∞
δ在x− x0圩δy在x圩dx

与在圴圮圵圮圳圸圩比较得
δy在x0圩

δy在x圩
圽 δ在x− x0圩

例二场

J 圽

∫ b

a

y在x圩ndx

其变分为

δJ 圽

∫ b

a

在y在x圩 圫 δy在x圩圩ndx−
∫ b

a

y在x圩ndx 圽

∫ b

a

ny在x圩n−1δy在x圩dx圫O在δy在x圩2圩

而变分导数为
δJ

δy在x圩
圽 ny在x圩n−1

例三场

J 圽

∫ b

a

ey(x)dx

其变分为

δJ 圽

∫ b

a

e(y(x)+δy(x))dx−
∫ b

a

ey(x)dx 圽

∫ b

a

ey(x)δy在x圩dx圫O在δy在x圩2圩

而变分导数为
δJ

δy在x圩
圽 ey(x)

从这些例子我们看到圬 泛函与函数有很多相似的性质圬 有兴趣更进一步了解泛函及其性

质的同学可研读专门的书籍圮 下面我们研究一种特殊的泛函坼积分泛函圬 并指出求其极

值的方法圮 这种泛函在物理的各个领域都有重要应用圮

为了下面的应用圬 我们考虑定义在多元函数空间上的积分泛函

J 圽

∫
F

(
x1, x2, · · · , xn, y,

∂y

∂x1

,
∂y

∂x2

, · · · , ∂y
∂xn

)
dx1dx2 · · · , dxn 在圴圮圵圮圴地圩

这里圬 y 圽 y在x1, x2, · · · , xn圩是一n元函数圮 本节开始处质点沿不同路径的时间就是这种类

型泛函的一个例子圮 现在圬 我们来求泛函在圴圮圵圮圴地圩的极值圮 所谓极值圬 就是要在函数y的集
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合F中寻找一个特殊的函数y圬 使得泛函取极大值或极小值圮 这通常有两种方法圬 一种是

直接法圬 另一种是微分方程方法圬 分别介绍如下圮

一圬 直接法场 在集合F中构造一个完备的函数集合{ϕi在x1, x2, · · · , xn圩}圬 一般这是一个
无穷集合圬 取其前N个函数展开y圬 我们得到

y 圽
N∑
i=1

ciϕi 在圴圮圵圮圴圱圩

把上式代入在圴圮圵圮圴地圩并完成积分圬 则泛函成为N个变量c1, c2, · · · , cN 的函数圬 而计算泛函

极值的问题就转化为求多元函数极值的问题圮 对于给定的N 圬 求得的与J 的极值对应的y

记为yN 圬 则

y在x1, x2, · · · , xn圩 圽 坬坩坭
N→∞

yN在x1, x2, · · · , xn圩 在圴圮圵圮圴圲圩

就趋于极值问题的解圮

二圬 微分方程法场 由于泛函的极值由其变分为地给出圬 所以我们求J的一阶变分圮 对于

式在圴圮圵圮圴地圩圬

δJ 圽

∫ ∂F
∂y

δy 圫
n∑
i=1

∂F

∂
(
∂y
∂xi

)δ( ∂y

∂xi

) dx1dx2 · · · dxn 在圴圮圵圮圴圳圩

若取δy在积分区域的边界上固定为地圬 对上式分部积分得到

δJ 圽

∫ ∂F
∂y
−

n∑
i=1

∂F

∂
(
∂y
∂xi

)
 δydx1dx2 · · · dxn 在圴圮圵圮圴圴圩

如果y使得J取极值圬 则此y必使δJ 圽 地圬 δy除要求在边界上为地 外是任意的圬 因而必有

∂F

∂y
−

n∑
i=1

∂

∂xi

 ∂F

∂
(
∂y
∂xi

)
 圽 地 在圴圮圵圮圴圵圩

这一方程称为坅坵坬坥坲 方程圬 一般是一偏微分方程圮 这样圬 泛函极值问题就变为微分方程的

求解问题圮 这一过程也可以反过来进行圬 如果要求某一微分方程的解圬 而这一微分方程是

某一泛函的坅坵坬坥坲 方程圬 我们就可以把微分方程的求解问题转化为泛函的极值问题圮

对于本节开始处的问题圬 其坅坵坬坥坲 方程为

−
√

圱 圫 y′2

圲
√
圲gy y

− d

dx

(
y′√

圲gy在圱 圫 y′2圩

)
圽 地

注意到 d
dx

圽 y′ d
dy
圬 上式可改写为√

圱 圫 y′2

y3/2
圫 圲y′

d

dy

(
y′√

y在圱 圫 y′2圩

)
圽 地

乘以y3/2在圱 圫 y′2圩3/2圬 并整理得
dy

圲y
圫

y′dy′

圱 圫 y′2
圽 地
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其解为圬

x 圽 −
√

圲c1y − y2 圫 c1 坡坲坣坣坯坳
c1 − y
c1

圫 c2

c1圬 c2为二积分常数圬 由A圬 B 二点决定圬 上式给出了所用时间最短的轨迹圮

4.6 有有有限限限元元元方方方法法法的的的理理理论论论基基基础础础

这一节以二阶椭圆型偏微分方程为例圬 讲述有限元方法的理论基础圮 考虑如下的边值问

题圬 {
∇2φ 圽 −f
φ|Γ 圽 地

在圴圮圶圮圴圶圩

这一边值问题是泛函

F 坛φ坝 圽
圱

圲

∫
Ω

在∇φ · ∇φ− 圲fφ圩 dV 在圴圮圶圮圴圷圩

的坅坵坬坥坲 方程圮 这里圊为边界圀 所包围的区域圮 求解边值问题在圴圮圶圮圴圶圩与在圴圮圶圮圴圷圩给出的泛

函的极值问题等价圮 因此圬 代替求解边值问题在圴圮圶圮圴圶圩圬 我们可以用直接法求在圴圮圶圮圴圷圩给出

的泛函的极值问题圬 其结果就是原问题的解圮

为了用直接法计算泛函极值圬 就需要构造一组完备函数集圮 有限元方法的原理就是把

待求解区域分为有限个小的单元圬 在每个单元上构造插值函数圬 再通过总体合成得到函

数集合{ϕi}圬 把待求的函数φ用{ϕi}展开圬 用函数求极值的方法求出展开系数圬 得到问题

的解圮

坆坩坧坵坲坥 圴圮圵场
y

x
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下面以二维问题为例具体说明有限元方法的基本思路圬 图圴圮圵给出了一个具体的二维

求解区域及单元划分圮 在图中圬 我们使用了三角形划分圬 这是实际计算中最常使用的分

法圬 但有限元方法并不限定单元的划分方法圬 使用别的分法也是可以的圮 不过圬 下节我们

将看到圬 三角形分法正好可以决定线性插值函数圬 简单易行圮 三角形分法的三维推广是

四面体划分方法圮 假定我们把求解区域划分为m个单元圬 现在拿出其中任一单元在假定为

第e个单元圩进行分析圮 在这一单元上圬 取一组插值函数{wi在p圩, i 圽 圱, 圲, · · · , k}圬 其中k为单
元的顶点数圬 对于三角形单元圬 k 圽 圳圬 p为单元中的坐标圮 则单元e中的待求函数可写为

φ(e)在p圩 圽
k∑
i=1

aiwi在p圩 在圴圮圶圮圴圸圩

这里圬 wi具有一定的选择自由度圮 在单元的k个顶点上圬 其坐标值分别为p1, p2, · · · , pk圬 设
对应的待求函数值为φ

(e)
1 , φ

(e)
2 , · · · , φ(e)

k 圬 于是有

φ
(e)
1 圽

k∑
i=1

aiwi在p1圩

φ
(e)
2 圽

k∑
i=1

aiwi在p2圩

· · · · · ·

φ
(e)
k 圽

k∑
i=1

aiwi在pk圩

在圴圮圶圮圴圹圩

wi在pj圩是已知的圬 反解上式圬 就可以把系数ai用待求函数φ在单元顶点在网格节点圩上的值表

示出来圮 

a1 圽
k∑
i=1

c1iφ
(e)
i

a2 圽
k∑
i=1

c2iφ
(e)
i

· · · · · ·

ak 圽
k∑
i=1

ckiφ
(e)
i

在圴圮圶圮圵地圩

再把上式代回到在圴圮圶圮圴圸圩圬 得到

φ(e)在p圩 圽
k∑
i=1

k∑
j=1

cijφ
(e)
j wi在p圩 在圴圮圶圮圵圱圩

圽
k∑
j=1

(
k∑
i=1

cijwi在p圩

)
φ

(e)
j 在圴圮圶圮圵圲圩

圽
k∑
j=1

φ
(e)
j N

(e)
j 在p圩 在圴圮圶圮圵圳圩
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这里圬 可以把N
(e)
j 圬 j 圽 圱, 圲, · · · , k作为第e个单元在记为圁e圩 上的基函数圮 对于每一个单元圬

都可以得到一组k个基函数圬 可以把这些基函数从每个个别单元推广到整个区域上圮

N e
j 在p圩 圽

{
N

(e)
j 在p圩 p ∈ 圁e

地 p 6∈ 圁e

在圴圮圶圮圵圴圩

注意整个区域上的基函数用不带括号的上标圮 在每个顶点上

φ(e)在pi圩 圽
k∑
j=1

φ
(e)
j N e

j 在pi圩 在圴圮圶圮圵圵圩

因此圬

N e
j 在pi圩 圽 δij 在圴圮圶圮圵圶圩

这样圬 我们对每个单元构造了基函数并推广到了整个区域上圬 但一般这些基函数并不是

自洽的圬 也就是说圬 在单元与单元之间的交接线上圬 由两个单元分别构造的基函数一般并

不连续圮 因此圬 这样的基函数并不满足作为基函数的要求在例如圬 当被展开函数取这些交

接线上的点时圬 基函数是双值的圩圮 为此圬 我们可通过适当选择函数w在p圩的形式使得基函

数在任何相邻单元的交接线上连续圬 这一过程称为总体合成圮 经过合成后圬 得到n个独立

的基函数Ni在p圩, i,圽 圱, 圲, · · · , n圬 此处n为内节点的总数圮 这些基函数应满足关系

Ni在pj圩 圽 δij

这样圬 就可以把待求函数用这一基函数展开得到

φ 圽
n∑
i=1

φiNi 在圴圮圶圮圵圷圩

代入方程在圴圮圶圮圴圷圩 得到

F 坛φ坝 圽 F 在φ1, φ2, · · · , φn圩 在圴圮圶圮圵圸圩

令
∂F

∂φi
圽 地, i 圽 圱, 圲, · · · , n

就得到一组n个确定φi的方程圬 求得诸φi后代回在圴圮圶圮圵圷圩就得到了问题的解圮

4.7 用用用有有有限限限元元元方方方法法法求求求解解解二二二维维维Laplace 方方方程程程

这一节通过一个具体的简单例子圬 说明有限元方法计算静电场问题的过程圮 我们将要计

算的是求解二维坌坡坰坬坡坣坥方程的第一边值问题圬 其方程为{
∇2φ 圽 地

φ|Γ 圽 f
在圴圮圷圮圵圹圩
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这一方程对应的变分问题为

F 坛φ坝 圽
圱

圲

∫
Ω

[(
∂φ

∂x

)2

圫

(
∂φ

∂y

)2
]
dxdy 圽 坍坩坮 在圴圮圷圮圶地圩

这一变分问题具有明确的物理意义圬 注意到电场强度为E 圽 −∇φ圬 上式给出的恰好是电
场的能量圬 而变分原理在这里则表示真实的解使得电场的能量取极值在实际上是极小值圩圮

有限元方法的计算步骤如下

一圬 划分单元场

用有限元方法计算时圬 先把待求区域划分为有限个互不重叠的基本单元圮 现取为三角

形单元圮 这些单元的顶点在节点圩位置的选取原则上是任意的圬 一般在需要求解精度较高的

区域或电势变化较剧烈的区域取得密一些圬 反之则可取的疏一些圮 对于大部分情况圬 则可

按某种规律划分圬 以方便编程圮 例如可先用平行坐标轴的直线族划分成四边形网格圬 然后

再把每个四边形对分成三角形圬 如图圴圮圶所示圮 对边界上的特殊点如拐折点等都应取为节

点圬 弯曲的较历害的边界圬 节点应取得密一点圮

坆坩坧坵坲坥 圴圮圶场
y

x

i j

k

所有的节点可以分为两类圬 一类是内节点圬 位于区域内圬 其上的电势值未知待求圬 另一

类是边界点圬 其上电势已知圮 设有l0个内节点圬 l1 − l0个边界点圬 对节点的编号可以这样

进行圬 对内节点编号圱, 圲, · · · , l0圬 对外节点编号l0 圫 圱, l0 圫 圲, · · · , l1圮 以这些节点为顶点连
成一个由不重叠的三角形组成的网圮 在构成三角形时圬 要避免太尖或太扁圬 而且要求所

有的节点都是三角形的顶点而不能是任何一个三角形的边上的点圮 每个三角形称为一

个单元圬 第e个单元记为圁e圬 节点间的连线称为线元圮 区域边界的曲线只能以线元来近似圬

图圴圮圶中的三角形圁ijk就是一个典型的单元圮

二圬 构造单元上的插值函数场
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下面我们来分析一个典型的单元圬 为简单起见圬 记三角形的三个顶点为圱, 圲, 圳圮 在单元

内圬 函数w可选为{圱, x, y}圬 于是圬 单元圁e中的电势可表为

φ(e)在x, y圩 圽 α1 圫 α2x圫 α3y 在圴圮圷圮圶圱圩

设单元的三个顶点圱, 圲, 圳对应的坐标为在x1, y1圩, 在x2, y2圩, 在x3, y3圩圬电势为φ1, φ2, φ3圬则由在圴圮圷圮圶圱圩得

φ在x1, y1圩 圽 α1 圫 α2x1 圫 α3y1 ≡ φ1

φ在x2, y2圩 圽 α1 圫 α2x2 圫 α3y2 ≡ φ2

φ在x3, y3圩 圽 α1 圫 α2x3 圫 α3y3 ≡ φ3 在圴圮圷圮圶圲圩

由上式可解出

α1 圽
圱

圲圁
在a1φ1 圫 a2φ2 圫 a3φ3圩

α2 圽
圱

圲圁
在b1φ1 圫 b2φ2 圫 b3φ3圩

α3 圽
圱

圲圁
在c1φ1 圫 c2φ2 圫 c3φ3圩 在圴圮圷圮圶圳圩

其中 
a1 圽 x2y3 − x3y2

b1 圽 y2 − y3

c1 圽 x3 − x2


a2 圽 x3y1 − x1y3

b2 圽 y3 − y1

c2 圽 x1 − x3


a3 圽 x1y2 − x2y1

b3 圽 y1 − y2

c3 圽 x2 − x1

在圴圮圷圮圶圴圩

在上式中圬 圁 为单元的面积圬 其值为

圁 圽
圱

圲

∣∣∣∣∣∣∣∣
圱 x1 y1

圱 x2 y2

圱 x3 y3

∣∣∣∣∣∣∣∣ 圽
圱

圲
在b1c2 − b2c1圩 在圴圮圷圮圶圵圩

把在圴圮圷圮圶圴圩中的α回代到在圴圮圷圮圶圱圩中圬 就得到这一单元中的电势的线性插值函数为

φ 圽
圱

圲圁

3∑
i=1

在ai 圫 bix圫 ciy圩φi 在圴圮圷圮圶圶圩

若定义

N
(e)
1 圽

圱

圲圁
在a1 圫 b1x圫 c1y圩

N
(e)
2 圽

圱

圲圁
在a2 圫 b2x圫 c2y圩 在圴圮圷圮圶圷圩

N
(e)
3 圽

圱

圲圁
在a3 圫 b3x圫 c3y圩

则第e个单元中的电势φ(e) 可写为

φ(e) 圽
3∑
i=1

φiN
(e)
i 在圴圮圷圮圶圸圩
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在写出此式时圬 我们有意加上了上标e以表示是第e个单元圮 对每一个单元都可做完全相

同的分析圮 由于我们在这里使用的是线性插值函数圬 因此每个线元上的电势只决定于其

两个端点的电势值圬 因而自洽性要求是自动满足的圮

三圬 单元分析场

现在考虑第e个单元对泛函在圴圮圷圮圶地圩的贡献圮 插值函数的导数为

∂φ

∂x
圽

圱

圲圁
在b1φ1 圫 b2φ2 圫 b3φ3圩

∂φ

∂y
圽

圱

圲圁
在c1φ1 圫 c2φ2 圫 c3φ3圩 在圴圮圷圮圶圹圩

上式右边为常数圬 这表明在取线性插值函数时圬 每一单元内的电场强度为常数圬 这当然只

有在单元取得很小时才成立圬 同时这也为我们选取网格的大小提供了一个参考圬 即网格

的选取应使单元的范围比把电场强度可看作常数的范围稍小圮

由在圴圮圷圮圶圹圩圬 可求得第e个单元对泛函在圴圮圷圮圶地圩的贡献为

F (e) 圽
圱

圲

∫
∆e

[(
∂φ

∂x

)2

圫

(
∂φ

∂y

)2
]
dxdy

圽
圱

圲

3∑
p=1

3∑
q=1

a(e)
pq φpφq 在圴圮圷圮圷地圩

其中圬

a(e)
pq 圽

圱

圴圁
在bpbq 圫 cpcq圩 在圴圮圷圮圷圱圩

为了下面的应用圬 我们恢复单元e的顶点的本来编号圬 把圱, 圲, 圳换为j1坛e坝, j2坛e坝, j3坛e坝圬 于是圬

式在圴圮圷圮圷地圩可写成

F (e) 圽
圱

圲

3∑
p=1

3∑
q=1

a(e)
pq φjp[e]φjq [e] 在圴圮圷圮圷圲圩

总体合成场

把所有的单元对泛函的贡献加起来圬 就得到了泛函在圴圮圷圮圶地圩的值

F 坛φ坝 圽
∑
all e

F (e) 圽
圱

圲

∑
all e

3∑
p,q=1

a(e)
pq φjp[e]φjq [e] 在圴圮圷圮圷圳圩

上式可以通过以节点的值φi进行归并圬 整理得到

F 坛φ坝 圽
圱

圲

l1∑
i,j=1

Kijφiφj 在圴圮圷圮圷圴圩

为了计算F 坛φ坝的极值圬 可对上式对φi,圽 圱, 圲, · · · , l0求偏导数并令其为零圬 得到

l1∑
j=1

Kijφj 圽 地 i 圽 圱, 圲, · · · , l0
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或圬 把与边界有关的已知项移到右边

l0∑
j=1

Kijφj 圽 −
l1∑

j=l0+1

Kijφj ≡ ui 在圴圮圷圮圷圵圩

写成矩阵形式圬 有

Kφ 圽 u 在圴圮圷圮圷圶圩

这是一个线性代数方程组圬 可用前面介绍的方法求解圬 一旦求得了诸φi圬 就可计算出区域

中任一点的电势圮

在实际计算中圬 通常要用一些特殊的方法求解有限元方程在圴圮圷圮圷圶圩圮 矩阵K 一般是一

个稀疏带状距阵圬 且具有正定圬 对称的特点圮 对于这类矩阵圬 通常采用一维表示圬 使内存

要求大大降低圮 下面简单介绍一下一维表示方法圬 由于K 是对称的圬 因此我们只需要存储

对角线上的元素和上三角的元素圮 在第i 列上取出最上面的非零元素圬 设其位于第ki 行圬

则第i 列的带宽为

ti 圽 i− ki, 在i 圽 圱, 圲, · · · , l0圩 在圴圮圷圮圷圷圩

显然圬 t1 圽 地圬 把矩阵K 的上三角部分和对角部分先按行再按列排成一个一维数组圬 记

为A坛圱 场 s坝圬 称为带内数据数组圮 再建立一个数组N 坛圱 场 l0坝圬 其第i 个元素定义为场

N 坛i坝 圽 在t1 圫 圱圩 圫 在t2 圫 圱圩 圫 · · ·圫 在ti 圫 圱圩, 在i 圽 圱, 圲, · · · , l0圩 在圴圮圷圮圷圸圩

这一数组称为累计带宽数组圬 N 坛圱坝 圽 圱圬 它给出了K 中元素在数组A 中的位置圬 例

如A坛N 坛i坝坝 为K 的第i 个对角元素圮 一般地

Kji 圽 A坛N 坛i坝− i圫 j坝 在圴圮圷圮圷圹圩

用A 和N 就可以完整的表示出K圮 如果矩阵K 的最大带宽在坍坡坸{ti}圩 为m圬 则A 的元素

数s ≤ ml0圬 N 的元素数为l0圬 最多需在m 圫 圱圩 × l0 个存储单元圬 而直接存储K 则需l0 × l0
个单元圬 二者在l0 较大时相差是很大的圮

对于l0 圽 圶的一种情形示于在圴圮圷圮圸地圩圬 其中方块是K中必须存储的的非零元素，×中的
元素可以通过对称性得出，方块中的数字是一维存储时的编号。

K 圽



圱 圲 圴 地 地 地

× 圳 圵 地 地 地

× × 圶 圷 圹 地

× × × 圸 圱地 圱圲

× × × × 圱圱 圱圳

× × × × × 圱圴


在圴圮圷圮圸地圩

在此表示下圬 可以方便地用消去法求解方程在圴圮圷圮圷圶圩圮

最后圬 具体说明一下构成矩阵K和矢量u的算法

圱圮 对i, j 圽 圱, 圲, · · · , l0 {
Kij ⇐圽 地

ui ⇐圽 地
在圴圮圷圮圸圱圩
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圲圮 对所有的单元圁e圬 令i 圽 jp坛e坝, j 圽 jq坛e坝, p, q 圽 圱, 圲, 圳

在坡圩 如果i > l0圬 不作处理圻

在坢圩 如果i ≤ l0 同时j ≤ l0圬 则Kij ⇐圽 a
(e)
pq 圫Kij

在坣圩 如果i ≤ l0 同时j > l0圬 则ui ⇐圽 −a(e)
pq φj 圫 ui

在一维表示下圬 上面的算法变为

圱圮 对i 圽 圱, 圲, · · · , l0 {
ti ⇐圽 地

ui ⇐圽 地
在圴圮圷圮圸圲圩

圲圮 对所有的单元圁e圬 令i1 圽 j1坛e坝, i2 圽 j2坛e坝, i3 圽 j3坛e坝

在坡圩 如果ip > l0圬 p 圽 圱, 圲, 圳圬 不作处理圻

在坢圩 计算ti场 
如果i1 ≤ l0 则ti1 ⇐圽 坍坡坸在ti1 , i1 − i2, i1 − i3圩
如果i2 ≤ l0 则ti2 ⇐圽 坍坡坸在ti2 , i2 − i3, i2 − i1圩
如果i3 ≤ l0 则ti3 ⇐圽 坍坡坸在ti3 , i3 − i1, i3 − i2圩

在圴圮圷圮圸圳圩

圳圮 计算Ni场

在坡圩 N1 ⇐圽 圱圻

在坢圩 对i 圽 圲, 圳, · · · , l0圬 Ni ⇐圽 Ni−1 圫 ti 圫 圱

圴圮 对所有的单元圁e圬 令i 圽 jp坛e坝圬 j 圽 jq坛e坝圬 p, q 圽 圱, 圲, 圳

在坡圩 如果i > l0圬 不作处理圻

在坢圩 如果i ≤ l0 同时j ≤ l0圬 则

坩圮 如果i > j圬 不作处理圻

坩坩圮 如果i ≤ j圬

α 圽 Nj − j 圫 i

Kα ⇐圽 a(e)
pq 圫Kα

在坣圩 如果i ≤ l0 同时j > l0圬 则ui ⇐圽 −a(e)
pq φj 圫 ui

这一节比较详细地处理了有限元方法求解二维坌坡坰坬坡坣坥 方程的问题圬 从讲解中我们可

以看到圬 有限元方法节点配置灵活圬 特别适用于处理复杂边界的问题圬 但另一方面圬 有限

元方法形成的K矩阵的形式往往比较复杂圬 当节点较多时圬 需要用特殊的方式储存和运

算圬 增加了求解的复杂性圮 在实际工作中圬 应学会根据具体问题选择合适的方法圮

本章没有给出具体程序圬 这是因为这里只是对电磁场的计算做了非常初等的介绍圮 如

果要作实际计算圬 还必须考虑很多细节问题圮 同学们在作计算时可参看有关的专著和一

些较成熟的软件包圮



Chapter 5

Monte Carlo方方方法法法

数值模拟方法在计算物理中具有十分重要的地位圬 这一章圬 我们将从理论物理的角度来

介绍这一方法圮

5.1 随随随机机机变变变量量量及及及其其其分分分布布布

在这一节中圬 我们介绍随机变量及几个相关的问题圬 随机变量在以下用ξ 表示圩可分为两

类圬 一类是离散型随机变量圬 它可以取一系列分立值x1, x2, · · · , xn, · · · 圬 其对应的取某一
值的概率为p1, p2, · · · , pn, · · · 圮 pi称为ξ的概率分布圻 另一类是连续型随机变量圬 ξ可连续取

值圬 设ξ在区间坛x, x圫 δx坝 内取值的概率为p在x ≤ ξ < x圫 δx圩圬 令

f在x圩 圽 坬坩坭
δx→0

p在x ≤ ξ < x圫 δx圩

δx

f在x圩称为ξ的分布概率密度圬 而ξ处于区间坛a, b坝内的概率由下式给出

p在a ≤ ξ < b圩 圽

∫ b

a

f在x圩 dx

概率应归一化圬 即
∞∑
i=1

pi 圽 圱 对离散型随机变量

∫ ∞
−∞

f在x圩 dx 圽 圱 对连续型随机变量

定义分布函数

F 在x圩 圽 p在ξ ≤ x圩 圽

∫ x

−∞
f在x圩 dx

代表ξ处于坛−∞, x坝的概率圮 显然圬 f在x圩 圽 dF
dx
圮

圱圲圷
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随机变量的数学期望定义为

E在ξ圩 圽
∑
i

xipi 对离散型随机变量

E在ξ圩 圽

∫ ∞
−∞

xf在x圩 dx 对连续型随机变量

方差定义为

D在ξ圩 圽
∑
i

在xi − E在ξ圩圩2pi 对离散型随机变量

D在ξ圩 圽

∫ ∞
−∞

在x− E在ξ圩圩2f在x圩 dx 对连续型随机变量

下面介绍两个重要定理场

大数定理场 设ξ1, ξ2, · · · , ξN , · · ·为一随机变量序列圬相互独立圬具有同样分布圬且E在ξi圩 圽

a 存在圬 则对任意小量ε > 地圬 有

坬坩坭
N→∞

p

{∣∣∣∣∣ 圱N
N∑
i=1

ξi − a

∣∣∣∣∣ < ε

}
圽 圱

这一定理指出圬 不论随机变量的分布如何圬 只要N足够大圬 则算术平均与数学期望值可无

限接近圬 也就是说圬 算术平均以概率收敛于其数学期望值圮

中心极限定理场 设ξ1, ξ2, · · · , ξN , · · ·为一随机变量序列圬 相互独立圬 具有同样分布圬

且E在ξi圩 圽 a,D在ξi圩 圽 σ2 存在圬 则当N →∞时圬

p

{
圱

N

N∑
i=1

ξi − a <
Xασ√
N

}
→ 圱√

圲π

∫ Xα

−∞
e−x

2/2 dx

推论场

p

{∣∣∣∣∣ 圱N
N∑
i=1

ξi − a

∣∣∣∣∣ < Xασ√
N

}
→ 圲√

圲π

∫ Xα

0

e−x
2/2 dx

令
圲√
圲π

∫ Xα

0

e−x
2/2 dx 圽 圱− α

则当N很大时圬 ∣∣∣∣∣ 圱N
N∑
i=1

ξi − a

∣∣∣∣∣ < Xασ√
N

在圵圮圱圮圱圩

成立的概率为圱− α圬 圱− α称为可信水平圮 α圬 圱− α和Xα的数值关系见表圵圮圱场

由表可见圬 当Xα 圽 圲.圵圷圵圸时圬 式在圵圮圱圮圱圩成立的概率已经为圹圹圥圬 也就是说圬 该式的可靠

性已相当高圮
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α 地圮圵 地圮地圵 地圮地圲 地圮地圱

圱− α 地圮圵 地圮圹圵 地圮圹圸 地圮圹圹

Xα 地圮圶圷圴圵 圱圮圹圶地地 圲圮圳圲圶圳 圲圮圵圷圵圸

坔坡坢坬坥 圵圮圱场

5.2 赝赝赝随随随机机机数数数的的的产产产生生生

在数值模拟中圬 总是要用到随机数圬 因此圬 我们首先讨论如何产生随机数圮 产生随机数的

方法一般有两种圬 一种是物理的方法圬 一种是数学的方法圮 我们只讨论产生随机数的数学

方法圮 用数学的方法圬 在计算机上产生随机数圬 这似乎是不可能的圬 因为一个程序在运行

中算得的结果完全是确定的圬 不具有任何随机性圮 但另一方面圬 确实可以用确定的程序圬

产生出可以重复的圬 满足随机数的各个检验要求的数列圬 为了与真实的随机数区别圬 我

们通常把数学方法产生的随机数称为赝随机数圮 由于赝随机数序列是用确定的方法产生

的圬 因此它有一定的周期圬 即这一序列在它的第N个数开始重复圮 从实用的角度讲圬 周期

要尽可能的长圬 这样圬 在一次数值模拟中所用的随机数的个数小于其周期圬 否则圬 如果在

一次计算中所用的随机数的数目超过了它的周期圬 则可能产生虚假的结果圮

最常用圬 最基本的产生赝随机数的方法是同余法圬 即下面的递推关系场

Ij+1 圽 aIj 圫 c在坭坯坤 m圩 在圵圮圲圮圲圩

这里圬 a圬 c圬 m 是三个整数圬 由上述关系可推出一个序列I1圬 I2圬 I3圬 · · · 圬 对于适当选定的a圬
c圬 m圬 这一序列可以作为赝随机数使用且具有足够长的周期圮 因此圬 对于大部分实际应

用圬 下面两句坆坏坒坔坒坁坎语句放到任何需要随机数的地方就可以满足要求

JRAN = MOD(JRAN*IA+IC, IM)

RAN = FLOAT(JRAN)/FLOAT(IM)

这里坒坁坎 就是一个在区间坛地圬圱坝上的赝随机数圮 关于系数的一个特别的选择是

a 圽 圱圶圸地圷, c 圽 地

于是，在圳圲位机器上，下面的语句就可以产生在圱, 圲31圩之间的随机数。

linux=linux*16807

if(linux.lt.0) linux=linux+2147483647+1

对于大型的计算项目圬 需要质量较好且与机器无关的随机数发生器圬 一种笔者常用

的随机数发生器是坆坩坢坯坮坡坣坣坩发生器圬 其新的随机数由前面的两个已经得到的随机数通过

加圬 减或乘得到圬 一种简单的实现是场

xk+1 圽 xk−17 − xk−5
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当x < 地时圬 x← x圫 圱圮 这一实现称为圱圷位坆坩坢坯坮坡坣坣坩发生器圬 可以通过下面的程序段来实

现圬 使坉和坊分别初始化为圱圷和圵圬 并生成圱圷个随机数存在数组坕中

UNI=U(I)-U(J)

IF(UNI.LT.0.0) UNI=UNI+1.0

U(I)=UNI

I=I-1

J=J-1

IF(I.EQ.0) I=17

IF(J.EQ.0) J=17

这一随机数发生器的周期可以达到圱地12圬 基本能满足大部分实际计算的需要圮 目前广泛使

用的一个赝随机数发生器是坓坨坩坦坴圭坒坥坧坩坳坴坥坲发生器，其程序实现称为坒圲圵地，这似乎是一

个质量更高的发生器。坒圲圵地假定已经有了圲圵地个随机整数数，然后，第圲圵圱个为

x251 圽 x1 ⊕ x148

或一般的

xk 圽 xk−250 ⊕ xk−103

这是一类随机数发生器中的一个，这类发生器均可写为

xk 圽 xk−p ⊕ xk−q

这里⊕表示对整数按照二进制位做xor运算。
其它的在p, q圩组合有

在圹圸圬 圲圷圩 在圱圲圷圹圬圲圱圶圩 在圱圲圷圹圬圴圱圸圩 在圹圶圸圹圬 圸圴圩

在圹圶圸圹圬圴圷圱圩 在圹圶圸圹圬 圱圸圳圶圩 在圹圶圸圹圬 圲圴圴圴圩 在圹圶圸圹圬 圴圱圸圷圩

对于其它分布的赝随机数圬 只要对上面程序产生的序列做变换就可得到圮 这里做一个

简短的介绍。

对于一个给定的分布P 在y圩圬 我们希望由均匀分布的随机数x获得满足分布P 在y圩 的

随机数。即我们需要找到一个x的函数f 在x圩圬 对于一系列在坛地, 圱坝 按照均匀分布的x圬

由y 圽 f 在x圩 得到按照P 在y圩分布的y圮 注意到∫ y

−∞
P 在y′圩 dy′ ≡ F 在y圩 圽 x,

则显然

y 圽 F−1 在x圩 .

下面是一个例子：
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圱圬指数分布

P 在y圩 圽

{
地, y < 地

λe−λy, y > 地
.

F 在y圩 圽

∫ y

−∞
P 在y′圩 dy′ 圽

{
地, y < 地

圱− e−λy, y > 地
,

则

y 圽 f 在x圩 ≡ F−1 在x圩 圽 −圱

λ
坬坮 在圱− x圩 .

不幸的是，对于绝大多数分布而言，上面的积分无法解析积出，因此变换无法完

成，因此，需要寻找其它方法。

5.3 用用用Monte Carlo 方方方法法法计计计算算算积积积分分分

在第三章中圬 我们曾指出圬 高维积分的工作量之大圬 是通常积分方法无法完成的圬 这是因

为计算量对积分重数的依赖是指数关系圬 即为aN 圬 这里a 是一个数圬 大体为计算一重积

分的计算量圬 N为积分重数圮 如果要求的精度不是很高圬 则坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯 方法计算高维积

分可以大大减小计算量圮 由中心极限定理可知圬 如果我们在一个多维体积坖中均匀随机地

选坎个点圬 x1,x2,x3, · · · ,xN圬 则∫
V

fdV ≈ V 〈f〉 ± V
√
〈f 2〉 − 〈f〉2

N
在圵圮圳圮圳圩

这里〈· · · 〉表示取算术平均圬

〈f〉 ≡ 圱

N

N∑
i=1

f在xi圩 〈f 2〉 ≡ 圱

N

N∑
i=1

f 2在xi圩

在方程在圵圮圳圮圳圩中圬 右边第一项是积分的近似值圬 而第二项为误差估计在取Xα 圽 圱并以〈f〉
代替数学期望值圩圮 注意到误差项反比于

√
N 圬 正比于被积函数的方差圮 因此圬 为了达到较

高的精度圬 一种方法就是增大N 圬 但显然圬 为了增加一位有效数字圬 就要增加圱地地倍的计算

量圬 下面是一个例子圬 我们用坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯 方法计算积分∫ 1

0

dx1 · · ·
∫ 1

0

dx10

10∑
i=1

x2
i

这个积分可以解析积出来圬 其结果为圱地/圳 ≈ 圳.圳圳圳圳圳圳 · · · 圬 下表是用坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯 方法计

算的结果圬 可以清楚地看到其缓慢收敛的过程圮

N <f> <f>-10/3 sqrt((<f^2>-<f>^2)/N)

200 3.26346 0.698731E-01 0.659725E-01
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2000 3.33163 0.170660E-02 0.209839E-01

20000 3.33331 0.267029E-04 0.667506E-02

200000 3.33352 -0.184298E-03 0.210897E-02

另一种提高精度的方法是减小方差圬 为此圬 考虑不在积分域内均匀取点圬 而是按照某一分

布取点圬 用g在x圩记这一分布圬 则方程在圵圮圳圮圳圩成为

∫
V

fdV ≈ 〈f/g〉 ±
√
〈在f/g圩2〉 − 〈f/g〉2

N
在圵圮圳圮圴圩

其中〈· · · 〉为对于按照分布g在x圩取样的点所做的平均。如果选择

g 圽
f

〈f/g〉
在圵圮圳圮圵圩

则方程中的误差项为零圡 但仔细观察上式就会发现圬 这实际上是做不到的圬 因为上式中包

含有待求的项〈f/g〉圬 而在g未给出之前〈f/g〉根本无法计算圮 但另一方面，g在x圩与被积函

数成比例，如果选择一个形状非常接近于被积函数的分布，就可能减小方差。

不过圬 还有一个更本质的困难圬 一般我们给出的是均匀分布的随机数圬 因此实现均匀

抽样完全是直接了当的圬 但当我们要实现一个指定分布的抽样时圬 就面临把均匀分布的

随机数变为所需分布的问题圬 具体地说圬 就是要找一变换

y 圽 y在x圩

使得对于均匀分布的x有以g分布的y圬 这种变换的寻找也许比原积分的计算更难圬在至少

对绝大多数问题是如此圡圩圮 因此圬 这一想法似乎是无用的圮 不过圬 在圵圮圳圮圵圩毕竟给我们一些提

示圬 由于g 正比于f 圬 这就提示我们在被积函数值较大的地方多选取样点圮 因此可以构造

一些简单在变换容易圩 而又满足上述要求的分布进行取样圮 关于这一方面的内容圬 需进一

步了解者可参看在裴鹿成圬 张孝泽著圬 蒙特卡罗方法及其在粒子输运问题中的应用圩圮

下一章我们将介绍另外一种基于这样一种观察的方法来模拟统计物理问题圮

我们再来看一个例子，考虑积分

I 圽

∫ 10

0

dx x68 坥坸坰在−圲圵x圩

这个积分的精确值是

Iexact 圽 地.圸圶圴圱圶圶圲圶圱圱圷

用简单抽样法计算，结果如下
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N I |I−Iexact|
Iexact

√
N |I−I

exact|
Iexact

∆I
I

√
N∆I
I

圱地2 圱.地圷圵圷 地.圲圴圵 圲.圴圴 地.圲圳圵 圲.圳圵

圱地3 地.圸圳圸圳圴 地.圲圹圹× 圱地−1 地.圹圴圵 地.圸圷圴× 圱地−1 圲.圷圶

圱地4 地.圸圴圷圱圱 地.圱圹圷× 圱地−1 圱.圹圷 地.圲圷圷× 圱地−1 圲.圷圷

圱地5 地.圸圶圷圷圵 地.圴圱圴× 圱地−2 圱.圳圱 地.圸圶圷× 圱地−2 圲.圷圴

圱地6 地.圸圶圳圴圳 地.圸圵地× 圱地−3 地.圸圵地 地.圲圷圴× 圱地−2 圲.圷圵

圱地7 地.圸圶圴圲圳 地.圶圸圶× 圱地−4 地.圲圱圷 地.圸圶圸× 圱地−3 圲.圷圵

圱地8 地.圸圶圳圸地 地.圴圲地× 圱地−3 圴.圲地 地.圲圷圵× 圱地−3 圲.圷圵

圱地9 地.圸圶圴圲圶 地.圱圱圱× 圱地−3 圳.圵地 地.圸圶圸× 圱地−4 圲.圷圵

圱地10 地.圸圶圴圲地 地.圳圸圳× 圱地−4 圳.圸圳 地.圲圷圵× 圱地−4 圲.圷圵

其中，∆I
I
是相对误差的估计，一种估算方法是直接把被积函数的抽样值作为随机变

量，由此得到场

圁I

I
圽

√
〈f 2〉 − 〈f〉2
N〈f〉2

另一种方法是把总的步数分为若干段，在每一段计算I圬 并把其看做为随机变量，然后

求误差。取大约圱地 坻 圱地地段，所得结果与第一种方法的结果大致相同。这里的结果来自

第一种方法。从最后一列可以看出圬 误差估值反比于
√
N 圬 其比例系数与方差相联系。

为了减少方差，我们尝试用一个与被积函数比较接近的分布来取样，取此分布为

g在x圩 圽 地.圸圹圲地圶圲地圵圸圳 坥坸坰在−圲.圵在x− 圲.圸圩2圩

然后，利用这个分布取样，并计算

x68 坥坸坰在−圲圵x圩
地.圸圹圲地圶圲地圵圸圳 坥坸坰在−圲.圵在x− 圲.圸圩2圩

的平均值和误差，计算结果如下。注意到最后一列比简单抽样小差不多一个数量级。

N I |I−Iexact|
Iexact

√
N |I−I

exact|
Iexact

∆I
I

√
N∆I
I

圱地2 地.圸圶圷圴圱 地.圳圷圶× 圱地−2 地.地圳圸 地.圳圴圶× 圱地−1 地.圳地地

圱地3 地.圸圶圱圹圲 地.圲圶地× 圱地−2 地.地圸圲 地.圱圱圷× 圱地−1 地.圳圲地

圱地4 地.圸圶圴地圹 地.圹地圷× 圱地−4 地.地地圹 地.圳圶圵× 圱地−2 地.圳圱圵

圱地5 地.圸圶圳圹圵 地.圲圴圷× 圱地−3 地.地圷圸 地.圱圱圶× 圱地−2 地.圳圱圸

圱地6 地.圸圶圴圶地 地.圵地圵× 圱地−3 地.圵地圵 地.圳圶圷× 圱地−3 地.圳圱圷

圱地7 地.圸圶圴圲圲 地.圶圱圷× 圱地−4 地.圱圹圵 地.圱圱圶× 圱地−3 地.圳圱圷

圱地8 地.圸圶圴圱圷 地.圱圵圴× 圱地−5 地.地圱圵 地.圳圶圷× 圱地−4 地.圳圱圷

圱地9 地.圸圶圴圱圸 地.圱圷地× 圱地−4 地.圵圳圸 地.圱圱圶× 圱地−4 地.圳圱圷

圱地10 地.圸圶圴圱圶 地.圳圱圵× 圱地−5 地.圳圱圵 地.圳圶圷× 圱地−5 地.圳圱圷
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坈

f在x圩 分布g在x圩

为了实现对于g在x圩的抽样，我们利用如下坍坥坴坲坯坰坯坬坩坳算法，关于这一算法的解释将在

下一章给出。算法如下：

圱圮 任取x0 ∈ 坛地, 圱地坝。

圲圮 设已经得到xi圬 选y 圽 xi圫 δ 在ran在圩− 地.圵圩圮 其中ran在圩给出在地, 圱圩之间均匀分布的随机

数，δ为一可调参数。

圳圮 如果y < 地或y > 圱地圬 则令xi+1 圽 xi圮 否则，计算g在y圩圬 产生随机数ξ 圽 ran在圩圬 如

果g在y圩/g在xi圩 ≥ ξ圬 则xi+1 圽 y圬 否则xi+1 圽 xi圮

这样得到的序列x0圬 x1圬 . . . 圬 xN 满足分布g在x圩圮 建议写一个实现上述算法的小程序，产

生一个序列，做出其分布的直方图并检验上述论断。

5.4 自自自相相相似似似性性性与与与分分分形形形

在本章的其余几节我们将介绍几种与随机数和模拟有关的物理过程圮 这一节先介绍分形

的概念圮 对于任一物体圬 其形状本身就是一个很有趣的性质圬 我们日常生活中经常遇到的

如圆形圬 椭圆圬 球圬 长方体等都代表某种形状圮 与这些形状相关的是其维数圬 如我们知道

圆面圬 椭圆面圬 长方形面都是二维的而球圬 长方体等则是三维的圮 从数学上看圬 如果我们把

一个二维物体的线度增加倍圬 则其面积将变为原来的四倍圬 即

S ∼ R2.

这里S为所研究物体的面积而R是其特征长度圮 对于三维物体圬 我们有圬

V ∼ R3.
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作为一个一般的关系圬 我们考虑所研究的物体具有均匀面密度或体密度圬 于是有

M ∼ Rd

这里d为所研究物体的维数圮

近年来圬 人们对于另外一类形状发生了很大的兴趣圬 这类物体的形状通常都非常复

杂圬 自然界如雪花圬 海岸等。数学上，利用简单的规则，可以生成很多种复杂图形。物

理上如扩散限制粘结的图样等。这样一类形状被称为分形圮 我们以一个直观的简单例子

开始讨论圬 考虑一个正方形圬 显然圬 它的维数是二圮 现把它分为圹个相等的小正方形圬 并把

中心的小正方形拿掉圬 对剩下的圸个小正方形重复这一过程直到无穷圬 这样得到的形状成

为坓坩坥坲坰坩坮坳坫坩地毯圮 坓坩坥坲坰坩坮坳坫坩地毯是一种确定性分形圬 这是因为产生坓坩坥坲坰坩坮坳坫坩地毯的规则

完全是确定的圬 后面我们还会看到随机分形的例子圬 这类分形是通过一定的随机过程而

生成的圮 分形的一个显著特点是自相似性圬 如果我们从不同的空间尺度去观察分形圬 看到

的形状特点都是一样的圬 或者圬 如果我们仅仅只看分形圬 则无法知道所看到的部分是否被

放大了圬 放大了多少倍圮 坓坩坥坲坰坩坮坳坫坩地毯就是这样一个典型的例子圮 标志分形的关键量是

它的维数圬 对于规则形状圬 直观上很容易给出其维数圬 这个维数实际上就是可以把此形状

嵌入的最小空间维数圬 如一个平面物体可以嵌入二维空间圬 是二维的圬 一个空间物体如

球圬 立方体等可以嵌入三维空间圬 是三维的圮 而分形的另一个特点是很难从直观上给出其

维数圬 再以坓坩坥坲坰坩坮坳坫坩地毯为例圬 它的维数是多少圿 与前一段的分析类似圬 我们可以一般地

用下述公式

M ∼ Rdf

定义一个物体的维数圮 对于大多数复杂形状圬 df通常并不是一个整数圬 而是一个分数或无

理数圬 这就是分形这一名称的来源圮

对于一个df维的形状圬 由上面的定义可知圬 如果我们用某个长度单位u来量度其特征

长度圬 则面积的单位为u2圬 体积的单位为u3圮 一个物体的大小可以用能容纳该物体的最小

正规维数的空间来量度圬 如前面的坓坩坥坲坰坯坮坳坫坩地毯可容纳于二维空间圬 因此可以用u2来量

度其大小圬 所谓大小圬 在这一例子中是指至少用多少个单位面积可以完全覆盖物体圮 设在

此选定单位下特征长度的值为L圬 或有L个长度单位圮 如果我们把所用的长度单位减少到

原来的圱/l圬 则显然L变为原来的l倍圬 而面积和体积分别变为原来的l2及l3倍圮 或d维形状

的大小变为原来的N 圽 ld倍圮 如果一个维数为df的形状嵌入d维空间圬 此处d称为正规维

数圬 只能取整数值圮 则此形状在单位变换下其大小变为原来的N 圽 ldf倍圮 于是维数

df 圽
坬坮N

坬坮 l
.

我们可以用这样一种关系来计算分形的维数圮 对于坓坩坥坲坰坩坮坳坫坩地毯圬 设我们取其边长为

单位圬 则其大小为圱圬 把长度单位缩小到原来的圱/圳圬 大小成为圸圬 再缩小到圱/圳圬 大小成
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坆坩坧坵坲坥 圵圮圱场 坓坩坥坲坰坩坮坳坫坩地毯圮

坆坩坧坵坲坥 圵圮圲场 坋坯坣坨 曲线圮

为圸2圬 或一般地圬 长度单位每缩小到原来圱/圳圬 则大小增加到圸倍圮 这里N 圽 圸圬 l 圽 圳圬 于

是坓坩坥坲坰坩坮坳坫坩 地毯的分形维数为df 圽 坬坮 圸/ 坬坮 圳 圽 圱.圸圹圲圷圸 · · · 圮

与坓坩坥坲坰坩坮坳坫坩地毯有关的还有坋坯坣坨曲线圬 它是把一单位长度的线段三等分圬 把中间的

一段拿掉圬 连上由长度为圱圯圳的线段构成的上翘三角形圬 然后对每一线段重复上述过程至

无穷圬 得到的结果即为坋坯坣坨曲线圮 如图所示圮

练习: 计算Koch曲线的分形维数.(提示, 考察Koch曲线的总长度与长度单位改变之间

的关系).

在自然界中圬 一个与分形有关的著名例子是英国的海岸线有多长圿 如果我们拿一张地

图圬 分别用不同长度的尺子来量度英国的海岸线圬 则可以得到不同的长度圬 随着尺子不断

变短圬 则我们的到的海岸线的长度变长圮 一个自然的想法是当尺子足够短时圬 这一长度应

该趋于一个恒定值圬 并可把这一恒定值定义为英国海岸线的长度圮 然而圬 这一直观的想法

并不成立圬 事实上圬 当我们的尺子越来越短时圬 我们可能达到一张地图分辨率的极限圬 此

时我们需要一张分辨率更高的地图圬 但我们并不能得到一个确定的长度圬 最后圬 也许我们

需要沿着英国海岸圬 在距离水边一米处测量圬 即便如此圬 随着尺子长度的改变圬 我们依然

不能得到确定的海岸线长度圮 事实上圬 海岸线的长度并不是一个一维量圬 而是一个分形圬

它的维数大于一圮 为了计算其维数圬 我们可以用不同长度的尺子测量海岸线的长度圬 并把
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测得的长度的数值的对数与尺子长度的对数作图圬 则可得到一条直线圬 直线的斜率就给

出海岸线的维数圮

练习: 找一张较大的中国地图, 试测量并计算中国海岸线的分形维数.

5.5 扩扩扩散散散限限限制制制粘粘粘结结结的的的计计计算算算机机机模模模拟拟拟

扩散限制粘结在坄坩國坵坳坩坯坮 坬坩坭坩坴坥坤 坡坧坧坲坥坧坡坴坩坯坮圩圬 简称坄坌坁圬 是近三十年来引起广泛兴趣圬

得到大量研究的物理过程。其开端是由块坩坴坴坥坮和坓坡坮坤坥坲为了充分使用一台当时最新的

绘图仪而引发，且一发而不可收拾。在坄坩國坵坳坩坯坮圭坌坩坭坩坴坥坤 坁坧坧坲坥坧坡坴坩坯坮圬 坡 坋坩坮坥坴坩坣 坃坲坩坴坩坣坡坬

坐坨坥坮坯坭坥坮坯坮圬 坐坨坹坳圮 坒坥坶圮 坌坥坴坴圮 圴圷圬 圱圴地地坻圱圴地圳 在圱圹圸圱圩圩 全面介绍这样一个重要的领域大

大超出了本讲义的范围圬 这一节我们介绍一种用计算机生成坄坌坁集团的方法圬 同学门可

由此体会一点坄坌坁的初步知识圮

考虑一个正方格子圬 现在格子的中心放一个粒子圬 作为坄坌坁的种子圮 从格子的边缘随

机选定一个出发点圬 并使一粒子从该点出发圬 在格子上做无规行走圬 当此粒子到达作为种

子的近邻时圬 则使其停下圬 并随机在格子边缘选一出发点圬 继续这一过程圻 如果粒子在无

规行走中到达边界圬 则放弃这一粒子圮 重复这一过程多次直到生成一个较大的集团圬 如果

我们把这个集团显示到计算机显示器上或打印出来圬 我们就会看到这一图案与很多自然

现象有相似之处圬 如雪花圬 闪电的图样圬 山上岩石的裂纹等圮

坄坌坁图样是随机分形的典型例子圬 为了计算其分形维数圬 我们可以考虑以种子所在的

点为圆心圬 不断改变半径并数出圆内所具有的粒子数M 圬 则应有

M ∼ Rdf ,

作出坬坮M与坬坮R 的图圬 就可得到分形维数圮

计算机实习题: 编写生成DLA的程序并生成DLA集团, 分析其分形维数.

5.6 高高高分分分子子子的的的模模模拟拟拟和和和无无无规规规行行行走走走

无规行走可以作为高分子链的简单模型，为了简单直观起见，这一节我们只考虑二维

空间的无规行走，推广到三维是直接了当的。

简简简单单单无无无规规规行行行走走走(RW)

考虑一个二维的正方格子（其它格子亦可），从格子上的一个格点出发，随机地在

四个可能的方向上选择一个方向，前进一步。然后以新的位置为出发点，重复前进，

走N步后，其所走的轨迹构成一个一维链。这个链可以看作最简单的高分子链的模型。

因为每一步有z 圽 圴种等价的选择，而相邻的步是独立的，因此，无规行走的配分函数
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（总的状态数）可以方便写出

Q 圽 zN

这里，z是格点的最近邻格点数，对于正方格子，z 圽 圴圮 用ri表示第i步的位移，N步后

的位移是

R 圽
N∑
i=1

ri

R 圽 |R|是起点与终点之间的距离，称为末端距。显然

〈R〉 圽 地

而末端距的平方的平均为

〈R2〉 圽
N∑

i,j=1

〈ri · rj〉 圽
N∑
i=1

〈r2
i 〉 圽 Na2

这里a是晶格常数。随后将会看到，这个严格的结果在模拟计算中非常有用。

不不不回回回头头头无无无规规规行行行走走走(NRRW)

与简单无规行走类似，除了每一步不容许立即回头，即只能在z − 圱个可能的方向中

选择。对于N步行走，其配分函数为

Q 圽 在z − 圱圩N

而末端距平方的平均值是

〈R2〉 圽 圴

圳
Na2

自自自回回回避避避无无无规规规行行行走走走(SAW) 坎 如果考虑到高分子链具有体积效应，即每个格点最多只

能访问一次，那么，在无规行走中，如果遇到已经访问过的点，就必须回避。一种实

际的计算方法是，产生坎坒坒块链，一旦选择的新格点被占据，就停止。显然，这样一

种方法很难得到N比较大的链，事实上，在长度为N的坎坒坒块链中，自回避链所占的比

例由其配分函数的比值给出

wN 圽
QSAW

QNRRW

这也是计算坓坁块配分函数的一个方法。事实上，坓坁块的配分函数无法解析得到，

在N →∞时，可以得到其渐进形式为

QSAW 圽 Nγ−1zNeff

其中，γ是一个临界指数，zeff < z − 圱为有效近邻数，通常不是一个整数。这连个数一

般只能通过数值模拟求得，目前已知的结果是：三维空间γ ≈ 7
6
，二维空间γ ≈ 4

3
圮 利用

这个结果，可以得到

wN 圽 Nγ−1

(
zeff

z − 圱

)N
圽 坥坸坰

(
−N 坬坮

z − 圱

zeff

圫 在γ − 圱圩 坬坮N

)
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从上式可以看出，随着N增加，坓坁块链出现的概率指数衰减，因此，当N较大，例

如达到圱地地时，从坎坒坒块中挑出一个坓坁块是非常难的。所以，直接生成的方法通常限

于N < 圱地地的坓坁块链的研究。

除了自回避外，如果在最近邻的占据格点上加上一点吸引相互作用，则会得到非常

有趣的结果。此时，坓坁块链存在一个相变，其来源是自回避排斥作用，熵和吸引相互

作用的竞争。存在一个临界温度Tc圬 当T > Tc时，坓坁块的末端距平方的平均值在大N极

限下为

〈R2〉 ∼ N2ν , ν ≈ 地.圵圹

这里ν是另外一个临界指数。当T < Tc时，

〈R2〉 ∼ N2/3

而当T 圽 Tc时

〈R2〉 ∼ N



圱圴地 坃坈坁坐坔坅坒 圵圮 坍坏坎坔坅 坃坁坒坌坏方法



Chapter 6

逾逾逾渗渗渗和和和统统统计计计物物物理理理问问问题题题

6.1 逾逾逾渗渗渗简简简介介介

逾渗问题本身不是一个物理问题圬 但这一问题的研究包含了现代物理的很多重要概念圬

如相变圬 临界指数圬 重整化群等圮 由于逾渗问题比实际统计物理问题简单很多圬 因此成为

介绍这些重要物理概念的一个合适的入门模型圮 逾渗的很多概念和模型在无序固体及软

物质的研究中也有重要应用圮 这一节我们简单介绍点逾渗模型及一些概念圬 下一节给出

一种计算机分析逾渗的方法圮

为简单起见圬 我们考虑二维问题圬 把平面划分为正方格子圬 如图所示圮 每一个小的方

格可以处于坜占据圢和坜空圢两种状态圬 在图中以灰和白表示圮 设每一个格点被占据的概率

为p圬 这一概率与格点的周围环境无关圮 这样一种模型称为点逾渗模型圮 对于给定的占据

概率p圬 每一占据格点或者是孤立的圬 或者与最近邻占据格点形成集团圮 我们定义若二格

点为最近邻且均被占据圬 则此二格点直接相连圬 若二格点之间可以找到一个通路圬 沿通路

最近邻格点相连圬 则此二格点间接相连圮 集团定义为这样一组占据格点圬 其中的任何二个

都直接或间接相连圮 集团的大小是逾渗问题中的一个关键量圮 设想若每个占据格点为导

体而空格点为绝缘体圬 则如果存在一个大集团从格子的一边延伸到另一边圬 则逾渗样品

将导通圬 否则为绝缘体圮

我们可以很容易用计算机生成逾渗集团圬 对于每一个格点圬 产生一个在区间坛地, 圱坝上均

匀分布的随机数r圬 若p > r圬 则此格点标记为占据圬 否则为空圮 如果占据概率p很小圬 我

们期望只有一些孤立的小集团圬 如图坁所示圬 如果占据概率p ∼ 圱圬 我们期望大多数占据

格点形成一个跨越边界的大集团圬 我们称此集团为跨越集团圮 对于中等大小的p圬 如p处

于地.圴坼地.圷之间圬 会发生什么情况圿 下面我们将看到圬 对于一个无穷大的格点圬 存在一个

确定的临界概率pc圬 当p > pc时圬 存在一个无穷大的跨越集团圻 当p < pc时圬 所有集团都是

有限的圬 不存在跨越集团圮

逾渗的本征量是其连通性圬 随着格点占据概率的连续变化圬 连通性在一个特定值pc发

圱圴圱
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坆坩坧坵坲坥 圶圮圱场

生突变圮 这种由无跨越集团到有跨越集团的变化是一种相变圬 现在一般称为几何相变圮

逾渗并不仅仅是一个有趣的模型圬 实际上有很多与之相关的物理问题圮 一个有实际意

义的问题是随机复合介质问题圬 如果我们把金属球和橡胶球均匀的随机放入一个容器中圬

如果金属球没有形成通路圬 则样品整体表现出绝缘性圬 而当金属球形成通路时圬 则样品在

整体上表现为导体圮 我们用金属球在容器中所占的体积与容器的体积之比圬 体积分数φ来

表示金属球的多少圬 当φ很小时圬 样品的电导为地圬 在一个临界体积分数φc圬 电导变为非零

并随φ的增加而急剧增加圮 这是一个金属绝缘体转变的典型例子圮 其他的应用还有如磁性

物质的非磁性掺杂圬 森林火灾的扩展圬 流行病的扩展等等圮

为了定量研究逾渗问题圬 我们定义下面一些量圮 集团尺寸s圬 定义为集团内的格点数圻

平均集团尺寸分布ns在p圩圬 定义为尺寸为s的集团的数目在当p > pc时圬 我们排除跨越集团圩圻

显然圬 sns为尺寸为s的集团所占据的格点的总数圬 而

ws 圽
sns∑
s sns

为随机抽取一个占据格点时圬 该格点处于某一尺寸为s的集团的概率圬 平均集团尺寸则由

下式给出

S 圽
∑
s

sws 圽

∑
s s

2ns∑
s sns

.

另一个描述逾渗问题的重要量是跨越集团概率P∞圬 定义为跨越集团内包含的格点

总数与占据格点总数之比圮 对于一个无穷大的格点圬 当p < pc时圬 P∞ 圽 地 而当p 圽 圱时圬

P∞ 圽 圱圬 在p 圽 pc圬 P∞由零变为非零且随p增加而增加圮

在〈〈热力学统计物理〉〉中我们学过热力学相变和临界现象圬 一个比较简单但具有代表
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性的例子是铁磁系统的临界现象圬 当温度T小于临界温度Tc时圬 系统为铁磁体圬 具有自发

磁化圬 而当T > Tc时圬 系统为顺磁体圮 系统的相变由参数温度引起圬 在临界温度附近圬 系统

具有长程关联圬 关联长度在临界点发散圬 其宏观表现为一系列热力学量在临界点的非解

析性质圮 逾渗相变与热力学临界现象有很多相似之处圬 下面我们给出一些定义和分析圬 这

些分析对理解更为复杂和丰富多采的热力学临界现象可提供帮助圮

首先定义一个与逾渗有关的长度圬 即平均连接长度ξ在p圩圬 代表集团的空间尺寸圮 这一

长度可以有多种定义方式圬 这里我们考虑一个大小为s的集团的回转半径Rs圬 定义为

R2
s 圽

圱

s

s∑
i=1

在ri − r圩2

其中

r 圽
圱

s

s∑
i=1

ri

而ri是第i个格点的位置矢量圮 r是集团的质心圮 我们可以把非跨越集团回转半径的平均值

定义为ξ圬 也可把最大的非跨越集团的回转半径定义为ξ圮 当p < pc时圬 ξ随p的增加而增加圬

当p > pc时圬 ξ随p的减小而增加圬 在p 圽 pc处ξ发散圮 当|p − pc| � 圱时圬 我们称系统处于临

界区域圬 ξ的发散行为是非解析的圬 满足如下的指数关系

ξ在p圩 ∼ |p− pc|−ν

ν是我们遇到的第一个重要的数圬 称为关联长度的临界指数圮 在临界区域圬 我们期望

当p > pc时圬 有

P∞ ∼ 在p− pc圩β

在临界区域圬 集团的尺寸发散圬 我们期望其行为是

S在p圩 ∼ |p− pc|−γ

这样我们定义了三个临界指数圬 对于二维问题圬 这些临界指数可以解析求出圬 其值

为β 圽 圵/圳圶圬 γ 圽 圴圳/圱圸圬 ν 圽 圴/圳圮 对于三维问题圬 只能用各种近似方法来得到圬 其结果

为β ≈ 地.圴圬 γ ≈ 圱.圸圬 ν ≈ 地.圹圮 这些指数具有很大的普适性圬 与晶格结构以及与关联长度的

不同定义均无关圮 除此之外圬 它们之间还满足一定的关系圬 如

圲β 圫 γ 圽 νd

式中d为空间维数圬 这种关系称为标度关系圮 有关这些关系及其在相变和临界现象中的重

要意义将在〈〈高等统计物理〉〉课程中详细讨论圮 有兴趣的同学也可参看有关书籍和文献圮

相对于临界指数圬 临界点pc则不是一个普适量圬 对于二维正方格点圬 pc ≈ 地.圵圹圲圷 · · ·而对
于三角格子pc 圽 圱/圲圮
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6.2 逾逾逾渗渗渗的的的计计计算算算机机机模模模拟拟拟和和和分分分析析析

上一节我们简单介绍了逾渗的概念圬 这一节将讨论用计算机研究逾渗问题的一些方法圮

研究逾渗问题大体上分为三步圬 第一步是生成逾渗集团圬 这是最简单的一步圬 已经在上节

介绍过了圻 第二步是标定集团圬 即找出每个集团所包含的格点圬 并对集团编号圬 以便进一

步分析圬 这是整个分析中最困难的一步圻 第三步是根据第二步的结果圬 具体计算临界概

率圬 临界指数等圮

一种直观的标定集团的算法是从一个占据格点出发圬 找出与此格点直接和间接相连

的所有格点圬 并给这些格点赋予数圱圻 然后从剩下的占据格点中选出一个圬 找出所有与这

一格点相连的格点并赋予数圲圻 重复这一过程直到所有占据过格点全部用完圮 请同学试

写出这一算法的程序并对从小到大的格点进行试算圬 看会有什么结果圿 实际上圬 随着格

点数目的增加圬 计算量将指数增加圬 从而使计算实际上成为不可能圮 下面我们介绍一种

由坈坯坳坨坥坮和坋坯坰坥坬坭坡坮发展的算法圮 这一算法可通过下面的例子来介绍圮 考虑图圶圮圲所示的

一个逾渗样本圬 我们从左下角开始圬 并从左到右圬 从下到上进行编号圮 因格点在圱圬圱圩被占据圬

我们给它赋予集团标号圱圬 下一个没有占据圬 无需赋值圬 下一个占据格点是在圳圬圱圩圬 由于其左

边的格点为空圬 我们给它赋予下一个集团标号圲圬 格点在圴圬圱圩左边占据圬 与其左边的格点同

属一个集团圬 也赋予圲圬 这一行其余格点的分析是直接了当的圮 然后我们到第二行圬考察格

点在圱圬圲圩圬 由于这一格点被占据圬 它的上一行的近邻在圱圬圱圩的集团标号为圱圬 因此我们对它赋

值圱圬 并从左到右检查这一行圬 如果一个格点为空圬 则跳过该格点圬 如果格点被占据圬 则考

察其左边和下边的最近邻圬 若此圲近邻均空圬 则给此格点赋予下一个集团标号圬 如果只有

一个近邻被占据圬 则给此格点赋予其近邻的集团标号圬 如格点在圲圬圲圩赋予圱圬 因为只有其左

边的近邻被占据且具有标号圱圮 如果格点的左和下两个近邻均被占据圬 则意味着原标定为

不同标号的两个集团实际上是一个集团圬 我们必需进行合并并重新编号圮 如格点在圶圬圲圩圬 其

左边格点在圵圬圲圩标号为圴圬 而其下边格点在圶圬圱圩标号为圳圬 显然我们应该对在圶圬圲圩赋予较小的标

号圳并把在圵圬圲圩的标号更新为圳圬 但是在后面可能还会有进一步的重复和合并圬 我们把这一

更新过程推迟到后面再进行圮 为了记录这种合并信息圬 我们引入一个正规标定数组n圬 数

组的每一个元素与一个集团标号相联系圬 对独立的集团标号圬 数组的对应元素赋值为该

数组的下标圬 否则赋值对应将要合并的集团的标号圮 对于本例圬 在到达格点在圶圬圲圩前圬 分别

有

np在圱圩 圽 圱, np在圲圩 圽 圲, np在圳圩 圽 圳, np在圴圩 圽 圴.

而到达格点在圶圬圲圩圬 我们知道标号为圴的集团实际上与标号为圳的集团是同一集团圬 为了记

住这一信息圬我们有np在圴圩 圽 圳圮 这一赋值告诉我们标号圴是非正规的圬而且与正规标号圳相

连圮

这样一个过程仍然有不确定性圬 当我们到达格点在圵圬圴圩圬 此格点的左边标号为圵圬 下边标

号为圴圬 我们已经知道标号圴为非正规标号在因为np在圴圩 6圽 圴圩圬 此时我们并不是按照上面的
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坆坩坧坵坲坥 圶圮圲场 集团的构造算法

规则为在圵圬圴圩标号圴圬 而是标号为较小标号所指的正规标号圬 这里为圳在因为np在圴圩 圽 圳圩圬 同时

我们知道标号圵也是非正规的圬 其所对应的正规编号为圳圬 故应令np在圵圩 圽 圳圮 当检查完所

有格点后圬 我们可以根据数组np的值对非正规标号进行更新圮

实际计算时圬 我们总是分析有限的格点圬 对每一个给定大小的格点和在给定p后生成

的逾渗样本圬 计算得到的P∞一般并不相同圬 因此必需对多个样本进行平均圮 这样计算得

到的结果与所取样本大小有关圬 为了得到无穷大格点的结果圬 应对不同大小的格点进行

计算圬 然后外推到无穷大样本圮 为了计算临界指数圬 我们可在pc附近对不同的p计算P∞圬

设P∞ ∼ 在p− pc圩β圬 则
坬坮P∞ 圽 β 坬坮在p− pc圩 圫 C

这里C为一个常数圬 通过调节pc圬 使得坬坮P∞ 与坬坮在p − pc圩 成为一条直线圬 则直线的斜率就

给出β圮

作为一个计算实习题, 请同学根据前面二节的内容分析二维正方格子上的逾渗问题,

试通过计算P∞, ξ等量来得到临界概率pc及临界指数.

6.3 正正正则则则系系系综综综和和和统统统计计计模模模型型型

在〈〈热力学与统计物理〉〉中我们学过圬 如果一个多体系统的坈坡坭坩坬坴坯坮坩坡坮 为坈圬 则对于给定

系统的粒子数坎圬 体积坖 和温度坔 之后圬 系统的平衡分布由正则分布给出为场

P 在x圩 圽
圱

Z
坥坸坰坛−βH在x圩坝 在圶圮圳圮圱圩

式中x 代表系统的任一位形圬 而P 在x圩则给出在平衡态时系统处于该位形的概率圮

Z 圽

∫
dx 坥坸坰在−βH在x圩圩 在圶圮圳圮圲圩
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为系统的正则配分函数在与标准定义差一因子N 圡圬 这在坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯 计算中并不重要圬 因

为后面将会看到圬 坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯 方法几乎不用来计算配分函数本身圩 在分立变量的情

况下圬 式在圶圮圳圮圲圩中的积分应理解为对各种位形的求和圮 物理量是位形的函数圬 对于物理

量b在x圩圬 其平均值B 为

B 圽

∫
dxb在x圩P 在x圩 在圶圮圳圮圳圩

下面我们看几个具体的例子圮

6.3.1 Ising 模模模型型型

坉坳坩坮坧 模型的坈坡坭坩坬坴坯坮坩坡坮 为

H 圽 −J
∑
nn

sisj − h
∑
i

si 在圶圮圳圮圴圩

式中J称为交换积分圬 h为外场圬 si 可取值±圱圬 称为自旋变量圮 坉坳坩坮坧 模型是最简单的非平

庸统计物理模型圬 它是由德国物理学家坌坥坮坺 在二十年代提出的圬 这一模型可用来描述

单轴各向异性磁性系统圬 合金等物理体系圬 同时也是一个十分有兴趣的理论模型圮 坉坳坩坮坧

最早给出了这一模型在一维情况下的严格解圬 证明了在一维下这一模型不存在相变圮

坏坮坳坡坧坥坲 于圱圹圴圵 年做出了零场下这一模型在二维空间的严格解并计算了它的相变温度圬

比热在相变点的行为等热力学量圮 杨振宁在圱圹圵圲 年解出了外场很小时二维空间的坉坳坩坮坧

模型圬 求出了序参量的临界行为圮 由于对这一模型的很多形为目前了解的比较透彻圬 因此

它经常被用来做为检验各种数值方法或解析近似方法的标准圮

圱圹圶圹年，坁圮 坅圮 坆坥坲坤坩坮坡坮坤和坍圮 坅圮 坆坩坳坨坥坲（坂坯坵坮坤坥坤 坡坮坤 坉坮坨坯坭坯坧坥坮坥坯坵坳 坉坳坩坮坧 坍坯坤坥坬坳圮

坉圮 坓坰坥坣坩圌坣圭坈坥坡坴 坁坮坯坭坡坬坹 坯坦 坡 坆坩坮坩坴坥 坌坡坴坴坩坣坥，坐坨坹坳圮 坒坥坶圮 圱圸圵圬 圸圳圲坻圸圴圶 在圱圹圶圹圩 ）求得了

有限尺寸圲坄 坉坳坩坮坧 模型在周期性边界条件下的严格解，成为检验模拟结果的一个有效标

准。

对于坉坳坩坮坧模型圬 人们通常感兴趣的热力学量是能量E 圽 〈H〉圬 序参量m 圽 1
N

∑
i si圬 能

量的涨落〈H2〉 − 〈H〉2 圬 序参量的涨落〈m2〉 − 〈m〉2等圮 能量的涨落与系统的比热成正比圬

而序参量的涨落则正比于系统的磁化率圮

与坉坳坩坮坧 模型类似的还有坈坥坩坳坥坮坢坥坲坧 模型场

H 圽 −
∑
〈ij〉

在JxS
i
xS

j
x 圫 JyS

i
yS

j
y 圫 JzS

i
zS

j
z圩 在圶圮圳圮圵圩

式中圬 Jx, Jy, Jz 称为交换积分圬 S 圽 在Sx, Sy, Sz圩为自旋矢量圮 S 可为量子算符圬 也可取为经

典量圬 分别对应于量子坈坥坩坳坥坮坢坥坲坧 模型和经典坈坥坩坳坥坮坢坥坲坧模型圮 在这里圬 我们只讨论经典

问题圮
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若Jx 圽 Jy 圽 Jz ≡ J 圬 则上式成为各向同性的坈坥坩坳坥坮坢坥坲坧 模型场

H 圽 −J
∑
〈ij〉

Si · Sj 在圶圮圳圮圶圩

通过适当调整J 圬 式中的S可以看作三维空间的单位矢量圮 如果把矢量S的维数降为二圬 我

们得到所谓的坘坙模型圻 当矢量S的维数趋于无穷大时圬 对应于球模型圬 而当矢量S的维数

趋于零时圬 可用来描写高分子溶液圮

在坉坳坩坮坧 模型中圬 如果s的取值不是±圱圬 而可以取多个值圬 则对应于所谓坐坯坴坴坳 模型圮

6.3.2 Lenard-Jones 模模模型型型

在高温下圬 量子效应是不重要的圬 可以用经典统计物理来描述圮 最简单的多粒子系统是惰

性元素组成的系统圬 除了氦之外圬 其它惰性元素组成的系统在变成固体前的整个温度范

围内都可用经典方法来描述圮 惰性元素的电子是满壳层的圬 其相互作用由两部分组成圬 一

部分是由原子的瞬时偶极矩导致的与距离如圶次方成正比的吸引相互作用圬 另一部分是

来源于量子效应的强排斥芯圮 其坈坡坭坩坬坴坯坮坩坡坮 可写为

H 圽
圱

圲m

N∑
i=1

p2
i 圫

圱

圲

N∑
i=1

N∑
j=1

u在rij圩 在圶圮圳圮圷圩

式中第一项为动能项圬 第二项是相互作用圬 N 为系统的粒子数圮 rij 圽 |ri − rj| 为第i个粒
子与第j个粒子之间的距离圮

u在rij圩 圽 圴ε

[(
σ

rij

)12

−
(
σ

rij

)6
]

为坌坥坮坮坡坲坤圭坊坯坮坥坳 相互作用圬 其中−ε为势的极小值圬 σ 是长度的单位圮

在粒子问题中感兴趣的热力学量通常是能量E 圽 〈H〉圬 能量的涨落〈H2〉 − 〈H〉2圬 以及
对相关函数g在r圩圬 很多热力学量如压强圬 化学势等均可用对相关函数g在r圩 来表示圮 g在r圩定

义为δ在r− rij圩的平均值圮 对于相互作用各向同性的系统圬 这一平均值只与r的大小有关圮

实际的粒子系统的相互作用常常十分复杂圬 相互作用不仅与距离有关圬 一般也与方向

有关圬 除了二体相互作用外圬 通常还有多体相互作用圮

6.4 统统统计计计物物物理理理的的的Monte Carlo模模模拟拟拟, Metroplis方方方法法法

由在圶圮圳圮圳圩可知圬 为了计算热力学量圬 我们需要计算一个多重积分在对于分立变量的系统圬 是

一个对各种位形的求和圩圬 如果所考虑的系统有N个原子圬 就需要计算圳N重的积分圬 N 通

常是一个较大的数圬 例如圬 为了得到可靠的结果圬 N一般取圱地地坼圱地地地地左右圮 为了计算这

样高重的积分圬 除非可以解析求解圬 否则坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯 方法就是唯一的选择圮
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从第圵圮圳 可知圬 对于在圶圮圳圮圳圩式的积分圬 可以在积分区域内取一系列均匀分布的随机

点x1, x2, x3, · · · , xn圬 则积分就成为

B 圽

∑n
i=1 b在xi圩 坥坸坰在−βH在xi圩圩∑n

i=1 坥坸坰在−βH在xi圩圩
在圶圮圴圮圸圩

稍一分析圬 我们就可发现这种作法是很难行得通的圮 由于指数因子的存在圬 整个被积函

数在积分区域内剧烈变化圬 因而其方差是非常大的圬 这将导致误差变大圮 实际情况比这

还要糟糕圬 因为被积函数相差太大圬 对于有限位数的计算机来说圬 式在圶圮圴圮圸圩的求和根本无

法进行圮 根据圵圮圳的讨论圬 为了减小方差圬 可以不在积分区域内均匀取点圬 而是按照某种分

布P 在x圩取点圬 此时式在圶圮圴圮圸圩成为

B 圽

∑n
i=1 b在xi圩 坥坸坰在−βH在xi圩圩/P 在xi圩∑n

i=1 坥坸坰在−βH在xi圩圩/P 在xi圩
在圶圮圴圮圹圩

如果取

P 在xi圩 圽
坥坸坰在−βH在x圩圩

Z
在圶圮圴圮圱地圩

为正则分布圬 方差可大为减小圬 且式在圶圮圴圮圹圩简化成为

B 圽
圱

n

n∑
i=1

b在xi圩 在圶圮圴圮圱圱圩

现在的问题在于圬 如何实现按正则分布的抽样圿 为此圬 我们先简单介绍一下坍坡坲坫坯坶

过程圮

对于一个我们所要研究的统计物理系统圬 它可以处于各种微观状态圮 例如对于坉坳坩坮坧

模型圬 给定了每个自旋的取值就对应于一种微观状态圬 如果系统由N个自旋构成圬 则总

的微观状态数就有圲N 个圻 又如对于一个由N 个粒子组成的系统圬 给定了每个粒子的位

置和动量就决定了一个状态圬 这可用由圳N维空间和圳N维动量空间构成的圶N维相空间

的一个点来表示圮 从经典角度来讲圬 系统可有无穷多个微观状态圬 但量子力学的不确

定关系限制了相空间一个坜点圢最小为h3N 圬 h为坐坬坡坮坫 常数圮 因而系统总的微观状态数约

为
(

4π
3
圖p3V

)N 1
h3NN !

式中圖p为单个粒子动量大小的平均值圬 V 为体积圬 分母上的N 圡因子是由

于考虑了粒子的全同性圮 我们注意到圬 当N较大时圬 系统的微观状态数是非常大的圬 因而

对所有状态的求和也是无法办到的圮

现在我们构造一个过程圬 从系统的某一微观状态出发圬 并在过程的每一步转移到一个

新的状态圮 为了确定起见圬 下面用xi代表系统的微观状态圬 如果从x0出发圬 则这一过程产

生一系列状态x1,x2, · · · ,xi, · · · 圬 这一系列状态构成一个链圮 所谓坍坡坲坫坯坶过程圬 是指这样

一种过程圬 在过程的每一步所达到的状态只与前一状态有关圬 从一状态r到另一状态s的

转移通过一转移概率w在xr → xs圩 来实现圮 由坍坡坲坫坯坶 过程产生的一系列状态所构成的链

称为坍坡坲坫坯坶 链圮
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为了实现按照正则分布抽样圬 我们可以构造这样一个坍坡坲坫坯坶 链圬 使得无论从何状态

出发圬 存在一个大数M 圬 在丢掉链的前面M个状态后圬 链上其余的状态满足正则分布圮 现

在我们来证明圬 只要取w在xr → xs圩 满足如下条件圬 就可达到我们的要求圮

P 在xr圩w在xr → xs圩 圽 P 在xs圩w在xs → xr圩 在圶圮圴圮圱圲圩

式中P 在x圩为正则分布在圶圮圴圮圱地圩圮 这一式子又称为细致平衡条件圮 为了证明上式圬 我们考

虑很多个平行的坍坡坲坫坯坶链圬 在一个给定的某一步圬 有Nr个链处于第r个态圬 Ns个链处于

第s个态圮 于是在下一步从r态到s态的数目为

Nr→s 圽 Nrw在xr → xs圩

从s态到r态的数目为

Ns→r 圽 Nsw在xs → xr圩

从r态到s态的净转移的数目为

圁Nr→s 圽 Nrw在xs → xr圩

[
w在xr → xs圩

w在xs → xr圩
− Ns

Nr

]
在圶圮圴圮圱圳圩

若w在xr → xs圩满足式在圶圮圴圮圱圲圩圬 则上式成为

圁Nr→s 圽 Nrw在xs → xr圩

[
P 在xs圩

P 在xr圩
− Ns

Nr

]
在圶圮圴圮圱圴圩

这是一个十分重要的结果圬上式表明圬如果二个状态之间不满足正则分布圬则这一坍坡坲坫坯坶

过程的演化结果将总是使其趋于满足圮 这样圬 就证明了我们的论断圮

有了上面的定理圬 就可以实现正则分布的抽样了圬 我们只要选择一个满足细致平衡条

件的转移概率圬 产生一个坍坡坲坫坯坶 链圬 丢掉链的前而面M个状态圬 并用其余状态进行计算

即可圮 这一算法是五十年代初由坍坥坴坲坯坰坯坬坩坳 提出来的圬 因此现在一般称为坍坥坴坲坯坰坯坬坩坳 算

法圮 考虑从r态到s态的转移圬 若二状态的能量差为

δH ≡ H在xs圩−H在xr圩

则
w在xr → xs圩

w在xs → xr圩
圽 坥坸坰坛−βδH坝

当年坍坥坴坲坯坰坯坬坩坳 选择

w在xr → xs圩 圽

{
坥坸坰坛−βδH坝 如果 δH > 地

圱 如果 δH ≤ 地
在圶圮圴圮圱圵圩

目前常用的另一种选择是

w在xr → xs圩 圽
圱

圲

[
圱− 坴坡坮坨

(
βδH

圲

)]
在圶圮圴圮圱圶圩
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应当注意的是圬 w的选择并不唯一圬 只要满足在圶圮圴圮圱圲圩的要求即可圬 但不同的w收敛速度往

往差别很大圬 如何选择合适的w以达到尽可能快的收敛速度和尽可能高的计算精度仍然

是当前坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯算法研究的前沿课题之一圮

6.5 Ising 模模模型型型的的的Monte Carlo 模模模拟拟拟

这一节以坉坳坩坮坧模型为例圬 介绍分立变量模型坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯模拟方法圮 为了模拟坉坳坩坮坧 模型圬

首先要确定一个晶格和晶格的尺寸圮 例如圬 我们可以取一个简单立方格子圬 取三个方向的

大小均为L圻 其次圬 我们要指定一个初始位形圬 一般来说圬 如果在临界温度之下进行计算圬

通常取所有自旋沿同一方向为初始位形圬 而如果在临界温度之上进行计算圬 通常取随机

分布的自旋取向为初始位形圬 也可取所有自旋沿同一方向为初始位形圮 这是由于在临界

温度之下的平衡位形是有序的圬 若从一无序位形出发圬 系统在演变中将形成若干个有序

的区域圬 相邻区域的边界上将出现畴壁圮 当然圬 如果计算的目的是为了研究畴壁圬 则必须

从一自旋取向为随机分布的初始位形出发圻 第三件事是要确定适当的边界条件圬 因为计

算总是对有限大小的系统进行的圬 选择合适的边界条件对于得到好的结果是十分重要的圬

如果我们感兴趣的是系统的体性质圬 则应尽量消除边界的影响圬 此时一般取周期性边界

条件圬 即在每个方向上圬 取sL+1 ≡ s1圮 然而圬 周期性边界条件对于写并行计算的程序不太

方便圬 而并行计算是当前计算机发展的一个重要方向圬 因此圬 另一种称为螺旋周期边界条

件得到了较多的应用圬 以二维正方格子为例圬 这种边界条件是让每一行的最后一个自旋

与其下一行的第一个自旋相同圻 最后一个需要确定的问题是选取产生一系列状态的方式圬

一般来说圬 坍坡坲坫坯坶 链中的每一个状态与其前一个状态相差应较小圬 因为如果两个状态相

差过大圬 其能量差亦较大圬 从而转移概率太小圬 计算很容易陷入相空间中初态附近一个很

小的子空间内圬 通常有两种作法圬 一种是一次翻转一个自旋圬 这是一种不保持总自旋守恒

的计算圬 另一种是每次交换一对相邻自旋圬 这种计算将保持总自旋守恒圮

有了这些讨论圬 我们给出一个算法如下场

重复如下步骤多次场

圱圮 选择一个格点i圬 其自旋将考虑作翻转si → −si圮

圲圮 计算与此翻转相联系的能量变化δH圮

圳圮 用式在圶圮圴圮圱圵圩计算这一翻转的转移概率w圮

圴圮 产生一在坛地圬圱坝 之间均匀分布的随机数z圮

圵圮 如果z < w圬 则翻转该自旋圬 否则圬 保持不变圮 不论何种情况圬 其结果都作为一新的状

态圮
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圶圮 分析该状态圬 为计算平均值收集数据圮

计算平均值圬 输出结果圮

在具体给出这一算法的实现之前圬 我们先作一些讨论圬 关于每一步要翻转的格点i的

选择圬 一般来说可有很多种不同的方法圬 最常用的有两种圬 一种是顺序取每一个格点圬 另

一种是随机的选取圮 在随机选取时圬 应使每个格点平均说来被访问的次数相同圬 通常每个

格点被访问一次称为一个坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯 步在坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯 坓坴坥坰 坯坲 坍坃坓圩圬 一次有价值的计

算通常需要做几千或几万个坍坃坓圮 有时圬 为了得到高精度的结果圬 甚至要作百万坍坃坓以

上的计算圮

由于每一个状态与其前导状态最多相差一个自旋翻转圬 因而其物理性质具有很强的

关联圮 这样圬 上述过程的第圶步不必对每次自旋都进行圬 而是每间隔一个或数个坍坃坓在视问

题的关联时间的大小圩进行一次圮 另外圬 如在前面已经指出过的圬 前面若干个坍坃坓应舍弃圮

计算能量差是最费时的工作圬 对于坉坳坩坮坧 模型圬 由于能量差只能取很少几个数值圬 我们

可以予先算好存起来以节省计算量圮 这一技巧不仅适用于坉坳坩坮坧 模型圬 也适用于其它分立

变量的模型如坐坯坴坴坳 模型等圮

下面我们以三维简单立方格子为例来给出算法的实现圮 取一个L× L× L的简单立方
格子圬 每个格点放一个自旋圬 可取值±圱圮 对于一个给定的自旋圬 共有圶个最近邻格点圬 因

此圬 对其最近邻的求和只取圷个可能的值圬 也就是说

si
∑
<ij>

圽 {−圶,−圴,−圲, 地, 圲, 圴, 圶} 在圶圮圵圮圱圷圩

对应于si的圶个近邻格点中全与si反向圬 圵个反向圬 圮 圮 圮 圬 圱个反向圬 全不反向圮 将在圶圮圵圮圱圷圩中的

数加圷圬 可得到{圱, 圳, 圵, 圷, 圹, 圱圱, 圱圳}圬 这样圬 前面圷 个数就代表了一格点周围的近邻自旋相

对于该格点取向的全部信息圮 如果我们再规定数的正负号与自旋的向上和向下相对应圬

则{±圱,±圳,±圵,±圷,±圹,±圱圱,±圱圳} 可代表无外场时一个格点的自旋及其与其近邻自旋相
对取向的全部信息圮 为了计及自旋与外场的相对关系圬 我们利用前面数之间的空档圬 例

如圬 可令上面的数代表与外场平行的情形圬 则可取每一数的绝对值大一的数代表相同位

形但自旋与外场反平行的情形圮 对于所有{±圱,±圲, · · · ± 圱圴}共圲圸个数圬 实际使用的只有一

半圬 因为若外场沿自旋向下圬 则负奇数代表自旋向下圬 正偶数代表自旋向上圮

6.6 经经经典典典统统统计计计物物物理理理复复复习习习

坓坴坡坴坩坳坴坩坣坡坬 坭坥坣坨坡坮坩坣坳 坩坳 坴坨坥 坳坴坵坤坩坥坳 坯坦 坭坡坮坹 坰坡坲坴坩坣坬坥 坳坹坳坴坥坭坳 坵坮坤坥坲 坥坸坴坥坲坮坡坬 坣坯坮坤坩坴坩坯坮坳圬

坴坨坥 坮坵坭坢坥坲 坯坦 坰坡坲坴坩坣坬坥坳 坩坳 坴坹坰坩坣坡坬坬坹 圱地23圮坔坨坥 坢坡坳坩坳 坯坦 坳坴坡坴坩坳坴坩坣坡坬 坭坥坣坨坡坮坩坣坳 坩坳 坴坨坥 坥坮坳坥坭坢坬坥

坴坨坥坯坲坹圬 坴坨坥坲坥 坡坲坥 坴坨坲坥坥 坶坥坲坹 坩坭坰坯坲坴坡坮坴 坥坮坳坥坭坢坬坥坳圬 坴坨坥 坭坩坣坲坯圭坣坡坮坯坮坩坣坡坬圬 坣坡坮坯坮坩坣坡坬 坡坮坤

坧坲坡坮坤 坣坡坮坯坮坩坣坡坬圬 坣坯坲坲坥坳坰坯坮坤 坴坯 圌坸坥坤 坴坯坴坡坬 坥坮坥坲坧坹圬 坴坥坭坰坥坲坡坴坵坲坥 坡坮坤 坣坨坥坭坩坣坡坬 坰坯坴坥坮坴坩坡坬
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坲坥坳坰坥坣坴坩坶坥坬坹圬 坦坯坲 坥坡坣坨 坥坮坳坥坭坢坬坥 坴坨坥坲坥 坥坸坩坳坴 坡 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 坦坵坮坣坴坩坯坮 P 在X圩 坦坲坯坭 坩坴 坴坨坥 坡坶坥坲坡坧坥

坯坦 坰坨坹坳坩坣坡坬 坱坵坡坮坴坩坴坩坥坳 坡坲坥 坣坡坬坣坵坬坡坴坥坤 坢坹

〈A〉 圽
∑

X A 在X圩P 在X圩∑
X P 在X圩

.

块坨坥坲坥 X 坲坥坰坲坥坳坥坮坴坳 坰坯坩坮坴坳 坩坮 坴坨坥 坰坨坡坳坥 坳坰坡坣坥 坡坮坤

∑
X

圽

(
圱

h

)3N ∫
V

d3r1d
3r2 · · · d3rN

∫
d3p1d

3p2 · · · d3pN

坩坳 坴坨坥 坳坵坭坭坡坴坩坯坮 坯坶坥坲 坴坨坥 坰坨坡坳坥 坳坰坡坣坥圮

6.6.1 The micro canonical ensemble(NVE)

坉坮 坴坨坩坳 坥坮坳坥坭坢坬坥 坴坨坥 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 坩坳 坧坩坶坥坮 坢坹

P 在X圩 圽 δ 在H 在X圩− E圩 .

坔坨坥 坴坯坴坡坬 坮坵坭坢坥坲 坯坦 坳坴坡坴坥坳 坷坩坴坨 坥坮坥坲坧坹 E 坩坳

圊 在N, V,E圩 圽
圱

N 圡

∑
X

δ 在H 在X圩− E圩 .

坔坨坥 坥坮坴坲坯坰坹 坩坳 坤坥圌坮坥坤 坡坳

S 在N, V,E圩 圽 kB 坬坮圊 在N, V,E圩 .

坔坨坥坲坭坯坤坹坮坡坭坩坣 坱坵坡坮坴坩坴坩坥坳 坡坲坥 坯坢坴坡坩坮坥坤 坢坹

圱

T
圽

(
∂S

∂E

)
N,V

µ 圽 −T
(
∂S

∂N

)
V,E

P 圽 T

(
∂S

∂V

)
N,E

.

6.6.2 The canonical ensemble(NVT)

坉坮 坴坨坩坳 坥坮坳坥坭坢坬坥 坴坨坥 坥坮坥坲坧坹 坩坳 坡坬坬坯坷坥坤 坴坯 坶坡坲坹 坢坵坴 坴坨坥 坳坹坳坴坥坭 坩坳 坩坮 坣坯坮坴坡坣坴 坷坩坴坨 坡 坨坥坡坴

坢坡坴坨 坡坴 坴坥坭坰坥坲坡坴坵坲坥 T 圮 坔坨坥 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 坦坵坮坣坴坩坯坮 坩坳

P 在X圩 圽 坥坸坰

[
−H 在X圩

kBT

]
.

坔坨坥 坣坡坮坯坮坩坣坡坬 坰坡坲坴坩坴坩坯坮 坦坵坮坣坴坩坯坮 坩坳

Z 在N, V, T 圩 圽
圱

N 圡

∑
X

坥坸坰

[
−H 在X圩

kBT

]
圽

∑
E

e−βE圊 在N, V,E圩 .
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块坨坥坲坥 β 圽 圱/kBT 圬 坔坨坥 坦坲坥坥 坥坮坥坲坧坹

F 在N, V, T 圩 圽 −kBT 坬坮Z 在N, V, T 圩 ,

坡坮坤

µ 圽

(
∂F

∂N

)
V,T

P 圽 −
(
∂F

∂V

)
N,T

S 圽 −
(
∂F

∂T

)
N,V

.

6.6.3 The NPT ensemble(NPT)

坈坥坲坥 坴坨坥 坰坲坥坳坳坵坲坥 坩坳 圌坸坥坤 坷坨坩坬坥 坶坯坬坵坭坥 坩坳 坡坬坬坯坷坥坤 坴坯 坶坡坲坹

P 在V,X圩 圽 坥坸坰 坛−β 在PV 圫H 在X圩圩坝 .

坔坨坥 坰坡坲坴坩坴坩坯坮 坦坵坮坣坴坩坯坮

Q 在N,P, T 圩 圽

∫
dV

圱

N 圡

∑
X

坥坸坰 坛−β 在PV 圫H 在X圩圩坝

圽

∫
dV 坥坸坰 坛−βPV 坝Z 在N, V, T 圩 .

均坩坢坢坳 坦坲坥坥 坥坮坥坲坧坹

G 在N,P, T 圩 圽 −kBT 坬坮Q 在N,P, T 圩 ,

坷坩坴坨

µ 圽

(
∂G

∂N

)
p,T

V 圽

(
∂G

∂P

)
N,T

S 圽 −
(
∂F

∂T

)
N,P

.

6.6.4 The grand canonical ensemble(

µ坖坔圩

坔坨坥 坰坡坲坴坩坣坬坥 坮坵坭坢坥坲 坩坳 坮坯坴 圌坸坥坤 坷坨坩坬坥 坴坨坥 坣坨坥坭坩坣坡坬 坰坯坴坥坮坴坩坡坬 坩坳 圌坸坥坤圬

P 在N,X圩 圽 坥坸坰 坛−β 在H 在X圩− µN圩坝 ,

坴坨坥 坧坲坡坮坤 坰坡坲坴坩坴坩坯坮 坦坵坮坣坴坩坯坮

ZG 在µ, V, T 圩 圽
∑
N

圱

N 圡

∑
X

坥坸坰 坛−β 在H 在X圩− µN圩坝

圽
∑
N

坥坸坰 坛βµN 坝Z 在N, V, T 圩 ,

坴坨坥 坧坲坡坮坤 坣坡坮坯坮坩坣坡坬 坰坯坴坥坮坴坩坡坬

圊G 在µ, V, T 圩 圽 −kBT 坬坮ZG 在µ, V, T 圩 ,

坷坩坴坨

N 圽 −
(
∂圊G

∂µ

)
V,T

P 圽 −
(
∂圊G

∂P

)
V,T

S 圽 −
(
∂圊G

∂T

)
µ,V

.
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6.6.5 Thermodynamical relations

坔坨坥坲坥 坡坲坥 坲坥坬坡坴坩坯坮坳 坢坥坴坷坥坥坮 坴坨坥坲坭坯坤坹坮坡坭坩坣 坰坯坴坥坮坴坩坡坬坳

F 圽 E − TS,

G 圽 F 圫 PV 圽 Nµ,

圊G 圽 F − µN 圽 −PV.

坔坨坥坲坥 坡坲坥 坴坷坯 坫坩坮坤坳 坯坦 坰坨坹坳坩坣坡坬 坱坵坡坮坴坩坴坩坥坳圬 坯坮坥 坩坳 坴坨坥 坭坥坣坨坡坮坩坣坡坬 坱坵坡坮坴坩坴坩坥坳圬 坷坨坩坣坨 坣坡坮

坢坥 坯坢坴坡坩坮坥坤 坢坹 坡坶坥坲坡坧坥 坷坩坴坨 坲坥坳坰坥坣坴 坴坯 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮坳圬 坴坨坥 坴坹坰坩坣坡坬 坯坮坥 坩坳 H 在X圩 场

E 圽 〈H 在X圩〉 .
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E 在T, V 圩

T 2
dT.

6.6.6 Correlation functions

坁 坶坥坲坹 坩坭坰坯坲坴坡坮坴 坱坵坡坮坴坩坴坹 坩坮 坳坴坡坴坩坳坴坩坣坡坬 坭坥坣坨坡坮坩坣坳 坩坳 坴坨坥 坰坡坩坲 坣坯坲坲坥坬坡坴坩坯坮 坦坵坮坣坴坩坯坮 g 在r, r′圩圬

坤坥圌坮坥坤 坡坳
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∫
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坏坮 坴坨坥 坯坴坨坥坲 坨坡坮坤圬 坩坴 坣坡坮 坢坥 坰坲坯坶坥坤 坴坨坡坴

〈
N2
〉
− 〈N〉2 圽 〈N〉

(
圱 圫 n

∫
d3r 在g 在r圩− 圱圩

)
.

块坥 坨坡坶坥 坴坨坥 圌坮坡坬 坲坥坳坵坬坴坳圮

6.6.7 Time correlation function and transport coefficients
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坮坯坮圭坥坱坵坩坬坩坢坲坩坵坭 坥坮坳坥坭坢坬坥 坡坶坥坲坡坧坥 坭坡坹 坢坥 坣坡坬坣坵坬坡坴坥坤圮 坂坹 坲坥坴坡坩坮坩坮坧 坴坨坥 坬坩坮坥坡坲 坴坥坲坭坳 坩坮 坴坨坥

坰坥坲坴坵坲坢坡坴坩坯坮 坡坮坤 坣坯坭坰坡坲坩坮坧 坴坨坥 坥坱坵坡坴坩坯坮 坦坯坲 坴坨坥 坲坥坳坰坯坮坳坥 坷坩坴坨 坡 坭坡坣坲坯坳坣坯坰坩坣 坴坲坡坮坳坰坯坲坴

坥坱坵坡坴坩坯坮圬 坷坥 坭坡坹 坩坤坥坮坴坩坦坹 坴坨坥 坴坲坡坮坳坰坯坲坴 坣坯坥圎坣坩坥坮坴坳圮 坔坨坩坳 坩坳 坵坳坵坡坬坬坹 坴坨坥 坩坮圌坮坩坴坥 坴坩坭坥

坩坮坴坥坧坲坡坬 坯坦 坡坮 坥坱坵坩坬坩坢坲坩坵坭 坴坩坭坥 坣坯坲坲坥坬坡坴坩坯坮 坦坵坮坣坴坩坯坮 坯坦 坴坨坥 坦坯坲坭
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∫ ∞
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∫ ∞
0

dt 〈Pαβ 在t圩Pαβ 在地圩〉

坯坲
V

kBT
〈Qαβ 在t圩Qαβ 在地圩〉 圽 圲ηt.
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圫 riαfiβ

)
Qαβ 圽
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∑
i

riαpiβ.
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6.7 液液液体体体模模模型型型的的的Monte Carlo模模模拟拟拟

相对于气体和固体，液体是最复杂的一相。描写液体的最简单的模型是硬球模型，这

个模型把每个分子看成直径为σ的硬球，并假定除此之外没有其它相互作用。即便是这

样一个简单的模型，也没有找到它的精确解。尽管如此，通过数十年来大量的研究，

我们对这个模型已经有了非常多的了解。硬球系统的相互作用势只有地或∞两个可能
值，因此，模拟计算非常简单。另一个稍微实际一点的模型是坌坥坮坮坡坲坤圭坊坯坮坥坳模型，这

个模型假定分子是球形的，其二体相互作用为：

VLJ 在r圩 圽 ε

[(σ
r

)12

−
(σ
r

)6
]

这一模型由两部分构成，一部分是吸引相互作用，与距离的圶次方成反比，来自于中性

原子的涨落偶极矩的相互作用，是一个纯量子力学效应，可以通过二阶微扰得到；另

一部分是与距离的圱圲次方成反比的排斥相互作用，这一部分主要来自于泡利不相容原

理，但并没有很好的量子力学计算，基本上是唯像引入。

这一节主要介绍这两个模型的模拟。
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6.7.1 Monte Carlo Simulation of The Lenard -Jones Model
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坯坦 坧坥坮坥坲坡坴坥 坭坡坮坹 坣坬坵坳坴坥坲坳 坥坡坣坨 坴坩坭坥圬 块坯坬坬坦 坰坲坯坰坯坳坥坤 坴坨坡坴 坯坮坥 坰坩坣坫坳 坡 坳坩坴坥 坡坴 坲坡坮坤坯坭圬 坡坮坤

坴坨坥坮 坧坥坮坥坲坡坴坥 坯坮坥 坳坩坮坧坬坥 坣坬坵坳坴坥坲 坢坹 坧坲坯坷坩坮坧 坡 坣坬坵坳坴坥坲 坦坲坯坭 坴坨坥 坳坥坥坤圮 坔坨坥 坮坥坩坧坨坢坯坲坳 坯坦 坴坨坥

坳坥坥坤 坷坩坬坬 坢坥坬坯坮坧 坴坯 坴坨坥 坣坬坵坳坴坥坲 坩坦 坴坨坥 坳坰坩坮坳 坡坲坥 坰坡坲坡坬坬坥坬 坴坯 坴坨坥 坳坥坥坤 坡坮坤 坡 坲坡坮坤坯坭 坮坵坭坢坥坲

坩坳 坬坥坳坳 坴坨坡坮 p 圽 圱 − 坥坸坰 在−圲βJ圩圮 坎坥坩坧坨坢坯坲坳 坯坦 坥坡坣坨 坮坥坷 坳坩坴坥 坡坲坥 坴坥坳坴坥坤 坦坯坲 坭坥坭坢坥坲坳坨坩坰圮

坔坨坥 坲坥坣坵坲坳坩坶坥 坰坲坯坣坥坳坳 坷坩坬坬 坥坶坥坮坴坵坡坬坬坹 坴坥坲坭坩坮坡坴坥圮 坔坨坥 坳坰坩坮坳 坩坮 坴坨坥 坣坬坵坳坴坥坲 坡坲坥 坴坵坲坮坥坤 坯坶坥坲

坷坩坴坨 坰坲坯坢坡坢坩坬坩坴坹 圱圮

块坯坬坬坦 坡坬坧坯坲坩坴坨坭 坩坳 坭坯坲坥 坥圎坣坩坥坮坴 坴坨坡坮 坴坨坥 坭坵坬坴坩圭坣坬坵坳坴坥坲 坓坷坥坮坤坳坥坮圭块坡坮坧 坡坬坧坯坲坩坴坨坭 坡坮坤

坥坡坳坩坥坲 坴坯 坩坭坰坬坥坭坥坮坴圮

坔坨坥坲坥 坡坲坥 坭坡坮坹 坷坡坹坳 坴坯 坥坸坴坥坮坤 坴坨坥 坣坬坵坳坴坥坲 坭坥坴坨坯坤 坢坯坴坨 坴坯 坉坳坩坮坧 坬坩坫坥 坭坯坤坥坬坳 坡坮坤

坣坯坮坴坩坮坵坯坵坳 坭坯坤坥坬坳圬 坩坴 坳坥坥坭坳 坦坯坲 坉坳坩坮坧 坬坩坫坥 坭坯坤坥坬坳 块坯坬坬坦 坡坬坧坯坲坩坴坨坭 坩坳 坳坴坩坬坬 坴坨坥 坢坥坳坴 坣坨坯坩坣坥圮

6.7.2 自自自由由由能能能计计计算算算

坔坨坥 坣坡坬坣坵坬坡坴坩坯坮 坯坦 坦坲坥坥 坥坮坥坲坧坹圬 坥坮坴坲坯坰坹 坯坲 坣坨坥坭坩坣坡坬 坰坯坴坥坮坴坩坡坬 坩坳 坭坵坣坨 坭坯坲坥 坤坩圎坣坵坬坴 坴坨坡坮

坴坨坥 坣坡坬坣坵坬坡坴坩坯坮 坯坦 坴坨坥 坡坶坥坲坡坧坥坳 坯坦 坭坥坣坨坡坮坩坣坡坬 坱坵坡坮坴坩坴坩坥坳 坩坮 坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯 坭坥坴坨坯坤坳圮 块坥 坧坩坶坥

坨坥坲坥 坡 坶坥坲坹 坢坲坩坥坦 坤坩坳坣坵坳坳坩坯坮 坯坦 坴坨坥 坣坡坬坣坵坬坡坴坩坯坮 坯坦 坦坲坥坥 坥坮坥坲坧坹 坢坹 坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯 坳坩坭坵坬坡坴坩坯坮坳圮

坔坨坥 坭坯坳坴 坣坯坭坭坯坮 坷坡坹 坩坳 坴坨坥 坴坨坥坲坭坯坤坹坮坡坭坩坣坡坬 坩坮坴坥坧坲坡坴坩坯坮 坭坥坴坨坯坤圬 坷坨坩坣坨 坷坡坳 坤坩坳圭

坣坵坳坳坥坤 坩坮 坴坨坥 坣坯坮坴坥坸坴 坯坦 坭坯坬坥坣坵坬坡坲 坤坹坮坡坭坩坣坳 坳坩坭坵坬坡坴坩坯坮坳圮 块坥 坧坩坶坥 坨坥坲坥 坴坨坥 坂坥坮坮坥坴坴



圶圮圷圮 液体模型的坍坏坎坔坅 坃坁坒坌坏模拟 圱圶圱

坭坥坴坨坯坤圮 坉坮 坴坨坩坳 坭坥坴坨坯坤 坯坮坥 坣坡坬坣坵坬坡坴坥坳 坴坨坥 坤坩國坥坲坥坮坣坥 坯坦 坴坷坯 坳坹坳坴坥坭坳 坤坥坳坣坲坩坢坥坤 坢坹 坰坯坴坥坮圭

坴坩坡坬坳 U0 坡坮坤 U1 坲坥坳坰坥坣坴坩坶坥坬坹圮 坔坨坥 坦坲坥坥 坥坮坥坲坧坹 坩坳

β圁F 圽 βF1 − βF0 圽 − 坬坮
Z1

Z0

. 在圶圮圷圮圲圷圩

块坨坥坲坥

Z1 圽

∫
坥坸坰 在−βU1 在x圩圩 dx,

Z0 圽

∫
坥坸坰 在−βU0 在x圩圩 dx. 在圶圮圷圮圲圸圩

坡坲坥 坰坡坲坴坩坴坩坯坮 坦坵坮坣坴坩坯坮坳 坦坯坲 坰坯坴坥坮坴坩坡坬 U1 坡坮坤 U0圮 坔坨坥 坲坡坴坩坯 坭坡坹 坢坥 坴坲坡坮坳坦坯坲坭坥坤 坡坳

Z1

Z0

圽
Z1

Z0

∫
W 在x圩 坥坸坰 {−β 坛U0 在x圩 圫 U1 在x圩坝} dx∫
W 在x圩 坥坸坰 {−β 坛U0 在x圩 圫 U1 在x圩坝} dx

圽
〈W 坥坸坰 坛−βU1坝〉0
〈W 坥坸坰 坛−βU0坝〉1

. 在圶圮圷圮圲圹圩

块坨坥坲坥 坴坨坥 坳坵坢坳坣坲坩坰坴 地 坡坮坤 圱 坭坥坡坮坳 坡坶坥坲坡坧坥 坷坩坴坨 坲坥坳坰坥坣坴 坴坯 坣坡坮坯坮坩坣坡坬 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮坳 坯坦

坰坯坴坥坮坴坩坡坬 U0 坡坮坤 U1圮 坔坨坥 W 坩坳 坡坮 坡坲坢坩坴坲坡坲坹 坦坵坮坣坴坩坯坮圮 坎坯坷 坷坥 坣坨坯坯坳坥

W 圽 坣坯坮坳坴圮

(
Z1

n1

坥坸坰 坛−βU0坝 圫
Z0

n0

坥坸坰 坛−βU1坝

)
, 在圶圮圷圮圳地圩

坷坨坥坲坥 n0 坡坮坤 n1 坡坲坥 坴坷坯 坡坲坢坩坴坲坡坲坹 坣坯坮坳坴坡坮坴圬 坷坥 坨坡坶坥

Z1

Z0

圽
Z1n0

Z0n1

〈(
圱 圫 Z1n0

Z0n1
坥坸坰 坛β 在U1 − U0圩坝

)−1
〉

0〈(
圱 圫 Z0n1

Z1n0
坥坸坰 坛β 在U0 − U1圩坝

)−1
〉

1

. 在圶圮圷圮圳圱圩

坉坦 坷坥 坳坥坴
Z1n0

Z0n1

圽 eC 在圶圮圷圮圳圲圩

坴坨坥坮 坷坥 坧坥坴
Z1

Z0

圽 eC
〈f 在βU1 − βU0 圫 C圩〉0
〈f 在βU0 − βU1 − C圩〉1

. 在圶圮圷圮圳圳圩

坷坨坥坲坥 f 在x圩 圽 在圱 圫 ex圩−1 坩坳 坴坨坥 坆坥坲坭坩 坦坵坮坣坴坩坯坮在坴坨坥坲坥 坩坳 坮坯坴坨坩坮坧 坴坯 坤坯 坷坩坴坨 坆坥坲坭坩 坤坩坳坴坲坩圭

坢坵坴坩坯坮圡圩圮 坓坯 坴坨坡坴 坴坨坥 坦坲坥坥 坥坮坥坲坧坹 坤坩國坥坲坥坮坣坥 坩坳

圁F 圽 − 坬坮
Z1

Z0

圽 坬坮
〈f 在βU1 − βU0 圫 C圩〉0
〈f 在βU0 − βU1 − C圩〉1

− C. 在圶圮圷圮圳圴圩
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6.7.3 王王王-Landau 方方方法法法及及及其其其它它它

与自由能计算相关的的是态密度的计算，在统计物理中，态密度定义为单位能量间隔

内的微观状态数，通常记为圊在E圩圮 如果已知一个系统的态密度，那么，配分函数可以

写成

Q在β圩 圽

∫
圊在E圩e−βE dE

对Q求对数并乘以−kT就得到了自由能。
圱圹圸圷年，坆坥坲坲坥坮坢坥坲坧和坓坷坥坮坤坳坥坮（坐坨坹坳坩坣坡坬 坒坥坶坩坥坷 坌坥坴坴坥坲坳圬 圶圱圬圲圶圳圵圬圱圹圸圸）提出了一

个直方图算法，实际上用到了态密度。利用这一方法，可以通过很少几个点的模拟而

得到整个温区的结果。其基本思路非常简单：注意到给定温度下系统按照能量的分布

是

P 在β,E圩 圽
圊在E圩e−βE

Q在β圩

对于一个确定的温度，由坍坥坴坲坯坰坯坬坩坳算法，可以得到这个分布的直方图。直方

图H在β,E圩与P 在β,E圩成正比，或

H在β,E圩 ∝ 圊在E圩e−βE

于是

圊在E圩 ∝ H在β,E圩eβE

对于另一个温度β′圬 其分布可由上述圊在E圩得到

P 在β′, E圩 圽
圊在E圩e−β

′E

Q在β′圩
圽

H在β,E圩e(β−β′)E∫
dE H在β,E圩e(β−β′)E

这样，在一个温度下的模拟结果，原则上可以用来计算所有温度的平均值。而上式的

分母，则可以用来估算配分函数从而估算自由能（相差一个任意常数）。

这一方法取得了巨大成功，大致可以把坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯的计算时间减少一个量级，同时

也提供了计算自由能的思路和方法。

另一个直接针对态密度的计算的方法是由坂坥坲坧在圱圹圹圲年提出来的多正则系综方法。

这是一个迭代算法，基于如下观察。设系统的态密度为圊在E圩圬 现在，如果我们已经知道

了态密度，并利用 1
Ω(E)
取样做模拟计算，那么我们将得到一个平的分布，也就是说模拟

结果对能量做直方图H在E圩圬 将得到一个常数。

坂坥坲坧算法的思路是，先假设一个态密度圊在E圩圬 然后由此态密度的导数取样，得到直

方图H在E圩圬 然后，把态密度变为圊在E圩/H在E圩圬 开始一轮新的迭代，知道直方图变平（在

给定的精度下），最后得到的圊在E圩就是所求的态密度。

这一方法思路很清楚，但实现起来非常困难。首先，方法本身的稳定性不好，对于

一个比较任意的初始态密度，很难得到收敛的结果。其次，需要认真处理能量的上界

和下界处的问题，在这些地方，态密度很小，容易出问题。



圶圮圸圮 分子动力学方法 圱圶圳

圲地地圵年由王福高和坌坡坮坤坡坵提出的算法，克服了坂坥坲坧算法的缺点，这一算法的基本思

路与坂坥坲坧的思路相同，但采取了一个不满足细致平衡条件的做法。在模拟的每一步都

修正态密度。其基本步骤是：圱圬给定一个初始态密度圊在E圩，从一个初始位形（对应于

一个确定能量）出发；圲，按照 1
Ω(E)

取样，前进一步，到达新的位形和对应能量；圳，

立刻把这个新的能量对应的态密度乘以一个放大因子，继续计算。在计算中同时统计

直方图，当直方图基本变平时，缩小放大因子，并把所得态密度作为新的初始态密

度，开始计算。当放大因子缩的足够小，且直方图在精度要求下变平时，得到最终的

态密度计算结果。

这个方法的稳定性非常好，几乎对于所有模型，任何初始态密度都能得到收敛的

结果。这个算法的发现，被看成是坍坯坮坴坥 坃坡坲坬坯历史上具有里程碑意义的事件。但是，

这个算法也有比较严重的问题，虽然能够保证收敛且计算非常稳定，但收敛的精度似

乎有一个极限，到达此极限后，似乎无法通过加大计算量来提高精度。另外，一个显

而易见的问题是，即便以精确态密度作为初始态密度，一旦开始计算，也开始引进误

差，最终得到的是有一定误差的态密度。

6.8 分分分子子子动动动力力力学学学方方方法法法

6.8.1 General procedure of MD (NVE ensemble)

坎坯坷 坉 坤坥坳坣坲坩坢坥 坴坨坥 坧坥坮坥坲坡坬 坰坲坯坣坥坤坵坲坥 坯坦 坴坨坥 坍坄 坩坮 坴坨坥 坣坯坮坴坥坸坴 坯坦 坴坨坥 坎坖坅 坥坮坳坥坭坢坬坥圮 坁

坭坯坬坥坣坵坬坡坲 坤坹坮坡坭坩坣坳 坳坩坭坵坬坡坴坩坯坮 坩坮坣坬坵坤坥坳 坴坨坥 坦坯坬坬坯坷坩坮坧 坢坡坳坩坣 坳坴坥坰坳场

圱圮 坉坮坩坴坩坡坬坩坺坥圻

圲圮 坓坴坡坲坴 坳坩坭坵坬坡坴坩坯坮 坡坮坤 坬坥坴 坴坨坥 坳坹坳坴坥坭 坲坥坡坣坨 坥坱坵坩坬坩坢坲坩坵坭圻

圳圮 坃坯坮坴坩坮坵坥 坳坩坭坵坬坡坴坩坯坮 坡坮坤 坳坴坯坲坥 坲坥坳坵坬坴坳圮

坎坯坷 坷坥 坤坩坳坣坵坳坳 坴坨坥坳坥 坳坴坥坰坳 坩坮 坤坥坴坡坩坬圮

坉坮坩坴坩坡坬坩坺坥场 坔坨坥 坮坵坭坢坥坲 坯坦 坰坡坲坴坩坣坬坥坳 坡坮坤 坩坮坴坥坲坡坣坴坩坯坮坳 坢坥坴坷坥坥坮 坰坡坲坴坩坣坬坥坳 坡坲坥 坳坰坥坣坩圌坥坤圻

坔坨坥 坳坩坭坵坬坡坴坩坯坮 坢坯坸 坩坳 坳坥坴坵坰圬 坴坨坥 坴坯坴坡坬 坥坮坥坲坧坹 坯坦 坴坨坥 坳坹坳坴坥坭 坩坳 坳坰坥坣坩圌坥坤圬 坵坳坵坡坬坬坹 坴坥坭坰坥坲坡圭

坴坵坲坥 坩坳 坭坯坲坥 坩坭坰坯坲坴坡坮坴 坴坨坡坮 坥坮坥坲坧坹 坳坯 坩坴 坣坡坮 坢坥 坡坮 坩坮坰坵坴 坰坡坲坡坭坥坴坥坲圬 坷坥 坷坩坬坬 坳坥坥 坨坯坷 坣坡坮

坷坥 坴坵坮坥 坴坨坥 坳坹坳坴坥坭 坴坯 坡 坤坥坳坩坲坥坤 坴坥坭坰坥坲坡坴坵坲坥圮

块坥 坡坳坳坩坧坮 坴坯 坥坡坣坨 坰坡坲坴坩坣坬坥 坩坴坳 坰坯坳坩坴坩坯坮 坡坮坤 坭坯坭坥坮坴坵坭圮 坉坮 坭坡坮坹 坣坡坳坥坳 坷坥 坡坳坳坩坧坮

坰坡坲坴坩坣坬坥坳 坩坮 坡 坆坃坃 坬坡坴坴坩坣坥圬 坷坨坩坣坨 坩坳 坡 坣坬坯坳坥坤 坰坡坣坫坩坮坧 坳坴坲坵坣坴坵坲坥 坡坮坤 坵坳坵坡坬坬坹 坴坨坥 坧坲坯坵坮坤

坳坴坡坴坥 坯坦 坭坡坮坹 坳坹坳坴坥坭坳圮 坉坦 坷坥 坵坳坥 坣坵坢坩坣 坵坮坩坴 坣坥坬坬 坡坮坤 坣坵坢坥 坢坯坸 坴坨坥坮 坴坨坥 坮坵坭坢坥坲 坯坦

坰坡坲坴坩坣坬坥坳 坰坥坲 坵坮坩坴 坣坥坬坬 坩坳 圴圬 坡坮坤 坴坨坥 坴坯坴坡坬 坮坵坭坢坥坲 坯坦 坰坡坲坴坩坣坬坥坳 坡坲坥 圴M3圬 M 圽 圱, 圲, 圳, · · · .
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坔坨坡坴 坩坳 坷坥 坭坡坹 坳坩坭坵坬坡坴坩坯坮 坳坹坳坴坥坭坳 坷坩坴坨 坴坯坴坡坬 坮坵坭坢坥坲 坯坦 坰坡坲坴坩坣坬坥坳 N 圽 圱地圸, 圲圵圶, 圵地地, 圸圶圴,

· · · . 坔坨坥 坶坥坬坯坣坩坴坩坥坳 坯坦 坰坡坲坴坩坣坬坥坳 坡坲坥 坤坲坡坷 坦坲坯坭 坡 坍坡坸坷坥坬坬 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 坷坩坴坨 坴坨坥 坳坰坥坣坩圌坥坤

坴坥坭坰坥坲坡坴坵坲坥圮 坔坨坩坳 坩坳 坡坣坣坯坭坰坬坩坳坨坥坤 坢坹 坤坲坡坷坩坮坧 坴坨坥 坴坨坲坥坥 坣坯坭坰坯坮坥坮坴坳 坯坦 坴坨坥 坶坥坬坯坣坩坴坹 坦坲坯坭

坴坨坥 均坡坵坳坳坩坡坮 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮圬 坦坯坲 坥坸坡坭坰坬坥圬 坴坨坥 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 坯坦 坴坨坥 x圭坣坯坭坰坯坮坥坮坴 坩坳

坥坸坰

[
− mv2

x

圲kBT

]
.

坄坲坡坷 坮坵坭坢坥坲坳 坦坲坯坭 坡 均坡坵坳坳坩坡坮 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 坭坡坹 坢坥 坤坯坮坥 坩坮 坴坨坩坳 坷坡坹圬 坣坯坮坳坩坤坥坲 坴坨坥 坤坩坳坴坲坩圭

坢坵坴坩坯坮

P 在vx, vy圩 ∝ 坥坸坰

[
− mv2

x

圲kBT

]
坥坸坰

[
−
mv2

y

圲kBT

]
圽 坥坸坰

[
−
m
(
v2
x 圫 v2

y

)
圲kBT

]
.

坔坨坥坮

P 在vx, vy圩dvxdvy 圽 P 在v圩vdvdφ,

坷坨坥坲坥 v2 圽 v2
x 圫 v2

y 坡坮坤

P 在v圩 ∝ 坥坸坰

[
− mv2

圲kBT

]
.

坓坯 坴坨坥 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 坯坦 vx 坡坮坤 vy 坭坡坹 坢坥 坯坢坴坡坩坮坥坤 坦坲坯坭 v 坡坮坤 φ圬 坷坨坩坣坨 坨坡坳 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮

v 坥坸坰
[
− mv2

2kBT

]
坡坮坤 坵坮坩坦坯坲坭 坩坮 坴坨坥 坩坮坴坥坲坶坡坬 坛地, 圲π坝圮 坓坩坮坣坥

∫
v 坥坸坰

[
− mv2

圲kBT

]
dv 圽 −圲kBT

m
坥坸坰

[
− mv2

圲kBT

]
圫 C.

坉坦 坷坥 坤坲坡坷 坲坡坮坤坯坭 坮坵坭坢坥坲坳 x 坵坮坩坦坯坲坭坬坹 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坥坤 坩坮 坴坨坥 坩坮坴坥坲坶坡坬 坛地, 圱坝 , 坴坨坥坮

v 圽

√
−圲kBT

m
坬坮 在x圩

坷坩坬坬 坨坡坳 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 v 坥坸坰
[
− mv2

2kBT

]
圬 坮坯坷 坩坦 坷坥 坤坲坡坷 坲坡坮坤坯坭 坮坵坭坢坥坲坳 φ 坵坮坩坦坯坲坭坬坹 坤坩坳圭

坴坲坩坢坵坴坥坤 坩坮 坴坨坥 坩坮坴坥坲坶坡坬 坛地, 圲π坝 .块坥 坣坡坮 坧坥坴 坴坷坯 坲坡坮坤坯坭 坮坵坭坢坥坲坳 vx 圽 v 坣坯坳φ, vy 圽 v 坳坩坮φ

坳坡坴坩坳坦坹 坴坨坥 均坡坵坳坳坩坡坮 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮圮

坁坮坯坴坨坥坲 坭坥坴坨坯坤 坯坦 坤坲坡坷 坲坡坮坤坯坭 坮坵坭坢坥坲坳 坩坮 坴坨坥 均坡坵坳坳坩坡坮 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 坩坳 坴坨坲坯坵坧坨 坴坨坥

坦坯坬坬坯坷坩坮坧 empirical 坭坥坴坨坯坤坳圮 坃坯坮坳坩坤坥坲 坴坨坥 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮

坥坸坰

[
−x

2

圲

]
.

坁坣坣坯坲坤坩坮坧 坴坯 坴坨坥 坣坥坮坴坥坲 坬坩坭坩坴 坴坨坥坯坲坥坭圬 坩坦 坷坥 坤坲坡坷 坵坮坩坦坯坲坭 坲坡坮坤坯坭 坮坵坭坢坥坲坳 ri 坩坮 坩坮坴坥坲坶坡坬

坛地, 圱坝圬 坡坮坤 坤坥圌坮坥 坡 坶坡坲坩坡坢坬坥

ξ 圽
1
n

∑n
i=1 ri −

1
2√

1
12n

,



圶圮圸圮 分子动力学方法 圱圶圵

坷坨坥坮 n → ∞ 坴坨坥 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 坯坦 ξ 坩坳 坴坨坥 均坡坵坳坳坩坡坮 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 坥坸坰
[
− ξ2

2

]
. 坁坮坤 坴坨坥

坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 坯坦 ξ′ 圽 ξσ 坩坳 坥坸坰
[
− ξ′2

2σ2

]
. 坉坦 坷坥 坴坡坫坥 n 圽 圱圲圬 坷坥 坧坥坴

ξ 圽
12∑
i=1

ri − 圶.

坔坨坡坴 坩坳 坷坥 坭坡坹 坧坥坮坥坲坡坴坥 坥坡坣坨 坲坡坮坤坯坭 坮坵坭坢坥坲 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坥坤 坡坣坣坯坲坤坩坮坧 坴坯 均坡坵坳坳坩坡坮 坦坲坯坭 圱圲

坲坡坮坤坯坭 坮坵坭坢坥坲坳 坩坮 坡坮 坵坮坩坦坯坲坭 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮圮

Homework:

1, Write programs for the two methods to generate Guassian random numbers.

2, Compare the two methods for efficiency and quality.

坁坦坴坥坲 坴坨坥 坧坥坮坥坲坡坴坩坯坮 坯坦 坴坨坥 坶坥坬坯坣坩坴坹 坯坦 坥坡坣坨 坰坡坲坴坩坣坬坥圬 坷坥 坭坡坹 坳坨坩坦坴 坴坨坥 坶坥坬坯坣坩坴坹 坳坯 坴坨坡坴

坴坨坥 坴坯坴坡坬 坭坯坭坥坮坴坵坭 坩坳 坺坥坲坯

坓坴坡坲坴 坳坩坭坵坬坡坴坩坯坮 坡坮坤 坬坥坴 坴坨坥 坳坹坳坴坥坭 坲坥坡坣坨 坥坱坵坩坬坩坢坲坩坵坭场 坔坨坥 坳坹坳坴坥坭 坷坥

坰坲坥坰坡坲坥坤 坩坮 坴坨坥 坷坡坹 坤坥坳坣坲坩坢坥坤 坡坢坯坶坥 坡坲坥 坮坯坴 坩坮 坴坨坥 坥坱坵坩坬坩坢坲坩坵坭 坳坴坡坴坥圬 坷坥 坮坯坷 坵坳坥 坡坮 坡坬坧坯圭

坲坩坴坨坭 坴坯 坩坮坴坥坧坲坡坴坥 坩坴圮 坔坨坥坲坥 坡坲坥 坭坡坮坹 坭坥坴坨坯坤坳 坵坳坥坤 坩坮 坭坯坬坥坣坵坬坡坲 坤坹坮坡坭坩坣坳 坳坩坭坵坬坡坴坩坯坮坳圬

坷坥 坵坳坥 坡 坶坥坲坹 坳坩坭坰坬坥 坯坮坥 坴坯 坤坥坳坣坲坩坢坥 坴坨坥 坣坯坮坣坥坰坴坳 坨坥坲坥 坡坮坤 坤坥坳坣坲坩坢坥 坴坨坥 坡坬坧坯坲坩坴坨坭坳 坩坮 坴坨坥

坬坥坣坴坵坲坥 坦坯坬坬坯坷坳圮

坔坨坥 坳坴坡坮坤坡坲坤 坖坥坲坬坥坴 坡坬坧坯坲坩坴坨坭 坩坳 坴坨坥 圌坲坳坴 坳坵坣坣坥坳坳坦坵坬 坭坥坴坨坯坤 坩坮 坨坩坳坴坯坲坹 坡坮坤 坳坴坩坬坬 坷坩坤坥

坵坳坥坤 坴坯坤坡坹 坩坮 坤坩國坥坲坥坮坴 坦坯坲坭坳圮 坉坴 坩坳

r 在t圫 h圩 圽 圲r 在t圩− r 在t− h圩 圫 h2F 在r 在t圩圩 /m.

块坨坥坲坥 r 在t圩 坩坳 坴坨坥 坰坯坳坩坴坩坯坮 坯坦 坰坡坲坴坩坣坬坥 坡坴 坴坩坭坥 t 圽 nh圮 坔坯 坳坴坡坲坴 坴坨坥 坩坮坴坥坧坲坡坴坩坯坮 坷坥 坮坥坥坤

r 在h圩圬 坧坩坶坥坮 坢坹

r 在h圩 圽 r 在地圩 圫 hv 在地圩 圫 h2F 在r 在地圩圩 /m.

坄坵坲坩坮坧 坴坨坥 坩坮坴坥坧坲坡坴坩坯坮圬 坴坨坥 坶坥坬坯坣坩坴坹 坣坡坮 坢坥 坣坡坬坣坵坬坡坴坥坤 坢坹

v 在t圩 圽
r 在t圫 h圩− r 在t− h圩

圲h
.

坖坡坲坩坡坴坩坯坮坳 坯坦 坴坨坩坳 坭坥坴坨坯坤 坡坲坥

v 在t圫 h/圲圩 圽 v 在t− h/圲圩 圫 hF 在r 在t圩圩

r 在t圫 h圩 圽 r 在t圩 圫 hv 在t圫 h/圲圩 .

坁坮坤

r 在t圫 h圩 圽 r 在t圩 圫 hv 在t圩 圫 h2F 在r 在t圩圩

v 在t圫 h圩 圽 v 在t圩 圫 h
F 在r 在t圫 h圩圩 圫 F 在r 在t圩圩

圲
.



圱圶圶 坃坈坁坐坔坅坒 圶圮 逾渗和统计物理问题

坂坯坴坨 坯坦 坴坨坥坳坥 坶坡坲坩坡坴坩坯坮坳 坡坲坥 坭坡坴坨坥坭坡坴坩坣坡坬坬坹 坥坱坵坩坶坡坬坥坮坴 坴坯 坴坨坥 坯坲坩坧坩坮坡坬 坯坮坥 坢坵坴 坭坯坲坥 坳坴坡坢坬坥

坵坮坤坥坲 圌坮坩坴坥 坰坲坥坣坩坳坩坯坮 坡坲坩坴坨坭坥坴坩坣圮

坔坨坥 坐坂坃 坡坲坥 坵坳坵坡坬坬坹 坴坲坥坡坴坥坤 坩坮 坴坷坯 坷坡坹坳圬 坯坮坥 坩坳 坴坨坥 坭坩坮坩坭坵坭 坩坭坡坧坥 坭坥坴坨坯坤圬 坴坨坡坴

坩坳圬 坩坮 坥坡坣坨 坤坩坲坥坣坴坩坯坮圬 坷坥 坯坮坬坹 坳坵坭 坴坨坥 坦坯坲坣坥 坤坵坥 坴坯 坰坡坲坴坩坣坬坥坳 坷坨坩坣坨 坩坳 坮坯坴 坦坡坲坴坨坥坲 坴坨坡坮

L/圲 坩坮 坴坨坡坴 坤坩坲坥坣坴坩坯坮圮 坔坨坥 坯坴坨坥坲 坩坳 坴坨坥 坣坵坴 坯國 坭坥坴坨坯坤圬 坯坮坥 坳坩坭坰坬坹 坣坵坴 坴坨坥 坩坮坴坥坲坡坣坴坩坯坮

坡坴 坡 坤坩坳坴坡坮坣坥 rcutoff 坡坮坤 坮坥坧坬坥坣坴 坩坮坴坥坲坡坣坴坩坯坮坳 坢坥坹坯坮坤 坴坨坩坳 坤坩坳坴坡坮坣坥圮 坉坮 坴坨坩坳 坭坥坴坨坯坤 坴坨坥

坤坩坳坣坯坮坴坩坮坵坩坴坹 坡坴 rcutoff 坭坡坹 坣坡坵坳坥 坩坮坡坣坣坵坲坡坣坩坥坳 坩坮 坴坨坥 坩坮坴坥坧坲坡坴坩坯坮圬 坴坨坩坳 坭坡坹 坢坥 坳坯坬坶坥坤 坢坹

坳坨坩坦坴 坴坨坥 坰坯坴坥坮坴坩坡坬 坩坮 坴坨坥 坷坡坹 坡坳

Vsh 在r圩 圽 V 在r圩− V 在rcutoff圩 .

坆坯坲 坬坯坮坧 坲坡坮坧坥 坩坮坴坥坲坡坣坴坩坯坮坳 坬坩坫坥 坥坬坥坣坴坲坯坳坴坡坴坩坣 坩坮坴坥坲坡坣坴坩坯坮坳圬 坳坰坥坣坩坡坬 坭坥坴坨坯坤 坳坨坯坵坬坤 坢坥 坵坳坥坤圬

坷坥 坷坩坬坬 坤坩坳坣坵坳坳 坩坴 坬坡坴坴坥坲圮

坔坨坥 坴坥坭坰坥坲坡坴坵坲坥 坯坦 坴坨坥 坳坹坳坴坥坭 坩坳 坧坩坶坥坮 坢坹 坴坨坥 坥坱坵坡坬 坰坡坲坴坩坴坩坯坮 坴坨坥坯坲坥坭圬 坴坨坡坴 坩坳 坴坨坥

坡坶坥坲坡坧坥 坯坦 坫坩坮坥坴坩坣 坥坮坥坲坧坹 坯坦 坥坡坣坨 坤坥坧坲坥坥 坯坦 坦坲坥坥坤坯坭 坩坳 坨坡坬坦 kBT 圬 坴坨坡坴 坩坳

圳

圲
kBTD 圽

圱

N − 圱

N∑
i=1

〈
圱

圲
mv2

i

〉
.

坔坨坥 N−圱 坩坳 坤坵坥 坴坯 坴坨坥 坣坯坮坳坥坲坶坡坴坩坯坮 坯坦 坴坨坥 坴坯坴坡坬 坭坯坭坥坮坴坵坭 坲坥坤坵坣坥 坴坨坥 坤坥坧坲坥坥 坯坦 坦坲坥坥坤坯坭

坢坹 圳圮 坔坯 坲坥坡坣坨 坴坨坥 坤坥坳坩坲坥坤 坴坥坭坰坥坲坡坴坵坲坥 坷坥 坭坡坹 坳坣坡坬坥 坴坨坥 坶坥坬坯坣坩坴坹 坡坴 坥坶坥坲坹 坦坥坷 坳坴坥坰坳 坯坦

坩坮坴坥坧坲坡坴坩坯坮

vi 在t圩→ λvi 在t圩 ,

坡坮坤 坴坨坥 坳坣坡坬坩坮坧 坦坡坣坴坯坲 λ 坩坳 坣坨坯坳坥坮 坡坳

λ 圽

√
在N − 圱圩 圳kBT∑N

i=1mv
2
i

.

坃坯坮坴坩坮坵坥 坳坩坭坵坬坡坴坩坯坮 坡坮坤 坳坴坯坲坥 坲坥坳坵坬坴坳场 坁坦坴坥坲 坴坨坥 坳坹坳坴坥坭 坲坥坡坣坨坥坳 坥坱坵坩坬坩坢坲坩坵坭

坴坨坥 坩坮坴坥坧坲坡坴坩坯坮 坣坯坮坴坩坮坵坥 坩坮 坴坨坥 坳坡坭坥 坷坡坹 坡坳 坡坢坯坶坥 坷坩坴坨坯坵坴 坳坣坡坬坩坮坧 坯坦 坶坥坬坯坣坩坴坹圮 坔坨坥 坤坡坴坡

坡坲坥 坳坴坯坲坥坤 坯坲 坡坣坣坵坭坵坬坡坴坥坤 坦坯坲 坴坨坥 坣坡坬坣坵坬坡坴坩坮坧 坰坨坹坳坩坣坡坬 坰坲坯坰坥坲坴坩坥坳圮 坔坨坥 坳坴坡坴坩坣 坰坲坯坰坥坲坴坩坥坳

坯坦 坰坨坹坳坩坣坡坬 坱坵坡坮坴坩坴坹 A 坩坳 坧坩坶坥坮 坢坹 坡 坴坩坭坥 坡坶坥坲坡坧坥

圖A 圽
圱

n− n0

n∑
ν>n0

Aν ,

坨坥坲坥 Aν 坩坳 坴坨坥 坶坡坬坵坥 坯坦 A 坡坴 ν坴坨 坴坩坭坥 坳坴坥坰圮 坕坳坵坡坬坬坹 坴坨坥 坤坡坴坡 坳坴坯坲坥坤 坩坮 坥坡坣坨 坳坴坥坰 坩坮坣坬坵坤坥场

圱圬 坴坨坥 坫坩坮坥坴坩坣 坥坮坥坲坧坹
∑N

i=1
1
2
mv2

i 圻

圲圬 坴坨坥 坰坯坴坥坮坴坩坡坬 坥坮坥坲坧坹 U 圽
∑
〈i,j〉 V 在rij圩 圻

圳圬 坴坨坥 坶坩坲坩坡坬
∑
〈i,j〉 rij

∂V (rij)

∂rij
.



圶圮圸圮 分子动力学方法 圱圶圷

块坥 坡坬坳坯 坮坥坥坤坳 坤坡坴坡 坴坯 坣坡坬坣坵坬坡坴坥 坴坨坥 坰坡坩坲 坣坯坲坲坥坬坡坴坩坯坮 坦坵坮坣坴坩坯坮圬 坴坨坩坳 坩坳 坤坯坮坥 坢坹 坤坩坶坩坤坥

坴坨坥 坩坮坴坥坲坶坡坬 坛地, rmax坝 坩坮坴坯 坳坵坢 坩坮坴坥坲坶坡坬坳 坛i圁r, 在i圫 圱圩圁r坝圬 坡坴 坥坡坣坨 坳坴坡坧坥 坯坦 坵坰坤坡坴坩坮坧圬 坡坤坤

坴坨坥 坮坵坭坢坥坲 坯坦 坰坡坩坲坳 坷坩坴坨 坳坥坰坡坲坡坴坩坯坮 坩坮 坴坨坥 坩坮坴坥坲坶坡坬 坴坯 坡坮 坡坲坲坡坹 n 在i圩 坡坮坤 圌坮坤 坴坨坥 坡坶坥坲坡坧坥

坶坡坬坵坥 坡坦坴坥坲 坳坩坭坵坬坡坴坩坯坮圬 坴坨坥 坰坡坩坲 坣坯坲坲坥坬坡坴坩坯坮 坦坵坮坣坴坩坯坮 坩坳 坧坩坶坥坮 坢坹

g 在r圩 圽
V

N 在N − 圱圩 /圲

〈n 在r圩〉
圴πr2圁r

.

坔坡坩坬 坣坯坲坲坥坣坴坩坯坮坳场

〈U〉 圽 〈U〉cutoff 圫 圴π
N

V

∫ ∞
rcutoff

r2drV 在r圩 g 在r圩

P

kBT
圽 圱− 圱

圳NkBT

〈∑
〈i,j〉

rij
∂V

∂rij

〉
cutoff

− N

圶kBTV

∫ ∞
rcutoff

r3dr
∂V

∂r
g 在r圩 .

坔坨坥 坰坡坩坲 坣坯坲坲坥坬坡坴坩坯坮 坦坵坮坣坴坩坯坮 坩坮 坴坨坥 坡坢坯坶坥 坥坸坰坲坥坳坳坩坯坮 坭坡坹 坢坥 坴坡坫坥坮 坴坯 坢坥 坴坨坥 坡坳坹坭坰坴坯坴坩坣

坶坡坬坵坥 g 在r圩 圽 圱圮

6.8.2 Simulation of Lennard-Jones liquids

坃坯坮坳坩坤坥坲 坴坨坥 坳坹坳坴坥坭 坯坦 坰坡坲坴坩坣坬坥坳 坩坮坴坥坲坡坣坴 坢坹 坴坨坥 坰坯坴坥坮坴坩坡坬

V 在r圩 圽 圴ε

[(σ
r

)12

−
(σ
r

)6
]

坷坨坩坣坨 坡坲坥 坧坯坯坤 坡坰坰坲坯坸坩坭坡坴坩坯坮 坦坯坲 坩坮坥坲坴 坧坡坳坥坳圮 坓坯坭坥 坶坡坬坵坥坳 坯坦 ε 坡坮坤 σ 坡坲坥

Ar Kr Xe CH4 N2 CO2 C2H4

ε/kB 在K圩 圱圲地 圱圶圵 圲圳地 圱圴圳 圸圵 圲圱圶 圲地圲

σ 在A圩 圳.圴圳 圳.圷圲 圴.地圵 圳.圷圷 圳.圷圲 圳.圸圸 圴.圲圶

.

块坥 坭坡坹 坵坳坥 ε/kB 坡坳 坴坨坥 坵坮坩坴 坯坦 坴坥坭坰坥坲坡坴坵坲坥圬 坥坮坥坲坧坹 坩坮 坵坮坩坴 坯坦 ε圬 坬坥坮坧坴坨 坩坮 坵坮坩坴 坯坦 σ圬

坡坮坤 τ 圽
√

mσ2

ε
坡坳 坴坨坥 坵坮坩坴 坯坦 坴坩坭坥圮 坁 坧坯坯坤 坴坩坭坥 坳坴坥坰 坩坳 坡坢坯坵坴 h 圽 地.地地圴圮 坔坨坥 坣坵坴 坯國

坤坩坳坴坡坮坣坥 坭坡坹 坢坥 坳坥坴 坴坯 圲.圵σ圮

Homework:

1, Write a MD program use the cut off potential to simulate LJ system.

2, Calculate the pressure and energy of Ar at 3-5 different densities from, say 地.圹 to

圱.圲 under temperature 圱. (note: the averaged temperature may be slightly different to the

desired value).
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6.8.3 Simulation of Hard-sphere systems

坔坨坥 坳坩坭坵坬坡坴坩坯坮 坯坦 坨坡坲坤 坳坰坨坥坲坥 坳坹坳坴坥坭坳 坨坩坳坴坯坲坩坣坡坬坬坹 坷坡坳 坴坨坥 圌坲坳坴 坍坯坬坥坣坵坬坡坲 坳坩坭坵坬坡坴坩坯坮 坯坮

坤坩坧坩坴坡坬 坣坯坭坰坵坴坥坲坳在坁坬坤坥坲 坡坮坤 块坡坩坮坷坲坩坧坨坴圬 J. Chem. Phys, 圲圷圬 圱圲地圸在圱圹圵圷圩圻 圳圱圬圴圵圹在圱圹圵圹圩圩圮

坉坴 坣坯坮坳坩坳坴坳 坯坦 坴坨坥 坦坯坬坬坯坷坩坮坧 坳坴坥坰坳场

圱圬 坌坯坣坡坴坥 坴坨坥 坮坥坸坴 坣坯坬坬坩坳坩坯坮圻

圲圬 坍坯坶坥 坡坬坬 坰坡坲坴坩坣坬坥坳 坦坯坲坷坡坲坤 坵坮坴坩坬 坣坯坬坬坩坳坩坯坮 坯坣坣坵坲坳圻

圳圬 坉坭坰坬坥坭坥坮坴坩坮坧 坴坨坥 坣坯坬坬坩坳坩坯坮 坤坹坮坡坭坩坣坳 坯坦 坴坨坥 坣坯坬坬坩坳坩坯坮 坰坡坩坲在坵坳坵坡坬坬坹 坥坬坡坳坴坩坣圩圻

圴圬 坃坡坬坣坵坬坡坴坥 坱坵坡坮坴坩坴坩坥坳 坩坮坴坥坲坥坳坴圮

块坥 坤坥坳坣坲坩坢坥 坴坨坥 坳坴坥坰坳圬 坣坯坮坳坩坤坥坲 坴坷坯 坳坰坨坥坲坥坳圬 i 坡坮坤 j圬 坯坦 坤坩坡坭坥坴坥坲 σ圬 坷坨坯坳坥 坰坯坳坩坴坩坯坮坳

坡坴 坴坩坭坥 t 坡坲坥 ri 坡坮坤 rj圬 坡坮坤 坶坥坬坯坣坩坴坩坥坳 坡坲坥 vi 坡坮坤 vj圬 坲坥坳坰坥坣坴坩坶坥坬坹圮 坉坦 坴坨坥坳坥 坰坡坲坴坩坣坬坥坳 坡坲坥 坴坯

坣坯坬坬坩坤坥 坡坴 坴坩坭坥 t圫 tij 坴坨坥坮 坴坨坥 坦坯坬坬坯坷坩坮坧 坥坱坵坡坴坩坯坮 坷坩坬坬 坢坥 坳坡坴坩坳圌坥坤

|r 在t圫 tij圩| 圽 |rij 在t圩 圫 vijtij| 圽 σ

坷坨坥坲坥 rij 圽 ri − rj圬 vij 圽 vi − vj圮 坉坦 坷坥 坤坥圌坮坥 bij 圽 rij · vij圬 坴坨坥坮 坴坨坩坳 坥坱坵坡坴坩坯坮 坢坥坣坯坭坥坳

v2
ijt

2
ij 圫 圲bijtij 圫 r2

ij − σ2 圽 地.

坔坨坥坲坥 坷坩坬坬 坢坥 坮坯 坲坥坡坬 坰坯坳坩坴坩坶坥 坳坯坬坵坴坩坯坮 坯坦 坴坨坩坳 坥坱坵坡坴坩坯坮 坩坦 bij > 地, 坯坲 b2
ij−v2

ij

(
r2
ij − σ2

)
< 地圮

坏坴坨坥坲坷坩坳坥 坷坥 坨坡坶坥

tij 圽
−bij −

(
b2
ij − v2

ij

(
r2
ij − σ2

))1/2

v2
ij

.

坔坨坩坳 坩坳 坴坨坥 坴坩坭坥 坴坨坡坴 坰坡坲坴坩坣坬坥 i 坡坮坤 j 坷坩坬坬 坣坯坬坬坩坤坥圮 坆坯坲 坥坡坣坨 坰坡坩坲 坷坥 坭坡坹 坧坥坴 坡 坴坩坭坥 tij圬 坯坲

坮坥坶坥坲 坣坯坬坬坩坤坥圬 坴坨坥 坣坯坬坬坩坤坥 坴坩坭坥 坩坳 坴坨坥坮 t圫坭坩坮 在tij圩圮

坔坨坥 坣坯坬坬坩坳坩坯坮 坤坹坮坡坭坩坣坳 坯坦 坳坭坯坯坴坨 坨坡坲坤 坳坰坨坥坲坥坳 坩坳 坴坨坥 坣坯坮坳坥坲坶坡坴坩坯坮 坯坦 坫坩坮坥坴坩坣 坥坮坥坲坧坹

坡坮坤 坬坩坮坥坡坲 坭坯坭坥坮坴坵坭圬 坷坨坩坣坨 坦坯坲 坴坷坯 坳坰坨坥坲坥坳 i 坡坮坤 j 坨坡坶坩坮坧 坴坨坥 坳坡坭坥 坭坡坳坳 坷坥 坯坢坴坡坩坮

vnewi 圽 voldi 圫 δvi

vnewj 圽 voldj − δvi.

块坨坥坲坥 δvi 坩坳 坧坩坶坥坮 坢坹

δvi 圽 −
bij
σ2

rij.

bij 坩坳 坥坶坡坬坵坡坴坥坤 坡坴 坴坨坥 坭坯坭坥坮坴 坯坦 坣坯坬坬坩坤坥圮

Homework

Write (or find) a program for the hard-sphere MD simulations and calculate the pair

correlation function of the system.



圶圮圹圮 坓坉坍坕坌坁坔坉坏坎 坏坆 坌坁坎均坅坖坉坎 坄坙坎坁坍坉坃坓 圱圶圹

6.9 Simulation of Langevin dynamics

坔坨坥 坭坯坴坩坯坮 坯坦 坂坲坯坷坮坩坡坮 坰坡坲坴坩坣坬坥坳 坡坲坥 坤坥坳坣坲坩坢坥坤 坢坹 坴坨坥 坌坡坮坧坥坶坩坮 坥坱坵坡坴坩坯坮

m
dv

dt
圽 −γv 在t圩 圫 F 在t圩 圫 R 在t圩 ,

坴坨坥 坤坩國坥坲坥坮坣坥 坢坥坴坷坥坥坮 坌坡坮坧坥坶坩坮 坤坹坮坡坭坩坣坳 坡坮坤 坴坨坥 坯坲坤坩坮坡坲坹 坰坡坲坴坩坣坬坥 坤坹坮坡坭坩坣坳 坩坳 坴坨坥

random force R 在t圩 . 坔坨坩坳 坦坯坲坣坥 坩坳 坡 坲坥坳坵坬坴 坯坦 坲坡坮坤坯坭 坣坯坬坬坩坳坩坯坮坳 坢坹 坭坯坬坥坣坵坬坥坳 坯坦 坳坯坬坶坥坮坴 坴坯

坂坲坯坷坮坩坡坮 坰坡坲坴坩坣坬坥坳圬 坩坴 坳坡坴坩坳坦坹 坴坨坥 坦坯坬坬坯坷坩坮坧 坣坯坲坲坥坬坡坴坩坯坮 坡坳坳坵坭坰坴坩坯坮

〈Ri 在t圩Rj 在地圩〉 圽 qδ 在t圩 .

坈坥坲坥 q 圽 圲kBTγ 坦坲坯坭 坅坩坮坳坴坥坩坮 坲坥坬坡坴坩坯坮圮

坔坯 坳坩坭坵坬坡坴坥 坴坨坩坳 坤坹坮坡坭坩坣坳圬 坷坥 坮坥坥坤 坡 坷坡坹 坴坯 坴坲坥坡坴 坴坨坥 坲坡坮坤坯坭 坦坯坲坣坥圬 坵坳坵坡坬坬坹 坴坨坥

坭坥坴坨坯坤 坯坦 坶坥坲坬坥坴 坭坥坴坨坯坤 坭坡坹 坢坥 坵坳坥坤 坩坮 坴坨坥 坩坮坴坥坧坲坡坴坩坯坮 坯坦 坴坨坥 坥坱坵坡坴坩坯坮圬 坩圮坥圮

v 在t圫 h/圲圩 圽 v 在t− h/圲圩 圫 hF 在r 在t圩圩 圫 圁v

r 在t圫 h圩 圽 r 在t圩 圫 hv 在t圫 h/圲圩 .

块坨坥坲坥 圁v 坩坳 坴坨坥 坣坯坮坴坲坩坢坵坴坩坯坮 坦坲坯坭 坲坡坮坤坯坭 坦坯坲坣坥 坡坮坤 坣坡坮 坢坥 坣坡坬坣坵坬坡坴坥坤 坩坮 坴坨坥 坦坯坬坬坯坷坩坮坧

坷坡坹圬 坴坨坥 坣坯坲坲坥坬坡坴坩坯坮 坯坦 R在t圩 坩坮坤坩坣坡坴坥坳 坴坨坡坴 坴坨坥 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 坯坦 坲坡坮坤坯坭 坦坯坲坣坥 R 坩坳 均坵坡坳圭

坳坩坡坮在坩坮 坴坨坥 坦坯坬坬坯坷坩坮坧 坷坥 坣坯坮坳坩坤坥坲 坯坮坬坹 坯坮坥 坣坯坭坰坯坮坥坮坴圩圬

P 在R在t圩圩 ∝ 坥坸坰

(
− R2

圲 〈R2〉

)
.

坉坦 坷坥 坳坯坬坶坥 坦坯坲 坴坨坥 坌坡坮坧坥坶坩坮 坥坱坵坡坴坩坯坮 坷坩坴坨坯坵坴 坥坸坴坥坲坮坡坬 坦坯坲坣坥 坷坥 坯坢坴坡坩坮

v 在t圩 圽 v 在地圩 坥坸坰

(
−γt
m

)
圫

圱

m

∫ t

0

坥坸坰

(
−在t− τ圩 γ

m

)
R 在τ圩 dτ.

块坨坥坮 t� m/γ 坴坨坥 圌坲坳坴 坴坥坲坭 坩坳 坺坥坲坯圬 坳坩坮坣坥 m/γ 坩坳 坴坹坰坩坣坡坬坬坹 圱地−11s 在坦坯坲 坥坸坡坭坰坬坥圬 坣坯坮坳坩坤坥坲

坡 坂坲坯坷坮坩坡坮 坰坡坲坴坩坣坬坥 坯坦 坤坩坡坭坥坴坥坲 圱µ 坳坵坳坰坥坮坤坥坤 坩坮 坷坡坴坥坲圬 m ∼ 圴π/圳 在d/圲圩3 ρ ∼ 地.圵× 圱地−18圬

γ 圽 圶πη 在d/圲圩 ∼ 圶π × 地.地圱× 地.圵× 圱地−6 ∼ 圱地−7圬 m/γ ∼ 圱地−11s圩圬 坳坯 坩坦 坷坥 坵坳坥 坡 坴坩坭坥 坳坴坥坰

坭坵坣坨 坬坡坲坧坥坲 坴坨坡坮 坴坨坩坳 坶坡坬坵坥圬 坴坨坥 坡坢坯坶坥 坣坯坮坤坩坴坩坯坮 坩坳 坳坡坴坩坳圌坥坤圮 坔坨坥 坭坥坡坮 坳坱坵坡坲坥 坯坦 坶坥坬坯坣坩坴坹

坩坳 〈
v 在t圩2〉 圽 v 在地圩2 坥坸坰

(
−圲γt

m

)
圫

q

圲γm

(
圱− 坥坸坰

(
−圲γt

m

))
,

坷坨坩坣坨 坦坯坲 坬坡坲坧坥 t 坴坥坮坤坳 坴坯 〈
v 在∞圩2〉 圽 q

圲γm
≡ kBT

m
.

坔坨坥 坬坡坳坴 坥坱坵坡坬坩坴坹 坣坯坭坥坳 坦坲坯坭 坤坥圌坮坩坴坩坯坮 坯坦 坴坥坭坰坥坲坡坴坵坲坥圮 坔坨坩坳 坧坩坶坥坳

q 圽 圲kBTγ.
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坓坩坮坣坥 坴坨坥 坶坥坬坯坣坩坴坹 v 坩坳 坬坩坮坥坡坲 坩坮 坴坨坥 坲坡坮坤坯坭 坦坯坲坣坥 R圬 坳坯 坴坨坥 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 坯坦 v 坩坳 坡坬坳坯 坡

均坡坵坳坳坩坡坮

P 在v圩 ∝ 坥坸坰

(
− mv2

圲kBT

)
.

块坥 坭坡坹 坪坵坳坴 坳坡坭坰坬坥 圁v 坡坣坣坯坲坤坩坮坧 坴坯 坴坨坥 坡坢坯坶坥 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮圮

坉坦 坴坨坥 坴坩坭坥 坳坴坥坰 坩坳 坳坭坡坬坬 坥坮坯坵坧坨 坳坯 坴坨坡坴 坴坨坥 坴坥坲坭 坥坸坰
(
−2γt

m

)
坩坳 坮坯坴 地 坩坮 坡 坰坲坡坣坴坩坣坡坬

坣坡坬坣坵坬坡坴坩坯坮圬 坷坥 坭坡坹 坳坩坭坰坬坹 坲坥坰坬坡坣坥 坴坨坥 kBT 坩坮 坴坨坥 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 坴坯 kBT
(
圱− 坥坸坰

(
−2γt

m

))
坴坯 坯坢坴坡坩坮

P 在v圩 ∝ 坥坸坰

(
− mv2

圲kBT
(
圱− 坥坸坰

(
−2γt

m

))) .
坈坯坷坥坶坥坲，坴坨坩坳 坲坥坰坬坡坣坥坭坥坮坴 坩坳 坡 坬坩坴坴坬坥 坢坩坴 坩坮坣坯坮坳坩坳坴坥坮坴 坷坩坴坨 坴坨坥 坡坢坯坶坥 坴坲坥坡坴坭坥坮坴 坳坩坮坣坥

坷坥 坩坧坮坯坲坥坤 坴坨坥 坣坯坮坴坲坩坢坵坴坩坯坮 坯坦 坴坨坥 坩坮坩坴坩坡坬 坶坥坬坯坣坩坴坹 v在地圩 坰坡坲坴圮 坁 坣坯坮坳坩坳坴坥坮坴 坷坡坹 坯坦 坴坨坥

坳坩坭坵坬坡坴坩坯坮 坩坳 坴坯 坵坳坥 坡 坴坩坭坥 坳坴坥坰 坭坵坣坨 坬坡坲坧坥坲 坴坨坡坮 坴坨坥 m/γ圮

6.10 Long range force and Ewald summation

坉坮 坴坨坥 坣坡坳坥 坯坦 坃坯坵坬坯坭坢 坩坮坴坥坲坡坣坴坩坯坮坳 坴坨坥 坩坮坴坥坲坡坣坴坩坯坮 坰坯坴坥坮坴坩坡坬 坩坮 坴坨坥 坐坂坃 坩坳 坧坩坶坥坮 坢坹

U 圽
∑
R

∑
〈ij〉

qiqj
|ri − rj 圫 R|

圻 坷坩坴坨
∑
i

qi 圽 地.

坃坵坴 坯國 坴坨坥 坡坢坯坶坥 坰坯坴坥坮坴坩坡坬 坷坩坬坬 坲坥坳坵坬坴 坬坡坲坧坥 坥坲坲坯坲坳圬 坯坮坥 坷坡坹 坴坯 坡坶坯坩坤 坴坨坥 坤坩圎坣坵坬坴坹 坯坦 坴坨坥

坬坯坮坧 坲坡坮坧坥 坩坮坴坥坲坡坣坴坩坯坮 坩坳 坴坨坲坯坵坧坨 坴坨坥 坵坳坥 坯坦 坴坨坥 坣坵坲坶坥坤 坳坰坡坣坥圬 坴坨坡坴 坩坳圬 坷坥 坭坡坹 坣坯坮坳坩坤坥坲 坯坵坲

圌坮坩坴坥 坳坹坳坴坥坭 坩坳 坴坨坥 坳坵坲坦坡坣坥 坯坦 坡 坦坯坵坲 坤坩坭坥坮坳坩坯坮 坨坹坰坥坲坳坰坨坥坲坥圬 坴坨坩坳 坭坥坴坨坯坤 坩坮坶坯坬坶坥坳 坴坨坥 坵坳坥

坯坦 坮坯坮圭坅坵坣坬坩坤坥坡坮 坧坥坯坭坥坴坲坹 坩坮 坣坡坬坣坵坬坡坴坩坮坧 坤坩坳坴坡坮坣坥坳圮 坔坨坥 坴坲坡坤坩坴坩坯坮坡坬 坭坥坴坨坯坤 坩坳 坴坯 坵坳坥 坴坨坥

坳坯 坣坡坬坬坥坤 坅坷坡坬坤 坳坵坭坭坡坴坩坯坮 坡坮坤 坩坴坳 坶坡坲坩坡坮坴坳圮 坔坨坥 坤坥坲坩坶坡坴坩坯坮 坯坦 坴坨坥 坭坥坴坨坯坤 坦坯坲 坃坯坵坬坯坭坢

坩坮坴坥坲坡坣坴坩坯坮 坡坮坤 坨坩坧坨坥坲 坯坲坤坥坲 坭坵坬坴坩坰坯坬坥 坩坮坴坥坲坡坣坴坩坯坮坳 坩坳 坧坩坶坥坮 坳坥坰坡坲坡坴坥坬坹圬 坷坥 坱坵坯坴坥 坨坥坲坥 坯坮坬坹

坴坨坥 坲坥坳坵坬坴坳

UPBC 圽
圲π

V

∑
K 6=0

∣∣∣∣∣∑
i

qi 坥坸坰 在iK · ri圩

∣∣∣∣∣
2 坥坸坰

(
−K2

4α

)
K2

圫
∑
〈ij〉

qiqj
坥坲坦坣 在

√
α坲ij圩

rij
−
(α
π

)1/2∑
i

q2
i .



Chapter 7

原原原子子子结结结构构构的的的计计计算算算

7.1 原原原子子子结结结构构构问问问题题题

原子由原子核和在原子核周围运动的电子构成圬 在原子核静止的坐标系中原子

的坈坡坭坩坬坴坯坮坩坡坮 为

H 圽 −
Z∑
i=1

~2∇2
i

圲µ
− Ze2

Z∑
i=1

圱

ri
圫
e2

圲

∑
i,j;i 6=j

圱

|ri − rj|
在圷圮圱圮圱圩

式中µ 为电子质量圬 e 为基本电荷圬 ~为坐坬坡坮坫 常数除以圲π圮 原子的坓坣坨坿坯坤坩坮坧坥坲 方程为

Hψ 圽 Eψ

式中ψ是Z个电子的多体波函数圮 由量子力学我们知道圬 一旦求得了系统的波函数圬 则任

何力学量都可求出圮

在数值计算中圬 通常需要将表示物理问题的方程无量纲化圬 在原子圬 分子以及固体的

电子结构的计算中圬 通常采用原子单位圮 下面就介绍一下原子单位圮 对于原子系统来说圬

长度用坂坯坨坲半径为单位来量度时圬 所出现的数字一般为圱 的数量级圬 因此圬 我们自然选

择坂坯坨坲 半径作为长度的单位圬 基于同样的理由圬 我们选择氢原子的电离能作为能量的单

位圬 通常称为坒坹坤坢坥坲坧圬 也有选坒坹坤坢坥坲坧的两倍作为能量单位的圬 称为坈坡坲坴坲坥坥圬 而质量的单

位就选为电子的质量圮 由于在定态问题中不出现时间圬 所以选质量圬 长度和能量作为三个

基本单位圮 这些单位与基本物理常数的关系及其数值为场

坂坯坨坲 半径场 a0 圽
~2

µe2
圽 地.圵圲圹圲圗坁

坒坹坤坢坥坲坧场 坒坹坤坢坥坲坧 圽
µe4

圲~2
圽 圱圳.圶地圶坥坖

坈坡坲坴坲坥坥场 坈坡坲坴坲坥坥 圽 圲坒坹坤坢坥坲坧 圽 圲圷.圲圱坥坖

电子质量场 µ 圽 圹.圱地圹圵× 圱地−28g

在圷圮圱圮圲圩

圱圷圱
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对式在圷圮圱圮圱圩表示的坈坡坭坩坬坴坯坮坩坡坮 作代换r 圽 在~2/µe2圩 r′圬 得

H 圽 −
Z∑
i=1

~2∇′2i
圲µ

圱
~2

µe2

− Ze2

Z∑
i=1

圱

r′i

µe2

~2

圫
e2

圲

∑
i,j;i 6=j

圱

|r′i − r′j|
µe2

~2
在圷圮圱圮圳圩

提出因子µe4

2~2 并令其为圱 在单位能量圩圬 略去r′ 上面的坜 ′ 圢圬 得到以原子单位表示

的坈坡坭坩坬坴坯坮坩坡坮 为场

H 圽 −
Z∑
i=1

∇2
i − 圲Z

Z∑
i=1

圱

ri
圫
∑
i,j;i 6=j

圱

|ri − rj|
在圷圮圱圮圴圩

在原子单位下圬 定态坓坣坨坲坿坯坤坩坮坧坥坲 方程取如下形式场(
−

Z∑
i=1

∇2
i − 圲Z

Z∑
i=1

圱

ri
圫
∑
i,j;i 6=j

圱

|ri − rj|

)
圉 圽 E圉 在圷圮圱圮圵圩

原子结构计算的任务就是求解上述坓坣坨坲坿坯坤坩坮坧坥坲 方程圬 求得本征值和本征函数圬 由此

便可计算电荷密度圬 电离能圬 各种跃迁距阵元等物理上感兴趣的量圮

7.2 变变变分分分法法法

直接求解上节导出的原子物理问题几乎是不可能的圬 而且圬 能够用坓坣坨坲坿坯坤坩坮坧坥坲 方程来严

格求解的问题也是不多的圮 大多数问题要依靠近似方法来解决圮 变分法就是一种有效的

近似方法圮∗

定态坓坣坨坿坯坤坩坮坧坥坲 方程可以从变分原理导出圮 考虑泛函

I坛f 坝 圽

∫
f ∗ 坞Hfdq∫
f ∗fdq

在圷圮圲圮圶圩

其中 坞H 是所研究的系统的坈坡坭坩坬坴坯坮坩坡坮圬
∫
· · · dq 表示对系统的全体独立坐标积分在或求

和圬 假如有这样的情况的话圩圮 我们要证场 当函数f 满足坓坣坨坿坯坤坩坮坧坥坲 方程时圬 I 有极值圮 证

明如下场 设f 圽 ψ 时圬 I 有极值E

E 圽

∫
ψ∗ 坞Hψdq∫
ψ∗ψdq

在圷圮圲圮圷圩

则对于任何与ψ 相差微小变分的函数f 圽 ψ 圫 δψ圬 应有

δI 圽 I坛ψ 圫 δψ坝− I坛ψ坝 圽 地 在圷圮圲圮圸圩

∗本节几乎全部取之于蔡建华先生所著〈!〈量子力学〉〉 一书第26节
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略去二阶小项圬 并注意 坞H 是厄密的而且E 是实数圬 由在圷圮圲圮圶圩和在圷圮圲圮圷圩 式有

δI 圽

∫
在ψ∗ 圫 δψ∗圩 坞H 在ψ 圫 δψ圩 dq∫
在ψ∗ 圫 δψ∗圩 在ψ 圫 δψ圩 dq

−
∫
ψ∗ 坞Hψdq∫
ψ∗ψdq

圽

∫
ψ∗ 坞Hψdq 圫

∫
δψ∗ 坞Hψdq 圫

∫
ψ∗ 坞Hδψdq∫

ψ∗ψdq 圫
∫
δψ∗ψdq 圫

∫
ψ∗δψdq

−
∫
ψ∗ 坞Hψdq∫
ψ∗ψdq

圽

∫
ψ∗ 坞Hψdq 圫

∫
δψ∗ 坞Hψdq 圫

∫
ψ∗ 坞Hδψdq∫

ψ∗ψdq

[
圱−

∫
δψ∗ψdq 圫

∫
ψ∗δψdq∫

ψ∗ψdq

]
−
∫
ψ∗ 坞Hψdq∫
ψ∗ψdq

圽

∫
δψ∗ 坞Hψdq 圫

∫
ψ∗ 坞Hδψdq∫

ψ∗ψdq
−
∫
ψ∗ 坞Hψdq∫
ψ∗ψdq

∫
δψ∗ψdq 圫

∫
ψ∗δψdq∫

ψ∗ψdq

圽

∫
δψ∗

(
坞H − E

)
ψdq 圫

∫
ψ∗
(
坞H − E

)
δψdq∫

ψ∗ψdq

由于δψ是任意变分圬 并且ψ 是复数圬 δψ 和δψ∗ 互相独立圬 因此在圷圮圲圮圸圩 要求

坞Hψ 圽 Eψ

根据上述变分原理圬 就有了一个决定能量本征值和定态波函数的近似方法圮 假如用某

个试探函数f 代入在圷圮圲圮圶圩式中计算I圬则当f 与严格的定态波函数ψ 有差别圁时圬所得的I

数值与准确的能量本征值之差至多是圁2 的量级圮 如果我们选择的试探函数含有若干个

参数α1, α2, · · · , αt圬 代入积分后圬 得到I 圽 I在α1, α2, · · · , αt圩圬 设当αk 圽 α0
k, k 圽 圱, 圲, · · · , t

时圬 f 最接近ψ圬 则此时I在α0
1, α

0
2, · · · , α0

t 圩 也最接近于E圮 用一个含参数的试探函数f 圬 实际

上就是用某种有限度的变化来代替最一般的任意变分f 圽 ψ 圫 δψ圮 因为E 是对于任意变

分的极值圬 I在α0
1, α

0
2, · · · , α0

t 圩 也是I在α1, α2, · · · , αt圩 对于变数α1, α2, · · · , αt 的极值圮 因此圬

作为一种近似方法的变分法如下场

猜测坓坣坨坿坯坤坩坮坧坥坲 方程 坞Hψ 圽 Eψ 的解的形式圮 用一个具有所猜测的形式圬 满足ψ 所

必须的边界条件圬 并且含若干参数αk, k 圽 圱, 圲, · · · , t 的试探函数f在α1, α2, · · · , αt圩 代
入在圷圮圲圮圶圩圬 计算I在α1, α2, · · · , αt圩圬 并相对于αk, k 圽 圱, 圲, · · · , t 圬 求I 的极值圬 即解方程组

∂I

∂αk
圽 地, k 圽 圱, 圲, · · · , t 在圷圮圲圮圹圩

设方程组的解是αk 圽 α0
k, k 圽 圱, 圲, · · · , t圬 则f在α0

1, α
0
2, · · · , α0

t 圩 和I在α
0
1, α

0
2, · · · , α0

t 圩 分别

是ψ 和E 的近似圮 如|f在α0
1, α

0
2, · · · , α0

t 圩− ψ| ≤ 圁圬 则|I在α0
1, α

0
2, · · · , α0

t 圩− E| ≤ 圁2圮

可以证明定态的能量本征值是泛函在圷圮圲圮圶圩的极小值圬 即二阶变分δ2I > 地圬 特别是基态

能量为在圷圮圲圮圶圩的绝对极小值圮 实际应用中圬 常常以一个比较粗糙的试探波函数圬 就能够得

到相当准确的基态能量圮 因为基态能量是泛函在圷圮圲圮圶圩的对于最广义的变分δψ 的绝对极小

值圬 显然圬 用上述近似的变分方法求出的基态能量近似值圬 总比真正的基态能量高一些圮
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试探波函数所含参数愈多圬 变化范围愈广圬 则一般说来所得到的基态能量近似值愈接近

于准确值圬 但绝不会比它低圮

7.3 Virial 定定定理理理和和和Hellmann-Feynman 定定定理理理

坖坩坲坩坡坬 定理和坈坥坬坬坭坡坮坮圭坆坥坹坮坭坡坮 定理在量子力学用于原子及分子的研究中有重要的应

用圬 下面我们分别予以介绍圮

设一量子系统的定态坓坣坨坿坯坤坩坮坧坥坲 方程为

坞Hψ 圽 Eψ 在圷圮圳圮圱地圩

又设 坞G 为一不含时的线性算符圬 则∫
ψ∗坛 坞G, 坞H坝ψdq 圽 地 在圷圮圳圮圱圱圩

这一结论称为超坖坩坲坩坡坬定理在坈坹坰坥坲圭坶坩坲坩坡坬 坔坨坥坯坲坥坭圩圬现在我们来证明这一论断场 因为ψ 满

足方程在圷圮圳圮圱地圩圬 所以∫
ψ∗坛 坞G, 坞H坝ψdq 圽

∫
ψ∗ 坞G 坞Hψdq −

∫
ψ∗ 坞H 坞Gψdq

圽 E

∫
ψ∗ 坞Gψdq − E

∫
ψ∗ 坞Gψdq

圽 地

式中利用了 坞H是坈坥坲坭坩坴坥 算符这一事实圮

对于N 个粒子构成的系统圬 粒子的直角坐标为x1, x2, · · · , x3N 圬 设

坞G 圽
3N∑
i=1

坞xi坞pi 圽
~
i

3N∑
i=1

xi
∂

∂xi
在圷圮圳圮圱圲圩

则

坛 坞G, 坞H坝 圽
3N∑
i=1

坛坞xi坞pi, 坞H坝 圽
3N∑
i=1

坞xi坛坞pi, 坞H坝 圫
3N∑
i=1

坛坞xi, 坞H坝坞pi 在圷圮圳圮圱圳圩

把坈坡坭坩坬坴坯坮坩坡坮 写为

坞H 圽 坞T 圫 V

其中 坞T 圽
∑3N

i=1
p̂2
i

2µi
为系统的动能圬 而V 为势能圬 包括外场中的势能和相互作用势能圬 只与

系统中粒子的坐标有关圮 则可容易证明场

坛坞xi, 坞H坝 圽
pi
µi

坛坞pi, 坞H坝 圽 −∂V
∂xi

在圷圮圳圮圱圴圩
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于是圬

坛 坞G, 坞H坝 圽
3N∑
i=1

坞p2
i

µi
圫

3N∑
i=1

−
(
xi
∂V

∂xi

)
圽 圲 坞T −

3N∑
i=1

xi
∂V

∂xi
在圷圮圳圮圱圵圩

利用在圷圮圳圮圱圱圩 可得 ∫
ψ∗圲 坞Tψdq −

∫
ψ∗

3N∑
i=1

xi
∂V

∂xi
ψdq 圽 地 在圷圮圳圮圱圶圩

或圬 用算符上面加一横代表对定态的平均值圬 上式写为

圲T 圽
3N∑
i=1

xi
∂V

∂xi
在圷圮圳圮圱圷圩

这就是坖坩坲坩坡坬 定理圮

如果系统的势能是坐标xi, i 圽 圱, 圲, · · · , 圳N 的n 次齐次函数圬 则

3N∑
i=1

xi
∂V

∂xi
圽 nV

坖坩坲坩坡坬 定理可以简化为

圲T 圽 nV 在圷圮圳圮圱圸圩

又圬 由于

T 圫 V 圽 E

所以有 
V 圽

圲E

n圫 圲

T 圽
nE

n圫 圲

在圷圮圳圮圱圹圩

对于原子问题圬 势能是坐标的在−圱圩 次齐次函数圬 因此有
V 圽 圲E

T 圽 −E

圲T 圽 −V

在圷圮圳圮圲地圩

因为坖坩坲坩坡坬 定理是严格的圬 因此它可以用来作为检验近似方法的近似程度的标准之一圬 如

果用某种近似方法求得了原子系统的波函数圬 就可以用这些波函数计算T , V 和E圬 如果

其不满足在圷圮圳圮圲地圩圬 则计算结果显然不可靠圮

坈坥坬坬坭坡坮坮圭坆坥坹坮坭坡坮 定理是在圱圹圳圷坼圱圹圳圹年分别由坈圮 坈坥坬坬坭坡坮坮 和坒圮 坐圮 坆坥坹坮坭坡坮 独

立提出的圮 这一定理的内容为场 若ψ为坈坡坭坩坬坴坯坮坩坡坮 坞H 的归一化本征函数圬 E 是相应的本

征能量圬 而λ 是出现在 坞H 中的任何一个参数圬 则

∂E

∂λ
圽

∫
ψ∗
∂ 坞H

∂λ
ψdq 在圷圮圳圮圲圱圩
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λ 可以是核间距圬 电荷等圮 这一定理可证明如下场

E 圽

∫
ψ∗ 坞Hψdq

由上式对λ 求偏微商圬 得

∂E

∂λ
圽

∫
∂ψ∗

∂λ
坞Hψdq 圫

∫
ψ∗
∂ 坞H

∂λ
ψdq 圫

∫
ψ∗ 坞H

∂ψ

∂λ
dq

利用坓坣坨坿坯坤坩坮坧坥坲 方程 坞Hψ 圽 Eψ 及 坞H 的坈坥坲坭坩坴坥 性圬 可得

∂E

∂λ
圽

∫
ψ∗
∂ 坞H

∂λ
ψdq 圫 E

∂

∂λ

∫
ψ∗ψdq

圽

∫
ψ∗
∂ 坞H

∂λ
ψdq

上式的最后一个等式使用了波函数的归一化关系圮

作为坈坥坬坬坭坡坮坮坻坆坥坹坮坭坡坮 定理的应用圬 我们来看二个例子圮

对于一维谐振子圬 坈坡坭坩坬坴坯坮坩坡坮 坞H 和能量En 分别为

坞H 圽 − ~2

圲µ

d2

dx2
圫

圱

圲
µω2x2

En 圽

(
n圫

圱

圲

)
~ω

选ω 为参数圬 得 (
n圫

圱

圲

)
~ 圽

∫
ψ∗nµωx

2ψdx

由此求得x2 在定态ψn 的平均值为

x2 圽

(
n圫

圱

圲

)
~
µω

这样圬 就省去了对波函数的积分运算圮

在中心力场中的粒子圬 能量本征态可以取为
(
坞H,坞l2, 坞lz

)
的共同本征态圬 即

ψ 圽 R在r圩Ylm在θ, φ圩 圽
χ在r圩

r
Ylm在θ, φ圩

χ在r圩 满足径向方程 (
− ~2

圲µ

d2

dr2
圫 V 在r圩 圫

l在l 圫 圱圩~2

圲µr2

)
χ在r圩 圽 Eχ在r圩

这一方程与相当于坈坡坭坩坬坴坯坮坩坡坮 为

坞H 圽 − ~2

圲µ

d2

dr2
圫 V 在r圩 圫

l在l 圫 圱圩~2

圲µr2
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的一维定态坓坣坨坿坯坤坩坮坧坥坲 方程圮 把径向方程的本征值记为Enrl圬 它依赖于径向量子数nr在圽

地, 圱, 圲, · · · 圩 和角量子数l在圽 地, 圱, 圲, · · · 圩圮 视l 为参数圬

∂ 坞H

∂l
圽 在圲l 圫 圱圩

~2

圲µ

圱

r2
> 地

在因为 1
r2 为正定算符圩圮 因此圬 按照坈坥坬坬坭坡坮坮坻坆坥坹坮坭坡坮 定理

∂Enrl
∂l

> 地

即给定nr 的情况下圬 Enrl 随l 增大而增大圬 因此圬 中心力场的基态必为s 态在l 圽 地圩

7.4 轨轨轨道道道近近近似似似和和和Hartree–Fock 方方方程程程

除了氢原子或类氢离子外圬 即使像氦原子这样简单的原子圬 我们也无法求出其本征函数

和本征值的解析解圬 因此圬 在原子结构的定量研究中圬 数值计算是十分基本的圮 但是圬 为了

严格求解原子结构问题圬 就要求解方程在圷圮圱圮圵圩圬 这是一个有圳Z 个变量的偏微分方程的本

征值问题圬 当Z 稍大时圬 直接对其进行数值计算几乎是不可能的圬 因此必须发展近似方

法圮 在《数学物理方法》课程中圬 我们学过分离变量法圬 通过把一个多变量方程分离为多

个单变量方程圬 求解过程可大大简化圮 在原子结构计算中圬 我们也希望用这一方法来简

化我们的问题圬 然而圬 不幸的是圬 方程在圷圮圱圮圵圩是不能分离变量的圮 一般来说圬 一个多体问题

的坈坡坭坩坬坴坯坮坩坡坮 如果可以写成对单体坈坡坭坩坬坴坯坮坩坡坮 的求和形式圬 则对应的定态坓坣坨坿坯坤坩坮坧坥坲

方程是可分离的圬 否则是不可分离的圮 具体地说圬 如果

坞H 圽
∑
i

坞hi 在圷圮圴圮圲圲圩

其中hi 只与第i 个粒子的坐标有关圬 则坓坣坨坿坯坤坩坮坧坥坲 方程 坞H圉 圽 E圉 的解可以写为

E 圽
∑

i εi

圉 圽
∏

i ψi
在圷圮圴圮圲圳圩

对于全同粒子圬 还要考虑波函数的对称性圬 即对于坂坯坳坥 子圬 取对称波函数而对于坆坥坲坭坩 子

取反对称波函数圮 电子是坆坥坲坭坩 子圬 因此原子中电子的波函数应取反对称的形式圮 尽管方

程在圷圮圱圮圵圩是不能分离变量的圬 但分离变量方法是如此的强有力圬 我们仍然试图寻找分离变

量形式的近似解圬 通过使用变分法圬 使近似解尽可能接近实际的解圮 我们先给出计算方法

的推导圬 关于这一近似的理论问题将不做过多的计论圬 留给读者进一步钻研圮

考虑具有Z 个电子的原子圬 我们假定其波函数可写为分离变量的形式圬 注意到电

子是坆坥坲坭坩 子圬 可把波函数写成坓坬坡坴坥坲 行列式的形式圬 这样反对称性可自动满足圮 我们

用φi在r圩 表示单个电子的空间波函数圬 η 表示单个电子的自旋波函数圬 则ψi 圽 φi在r圩ηi 为单
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个电子的波函数圬 通常称为电子轨道圮 每个电子轨道可以容纳一个电子圬 如果Z 个电子占

据了第i1, i2, · · · , iZ 个轨道圬 则用电子轨道表示的坓坬坡坴坥坲 行列式形式的原子波函数为

圉 圽
圱√
Z圡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψi1在r1圩 ψi1在r2圩 · · · ψi1在r2圩

ψi2在r1圩 ψi2在r2圩 · · · ψi2在r2圩

· · · · · · · · · · · ·
ψiZ 在r1圩 ψiZ 在r2圩 · · · ψiZ 在r2圩

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
在圷圮圴圮圲圴圩

在原子单位下圬 原子的坈坡坭坩坬坴坯坮坩坡坮 由在圷圮圱圮圴圩 给出圬 把式在圷圮圴圮圲圴圩和在圷圮圱圮圴圩代入下式

E 圽

∫
圉∗ 坞H圉d3r1d

3r2 · · · d3rZ 在圷圮圴圮圲圵圩

经过一些较为繁琐但直接了当的代数计算圬 可以求得

E 圽
Z∑
k=1

∫
φ∗ik在r圩

(
−∇2 − 圲Z

r

)
φik在r圩d

3r

圫
Z∑
k=1

Z∑
k′=1

∫
φ∗ik在r1圩φik在r1圩

圱

|r1 − r2|
φ∗ik′ 在r2圩φik′ 在r2圩d

3r1d
3r2

−
Z∑
k=1

Z∑
k′=1

′
∫
φ∗ik在r1圩φik′ 在r1圩

圱

|r1 − r2|
φ∗ik′ 在r2圩φik在r2圩d

3r1d
3r2 在圷圮圴圮圲圶圩

式中最后一项求和上的坜 ′ 圢 表示只对自旋相同的电子对求和圮 把上式对φ∗ 求变分圬 并注

意到约束条件
∫
φ∗在r圩φ在r圩d3r 圽 圱圬 引入坌坡坧坲坡坮坧坥 乘子εi圬 令

δE − δ

(
Z∑
k=1

εik

∫
φ∗ik在r圩φik在r圩d

3r

)
圽 地

得到如下形式的方程

坞hikφik 圽 εikφik 在圷圮圴圮圲圷圩

其中

坞hik 圽 −∇2 − 圲Z

r

圫
Z∑

k′=1

∫
φ∗ik′ 在r1圩φik′ 在r1圩

圲

|r1 − r|
d3r1

−
∑′Z

k′=1

∫
φ∗ik′ 在r1圩φik在r1圩

2
|r1−r|d

3r1φ
∗
ik
在r圩φik′ 在r圩

φ∗ik在r圩φik在r圩
在圷圮圴圮圲圸圩

式在圷圮圴圮圲圷圩和在圷圮圴圮圲圸圩 称为坈坡坲坴坲坥坥圭坆坯坣坫 方程圬 式在圷圮圴圮圲圸圩 为坈坡坲坴坲坥坥圭坆坯坣坫 近似下的单电

子坈坡坭坩坬坴坯坮坩坡坮圬 其中第一项为单个电子的动能圬 第二项为电子在核势场中的势能圬 第三
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项为其它电子对所考虑电子的直接库仑相互作用能在简称为库仑能圩圬 第四项是由于电子

的全同性导致的交换库仑相互作用能在简称为交换能圩圮

我们立刻注意到圬虽然方程在圷圮圴圮圲圷圩是一个单粒子的坓坣坨坿坯坤坩坮坧坥坲方程圬但由于其坈坡坭坩坬坴坯坮坩坡坮

在圷圮圴圮圲圸圩中的库仑能和交换能与待求波函数φ 有关圬 因此只能自洽求解圬 可以先假定一

组φ圬 计算出式在圷圮圴圮圲圸圩圬 然后求解方程在圷圮圴圮圲圷圩圬 得到一组新的φ圬 再利用这组新的φ计

算在圷圮圴圮圲圸圩 并求解方程在圷圮圴圮圲圷圩圬 反复迭代圬 直至二次迭代所得结果小于某一给定的误差

限为止圮

7.5 统统统计计计近近近似似似和和和Xα 方方方程程程

方程在圷圮圴圮圲圸圩 中前三项与下标ik 无关圬 第四项与ik 有关圮 为了进一步简化计算圬 对第四项

取平均圬 即把该项代之以其对每一占据态的算术平均值

Vex ≡ −
圱

Z

Z∑
k=1

∑′Z
k′=1

∫
φ∗ik′ 在r1圩φik在r1圩

2
|r1−r|d

3r1φ
∗
ik
在r圩φik′ 在r圩

φ∗ik在r圩φik在r圩
在圷圮圵圮圲圹圩

用Vc在r圩 记方程在圷圮圴圮圲圸圩 中的第三项圬 则方程在圷圮圴圮圲圸圩 可以写为

坞hik 圽 −∇2 圫 V 在r圩 在圷圮圵圮圳地圩

其中

V 在r圩 圽 −圲Z

r
圫 Vc在r圩 圫 Vex在r圩 在圷圮圵圮圳圱圩

如果V 在r圩 具有中心对称性圬 则方程在圷圮圴圮圲圷圩 的求解可以大为简化圮 为此圬 我们对

式在圷圮圵圮圳圱圩作方向平均圬 使其只依赖于径向坐标r圬 在这一近似下圬 方程在圷圮圴圮圲圷圩 变为

坛−∇2 圫 V 在r圩坝φ在r圩 圽 εφ在r圩 在圷圮圵圮圳圲圩

上式的解可以写为

φ在r圩 圽 R在r圩Ylm在θ, ϕ圩

而R在r圩 满足下面的径向方程

−圱

r

d

dr

(
r2dR

dr

)
圫 V 在r圩R 圫

l在l 圫 圱圩

r2
R 圽 εR 在圷圮圵圮圳圳圩

R在r圩 称为径向波函数圬 在做进一步的推导之前圬 我们先对径向方程及其解做一些一般性

的讨论圮

方程是一个二阶常微分方程的本征值问题圬 因为我们这里感兴趣的是束缚态问题圬 由

波函数的平方可积要求可知圬 当r → ∞ 圬 应有rR在r圩 → 地圻 又由波函数的统计解释及二
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阶微分方程的一般理论† 可知当r → 地圬 R在r圩 ∼ rl圬 或rR在r圩 → 地圮 在这些边界条件下圬 方

程在圷圮圵圮圳圳圩 的本征值只能取一些分立值圬 可用径向量子数nr在圽 地, 圱, 圲, 圳, · · · 圩 编号圬 分别对

应于R在r圩 无节点圬 一个节点圬 二个节点圬 圮 圮 圮 圮 本征值只与在nr, l圩 有关圬 而与量子数m 无关圬

因此圬 在中心力场近似下圬 电子的轨道能量对于确定的l 是圲l 圫 圱 重简并的圮 在原子问题

中圬 通常用另外一套量子数来标志状态圬 定义主量子数为

n 圽 nr 圫 l 圫 圱 在圷圮圵圮圳圴圩

则主量子数可取值n 圽 圱, 圲, 圳, · · · 圬 对于给定的n圬 l 可取值地, 圱, 圲, · · · , n − 圱圬 通常

用s, p, d, · · ·表示圮 对一个确定的状态可以由四个量子数在n, l,m, s圩 来标记圬 其中s

代表自旋圬 可取向上和向下两个值圮 把方程在圷圮圵圮圳圳圩 的本征值记为εnls圬 本征函数

记为φnlms在r圩 圽 Rnls在r圩Ylm在θ, ϕ圩圮 所谓电子组态是指电子占据轨道的情况圬 例如圬

在圱s圩2在圲s圩2在圲p圩6 代表一种电子组态圬 它表明n 圽 圱, l 圽 地 的轨道有二个电子圬 n 圽 圲, l 圽 地

的轨道有二个电子圬 n 圽 圱, l 圽 圱 的轨道有六个电子圮 这种组态中的每个填充的简

并轨道均已填满圬 为闭壳层组态圮 若有某些简并轨道没有填满圬 则为开壳层组态圬 例

如在圱s圩2在圲s圩2在圲p圩3 就是一个开壳层组态圮

现在考虑在圷圮圵圮圳圱圩的方向平均圮 对于给定的电子组态圬 电荷密度为

ρs在r圩 圽
∑
nlm

Wnlms|φnlm在r圩|2 在圷圮圵圮圳圵圩

式中Wnlms 是轨道φnlms 的占据数圬 当占据时取圱圬 未占据时取地圮 由于在中心力场近似下

相同在nl圩 的态是简并的圬 因此可以定义在nls圩 态的占据数为

Wnls 圽
∑
m

Wnlms

把式在圷圮圵圮圳圵圩对方向取平均圬 得到方向平均后的电荷密度为

ρs在r圩 圽
圱

圴π

∫
d圊ρs在r圩

圽
圱

圴π

∑
nlm

WnlmsRnls在r圩
2

∫
d圊|Ylm在θ, ϕ圩|2

圽
圱

圴π

∑
nl

WnlsRnls在r圩
2 在圷圮圵圮圳圶圩

总电荷密度为

ρ在r圩 圽 ρ↑在r圩 圫 ρ↓在r圩

在给定的电子组态下圬 库仑能为

Vc在r圩 圽

∫
d3r1

圲ρ在r圩

|r1 − r|
在圷圮圵圮圳圷圩

†见曾谨言著〈〈量子力学〉〉 卷I , P259
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利用
圱

|r1 − r|
圽
∑
lm

圴π

圲l 圫 圱

rl<
rl+1
>

Ylm在θ, ϕ圩Ylm在θ1, ϕ1圩

其中

r< 圽 坭坩坮在r, r1圩 r> 圽 坭坡坸在r, r1圩

则Vc 的方向平均为

Vc在r圩 圽
圱

圴π

∫
d圊Vc在r圩

圽
圱

圴π

∫
d3r1圲ρ在r1圩

∑
lm

圴π

圲l 圫 圱

rl<
rl+1
>

Ylm在θ1, ϕ1圩

∫
d圊Ylm在θ, ϕ圩

圽 圲

∫
d3r1

ρ在r1圩

r>

圽
圸π

r

∫ r

0

r2
1ρ在r1圩dr1 圫 圸π

∫ ∞
r

r1ρ在r1圩dr1 在圷圮圵圮圳圸圩

在推导中用到了关系式
∫
d圊Ylm在θ, ϕ圩 圽

√
圴πδl0δm0圮

交换项的处理要复杂得多圬 通常的做法是圬 先对均匀系统在即外场为地 的系统圩 求出Vex

依赖于电荷密度的函数关系在对于均匀系统圬 电荷密度是一与位置无关的常数圩圬 再把其中

的电荷密度换成有外场的电荷密度而保持函数形式不变圮 在取方向平均时圬 也只要把电

荷密度换成对方向平均的电荷密度即可圮 这一过程叫做统计平均近似圮 在均匀情形下圬

可求出

Vex↑ 圽 −圶
(

圳

圴π
ρ↑

)1/3

在圷圮圵圮圳圹圩

对自旋向下的电子也有相同的结果圮 把上式中的ρ↑ 换成ρ↑在r圩圬 便得到了交换势的形式圮

另一方面圬 如果对式在圷圮圴圮圲圶圩中的交换项作统计平均近似圬 然后取变分圬 则得到的交换势

为

Vex↑在r圩 圽 −圶
圲

圳

(
圳

圴π
ρ ↑
)1/3

在圷圮圵圮圴地圩

与在圷圮圵圮圳圹圩相比圬 多出一个因子2
3
圬 这表明统计平均与变分操作是不可对易的圮 为此圬 坓坬坡坴坥坲

建议把交换势写成

Vex↑在r圩 圽 −圶α
(

圳

圴π
ρ ↑
)1/3

在圷圮圵圮圴圱圩

其中2
3
≤ α ≤ 圱 为一参数圬 令

Vs在r圩 圽 −
圲Z

r
圫 Vc在r圩 圫 Vex,s在r圩 在圷圮圵圮圴圲圩

则方程 (
−∇2 圫 Vs在r圩

)
φnlm 圽 εnlsφnlms 在圷圮圵圮圴圳圩
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为决定电子轨道的方程圬 由于在交换势中引入了一个参数α圬 因此这一方程称为Xα 方程圮

实际计算分为自旋限制和自旋极化两种圬 在自旋限制计算中圬 认为两种自旋的能级是简

并的且密度相同圬 并具有相同的交换势圬 取为

Vex在r圩 圽 −圶α
(

圳

圸π
ρ

)1/3

在圷圮圵圮圴圴圩

在自旋极化计算中圬 则是对自旋的两种取向分别求解Xα 方程圮

通常确定α的方法有如下几种圬 一种是调整α 使计算结果满足坖坩坲坡坬 定理圻 第二种方法

是严格求解坈坡坲坴坲坥坥圭坆坯坣坫 方程圬 并比较坈坡坲坴坲坥坥圭坆坯坣坫 方程的结果与Xα 方程的结果来确

定α圻 第三种是把α 看作一个变分参数圬 通过使原子的总能量取极小来确定α圮 上述三种

方法所得到结果基本上是相同的圮

现在的第一性计算都基于密度泛函理论和坋坡坨坮圭坓坨坡坭的实现格式。其中的交换关联

势基本上来自对于均匀系统的计算，然后做各种各样的近似。最早，也是使用的最多

的是局域密度近似（坌坄坁），也就是把均匀系统的拟合表达式拿来，直接把其中的密

度换成与位置有关的密度。在此基础上的改进包括梯度展开，均块方法，等等。对于强

关联系统，通过引进参数，用所谓圫U的方法，也能得到较好的结果。这一方面的文献

非常多，有兴趣进一步探讨的同学可以参考相关文献。

7.6 径径径向向向方方方程程程的的的求求求解解解方方方法法法

方程在圷圮圵圮圴圳圩 的解可写为φnlm 圽 Rnl在r圩Ylm在θ, ϕ圩圬
‡ 其中Rnl在r圩 满足下面的径向坓坣坨坿坯坤坩坮坧坥坲

方程场

−圱

r

d

dr

(
r2dRnl

dr

)
圫 V 在r圩Rnl 圫

l在l 圫 圱圩

r2
Rnl 圽 εnlRnl 在圷圮圶圮圴圵圩

这一节我们介绍求解径向方程在圷圮圶圮圴圵圩的数值方法圮

令Rnl在r圩 圽
ynl
r
并代入方程在圷圮圶圮圴圵圩圬 我们得到

d2ynl
dr2

圽 Fnl在r圩ynl 在圷圮圶圮圴圶圩

其中

Fnl在r圩 圽
l在l 圫 圱圩

r2
圫 坛V 在r圩− εnl坝

为了简化苻号圬 在不引起误解的情况下圬 后面的讨论中我们将省略下标在nl圩圮 方程在圷圮圶圮圴圶圩

可用坎坵坭坥坲坯坶 格式求解圬 下面介绍这一方法圮 为了更一般起见圬 考虑在区间坛a, b坝 上求解

二阶微分方程
d2y

dr2
圽 F 在r圩y 圫G在r圩 在圷圮圶圮圴圷圩

‡在本节中, 为简单计, 将略去自旋下标, 需要时, 很容易在最终结果中恢复
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以h 为步长划分区间坛a, b坝 圬 令ri 圽 a圫 ih, i 圽 地, 圱, 圲, · · · 圬 记yi ≡ y在ri圩 则场

yi+1 圽 yi 圫 hy′i 圫
h2

圲圡
y′′i 圫

h3

圳圡
y

(3)
i 圫

h4

圴圡
y

(4)
i 圫

h5

圵圡
y

(5)
i 圫O在h6圩

yi−1 圽 yi − hy′i 圫
h2

圲圡
y′′i −

h3

圳圡
y

(3)
i 圫

h4

圴圡
y

(4)
i −

h5

圵圡
y

(5)
i 圫O在h6圩

在圷圮圶圮圴圸圩

上面二式相加得场

yi+1 − 圲yi 圫 yi−1 圽 h2

(
y′′i 圫

圱

圱圲
h2y

(4)
i

)
圫O在h6圩 在圷圮圶圮圴圹圩

上式左边为y 在ri 点的二阶中心差分圬 记为

圁2yi ≡ yi+1 − 圲yi 圫 yi−1

于是圬 在圷圮圶圮圴圹圩 可写为

圁2yi 圽 h2

(
y′′i 圫

圱

圱圲
h2y

(4)
i

)
圫O在h6圩 在圷圮圶圮圵地圩

对于y′′圬 显然有相同的关系场

圁2y′′i 圽 h2

(
y

(4)
i 圫

圱

圱圲
h2y

(6)
i

)
圫O在h6圩 在圷圮圶圮圵圱圩

由式在圷圮圶圮圵地圩 和在圷圮圶圮圵圱圩 可得圬

圁2yi 圽 h2在y′′i 圫
圱

圱圲
圁2y′′i 圩 圫O在h6圩 在圷圮圶圮圵圲圩

又圬 由于y′′i 圽 Fiyi 圫Gi圬 圁
2y′′i 圽 圁2在Fiyi 圫Gi圩圬 式中Fi ≡ F 在ri圩圬 Gi ≡ G在ri圩圬 从而

圁2yi 圽 h2

[
Fiyi 圫Gi 圫

圱

圱圲
在Fi+1yi+1 圫Gi+1 圫 Fi−1yi−1 圫Gi−1 − 圲Fiyi − 圲Gi圩

]
整理得(
圱− h2

圱圲
Fi+1

)
yi+1 − 圲

(
圱− h2

圱圲
Fi

)
yi 圫

(
圱− h2

圱圲
Fi−1

)
yi−1 圽 h2

(
Fiyi 圫Gi 圫

圱

圱圲
圁2Gi

)
令Y 圽

(
圱− h2

12
F
)
y圬 最后得到

Yi+1 − 圲Yi 圫 Yi+1 圽 h2

(
Fi

圱− h2

12
Fi
Yi 圫Gi 圫

圱

圱圲
圁2Gi

)
在圷圮圶圮圵圳圩

上式就是坎坵坭坥坲坯坶 差分格式圬 这是一个二步方法圬 即为了得到Yi+1圬 需要知道Yi 和Yi−1 的

值圮
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径向方程不含对y 的一阶导数圬 是方程在圷圮圶圮圴圷圩当G在r圩 圽 地 时的特例圬 可用前

述坎坵坭坥坲坯坶 方法求解圮 具体计算时圬 可分别从两个边界点出发圬 逐步向中间计算圮

从r 圽 地 出发圬 向r 增加的方向的计算过程称为外向计算圬 从r 圽 ∞ 出发在实阶上是一有

限的足够大的值圩圬 向r 减小的方向的计算过程称为内向计算圮 外向计算和内向计算应该

在某一中间点r 圽 rm 处光滑的连接起来圬 使二者光滑连接的过程称为外向计算与内向计

算的匹配圮

对于给定的在nl圩圬径向方程的解应该有nr 圽 n− l−圱个节点圬由径向方程可知圬解的节

点只能出现在F 在r圩 < 地 的区域圬 这是由于在节点上有y 圽 地 及y′′ 圽 地圬 因此圬 节点也是函

数y在r圩 的拐点圬 在节点的外侧圬 随着r 的增大圬 y在r圩 或是趋于另一节点圬 或者随r →∞ 而
趋于地圮 如果在节点外侧y > 地圬 因要求y在r圩 是上凸的在否则将不断增长圩圬 所以应有y′′ < 地圻

反之圬 如果在节点外侧y < 地圬 因要求y在r圩 是下凸的圬 所以应有y′′ > 地圮 不论何种情况圬 都

要求y 与y′′ 异号圬 这只有当F 在r圩 < 地 时才有可能圮 一般rm 取在y 的最后一个节点之外圬

即F 在r圩 > 地 处圮 为了进行外向积分圬 我们还需要知道最初二个点的y 的数值圮 r 圽 地 时圬

径向方程无定义圬 积分可从r 圽 h 开始圮 当r → 地 时圬 V 在r圩→ −2Z
r
圬 这是类氢离子的势圬 因

此圬 我们可以用类氢离子的径向波函数在除以r圩在r 圽 h, r 圽 圲h 的值作为y1, y2圮 给定一

个εnl 的数值圬 作外向积分至rm 在注意圬 rm 一般与εnl 有关圩圬 如果节点的数目不等于nr圬 说

明εnl 的选择不好圬若节点数大于nr圬说明|εnl|太小圬此时可用圱.圲圵或其它大于圱的合适数

字乘以εnl圬 继续计算圻 若节点数小于nr圬 说明|εnl| 太大圬 此时可用地.圷圵 或其它小于圱 的合

适数字乘以εnl圬 继续计算圮 重复上述过程直至节点数目正好为nr 时为至圬 这一过程称为

对εnl 的粗调圮 在作完εnl的粗调后圬 可交替进行向内计算和向外计算圬 通过要求在rm 点y

的光滑连接再细调εnl圮 向内积分可取一足够大的r∞ 开始计算圬 为了适用于离子的计算圬

我们假定原子的总电子数不必等于Z圬 设电子数为N 圬 则当r →∞ 时圬 V 在r圩→ −圲Z−N+1
r

圬

F 在r圩→ −εnl圬 径向方程的解为y在r圩→ 坥坸坰在−
√
−εnlr圩圬 在r∞ 附近圬 可取

y在r圩 圽 坥坸坰在−
√
F 在r∞圩r圩

并用坎坵坭坥坲坯坶 方法作内向积分圬 为了y 在rm 点光滑连接圬 应要求外向积分和内向积分的

结果在rm 点的
y′

y
连续圮 这可以通过细调εnl 来做到圮 若记yin 为内向积分的结果圬 yout 为

外向积分的结果圬 在计算出yin和yout之后圬 计算

圁εnl 圽
圱

M

[
y′out在rm圩

yout在rm圩
− y′in在rm圩

yin在rm圩

]
在圷圮圶圮圵圴圩

其中

M 圽

[∫ rm
0

y2
out在r圩dr

y2
out在rm圩

圫

∫∞
rm
y2
in在r圩dr

y2
in在rm圩

]

把εnl 调整成εnl 圫圁εnl 再重复上述计算圬 直到
∣∣∣∆εnlεnl

∣∣∣ 小于某一误差限时圬 结束叠代圮
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最后圬 我们给出式在圷圮圶圮圵圴圩的证明圬 把F 在r圩 写为两项之和圬

F 在r圩 圽 F ′在r圩− εnl

则方程在圷圮圶圮圴圶圩 成为

y′′ 圽 F ′在r圩y − εnly 在圷圮圶圮圵圵圩

当εnl 变为εnl 圫圁εnl 时圬 设y 变为y 圫圁y圬 在线性近似下圬 有

y′′ 圫圁y′′ 圽 F ′在r圩y 圫 F ′在r圩圁y − εnly −圁εnly − εnl圁y 在圷圮圶圮圵圶圩

将在圷圮圶圮圵圶圩与在圷圮圶圮圵圵圩相减得

圁y′′ 圽 F ′在r圩圁y −圁εnly − εnl圁y 在圷圮圶圮圵圷圩

在圷圮圶圮圵圷圩 乘以y 与在圷圮圶圮圵圵圩乘以圁y 相减得

圁yy′′ −圁y′′y 圽 圁εnly
2 在圷圮圶圮圵圸圩

或
d

dr
在圁yy′ −圁y′y圩 圽 圁εnly

2

两边积分得

在圁yy′ −圁y′y圩|r2r1 圽 圁εnl

∫ r2

r1

y2dr

分别用在地, rm圩 及在rm,∞圩 代替在r1, r2圩圬 并注意到

圁
y′

y
圽
y圁y′ −圁yy′

y2

我们得到

圁
y′out在rm圩

yout在rm圩
y2
out在rm圩 圽 −圁εnl

∫ rm

0

y2
out在r圩dr

圁
y′in在rm圩

yin在rm圩
y2
in在rm圩 圽 圁εnl

∫ ∞
rm

y2
in在r圩dr 在圷圮圶圮圵圹圩

若要求对应于εnl 圫圁εnl 的解满足光滑连接圬 即

y′out
yout

圫圁
y′out
yout

圽
y′in
yin

圫圁
y′in
yin

在圷圮圶圮圶地圩

把在圷圮圶圮圵圹圩 代入在圷圮圶圮圶地圩圬 就得到方程在圷圮圶圮圵圴圩

前面我们讨论了径向方程的求解方法圬 在讨论中假定V 在r圩 是已知的圬 事实上圬 V 在r圩 是

与径向方程的解有关的圬 具体关系由式在圷圮圵圮圳圸圩及式在圷圮圵圮圴圱圩给出圮 因此圬 实阶计算时圬 应

先给定一初始势和初始本征值εnl圬 然后求解径向方程求得一组本征值及本征函数圬 用求

得的本征函数代入式在圷圮圵圮圳圸圩及式在圷圮圵圮圴圱圩求得新的势V 在r圩圬 用新的势和老的势的适当混

合做为势函数圬 再求解径向方程圬 这样反复叠代直至前后两次势之差小于某一给定的误

差限为止圬 这一过程称为自洽过程圬 一般来说圬 如果初始势选择的较好圬 只要圱圵次左右的

叠代便可达到很高的计算精度圮
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7.7 计计计算算算程程程序序序

这一节我们给出一个完整的计算原子结构的程序圬 它用我们在前面几节描述的Xα 方法

计算原子的总能量圬 轨道能量及原子周围的势V 在r圩 和电荷密度ρ在r圩等圮

第一个比较完整的原子结构计算程序是由坈坥坲坭坡坮圭坓坫坩坬坬坭坡坮编写的，此后的几乎所有

原子结构计算程序基本上都是在这个程序的基础修改的。这里所附程序是一个非常接

近于最初程序的版本。很多新的发展并没有包含进去。包含了最新交换关联势的一些

程序通常都作为大型第一性原理计算包的一个辅助程序，如果对于精确计算原子结构

有兴趣，请参看这类程序。

下面是坐 原子计算的输入文件圬 分别对应于自旋限制和自旋极化的计算圮 现对每一参

数解释如下圬 第一行为描述性文字圻 第二行在格式为圲坆圱地圮圵圩为所用的α 的数值和每次叠代

时所得的势混入老的势中的分数圻 第三行在格式为圱地坉圵圩 给出计算控制值圬 分列如下场 第一

个数场 输出文件打印控制圬 圽 地 时打印每次叠代势的最大变化点和轨道能量圬 收敛的总能

量圬 径向网格点圬 电荷密度圮 圽 圱 还打印每次叠代时计算轨道能量的过程信息圮

第二个数场 起始势的输入方式圬 本程序中总取为圱圮

第三个数场 势收敛的指数阈值圬 取−圳 或−圴圮
第四个数场 轨道能量收敛的指数阈值圬 取−圵 或−圶圮
第五个数场 原子径向网格点的数目圬 本程序中取为圴圴圱圮

第六个数场 允许的叠代次数圬 取为圵地 左右圮

第七个数场 原子序数圮

第八个数场 原子的电荷数在即原子序数与所带电子数之差圩圬 对中性原子取地圮

第九个数场 轨道能级的数目圮

第十个数场 圽 圱 表示自旋限制计算圻 圽 圲 表示自旋极化计算圮

第四行及紧跟的圱地行在对自旋限制计算圩 或圲圱行在对自旋极化计算圩 为起始势的输入值圮

紧限起始势的输入每行代表一个能级圬 第一个数表示在nl圩圬 以圱地地× n圫圱地× l 表示圻 第

二个数对自旋限制计算取圱 圬 对自旋极化计算时取圱 表示自旋向上圬 取圲 表示自旋向下圻

第三个数为能级上的电子占据数圻 第四个数为估计的轨道能量圮

下面的两个输入文件分别计算磷的自旋限制基态和自旋极化基态及对应的轨道能量

的输出值在能量以坒坹坤坢坥坲坧 为单位圩圮

Phosphorus Spin_Restricted state
.72569 .20
1 1 -4 -6 441 60 15 0 5 1

1.000 0.995 0.900 0.985 0.980 0.975 0.970 0.965 0.960 0.955
0.950 0.945 0.940 0.935 0.930 0.925 0.920 0.915 0.910 0.905
0.900 0.895 0.890 0.885 0.880 0.875 0.870 0.865 0.860 0.855
0.850 0.845 0.840 0.835 0.830 0.825 0.820 0.815 0.810 0.800
0.795 0.790 0.785 0.780 0.775 0.770 0.765 0.760 0.755 0.750
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0.745 0.740 0.735 0.730 0.725 0.720 0.715 0.710 0.705 0.700
0.695 0.690 0.685 0.680 0.675 0.670 0.665 0.660 0.655 0.650
0.645 0.640 0.635 0.630 0.625 0.620 0.615 0.610 0.605 0.600
0.595 0.590 0.585 0.580 0.575 0.570 0.565 0.560 0.555 0.550
0.545 0.540 0.535 0.530 0.525 0.520 0.515 0.510 0.505 0.500
0.495 0.490 0.485 0.480 0.475 0.470 0.465 0.460 0.455 0.450

100 1 2.0 -195.0
200 1 2.0 -41.8
210 1 6.0 -40.0
300 1 2.0 -20.0
310 1 3.0 -18.0

**** ATOMIC ENERGIES ****
************************************

Kinetic Energy= .6813768D+03
Nuc-El Coulomb= -.1624688D+04
El--El Energy= .3071392D+03
Spin up Exchg = -.4507193D+02

Total Energy = -.6812438D+03
Virial ratio = .1999805D+01

spin-orbitals nl spin ocup E
100 1 2.0 -152.6651305
200 1 2.0 -12.7209732
210 1 6.0 -9.2141014
300 1 2.0 -.9833246
310 1 3.0 -.3684071

Phosphorus Spin_Polarized state
.72569 .20
1 1 -4 -6 441 60 15 0 9 2

1.000 0.995 0.900 0.985 0.980 0.975 0.970 0.965 0.960 0.955
0.950 0.945 0.940 0.935 0.930 0.925 0.920 0.915 0.910 0.905
0.900 0.895 0.890 0.885 0.880 0.875 0.870 0.865 0.860 0.855
0.850 0.845 0.840 0.835 0.830 0.825 0.820 0.815 0.810 0.800
0.795 0.790 0.785 0.780 0.775 0.770 0.765 0.760 0.755 0.750
0.745 0.740 0.735 0.730 0.725 0.720 0.715 0.710 0.705 0.700
0.695 0.690 0.685 0.680 0.675 0.670 0.665 0.660 0.655 0.650
0.645 0.640 0.635 0.630 0.625 0.620 0.615 0.610 0.605 0.600
0.595 0.590 0.585 0.580 0.575 0.570 0.565 0.560 0.555 0.550
0.545 0.540 0.535 0.530 0.525 0.520 0.515 0.510 0.505 0.500
0.495 0.490 0.485 0.480 0.475 0.470 0.465 0.460 0.455 0.450
1.000 0.995 0.900 0.985 0.980 0.975 0.970 0.965 0.960 0.955
0.950 0.945 0.940 0.935 0.930 0.925 0.920 0.915 0.910 0.905
0.900 0.895 0.890 0.885 0.880 0.875 0.870 0.865 0.860 0.855
0.850 0.845 0.840 0.835 0.830 0.825 0.820 0.815 0.810 0.800
0.795 0.790 0.785 0.780 0.775 0.770 0.765 0.760 0.755 0.750
0.745 0.740 0.735 0.730 0.725 0.720 0.715 0.710 0.705 0.700
0.695 0.690 0.685 0.680 0.675 0.670 0.665 0.660 0.655 0.650
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0.645 0.640 0.635 0.630 0.625 0.620 0.615 0.610 0.605 0.600
0.595 0.590 0.585 0.580 0.575 0.570 0.565 0.560 0.555 0.550
0.545 0.540 0.535 0.530 0.525 0.520 0.515 0.510 0.505 0.500
0.495 0.490 0.485 0.480 0.475 0.470 0.465 0.460 0.455 0.450

100 1 1.0 -195.0
200 1 1.0 -41.8
210 1 3.0 -40.0
300 1 1.0 -20.0
310 1 3.0 -18.0
100 2 1.0 -195.0
200 2 1.0 -41.8
210 2 3.0 -40.0
300 2 1.0 -20.0

**** ATOMIC ENERGIES ****
************************************

Kinetic Energy= .6815644D+03
Nuc-El Coulomb= -.1625375D+04
El--El Energy= .3076826D+03
Spin up Exchg = -.2386447D+02
Spin Dn Exchg = -.2143792D+02

Total Energy = -.6814307D+03
Virial ratio = .1999804D+01

spin-orbitals nl spin ocup E
100 1 1.0 -152.6333667
200 1 1.0 -12.6974850
210 1 3.0 -9.1942103
300 1 1.0 -1.0708087
310 1 3.0 -.4509173
100 2 1.0 -152.6050145
200 2 1.0 -12.6619486
210 2 3.0 -9.1503035
300 2 1.0 -.7940065

下面是程序清单

C********************************************************************
C
C Atomic X-alpha Program
C
C********************************************************************

C
Implicit Real*8 (a-h,o-z)
Logical watson,prnt,convg
Dimension ichg(12)
Dimension ihdr(20)
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Dimension dumcom(2084),u(521,2),unew(521,2)
Dimension r(521),x(521)
Dimension v(521,2),fn(521),a(521)
Dimension po(521),p(521,10),rhosp(521,2),rho(521)
Dimension nl(30),ocup(30),e(30),nspin(30),kmx(30),delta(2),

* kdel(2)
Dimension rwk(521),vwk(521),pwk(521)
Common dumcom,r,v,rhosp,rho,e,ocup,kmx,nspin,p
Equivalence(dumcom(1),unew(1,1))
Equivalence(dumcom(1043),fn(1),x(1))
Equivalence(dumcom(1564),a(1))
Data zero,one,two,three,four /0.0D0,1.0D0,2.0D0,3.0D0,4.0D0/
Data pi /3.141592653589793D0/
Data xincr /0.0025D0/
Data ichg /40,80,120,160,200,240,280,320,360,400,440,480/
Data watson,prnt,convg /.FALSE.,.FALSE.,.FALSE./

C
C********************************************************************
C
C Read Header Card
C********************************************************************
C

Open(5,File=’fi’)
Open(6,File=’out.dat’)
Read(5,5000) ihdr
Write(6,5100) ihdr

C
C--------------------Read Input Parameters and Flags-----------------
C

Read(5,5200) exfact,radion,ratio,fracu,iprt,key,ntol,nthrsh,
* mesh,maxit,nz,ion,nsts,nspins
z=dfloat(nz)
xion=dfloat(ion)
facs=dfloat(nspins)
tol=10.0D0**(ntol)
thresh=10.0D0**(nthrsh)
zion=xion
twoion=xion+xion
mesh=mesh-1
Write(6,5300) nz,ion,nsts,nspins,exfact,radion,ratio,fracu,

* key,ntol,nthrsh,mesh
If(radion.GT.zero) watson=.TRUE.
If(iprt.NE.0) prnt=.TRUE.
nblock=mesh/40

C
C********************************************************************
C Constant for Conversion from R(Ao) to Dimensionless
C Thomas-Fermi radial variable x
C********************************************************************
C

ctfd=two*z**(one/three)*(four/(three*pi))**(two/three)
C
C----------Construct X and R Meshes----------------------------------
C

k=1
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x(k)=zero
r(k)=zero
deltax=xincr
Do 20 nb=1,nblock

Do 10 i=1,40
k=k+1
x(k)=x(k-1)+deltax
r(k)=x(k)/ctfd

10 Continue
deltax=deltax+deltax

20 Continue
C
C-----110 point mesh potential read (key=1)--------------------------
C

twoz=z+z
Do 50 is=1,nspins

Read(5,5400) (u(k,is),k=1,437,4)
Do 30 k=1,437,4

u(k,is)=-twoz*u(k,is)
30 Continue

u(441,is)=u(437,is)
u(445,is)=u(437,is)
n=9
Do 40 k=1,437,4

n=n-1
If(n.LT.0) Then

u(k+1,is)=(22.0D0*u(k,is)+11.0D0*u(k+4,is)
* -u(k+8,is))/32.0D0

u(k+2,is)=(10.0D0*u(k,is)+15.0D0*u(k+4,is)
* -u(k+8,is))/24.0D0

u(k+3,is)=( 6.0D0*u(k,is)+27.0D0*u(k+4,is)
* -u(k+8,is))/32.0D0

n=9
Else

u(k+1,is)=(21.0D0*u(k,is)+14.0D0*u(k+4,is)
* -3.0D0*u(k+8,is))/32.0D0

u(k+2,is)=( 3.0D0*u(k,is)+6.0D0*u(k+4,is)
* -u(k+8,is))/8.0D0

u(k+3,is)=( 5.0D0*u(k,is)+30.0D0*u(k+4,is)
* -3.0D0*u(k+8,is))/32.0D0

Endif
40 Continue
50 Continue

C
C
C----setup of V mesh: V(R)=U(R)/R,
C factor 2Z already absorbed in U(R)
C

Do 80 is=1,nspins
v(1,is)=-9.9D35
kmax=min0(441,mesh)
Do 60 k=2,kmax

v(k,is)=u(k,is)/r(k)
60 Continue

If(mesh.GT.kmax) Then
Do 70 k=442,mesh
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v(k,is)=-twoion/r(k)
70 Continue

Endif
80 Continue

c
c------Read state(spin-orbital) Information
c

spnup=zero
spndn=zero
Do 90 nst=1,nsts

Read(5,5500) nl(nst),nspin(nst),ocup(nst),e(nst)
If(nspin(nst).EQ.1) spnup=spnup+ocup(nst)
If(nspin(nst).EQ.2) spndn=spndn+ocup(nst)

90 Continue
c
c---Begin SCF iteration

Do 270 iter=1,maxit
Do 100 k=1,mesh

rhosp(k,1)=zero
rhosp(k,2)=zero
rho(k)=zero

100 Continue
c
c----Solve Schroedinger equation form each spin-orbital
c

Do 160 nst=1,nsts
netry=0
etry=e(nst)
n=nl(nst)/100
l=nl(nst)/10-10*n
is=nspin(nst)
Do 110 kk=1,520

rwk(kk)=r(kk+1)
vwk(kk)=v(kk+1,is)
pwk(kk)=po(kk+1)

110 Continue
Call numrov(etry,nst,z,n,l,rwk,vwk,pwk,ichg,kmax,mesh,

* thresh,ntries,prnt)
Do 120 kk=2,521

r(kk)=rwk(kk-1)
v(kk,is)=vwk(kk-1)
po(kk)=pwk(kk-1)

120 Continue
netry=max0(netry,ntries)
kmax=kmax+1

c
c----Add this orbital density to spin density
c

po(1)=zero
If(is.NE.2) Then

Do 130 k=1,kmax
rhosp(k,1)=rhosp(k,1)+ocup(nst)*po(k)**2

130 Continue
Else

Do 140 k=1,kmax
rhosp(k,2)=rhosp(k,2)+ocup(nst)*po(k)**2



圱圹圲 坃坈坁坐坔坅坒 圷圮 原子结构的计算

140 Continue
Endif

c
c---store P*R for this spin-orbital
c

Do 150 k=1,mesh
p(k,nst)=po(k)

150 Continue
kmx(nst)=kmax
e(nst)=etry

160 Continue
c
c---end of schroedinger loop
c find total charge density and generate new potential
c

Do 170 k=1,mesh
rho(k)=rhosp(k,1)+rhosp(k,2)

170 Continue
Call vgener(z,exfact,facs,ichg,mesh,nsts,nspins,watson,

* radion,zion,ratio,convg)
c
c----find point of largest change in U potential

delta(1)=zero
delta(2)=zero
Do 190 is=1,nspins

Do 180 k=1,mesh
dif=dabs(u(k,is)-unew(k,is))
If(dif.GT.delta(is)) Then

delta(is)=dif
kdel(is)=k

Endif
180 Continue

Write(6,5700) iter,delta(is),kdel(is)
190 Continue

delt=dmax1(delta(1),delta(2))
If(convg) Goto 280
If(tol.GT.delt) convg=.TRUE.

c
c--- SCF potential not converged: Calculate next trial pot--
c

If(netry.LE.2) fracu=fracu+(one-fracu)/two
If(fracu.GT.0.5D0) fracu=0.5D0
Do 220 is=1,nspins

Do 200 k=1,mesh
u(k,is)=(one-fracu)*u(k,is)+fracu*unew(k,is)

200 Continue
Do 210 k=2,mesh

vlast=v(k,is)
v(k,is)=u(k,is)/r(k)
unew(k,is)=v(k,is)-vlast

210 Continue
220 Continue

unew(1,1)=zero
unew(1,2)=zero

c
c---next trial eigenvalues from 1st order pert:: <p| DEL V |p>
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c

Do 260 nst=1,nsts
is=nspin(nst)
kmax=kmx(nst)
Do 230 k=1,kmax

fn(k)=unew(k,is)*p(k,nst)**2
230 Continue

Do 240 kk=1,520
rwk(kk)=r(kk+1)
vwk(kk)=fn(kk+1)
pwk(kk)=a(kk+1)

240 Continue
Call integr(vwk,rwk,kmax,ichg,pwk,1)
Do 250 kk=2,521

r(kk)=rwk(kk-1)
fn(kk)=vwk(kk-1)
a(kk)=pwk(kk-1)

250 Continue
dele=a(kmax)
e(nst)=e(nst)+dele

260 Continue
Write(6,5600) (nl(nst),nspin(nst),ocup(nst),

* e(nst),nst=1,nsts)
270 Continue

c
c---- end of SCF iteration loop
c

Write(6,5800)
Stop

280 Continue
c
c--- successful convergence of potential
c

ncards=mesh/8+1
If(mesh.EQ.(8*ncards)) ncards=ncards-1
Write(6,5600) (nl(nst),nspin(nst),ocup(nst),

* e(nst),nst=1,nsts)
Write(6,5900)

c
c--- print R. V meshes
c

kf=1
Do 290 nc=1,ncards

kl=kf+7
If(kl.GT.mesh) kl=mesh
Write(6,6500) kf,(r(k),k=kf,kl)
kf=kl+1

290 Continue
Write(6,6000)
Do 310 is=1,nspins

Write(6,6100) is
kf=1
Do 300 nc=1,ncards

kl=kf+7
If(kl.GT.mesh) kl=mesh
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Write(6,6500) kf,(v(k,is),k=kf,kl)
kf=kl+1

300 Continue
310 Continue

If(iprt.GE.1) Then
c
c--- print radial functions
c

Do 330 nst=1,nsts
n=nl(nst)/100
l=nl(nst)/10-10*n
Write(6,6200) n,l,e(nst),ocup(nst),nspin(nst),kmx(nst)
kmax=kmx(nst)
kf=1
Do 320 nc=1,ncards

kl=kf+7
If(kl.GT.kmax) kl=kmax
Write(6,6500) kf,(p(k,nst),k=kf,kl)
kf=kl+1

320 Continue
330 Continue

Endif
c
c--- print charge density
c

Write(6,6300)
If(nspins.NE.1) Then

Do 350 is=1,nspins
If(is.EQ.2) Write(6,6700)
Write(6,6400) is
kf=1
Do 340 nc=1,ncards

kl=kf+7
If(kl.GT.mesh) kl=mesh
Write(6,6500) kf,(rhosp(k,is),k=kf,kl)
kf=kl+1

340 Continue
350 Continue

Endif
Do 360 k=2,mesh

rho(k)=r(k)*rho(k)
360 Continue

kf=1
Write(6,6700)
Write(6,6600)
Do 370 nc=1,ncards

kl=kf+7
If(kl.GT.mesh) kl=mesh
Write(6,6500) kf,(rho(k),k=kf,kl)
kf=kl+1

370 Continue
Close(5)
Close(6)
Stop

c
5000 Format(20A4)
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5100 Format(’ ’,20A4
* //T20,’***** input parameters *****’
* /20X,36(’*’)//)

5200 Format(4F10.5/10I5)
5300 Format(T30,’At # =’,I9/T30,’charge=’,I9

* /T30,’# orbs=’,I9
* /T30,’# spns=’,I9
* /T30,’exfact=’,F9.5
* /T30,’radion=’,F9.5
* /T30,’ratio =’,F9.5
* /T30,’fracu =’,F9.5
* /T30,’key =’,I9
* /T30,’ntol =’,I9
* /T30,’nthrsh=’,I9
* /T30,’mesh =’,I9//)

5400 Format(F8.5,9F7.5)
5500 Format(2I5,2F10.0)
5600 Format(//T5,’spin-orbitals’,T21,’nl’,T25,’spin’,T31,’ocup’,

* T46,’E’
* /(T20,I3,T27,I1,T31,F4.1,T41,F13.7))

5700 Format(//T19,’ITER #’,I5,5X,’delta=’,1PD14.7,2X,’- point’,I4)
5800 Format(’MAXIMUM # OF ITERATIONS EXCEEDED’)
5900 Format(’RADIAL MESH FOR THIS ATOM:’//)
6000 Format(’XALPHA V POTENTIAL FOR THIS ATOM:’//)
6100 Format(//’ SPIN’,I2//)
6200 Format(’SPIN-ORBITAL W/ N=,’I2,’ L=’,I2,’ E=’,1PD14.7,

* ’ OCUP=’,1X,F5.2,’ NSPIN=’,I2,’ TO POINT’,I5,
* ’ : FORM’,’ R*RADLFN’/)

6300 Format(’1 CHARGE DENSITY AT THE MESH POINTS:’/)
6400 Format(/’ SPIN’,I2/)
6500 Format(I5,1P8D16.6)
6600 Format(/’ TOTAL CHARGE DENSITY, FORM RHO*(R**2) :’/)
6700 Format(’1’)

End
C

Function blatt(e,p,r,vradl,hsqo12)
c********************************************************************
c find the first derivative of function generated by Numorov
c interpolation, the radial increment between the five
c interpolation points must be constant.
c
c r= radial mesh
c vradl= radial potential
c p= radial function obtained by integrating with energy
c E through the radial potential vradl(k) on mesh R(k)
c blatt= numerical derivative of p
c see: jm blatt , j comp phys 1:385 (1967)
c********************************************************************
c

Implicit Real*8 (a-h,o-z)
Dimension p(5),vradl(5),r(5)

c
If(r(5)-r(1).LE.4.1D0*(r(2)-r(1))) Then

h=dsqrt(12.D0*hsqo12)
dif1=(p(4)-p(2))/2.D0
dif2=(p(5)-p(1))/2.D0
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ddif1=((vradl(4)-e)*p(4)-(vradl(2)-e)*p(2))*hsqo12
ddif2=((vradl(5)-e)*p(5)-(vradl(1)-e)*p(1))*hsqo12
blatt=16.D0*(-dif1+37.D0*dif2/32.D0-37.D0*ddif1/5.D0

* -17.D0*ddif2/40.D0)/(21.D0*h)
Return

Endif
Write(6,5000)
Stop

5000 Format(’ ERROR -- BLATT DERIVATIVE FORMULA IS CALLED’,
* ’OVER A MESH DOUBLEING INTERVAL’)
End

C
c

Subroutine integr(f,r,kmx,ichg,a,md)
c *******************************************************************
c integrates function F on 1-D mesh R by quadrtures, stores
c partial integrals in A
c See K S Kunz, Numerical Analysis
c********************************************************************
c

Implicit Real*8 (a-h,o-z)
Dimension f(*),r(*),ichg(12),a(*)
Data s720,s646,s456,s346,s264,s251,s106,s74,s30,s25,s24,

* s19,s11,s10,s9,s7,s6,s5,s4,s2 /720.D0,646.D0,456.D0,
* 346.D0,264.D0,251.D0,106.D0,74.D0,30.D0,25.D0,24.D0,
* 19.D0,11.D0,10.D0,9.D0,7.D0,6.D0,5.D0,4.D0,2.D0/
Data zero /0.D0/

c
h=r(2)-r(1)
If(md.EQ.1) Then

c
c----begin integration at zero
c

k0=0
f0=zero

Else
c
c--- begin integration at first point

k0=1
a(1)=zero
f0=f(1)

Endif
n=1
k0p1=k0+1
k0p2=k0+2
k0p3=k0+3
k0p4=k0+4

c
c--- quadrature formulas q41(0),q41(1),q41(2) for first 3 points
c

a(k0p1)=h*(s251*f0+s646*f(k0p1)-s264*f(k0p2)+s106*f(k0p3)
* -s19*f(k0p4))/s720
a(k0p2)=a(k0p1)+h*(-s19*f0+s346*f(k0p1)+s456*f(k0p2)

* -s74*f(k0p3)+s11*f(k0p4))/s720
a(k0p3)=a(k0p2)+h*(s11*f0-s74*f(k0p1)+s456*f(k0p2)

* +s346*f(k0p3)-s19*f(k0p4))/s720
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k0=k0p4
Do 20 k=k0,kmx

km1=k-1
km2=k-2
km3=k-3
kich=k-ichg(n)
If(kich.NE.1) Then

If(kich.EQ.2) Goto 10
c
c--- main part of integration: q31(2)
c

a(k)=a(km1)+h*(s9*f(k)+s19*f(km1)-s5*f(km2)+f(km3))/s24
Goto 20

Endif
c
c-------if mesh interval just changed , special formulas
c

h=h+h
a(k)=a(km1)+h*(s2*f(k)+s7*f(km1)-s4*f(km2)+f(km3))/s6
Goto 20

10 n=n+1
a(k)=a(km1)+h*(s11*f(k)+s25*f(km1)-s10*f(km2)

* +s4*f(km3))/s30
20 Continue

If(mod(md,2).NE.0) Return
c
c---- if MD even, reverse A
c

Do 30 k=1,kmx
a(k)=a(kmx)-a(k)

30 Continue
Return
End

c
c

Subroutine numrov(e,nst,z,n,l,r,v,p,ichg,kmax,mesh,thresh,
* ntries,prnt)

c
c*******************************************************************
c
c solves schodinger equation numerically by numerov method
c V= partial potential including L*(L+1)/R**2
c P= partial wave function in the form R*(Radlfn)
c assume V=infinity, P= zero at origin
c*******************************************************************
c

Implicit Real*8 (a-h,o-z)
Logical cutset,onedun,prnt
Dimension dumcom(2084)
Dimension ichg(12),elast(30)
Dimension r(520),p(520),vradl(520),v(520),a(520),fn(520)
Common dumcom
Equivalence(dumcom(1),vradl(1))
Equivalence(dumcom(522),a(1))
Equivalence(dumcom(1043),fn(1))
Data ntrymx,nrstmx,nmtplm /50,10,20/
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Data zero,one,two,four,five,ten,twlve /0.D0,1.D0,2.D0,4.D0,
* 5.D0,10.D0,12.D0/

c
ntries=0
nreset=0
nmtply=0
nodes=n-(l+1)
angm=dfloat(l*(l+1))
onedun=.FALSE.

c
c--- setup radial EQN potential (V plus ANGMOM pot. L)
c

Do 10 k=1,mesh
vradl(k)=v(k)+angm/(r(k)*r(k))

10 Continue
If(elast(nst).EQ.zero) elast(nst)=1.25D0*e
delast=dabs((elast(nst)-e)/e)
Goto 30

20 Continue
c
c--- E has been reset non variationaly:
c reset DE-control parameter
c

If(prnt) Write(6,5500) nst,ntries,e
delast=dabs(0.25D0*e)

c
c-- outward integration: To start exponential tail
c (where curvature goes negtive)
c

30 Continue
ntries=ntries+1
If(ntries.LE.ntrymx) Then

gkm1=-one
cutset=.FALSE.
h=r(2)-r(1)
ncross=0
Call pstart(h,z,l,e,v,p(1),p(2))
hsqo12=h*h/twlve
pkm2=p(1)
pkm1=p(2)
dkm2=-(e-vradl(1))*pkm2*hsqo12
dkm1=-(e-vradl(2))*pkm1*hsqo12
i=1
Do 50 k=3,mesh

gk=(e-vradl(k))*hsqo12
pk=(two*(pkm1+five*dkm1)-pkm2+dkm2)/(one+gk)
p(k)=pk

c
c--- test for sign changes in WFN
c

If(pk*pkm1.LT.zero) ncross=ncross+1
If(.NOT.cutset) Then

c
c--- test for chg of sign in curvature (outer turning point)
c

If(gkm1.LT.zero.OR.gk.GE.zero) Then
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gkm1=gk
Goto 40

Endif
c
c--- Have reached turning point:
c set KSTOP for cutoff integration
c

cutset=.TRUE.
kstop=k+2
If(kstop.EQ.ichg(i)-1) kstop=ichg(i)
If(k-2.LT.ichg(i-1).AND.k+2.GT.ichg(i-1))

* kstop=ichg(i-1)+4
If(k-2.LT.ichg(i).AND.k+2.GT.ichg(i))

* kstop=ichg(i)+4
Else

c
c--- KSTOP set: check if it is reached
c

If(k.EQ.kstop) Goto 60
Endif

40 If(k.GE.ichg(i)) Then
c
c--- numerov increment for H just doubled
c

i=i+1
hsqo12=four*hsqo12
dkm2=four*dkm2
dkm1=-four*gk*pk
pkm1=pk

Else
c
c---numerov increment for H unchanged
c

dkm2=dkm1
dkm1=-gk*pk
pkm2=pkm1
pkm1=pk

Endif
50 Continue

c
c--- Error exit from outwards integration: Tail not reached
c Reset E=VRADL(k) inside mesh and try again
c

If(prnt) Write(6,5600) nst,ntries,k
nreset=nreset+1
k=mesh-40*nreset
e=vradl(k)
If(nreset.GT.nrstmx) Goto 140
Goto 20

c
c--- Successful exit from outwards integration:
c Test # radial nodes
c

60 Continue
If(ncross.NE.nodes) Then

c
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c---- # of nodes in error: if too few, decrease ABS(E)
c if too many, increase ABS(E)
c

If(prnt) Write(6,5700) nst,ntries,ncross
nmtply=nmtply+1
If(nmtply.GT.nmtplm) Goto 160
If(ncross.LT.nodes) fact=0.75D0
If(ncross.GT.nodes) fact=1.25D0
e=fact*e
Goto 20

Endif
c
c--- # of nodes correct: find P from blatt formula
c

drvout=blatt(e,p(kstop-4),r(kstop-4),
* vradl(kstop-4),hsqo12)

kmatch=kstop-2
pmatch=p(kmatch)

c
c--- end outward integration
c

kstop=kstop-4
If(.NOT.onedun) Then

c
c--- skip searchfor kmax if one succesful inwards integral done
c

bigex=69.08D0
in=11
kmax=mesh+40

70 Continue
in=in-1
If(in.EQ.0) Goto 150
kmax=kmax-40
hsq=(h*h)*four**in

c
c--- set KMAX farther IN , if H too large for stabilit
c or RADLFN is in an underflow region
c

If(hsq.GE.6.214D0/dabs(e)) Goto 70
ex=r(kmax)*dsqrt(vradl(kmax)-e)
If(ex.GT.bigex) Goto 70
Do 80 k=kmax,mesh

p(k)=zero
80 Continue

Endif
c
c--- inward integration
c

k=kmax
i=in

c
c-- first two points by exponential approx
c

hsqo12=(h*h/twlve)*four**i
pkm2=dexp(-r(k)*dsqrt(vradl(k)-e))
dkm2=-(e-vradl(k))*pkm2*hsqo12
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p(k)=pkm2
k=k-1
pkm1=dexp(-r(k)*dsqrt(vradl(k)-e))
dkm1=-(e-vradl(k))*pkm1*hsqo12
p(k)=pkm1

c
c--- integrat down to kstop
c

90 k=k-1
gk=(e-vradl(k))*hsqo12
If(-gk.GT.one) Write(6,5300) e,gk
pk=(two*(pkm1+five*dkm1)-pkm2+dkm2)/(one+gk)
p(k)=pk
If(k.NE.kstop) Then

If(k.LE.ichg(i)) Then
c
c--- increment if interval just halved: calcls 2 points
c

i=i-1
dk=-pk*gk
km1=k-1
km2=k-2
gkm1=(e-vradl(k))*hsqo12
pkm1=(two*(pk+five*dk)-pkm1+dkm1)/(one+gkm1)
dkm1=-pkm1*gkm1/four
hsqo12=hsqo12/four
gkm2=(e-vradl(k))*hsqo12
dk=dk/four
pkm2=((pk-dk)+(pkm1-dkm1))/(two-ten*gkm2)
dkm2=-pkm2*gkm2
p(km1)=pkm2
If(km1.EQ.kstop) Goto 100
p(km2)=pkm1
If(km2.EQ.kstop) Goto 100
k=km2
Goto 90

Endif
c
c--- numerov invrement for H unchanged
c

dkm2=dkm1
dkm1=-pk*gk
pkm2=pkm1
pkm1=pk
Goto 90

Endif
c
c--- end inward integration
c----------------------------------------

100 Continue
onedun=.TRUE.

c
c--- mach inwards integratrion to ontwards at KMATCH
c

cmatch=pmatch/p(kmatch)
Do 110 k=kstop,mesh
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p(k)=p(k)*cmatch
110 Continue

drvin=blatt(e,p(kstop),r(kstop),vradl(kstop),hsqo12)
drvdif=drvin-drvout

c
c--- variational principle improvment for E
c

Do 120 k=1,kmax
fn(k)=p(k)*p(k)

120 Continue
Call integr(fn,r,kmax,ichg,a,1)
xnorm=a(kmax)
de=-p(kmatch)*drvdif/xnorm
If(prnt) Write(6,5800) nst,ntries,e,kmatch,drvdif,de
If(dabs(de/e).GE.thresh) Then

c
c--- E not converged: if DE/E .gt. % chnage of ETRIAL from
c--- E of last potential iter, reduce DE to that value
c

If(dabs(de/e).GT.delast) de=de*dabs(delast*e/de)
c
c--- increment energy and solve again
c

e=e+de
Goto 30

Endif
c
c--- energy is converged: normalize WFN and return
c

elast(nst)=e
xnorm=dsqrt(xnorm)
Do 130 k=1,kmax

p(k)=p(k)/xnorm
130 Continue

Return
Endif

c
c--- error prints and stop
c

Write(6,5000)
Stop

140 Write(6,5100)
Stop

150 Write(6,5200)
Stop

160 Write(6,5400)
Stop

c
c
5000 Format(’ ntrymx exceeded in numerov--’,

* ’E convergence too slow’)
5100 Format(’ cannot find an exponential tail in numerov’,

* ’despite moving curvature CHG point back to R(40).’,
* ’check form of V.’)

5200 Format(’ starting mesh is too large to accommodate’,
* ’core function integration by numerov’)
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5300 Format(’ warning--- GK<-1 for E=’,1X,D14.7,
* ’ and GK=’,1X,D16.7/)

5400 Format(’ E has been changed to hunt for correct # of’,
* ’nodes more time than allowed’)

5500 Format(’ NST=’,I3,’ after NTRY=’,I3,’ is having E’,
* ’set non-variationally to ’,1X,D20.7)

5600 Format(’ Nst=’,I3,’ Trial #’,I3,’ does not reach tail’,
* ’E reset= VRADL(k)-K=’,I4)

5700 Format(’ NSt=’,I3,’ Trial #’,I3,’ has NCROSS=’,I3,
* ’: E mult by factor to correct # radial nodes’)

5800 Format(’ NST=’,I3,’ Trial # ’,I3,’ has E=’,1X,D14.7,
* ’ Kmatch=’, I3,’ Drvdif=’,D14.7,’ De=’,D14.7)
End

c
Subroutine pstart(h,z,l,e,v,p1,p2)

c********************************************************************
c
c Begin integration of radial equation with angular
c momentum = L, near R=0, expands
c P=R*(radial FN)=SUM<0,4>(A(j)*R**j)*R**(L+1)
c and finds coefts A(J) by taking derivatives 0-3 of radial
c equation at R=0;
c
c********************************************************************

Implicit Real*8 (a-h,o-z)
Dimension v(3)
Data s1,s3o2,s11o3,s2,s5o2,s3,s4,s6,s8,s12,s20 /1.D0,1.5D0,

* 3.6666666666666D0,2.D0,2.5D0,3.D0,4.D0,6.D0,8.D0,12.D0,
* 20.D0/

c
xl=dfloat(l)
zoh=z/h

c
c-- derivs of R*(v(i)-E) at R=0
c

d0=-(z+z)
d1=s3*(v(1)-v(2))+v(3)+s11o3*zoh-e
d2=-(s5o2*v(1)-s4*v(2)+s3o2*v(3)+zoh+zoh)/h
d3=((v(1)+v(3))/s2-v(2)+zoh/s3)/(h*h)

c
c--- expansion coefficients
c

a1=-z/(xl+s1)
a2=(d0*a1+d1)/(s4*xl+s6)
a3=(d0*a2+d1*a1+d2)/(s6*xl+s12)
a4=(d0*a3+d1*a2+d2*a1+d3)/(s8*xl+s20)
lp1=l+1

c
c---evaluation of series expansion for P=R*(radial function
c

p1=(s1+h*(a1+h*(a2+h*(a3+h*a4))))*h**(lp1)
th=h+h
p2=(s1+th*(a1+th*(a2+th*(a3+th*a4))))*th**(lp1)
Return
End

c
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Subroutine vgener(z,exfact,facs,ichg,mesh,nsts,nspins,
* watson,radion,zion,ratio,convg)

c********************************************************************
c generate new atomic potential UNEW(k) from charge density
c information. if CONVG=.true., also calculates total energy
c under the HFS hamilton
c
c********************************************************************

Implicit Real*8 (a-h,o-z)
Logical convg,watson
Dimension dumcom(2084),fn(521),a(521)
Dimension r(521),p(521),rhosp(521,2),rho(521)
Dimension ucoul(521),uexch(521,2),unew(521,2),v(521,2)
Dimension e(30),nspin(30),kmx(30),ocup(30)
Dimension ichg(12),eexch(2)
Dimension fwk(521),rwk(521),awk(521)
Common dumcom,r,v,rhosp,rho,e,ocup,kmx,nspin,p
Equivalence(dumcom(1),uexch(1,1),unew(1,1))
Equivalence(dumcom(1043),fn(1))
Equivalence(dumcom(1564),a(1))
Data zero,one,two,three,six /0.D0,1.D0,2.D0,3.D0,6.D0/
Data third,s3o4 /0.33333333333333D0,0.75D0/
Data pi4 /12.56637061435916D0/

c
c---generate new potential U=R*V (rho,rhosp in form (R*P)**2)
c

kmax=0
Do 10 nst=1,nsts

kmax=max0(kmax,kmx(nst))
10 Continue

kmxm1=kmax-1
mesp=mesh-1
Do 20 k=1,1563

dumcom(k)=zero
20 Continue

c
c--- exchange potential
c

Do 40 is=1,nspins
Do 30 k=1,kmax

uexch(k,is)=-six*exfact*(three*facs*r(k)*rhosp(k,is)
* /(two*pi4*pi4))**third

30 Continue
40 Continue

If(convg) Then
c
c--- if potential converged, find E-E exchange energy
c

eexch(1)=zero
eexch(2)=zero
Do 80 is=1,nspins

Do 50 k=2,kmax
fn(k)=s3o4*rhosp(k,is)*uexch(k,is)/r(k)

50 Continue
Do 60 kk=1,520
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fwk(kk)=fn(kk+1)
rwk(kk)=r(kk+1)
awk(kk)=a(kk+1)

60 Continue
Call integr(fwk,rwk,kmxm1,ichg,awk,1)
Do 70 kk=2,521

fn(kk)=fwk(kk-1)
r(kk)=rwk(kk-1)
a(kk)=awk(kk-1)

70 Continue

eexch(is)=a(kmax)
80 Continue

Endif
c
c--coulomb potential (assuming sperical symmetry)
c

ucoul(1)=zero
Do 90 kk=1,520

fwk(kk)=rho(kk+1)
rwk(kk)=r(kk+1)
awk(kk)=ucoul(kk+1)

90 Continue
Call integr(fwk,rwk,mesp,ichg,awk,1)
Do 100 kk=2,521

rho(kk)=fwk(kk-1)
r(kk)=rwk(kk-1)
ucoul(kk)=awk(kk-1)

100 Continue

c call integr(rho(2),r(2),nesp,ichg,ucoul(2),1)
rho(1)=zero
Do 110 k=2,kmax

rho(k)=rho(k)/r(k)
110 Continue

Do 120 kk=1,520
fwk(kk)=rho(kk+1)
rwk(kk)=r(kk+1)
awk(kk)=fn(kk+1)

120 Continue
Call integr(fwk,rwk,kmxm1,ichg,awk,1)
Do 130 kk=2,521

rho(kk)=fwk(kk-1)
r(kk)=rwk(kk-1)
fn(kk)=awk(kk-1)

130 Continue
Do 140 k=1,kmax

fn(k)=fn(kmax)-fn(k)
140 Continue

c
c--- UCOUL set equal electron-electron coulomb potential
c

Do 150 k=1,mesh
ucoul(k)=ucoul(k)+r(k)*fn(k)

150 Continue
If(convg) Then
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c
c --- if potential converged, find N-E,& E-E coulomb energies
c

enucel=-two*z*fn(1)
Do 160 k=1,kmax

fn(k)=rho(k)*ucoul(k)
160 Continue

Do 170 kk=1,520
fwk(kk)=fn(kk+1)
rwk(kk)=r(kk+1)
awk(kk)=a(kk+1)

170 Continue
Call integr(fwk,rwk,kmxm1,ichg,awk,1)
Do 180 kk=2,521

fn(kk)=fwk(kk-1)
r(kk)=rwk(kk-1)
a(kk)=awk(kk-1)

180 Continue
eecoul=a(kmax)

Endif
c
c---new coulomb potential (nuclear+electronic)
c

Do 190 k=1,mesh
ucoul(k)=two*(ucoul(k)-z)
If(watson) Then

c
c-- watson sphere contribution, if any
c

xion=zion*ratio
If(r(k).LT.radion) Then

ucoul(k)=ucoul(k)+two*xion*r(k)/radion
Else

ucoul(k)=ucoul(k)+two*xion
Endif

Endif
190 Continue

c
c---sum coulomb and exange terms
c

Do 210 is=1,nspins
Do 200 k=1,mesh

unew(k,is)=ucoul(k)+uexch(k,is)
200 Continue
210 Continue

If(.NOT.convg) Then
Return

Endif
c
c--- Total Energy Calculation
c

ekinet=zero
c
c--- Kinetic energy from integration (E-V) over orbital densities
c

Do 220 nst=1,nsts
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ekinet=ekinet+ocup(nst)*e(nst)
220 Continue

Do 260 is=1,nspins
Do 230 k=2,kmax

fn(k)=v(k,is)*rhosp(k,is)
230 Continue

Do 240 kk=1,520
fwk(kk)=fn(kk+1)
rwk(kk)=r(kk+1)
awk(kk)=a(kk+1)

240 Continue
Call integr(fwk,rwk,kmxm1,ichg,awk,1)
Do 250 kk=2,521

fn(kk)=fwk(kk-1)
r(kk)=rwk(kk-1)
a(kk)=awk(kk-1)

250 Continue
ekinet=ekinet-a(kmax)

260 Continue
ewats=zero
If(watson) Then

c
c--- watson sphere contibution if any
c

xion=zion*ratio
Do 270 k=2,kmax

If(r(k).LT.radion) Then
fn(k)=two*xion*r(k)/radion

Else
fn(k)=two*xion

Endif
270 Continue

Do 280 k=2,kmax
fn(k)=fn(k)*rho(k)

280 Continue
Do 290 kk=1,520

fwk(kk)=fn(kk+1)
rwk(kk)=r(kk+1)
awk(kk)=a(kk+1)

290 Continue
Call integr(fwk,rwk,kmxm1,ichg,awk,1)
Do 300 kk=2,521

fn(kk)=fwk(kk-1)
r(kk)=rwk(kk-1)
a(kk)=awk(kk-1)

300 Continue
ewats=a(kmax)

Endif
c
c---SUM and Print Total energy
c

etotal=ekinet+eecoul+eexch(1)+eexch(2)+enucel+ewats
virial=-etotal/ekinet+one
Write(6,5100)
Write(6,5000) ekinet,enucel,eecoul,eexch(1),eexch(2),ewats,

* etotal,virial
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Return
5000 Format(//T20,’**** ATOMIC ENERGIES ****’

* /T20,36(’*’)
* //T20,’Kinetic Energy=’,1X,D21.7
* /T20,’Nuc-El Coulomb=’,1X,D21.7
* /T20,’El--El Energy=’,1X,D21.7
* /T20,’Spin up Exchg =’,1X,D21.7
* /T20,’Spin Dn Exchg =’,1X,D21.7
* /T20,’Watson Sphere =’,1X,D21.7
* ///T20,’Total Energy =’,1X,D21.7
* /T20,’Virial ratio =’,1X,D21.7
* ///)

5100 Format(’1’)
End

7.8 Sturm-Liouville 问问问题题题

坓坴坵坲坭圭坌坩坯坵坶坩坬坬坥 问题包含了一大类常微分方程的本征值问题，其一般形式为

在p在x圩y′在x圩圩′ 圫 q在x圩y在x圩 圽 s在x圩

一大类物理相关的方程，如勒让德方程，贝塞尔方程等，都是这个方程的特殊形式。

一种常见的特殊情形是s在x圩 圽 地圬 而q在x圩中含有参数λ圬 在给定的边界条件下，只有λ取特

定数字时，方程才有解，这些特定值称为方程的本征值。

坓坴坵坲坭圭坌坩坯坵坶坩坬坬坥 方程可以利用坎坵坭坥坲坯坶方法的推广来构造高精度格式。利用中心差

分，

y′i 圽
yi+1 − yi−1

圲h
− h2y

(3)
i

圶
圫O在h4圩

y′′ 圽
yi+1 − 圲yi 圫 yi−1

h2
− h2y(4)

圱圲
圫O在h4圩

于是

p′i
yi+1 − yi−1

圲h
圫 pi

yi+1 − 圲yi 圫 yi−1

h2
圽 在piy

′
i圩
′ 圫

h2

圱圲

(
piy

(4)
i 圫 圲p′iy

(3)
i

)
圫O在h4圩

对坌坓方程求导两次，解出坹的三阶和四阶导数，并把其中的二阶导数和一阶导数代之以

差分形式，经过比较繁琐的代数运算，可以得到

ci+1yi+1 圽 ciyi − ci−1yi−1 圫 di 圫O在h6圩

其中

ci+1 圽圲圴pi 圫 圱圲hp′i 圫 圲h2qi 圫 圶h2p′′i − 圴h2在p′i圩
2/pi

圫 h3p
(3)
i 圫 圲h3q′i − h3p′iqi/pi − h3p′ip

′′
i /pi
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ci−1 圽圲圴pi − 圱圲hp′i 圫 圲h2qi 圫 圶h2p′′i − 圴h2在p′i圩
2/pi

− h3p
(3)
i − 圲h3q′i 圫 h3p′iqi/pi 圫 h3p′ip

′′
i /pi

ci 圽圴圸pi − 圲地h2qi 圫 圱圲h2p′′i − 圸h2在p′i圩
2/pi

圫 圲h4q′′i 圫 圲h4p′iq
′
i/pi

di 圽 圲圴h2si 圫 圲h4s′′i − 圲h4p′is
′
i/pi

当p在x圩 圽 圱时，就是我们前面处理过的方程。
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