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本书是供研究所教学和参考之用。统计力学是一门基础科学。近十几年来，这门科

学扩充得很快，是个研究热门。本书的目的，不是在把这门学问作通盘介绍，而是把最

基本的观念陈述清楚，再用一些较新的题材，来作为应用例子。概念和应用并重。

今天的统计力学，已分科太细，应用太广。读者不可能读一两本教科书而成专家。

教本的目的，只是帮忙读者打稳基础，把一些基本观念弄清楚，学一两手简单的「招数」，

以免以后自创门路时吃亏。目前市上教本甚多，不乏经典之作，但在观念上，题材上，

已略嫌陈旧。新书多偏于专门。时人多急于研究，少致力于教本。再者新知累积太快，

写一本长久性的教本，已是绝顶困难的事。此书是一本简短的书，供一时之需。希望对

今天的读者有所助益。

统计力学是理论物理的一部门。它最出色之处，是它的应用。应用范围包括物理、

天文、化学、材料、以至于生物学。它是一个非常方便的工具，使我们能把物质的分子

结构性质，和大尺度的热力、电磁等性质，连接起来。就难易程度来说，统计力学的应

用大致可分成「初等」和「高等」。初等部分大致是「理想气体」，包括量子理想气体。凡

是粒子间交互作用不重要的情形，如自由电子模型，都包括了。其应用已非常广泛。高

等部分是对交互作用的讨论，应用在交互作用很重要的情况，如变态现象。高等部分自

然是困难得多。除了少数特殊情形，近似法和数值计算是仅有的解法。简单、有效的近

似法，往往是把问题简化成某一种理想气体模型。「平均力」近似法是一个重要的例子。

在我看来，高等统计力学是在固态物理兴起之后的产物。虽然在四十年前统计力学

和变态现象的关系已建立，但大多数的应用、发展，却是近二十年的事，尤其是近十年

来，更为蓬勃。大多数的应用，都是应固态物理之用。原因是固态物理现象繁多，实验

方法突飞猛进，而所观测的物质，仍不似生物物体之复杂，因此理论的分析还大致可以

配合。许多新的观念，都是从固态物理得来。

本书的大部分篇幅，用在例子的讨论。初等的例子用来澄清概念，高等例子用来讨

论现象和方法。事实上，基本观念和应用是不能分开的。本书所有的例子，直接或间接，

多少都是用来陈述一些基本观念。应用例子的选择，力求简明，所以都是些极其简单的

模型。题材比较偏重于和固态物理有关的。我尽量选比较新的、有趣的、能激发读者思

考的题材。这本书应该可使读者略窥统计力学的新貌。

我写这本书的动机之一，是借此发表一点自己的意见。我对一些基本观念的看法，

和传统的看法不大一样。我觉得统计力学是一门「头重脚轻」的学问。也就是说，有很
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多成功的应用，但对基本原理的了解，却是很幼稚。但一般教本，常把统计力学看成一

门完美无缺的学问。

大致说来，统计力学是以一些计算法则为中点，而后向上讨论法则的应用，向下讨

论它的根源。（这些计算法则可以说是波次曼的求熵公式，或可以说是某形象发生机率

和 e−H/T 成正比，H 是该形象的能量，T 是温度）。应用方面的材料，琳琅满目。但追

溯根源的材料，相形之下太少，更少有适用于教本者。原因之一是多年来应用的成功，

使人对这计算法则有了很强的信心。虽然对它的来源不清楚，只要会用它，也就不管清

不清楚了。

还有一个原因是对根源的不了解。也就是说，至今仍不知道如何从力学观点来了解

这些计算法则。这些法则至今仍是一假设。许多书都是以计算法则为起点，不问根源，

把这门学问看成一门纯计算的学问。这种看法并无可厚非。糟的是，许多教本为了对学

生有个交代，搞一些似通非通的花言巧语，企图把这些法则说成一个已成立的「定律」。

学生不懂，反正没关系，只要到时会用法则带公式解题目就行。这是我以前的学习经验。

当然，许多成功的应用，并不需要深刻、正确的了解。这是科学发展的一大特色。

不过，应用一推广，迟早会出纰漏，进一步的了解就成了急务。今天，统计力学的发展，

已到了必须追溯根源的时候。

这统计力学的假设，事实上是一个「独立性」或「不规则」性的假设。如果能了解

这假设，则有助于了解所有其他不规则现象，例如计算机的随机数程式，反之亦然。

我以为对科学，或对一切学问，最基本的必要态度是「知之为知之，不知为不知。」

所以，这本书很注重统计力学的弱点，计算法则的限度，及可疑的地方。虽然本书对重

要的问题没有解答，但尽量把问题说清楚。

从力学，电磁学的经验，学生们总习惯于明确的定律。在此我却会一直提出各种靠

不住的地方。因此会带来一种不安全的感觉。我希望这种不安全感会使读者变得小心一

点，养成怀疑的习惯。

本书分七篇，共三十章。这七篇是

第一篇 平衡 第一至四章

第二篇 假设 第五至九章

第三篇 机率 第十至十三章

第四篇 应用 第十四至十九章

第五篇 变动 第二十至二十二章

第六篇 溯源 第二十三至二十六章

第七篇 凝聚 第二十七至三十章

第一篇可以说是一个「准备活动」，复习一下常用的概念和名词，将理想气体（包

括量子气体）的种种温习了。

第二、三、六篇着重在基本观念的讨论。统计力学是建立在一个大胆的假设上，这

假设的含义并不是很明确。本书从分子运动的观点来讨论这假设，避免抽象的观念，如

「系集」。我的看法是，这系集观念是不必要而且不合事实。机率在此是统计数字，一个
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工具，不是一个原理。

第五篇讨论一些不平衡的现象，目的是要讨论平衡的维持。暂稳态、数值演象包括

在这篇。

第四、七篇着重在现象的分析，即应用。包括一些较新的题材，如冻结杂质，超流

性，二度空间的电荷气体，等等。这些内容不是报道文献中的成果，而可说是把我的一

点研习感想，用最直截的方式，写出来供读者参考。我对这些题目的看法，并不一定是

最正确的，而且可能偏见颇多。读者善自斟酌。

本书的讨论，不大严密，也就是说，许多结论都没有严密的证明，而只用些简单的

例子来示范一下。这并不是说严密的证明不重要，而是它超出了我的知识范围。本书的

数学水准不高，用到的数学技巧也不多。可以说完全没有复杂的计算。复杂的计算非常

重要，但我以为只有读者自己实地去计算才能学到计算方法。在书中讲一大堆不会有太

多好处。

有些十分重要的材料嫌太专门，没有纳入本书，例如临界现象和「归元群」，（虽然

变态现象颇占了一些篇幅）。不平衡现象谈得很少。应用例子偏重于简单的固态物理问

题。热力学也讲得很少。抽象的，形式上的东西尽量避免。有些材料，仅见于杂志，而

尚未见于其它书本，如第十四章讲的均功系数和碰撞时间的关系，第二十四章讲的重聚

现象，二十五章的从轨迹求熵。许多重点、说法和一般教本不同，如强调观测时间和平

衡的关系，暂稳态的重要，及超流态和「绕圈数」之守恒的密切关系，等。

阅读本书，并不需要很深的数学修养。大学量子力学所用的数学就够了。物理方面，

读者需要有大学程度的力学、量子力学、热力学、电磁学的常识。本书对读者的要求，

主要是谨慎，独立的思考。统计力学在基本物理学中，是最难的一门。本书不是容易念

的。习题是内容中重要的一部分。不做习题，则不但应用技术学不到，基本观念也不会

学到。

读者须牢记: 这本书上说的，或其他书上说的，都不是您自己的见解。自己对统计
力学的看法，是要自己去思考，去建立。这本书和其他的书，只是作您的参考，不是要

牵着您走。

我写这本书还有一个动机。有鉴于今天中文科学书籍之极度缺乏，这本书虽不足以

有很大的作用，但至少有一点点帮助。我深信基础科学，如不用本国文字，一定说不清。

教本必须国人自写。近百年来科学人员多习惯于用外文写研究报告。请他用中文写书，

就说「我不能」。事实上是「不为」，非不能也。我自己国文程度甚差。写此书，是一大胆

尝试。开始觉得生硬，但很快就顺手了。到底科学不是文学。用本国语言写科学书，只

要有内容，文字绝无问题。本书如不易读，主要是内容难懂。作者的国文差，是次要原

因。

这本书的大部分，是在民国六十六年及民国七十年，我在清华大学执教时所写。许

多位教授和同学，给了我指示，帮助及鼓励，特别是李怡严、单越、阎爱德、倪维斗、

石育民、黄幸美、郎棣、颜晃彻、陈通等教授，及林其隆、杨芳铿、陈俊良、林达观等

同学。在此向他们致谢。清华物理研究所的行政、文书同仁也给了我不少协助，特别是
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列位所长及张月梅小姐，我也一并致谢。

我更要谢谢我父、母亲。对我的工作，他们一向尽心尽力支持。这本书得以顺利完

成，也靠他们的鼓励和支持。我对他们，却少有孝敬。今以此书献，以略慰慈心。

本书内容，待指正之处甚多。希望科学界人士不吝赐教。

民国七十一年春，马上庚谨识



注意事项

1. 教学和阅读

本书提供一学年（九个月课程）的教材。主要对象是物理、材料科学、化学的研究

生。

大致上，前三篇较浅易，后四篇较深，每一章都是由浅而深。教材的取舍，当然是

由教师斟酌学生的程度和需要，及教师自己的意见来决定。以下是几点建议，并指出一

些教学、阅读该注意的事项。

（甲） 请特别注意讨论，分析不同的看法，不要用教条式的讲法。头三篇的材料，

最好不削弱。第六篇是总论性的，亦不应略去。

（乙） 数学式子的推导，不可忽略。本书避免了任何复杂的计算，目的是使学生

可以把书中所有的式子推导做一遍。推导的主要功效是了解各种近似，假设的意义和效

果。

（丙） 每一章后，有讨论问题。这些问题包括许多常见的练习题。但也有很多供讨

论用的，没有「标准答案」，我自己也不知道如何回答的问题。此类问题，不应忽略。

（丁） 本书所列参考资料，并非必要教材，而是供进一步研习参考之用，或仅指

明图表的来处。我以为，研究所教学，仍应以训练学生自己的思考为主。先自己想，再

去翻书刊，以查出某一项特别资料。自己观念越清楚，参考资料越有用。当然，多看参

考书，仍是有用的。见多则识广。可惜的是，今天大部分科学文献是外文书刊，不易吸

收。（不过，如果基本观念清楚，常识够，外文科学书刊并不很难读。观念不清，外文

再好也没用）。因此，教师的任务，也要包括介绍一点其他资料，以充实教材。统计力

学的中文教本和参考书籍，为数亦不少。教师和学生应多涉猎。

（戊） 学习时遭遇困难的原因，大多是初级的东西没学好，或忘了，不是新资料太

难，也不是缺乏参考书。常常复习初等的材料，是十分重要的。「温故而知新」，真是再

正确不过。
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2. 名词

今天的科学，有一特点，就是名词和术语的泛滥。（西方的拼音文字，很适合于大

量制造新字，只可惜除了几个专家之外，没人看得懂，过一段时间，字又被改了，或忘

了）。因此有人误以为学习科学，就是认些名词，说几句术语。这种误解，中外都常见。

对一门基础科学而言，名词术语并不重要。教本的目的，是把一套基本观念，分析

方法说清楚。重点在解释，并不需要很多术语或名词，更不需要外国文字。

名词、术语不是科学的本身，纯是一种习惯，是一种表达工具。越少，越简单，越

好，但不能没有。初等科学的名词术语，早已通用于中学教本及常识书刊，本书亦沿用

之。至于高等科学，由于中文书刊少，还没有建立一套基本的名词术语习惯。本书大致

沿用教育部审定者，（见「科学大辞典」，自然科学文化事业公司，民国七十年版），即照

英文名词习惯直译者。但英文名词用法不合理之处甚多，习惯亦多有不合用于中文的。

因此，本书自订了少数名词。例如，本书不用「罕米吞函数」，而用「总能函数」，或「能

量函数」。我以为，像能量这样常用的观念，不该沿用英文人名的用法。还有几个: 不
用「化学势」，用「化学势」。不用「玻色粒子」，「费米粒子」，而用「合群粒子」，「不合

群粒子」，等。阅读本书时，自然会了解这些名词的用意。既然中文科学名词还没有一

套习惯用法，本书的用法，可算是一点建议。希望读者勿在名词术语上花功夫。教本的

内容，在讨论和解释，不在名词和术语。更切忌把中文名词翻成英文，发现见过这英文

字，就自以为懂了。认得英文名词和了解名词的意义，完全是两回事。

3. 单位和常数表

为求讨论的方便，数学式子的简短，本书把热常数 k（即波次曼常数）设为 1，常

见的 kT 只写成 T。温度 T 看成一能量，能量亦可用温度单位度量。量子常数 h̄（即普

朗克常数除以 2π），亦设为 1。不过在这些常数的角色不明显时，还是写出来。以下单

位和常数表可以作换算之用。

热常数 k =每 1◦K 的能量，即

k × 1◦K = 1.38× 10−16erg

= 8.62× 10−5eV。

克分子数 N =每克分子量物质中的分子数

= 6.02× 1023。

气体常数 R = kN = 1.98卡/克分子。

注意: 1eV ≈ 104 ◦K，

1卡/克分子 ≈ 0.5◦K/分子。

量子常数 h̄ = 1.05× 10−27erg · sec。
h = 2πh̄。



4. 常用数学资料表 9

1eV/h = 2.42× 1014sec−1。

质子质量 = 1.67× 10−24 克。

电子质量 = m = 9.11× 10−28 克。

电子电荷 = −e，
e2 = (4.80× 10−10)2erg · cm。

氢原子半径（波耳半径）

= a = 0.529 Å。
氢原子电子束缚能量 = e2/2a

= 13.6eV。
波耳磁矩 = µB = eh̄/2mc = 9.27× 10−21erg/G

G = 1高斯。

4. 常用数学资料表

以下列出几个常用公式与数字，这并不能取代数学手册，但在手边没有手册时，可

能会有帮助。

（甲） δ 函数

θ(x) = 1, x > 0,

=
1

2
, x = 0,

= 0, x < 0,

d
dxθ(x) = δ(x)∫ b

a

δ(x)dx = θ(b)− θ(a)

δ(ax) =
δ(x)

|a|

sgnx =
x

|x|
d

dxsgnx = 2δ(x)

δ(x− a) = 1

2π

∫ ∞

−∞
dkeik(x−a)

∞∑
n=−∞

δ(x− a− nb) = 1

b

∞∑
m=−∞

ei2πm(x−a)/b



10

（乙） 常用数据和公式

Γ(n) = (n− 1)!∫ ∞

0

dxxne−x = Γ(n+ 1) = n!

Γ(1 + n) = nΓ(n)

Γ(
1

2
) =
√
π = 1.772

Γ(
3

2
) =

1

2

√
π

lnΓ(1 + x) = −Cx+O(x2)

C = 0.5772 = −
∫ ∞

0

dxe−xlnx

N ! = NNe−N (2πN)1/2
[
1 +

1

12N
+

1

288N2
+ · · ·

]
∫ ∞

0

dx
ex + 1

= ln2∫ ∞

0

xdx
ex + 1

=
π2

12∫ ∞

0

x2dx
ex + 1

=
3

2
ζ(3), ζ(3) = 1.202∫ ∞

0

xdx
ex − 1

=
π2

6∫ ∞

0

x2dx
ex − 1

= 2ζ(3)∫ ∞

0

x3dx
ex − 1

=
π4

15∫ ∞

−∞
dxe−x2/(2a2)e−ikx =

√
2πa2e−1/2k2a2

tanh−1 x =
1

2
ln1 + x

1− x
= x+

x2

3
+ · · · , |x| < 1

coth−1 x =
1

x
+

1

3x3
+ · · · , |x| > 1

（丙） 方便数字

ln2 = 0.693

ln10 = 2.30
√
π = 1.77

6! = 720, 9! = 362880, 12! ≈ 4.8× 108

210 = 1024, 215 = 32768, 220 ≈ 106
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本篇分四章, 略述最基本的概念, 并讨论些简单例子. 第一、二章复习平衡的概念及
热力学的定律. 特别强调平衡态非瞬时形态以及观测时间的重要性. 热力学的最突出的
特点是 “熵” 的出现. 第三章讨论细致平衡定律, 强调分子间作用为平衡之本. 第四章讨
论金属电子, 复习一些基本固态物理常识, 及统计力学的初步计算方法.

这一篇可以说是一个准备工作, 各种基本概念, 将在以后各篇重新分析.
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第一章 平衡

本章讨论平衡这个最基本的概念, 特别强调平衡和观测时间的关系. 从分子运动的
时间尺度来看, 平衡是一长时间观测下的状况, 而非一瞬时状态. 讨论平衡, 必须考虑观
测时间的大致长度.

1. 平衡和观测时间

基本概念的来源, 总是一些简单的现象. 平衡是热力学和统计力学最基本的概念.
现在用几个简单的例子, 来说明平衡的意义. 并且谈一谈它所牵涉到的一些问题.
平衡是指一种不变动和静止的状态. 例如一张古画挂在墙上, 即是一种不变动的状

态. 不过这种不变动的状态只是一种近似, 而不是绝对. 这张古画从它的产生到现在, 已
经过了不少的变动. 例如, 由于和空气的化学作用, 有些颜色已经不是以前早先的颜色
了, 纸也变黄了. 所以讲到平衡, 我们必须牵涉到观测时间的问题. 如果观测时间很短,
譬如说 “一秒钟”、“半秒钟”, 或者 “两三天”, 或者 “一两年”, 这张画都可以看成是在一
种平衡状态, 因为在上述的观测时间内, 它的改变是相当微不足道的. 不过假如现在用
一段很长的时间做观测时间的话, 譬如一百年、两百年, 那么这张画便不能被看成是在
平衡状态了. 因为它的改变已经是很显著, 不能被忽略了, 且不提挂画的钉子或墙壁的
早已破损. 多少是微不足道？多少是不能忽略？这当然是要看分析的目的来决定了. 一
般说来, 讨论平衡, 必须在一定观测时间内. 这范围的规定, 要看观测者的需要和兴趣.
现在看另外一个例子. 从一个热水瓶里面倒一些滚水在一个小茶杯内, 几秒钟之后

杯中的水便成为一种静止不变的状态. 这状态就是平衡状态. 杯中水的体积, 可以从水
的高度及杯子的口径量出. 水的温度则可以用温度计量出. 在一两秒钟之内, 这些测量
值大致都是不变的, 也就是说, 观测时间必须小于一两秒钟. 如果时间太长, 则温度的改
变已经显著, 水就不能被看成是在一平衡状态. 反之, 一个钟头之后, 水的温度已经和室
温一样了. 如果室温在数小时内不变, 水的温度也因此不会改变, 所以这时的观测时间
只要是在数小时范围之内, 这杯水都可以算成是在平衡状态了. 不过水分子因不断的从
水面上蒸发出去, 虽然在数小时之内, 水的体积不会改变很多, 但如果时间太长, 比如两
三天之后, 水就慢慢干掉了, 所以观测时间长过两三天, 这杯水就不能算是在平衡状态
中. 过了好几天后, 水完全干了, 这个干杯子又可以算做是在一种平衡状态中. 这个空杯
子并不是在一种绝对不变的状态下, 因为杯子的分子也是在不断的蒸发中, 虽然在几年
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之内并没有显著的改变.
这些例子指出, 观测的时间不能太长, 否则平衡就没有意义. 世界上没有绝对不变

的东西, 不过我们可以用各种不同的器具使平衡的时间范围延长. 譬如我们可以把古画
放在镜框里, 把水放在热水瓶里. 不过绝对的封闭是不可能的, 总会有一些能量流入流
出. 注意: 没有一种容器是可以永远不坏的, 任何在张力或切力下的物质, 都是在一种暂
稳的状态之中, 而不是绝对的稳定. 只要观测时间不是很长, 物体没有什么明显变化, 这
种状态, 我们就叫它做平衡, 这样的定义是相当模糊的, 比较明确的定义和进一步的了
解, 要等我们分析过很多例子之后.

2. 平衡和分子运动

平衡这个现象, 是从一个大尺度的观点来看的一个现象. 大尺度就是比分子大小大
很多的尺度, 也就是所谓 “宏观” 尺度. 以上讨论的时间也是一种宏观的时间. 也就是
说, 比分子运动的时间尺度大很多的时间. 从 “微观” 的观点看, 也就是说从一个分子大
小尺度的观点来看, 那张古画是由许多许多分子所构成的, 这些分子不断地振动, 前述那
一杯水中的水分子也是不断做非常复杂的运动, 没有一个分子是静止不动的. 大尺度的
现象和性质, 是这些非常复杂的分子的运动, 在观测时间内的平均. 从小尺度的观点来
看, 平衡是一个非常特殊的运动状况. 这个运动状况的特点是: 在某观测时间范围内, 大
尺度的性质不变. 统计力学的目的, 就是要了解分子运动和平衡的关系.
平衡既然是静止不变的状态, 则所有因时间而变的现象, 都可以称为是不平衡的现

象. 热、电的传导, 声音的传播, 以至于刮风、下雨都是例子. 不平衡现象的了解, 也是
须要从分子运动来着手. 要了解平衡必须分析维持平衡的种种因素, 也须要讨论产生变
化的种种因素. 所以, 研究平衡, 免不了要牵涉到不平衡的问题.

以上我们强调平衡和观测时间的密切关系, 主要原因是使读者对统计力学的应用范
围有较正确的印象. 一般教科书多从 “绝对平衡” 的概念着手. 所谓 “绝对平衡” 是理
想化的, 它是指绝对封闭的物系, 在无限长的时间观测下的状态. 或也有用更抽象的概
念作为平衡的定义. 这样的做法, 并无可厚非, 且开始时, 使讨论比较简明, 但是读者的
思想会比较受限制. 许多统计力学可以分析的问题, 在这理想化的定义下, 都成了 “不平
衡” 的问题. 我们从头开始就把时间放在平衡的定义里, 这看来像是增加麻烦, 但以后读
者在应用统计力学时, 会灵活得多.

3. 大尺度改变和局部平衡

以上我们强调, 平衡是一大尺度的现象. 从分子尺度看来, 它不是一个瞬时性质, 而
是一个长时间观测下的性质. 从大尺度看来, 观测时间不能太长, 否则难以维持不变. 现
在我们用流体力学的公式为例, 来更进一步地强调大小尺度的重要性.
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大尺度的气体的运动, 多可以用以下方程式解释:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0,

ρ
∂v

∂t
+ ρ(v · ∇)v = −∇p.

(1)

式中 ρ(r, t) 是在位置 r, 时刻 t 的质量密度, v(r, t) 是气流速度, p(r, t) 是气压, ρv 是
气流量, 也是动量密度. 第一式指出质量不灭, 第二式表明牛顿定律, 即动量改变等于所
受之力. 我们把气体的黏性略去了, 以求简明.

[(1) 的意义, 用积分式看得更清楚

∂

∂t

∫
ρd3r +

∫
dσ · vρ = 0,

∂

∂t

∫
vρd3r +

∫
(dσ · v)ρv = −

∫
dσp.

d3r 的积分包括某区域内的点, dσ 积分包括该区的表面. ]
注意 (1) 中的时间, 空间尺度都是宏观尺度, 微分量 dt 是看成一个相当长的宏观的

观测时间.
dt≫ τ. (2)

τ 是分子运动时间尺度, 在此大约是 “平均自由时间” 即一个分子在两次碰撞间的自由
飞行时间. 空间的微分 d3r = dxdydz 是很大的空间, 比分子运动空间尺度大很多

dx≫ λ. (3)

λ 是 “平均自由距离”, λ ∼ τv, v 是分子平均速度. 在观测时间 dt 内, 体积 d3r 内的气

体大致是一平衡态, 是为 “局部平衡”. 不过如时间比 dt 长很多, 空间比 d3r 大很多, 则
有变化而不平衡. 这变化可由 (1) 描述.

(2) 和 (3) 指出了 (1) 的应用范围, p、v、ρ 各量的改变必须相当平缓, τ 和 λ 的大

小要看情形.
有一点该特别注意: (2) 和 (3) 并不是很明确, dt, dx 都是越大越好, 其最低限度是

什么？10τ , 10λ 还是 1000τ , 1000λ？原则上这些问题可以用微观的分析来回答. 也就是
说, 原则上可以从分子运动观点导出大尺度运动方程式, 但事实上这些问题是极其困难
的问题, 以后我们会讨论这些特殊情形, 以指出这困难的程度.

4. 物质的结构

在不同的环境下, 物质会有不同的平衡性质. 所谓环境是指温度、压强、磁场, 等因
素. 这些环境因素在某些限度内, 可以在实验室内制造和控制. 所谓平衡性质, 是指物体
的结构以及热力、电磁、弹性, 等性质. 统计力学面临的问题是如何从分子的运动来分
析、了解这些性质. 现在简单的复习一下物质结构的一些特征. 一般物质都可以看做是
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一大堆核子、电子的合成物. 不同的合成、运动方式, 造成不同的结构和性质. 如果一个
或数个核子吸住几个电子而结合成一个体 (即原子或分子), 且各个体间不结合, 各自运
动, 则成流体. 如果核子不能东跑西跑, 则成固体. 如果作不规则排列, 则成 “非晶体” 或
“玻璃体”, 如果作整齐排列, 则为 “晶体”. 固体中若有自由来往的电子, 则为导体, 否则
为 “绝缘体”. 低温的氦液 (近于绝对零度) 是 “超流体”, 一点黏性也没有. 许多金属、合
金, 在低温时是 “超导体”, 一点电阻也没有.
每个电子都具有自旋, 形成磁二极, 或 “磁针”. 在磁场内, 众二极顺着磁场排列, 是

为 “顺磁性”. 如果这种排列不需要外加磁场, 则是 “铁磁性”. 如果磁针的排列是规则的
一上一下, 则为 “反铁磁性”. 如果磁针排列是混乱的, 则为 “非晶磁性” 或 “玻璃磁性”.
以上只是略提几个不同的结构特点. 不同的分子, 不同的晶体, 不同的胶体, 何止几

千万种. 今天材料科学兴盛, 人工合成的物质更是与日俱增. ∗

物质的结构, 和其他性质随温度、压强和其它环境因素而改变. 这些改变可说是种
类繁多. 现在把一些较熟知的例子列在表 1. 从冰点 273K(即绝对温度 273 度) 向上看:
水在 373K, 一大气压下, 沸腾气化, 铁的磁性在 1043K 消失. 铁在 1808K 熔为液态, 钨
在 3653K 熔解. 从冰点往下看, 氧气在 90K 液化, 二氧化碳在 78.5K 由气体结合成固
体 (干冰), 铅在 7.19K 变成超导体, 氦在 2.17K 变成超流体. 以上例子是一些随温度升
降的突然的改变, 即所谓 “相变” 或 “态变”. 突变发生时的温度称为 “相变温度”. 不在相
变温度时, 小幅度的温度变更, 只会引起小幅度的物性改变.

5. 补充、结论

现在总结一下, 并作几点补充:

1 从分子运动观点来看, “平衡” 不是指某一时刻各分子的位置和速度, 而是指一段长
时间的运动状况. 平衡的观测不是瞬时的, 而是长时间的.

2 这观测时间的长度, 是由观测者决定. 平衡性质是指各种量在这时间内的平均值.
例如晶体结构是由诸核子的位置所确立. 这结构是一平衡性质. 此地所指的 “位
置”, 是一核子位置在观测时间内的平均位置. 每个核子都在振动, 其瞬时位置一直
在改变.

3 平衡的特征是: 这些平均值不随观测时间的长度而异. 例如, 观测时间加倍或减半,
各平均值不变. 但是, 如果观测时间改变太多, 超出了某一范围, 则这些平均值就
变了. 这物体的状态就是不平衡了. 这范围愈小平衡性质愈模糊.

4 我们把所有的这些平均值都看作平衡性质, 不仅是几个大尺度的性质. 例如, 固体
中每一分子的平均位置都是一平衡性质. 晶体中固定的杂质、裂缝都是平衡性质.

5 有些平衡性质和分子运动的关系不大明显. 例如温度, 和以后要仔细讨论的 “熵”.
∗见材料科学书籍, 如唐江涛 (1971)
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表 1: 物性随温度改变的一些例子
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6 以上对平衡的讨论当然不完全, 更明确的定义和更深的了解需要谈到许多别的特
性, 例如 “细致平衡”, 及物体各部分运动的 “独立性” 等. 再者, 所谓大小尺度的分
野, 有时不一定很清楚. 也就是说 “宏观” 和 “微观” 之间, 有时并没有明确的界限.

总而言之, 我们需要分析的, 不总是一些清清楚楚的题目, 而常是一些复杂而含糊的
现象.

讨论问题一

1, 炭有两种常见的晶体结构, 即石墨和钻石. 在日常时间尺度下, 两者都有很明确
的平衡性质.
问: 在无限长的时间尺度下, 那个比较稳定？(答: 石墨比钻石稳定. 读者可参考固态

物理资料, 找出两者的能量. )
2, 硫的晶体有许多种, 它的液体、气体的构造都十分有趣. 读者去找本化学书或有

关硫的书去看看.
3, 图 1 示一杯子, 封在一低温盒子里, 杯中装了液态氦, 如果温度降低到 2.18K 以

下, 杯中的液氦就会流到杯外, 直到杯内外液面高度相同为止. 请阅参考书, 了解这现象.
4, 如果温度比 2.18K 高些, 杯中的液氦是不是有办法跑出来？
5, 杯子里是水, 温度是室温, 情形又如何？

图 1

提示: 4、5 和 3 的主要不同处在时间尺度.
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热力学的讨论对象, 主要是能量的交易 (功和热) 及平衡性质. 它不考虑物质的结
构, 只分析宏观的变化. 本章只是对基本的假设和概念作一复习, 以作为讨论统计力学
的准备.

1. 平衡态和可逆过程

热力学的基本假设是: 在一定环境之下, 物体有一定的平衡性质. 环境由温度、压
强、磁场等外力所确定, 一旦这些因素定了, 平衡形态也定了. 这假设在很多情况下, 颇
与经验相合, 但例外情形也不少.
这假设有一重要的结果, 即 “可逆” 过程的存在, 也就是说, 把环境因素改了, 再改

回来, 则物体的形态也会回到原来的形态. 如果不回到原来形态, 则同一环境下就可以
有不同的形态了. 例如, 把一瓶室温的水加到高温, 再冷回室温, 这瓶水又回到原来形态,
所以这些过程是可逆的. 但把一块铁加热到很高的温度, 再突然冷却下来, 这块铁的许
多性质会改变. 不同的加热冷却速度可以导致不同的结构. 所以这些过程不是可逆的.
要了解这些过程和铁的性质, 必须要讨论详细结构的改变.

我们现在只讨论可逆过程. 一般说来, 平缓的改变过程多是可逆的, 而突然剧烈的
改变常为不可逆. 当然, 平缓和突然要看是照什么时间标准. 大致说来, 改变过程经过的
时间, 必须比分子运动的时间尺度要长很多, 这种过程才是平缓.

2. 功和热

一个物体的能量, 可由外界因素来改变, 如把物体拉长, 或压缩, 或加以磁场等. 这
些外力都可以对这物做功, 而增加物体的能量. “力” 乘上 “位移”, (即坐标之改变), 即得
所作之功. 例如, 以拉力 f 把一铁棒子拉长 dx, 便对它做功 đW ,

đW = fdx. (1)

符号 d 上多加一横, 表示 đW 并非一函数 “W” 之微分, 而只是表示一小量而已. 如果
在磁场 h 中, 总磁矩增加 dM , 则物体能量增加为

đW = hdM. (2)

27
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如果定棒子一端, 而加转矩 η 于另一端, 扭转 dθ 角, 则能量增加

đW = ηdθ. (3)

再举两个力和坐标的例子: 压强 p 是改变体积 V 的力, 它所做的功是

đW = −pdV. (4)

式中 −dV 是被压缩了的体积. 另外, 如 “粒子压” 或 “化学势”µ 是改变粒子数 N 的力.
例如, 一碗水中溶有氧, 其数为 N . 水面上空气的氧分子, 对水面下的氧分子来说, 是具
有化学势的环境, 如果压进去 dN 个分子, 则 µ 做的功为

đW = µdN. (5)

同样, 空气中的氮气, 水蒸气也对这碗水有化学势. µ′, µ′′ 分别是能改变水中氮分子数

N ′ 和水分子数 N ′′ 的力, 每一种不同的粒子都具有化学势.
化学势大概不是个熟知的概念, 因此我们补几句. 化学势是增加粒子数的力量, 在

讨论化学反应时, 十分重要. 各种分子的化学势决定反应进行的方向, 例如分子 A, B 合
成 C, 或 C 分解为 A, B 的反应

A+B ←→ C.

分子 C 的存在, 对 A、B 粒子数加压, 反之, A, B 对 C 的粒子数加压, 在平衡时, 两边
化学势抵消

µA + µB = µC .

以后讲化学反应时, 会再讲这些.
此地化学势和社会科学中讲的人口压有相同意义, 早婚、多子、长寿都会增加人口

压. 增加就业机会, 改善生活环境会减少人口压. 都市兴起, 就业机会多, 人口压落到乡
村之下, 于是人口涌向都市, 但人一多, 环境开始恶化, 职业减少, 都市人口压上升, 于是
人口的流动就会慢下来.
长度 X, 磁矩 M , 扭转角 θ, 粒子数 N , N ′, N ′′ 都是计量物体的状态、状态的坐标.

它们都可称作 “广义坐标”. 而拉力 f , 磁力 h, 转矩 η, 化学势 µ, µ′, µ′′, 都是外力, 是改
变坐标而做功的力量.
这些广义坐标是大尺度坐标, 或称为 “热力学坐标”. 至于计量详细分子结构的小尺

度坐标, 则不在热力学内出现. 当然, 小尺度的分子运动不但存在, 而且十分重要. 能量
可以从物体内流出或由物体外流入, 而以上各广义坐标可以不变. 这就是所谓热流, 是
小尺度运动的结果. 小尺度运动是绝对不能忽略的. 但我们并不需要把每个分子的坐标
拿出来分析. 热力学最突出的特点是: 它另加了一个新的广义坐标来总计这些小尺度运
动的程度. 这新的广义坐标就是 “熵”, 我们用符号 S 代表, 增加这新坐标的 “力” 就是
绝对温度, 它所加的能量是

đQ = TdS. (6)
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为什么 “T” 刚好是绝对温度？这可以说是巧合, 也可以说是一种选择. 现在来仔细讨论
这个问题, 并复习一些名词和定义.

我们称 (1) 至 (5) 这些能量的改变的总和为 “功能”đW , 是因为大尺度坐标改变而
来, 是外力对物体所作之功. 称 (6) 为 “热能”đQ, 是因小尺度分子运动之改变而来, 是
由外界流入之能量. 总能量的改变为二者之和.

dE = đW + đQ. (7)

这是热力学第一定律. 这定律陈述能量守恒定律, 指出功和热两种不同的改变能量的方
式.

3. 绝热过程和熵

如果 đQ = 0, 即在改变过程中没有热流出入, 则此过程称为 “绝热过程”. 绝对的绝
热不大可能. 照经验, 有些材料比较能绝热, 如石头、棉被. 有些很差, 如金属. 如果改变
过程快, 则热量出入少. 时间越长, 越不易绝热. 以绝热过程为出发点, 我们可以一步步
订出 “熵” 这个概念. 为求简明, 我们先考虑某物体的一个坐标 X. 图 1 中的横轴是 X,
纵轴为该物之总能量 E. (X, E) 平面上每一点代表一平衡态, 从平衡态 A, 经由绝热过
程, 可以把形态改变到 B, 或用其他绝热过程, 亦可达到同一曲线上任一点. 同样, 我们
可以从 A′ 开始, 用绝热过程达到 B′, 或曲线 A′B′ 上的诸点. 从一曲线到另一曲线, 则
必须加热或放热.
图 1 上的各曲线, 都是这样由绝热过程画出. 这群曲线, 可以用一函数 g(X,E) 的

等值线表示:
g(X,E) = σ. (8)

图 1
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每一曲线有一常数 σ. 这情形和地图上的等高线一样, 同一高度的点, 可连成一曲
线. 反之, 平面上任一群曲线, 都可以想做某地势图的等高线. g(X,E) 为 (X,E) 地点
的 “高度”. 当然, 我们可以用其他函数来表示这群曲线, 只要这函数的值在同一曲线上
不变, 例如取 g(X,E)3 = σ 也可以. 这些曲线当然都是微分方程 dE = fdx 的解, σ 是
积分常数, 每个 σ 定一曲线. 以上讨论的结论是: 我们有了一个新的量 σ, 称之曰 “熵”,
不过它的定义仍有些选择余地.

从 (8) 把 E 解出, 得

E = E(X,σ). (9)

也就是说, 物体的能量是坐标 X 和熵 σ 的函数. 如果熵为一定, (9) 就是一条绝热过程
画出的曲线. 如果 X 不变, 则能量的改变等于流入之热:

đQ = dE

=

(
∂E

∂σ

)
X

dσ. (10)

把这结果并入热力学第一定律, 得

dE = fdx+ τdσ,

f =

(
∂E

∂X

)
σ

τ =

(
∂E

∂σ

)
X

dσ =
đQ
τ
. (11)

以上的分析, 可以稍加推广, 以包括其他各坐标的改变:

dE =
∑
k

fkdXk + τdσ,

fk =

(
∂E

∂Xk

)
σ

,

τ =

(
∂E

∂σ

)
X1,X2,···

. (12)

其中 fk, Xk, 是指 (1) 至 (5) 例举的力和坐标.

因此, 熵可以算作是一个新 “坐标” 和 Xk 并列, τ 是一个新的 “力” 和 fk 并列.
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图 2

有两个问题还须要讨论:

1 图 1 上画的曲线, 都不相交. 事实上我们已假定交叉点不存在. 如果有交叉点, 如
图 2(a) 中的 C 点, 则在 C 点 f 有两个不同的值. 因为 f = dE/dx 是曲线的斜
率, f 是平衡下的外力, 也是物体内支撑住外力的力. 例如压强 p 是外加于物体的

力, 也是物体内的压强, 抵住外力而成平衡. 如果说同一平衡态可以产生两个不同
的 f 值, 则实在是与经验不合. 如果每一平衡态的 f 只有一个值, 则图 2(a) 中的
交点是不可能的. 打回头的曲线, 如图 2(b) 所示, 亦不可能, 因为在 C 点的 f 值

将为 +∞ 及 −∞. 因此, 我们总可以把熵选作随 E 而增加的函数.

注意: 热力学的基本假设 (即平衡态可以由少数坐标完全确定) 至为重要. 如果有
其他坐标未被考虑, 他们改变了而我们不知道, 则图 2(a) 和 (b) 的情形都属可能,
以上熵的定义步骤, 也不可靠了. 这基本假设是否正确, 要看所应用的问题. 热力
学的隐忧是:到底要考虑多少坐标才能确定一平衡态？如何才能知道有没有漏掉一
个？

2 以上熵的定义, 尚有些选择余地. 如果我们找到 g(X,E), 则由 (8) 定之为 σ, 则另
一定义 σ

σ = A(σ),

τ = τ

/(
dσ
dσ

)
,

đQ = τdσ,

(13)

也可以适用, A(σ) 可以任意选择, 唯一的条件是它必须随 σ 增加. 这条件很宽, 所
以我们颇可以选个合意的东西来做熵.
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4. 绝对温度和熵

在上节, 由绝热过程画出的众曲线 (见图 1), 引入一个新 “坐标” 和一个新的 “力”.
即熵 σ 及 τ =

(
∂E
∂σ

)
X

, 见 (9)∼(12). 读者或许会问, 为什么不干脆用温度来做一坐标？
为什么要搞个熵出来? 其实, 各坐标加上温度, 是可以用来确定平衡态. 原则上用温度作
一新坐标并无不可, 我们可以用定温过程画曲线, 以代替图 1 的曲线. 但是如此 “功” 和
“热” 的分辨就比较不清楚. 再则, 如以温度为一 “坐标”, 则熵免不了会以一个 “力” 的
姿态出现. 现在我们把平衡的一些特性考虑进去, 调整一下熵的定义, 把 τ 改装成绝对

温度 T , 把 σ 改装成一般用的熵. 把 T 当做 “力”, 把熵当做 “坐标”, 是一方便的想法.
平衡中的物体有一个重要的特点: 它的每一部分也是在平衡中. 若把某部分看成一

物体,则其它部分就成了它的环境. 因此所谓 “环境因素”,也必须是物体各部的性质. 最
重要的环境因素是温度, 因为不管物体的结构是多复杂, 多不均匀, 平衡中的物体各部分
都会有同样的温度. (当然, 如果某部分是和其他各部分隔开的, 使热能不能交流, 则温
度可以不同). 这各部等温的现象, 对 σ 和 τ 的性质, 有何指示？请看下面.
现在把一物体看成两部分, 1 和 2 之组合. 照上节的办法, 定出物体的 σ 和 τ , 同时

也为这两部分分别定出 σ1, τ1, 及 σ2, τ2. 因为平衡态可由温度及各坐标确定, 所以 σ, τ ,
σ1, τ1, σ2, τ2 都是温度 θ 和各坐标的函数. 我们现在用 θ 来表示某一测量标准下的温

度, 摄氏、华氏, 什么标准都可以. 令 X1k, k = 1, 2, 3, · · · 为第 1 部分的各坐标. 同样,
令 X2k 为第 2 部分的各坐标. 如果在某过程中, 有热 đQ 流入此物体. 其中 đQ1 流入第

一部分, đQ2 流入第二部分, 则 đQ = đQ1 + đQ2, 即

τdσ = τ1dσ1 + τ2dσ2. (14)

这个微分式指出 σ 是 σ1 和 σ2 的函数, 也就是说, σ 虽是随 X1k, X2k 和 θ 而改变, 但其
改变是通过 σ1 和 σ2 的改变来决定 (σ1 和 σ2 分别是 X1k 和 X2k 的函数, 也是 θ 的函

数), 所以我们可以说

σ = σ(σ1, σ2). (15)

括号内不再有其他变数了. 当然, σ 对 σ1, σ2 的微分也只能是 σ1 和 σ2 的函数:(
∂σ

∂σ1

)
σ2

=
τ1
τ

= U1(σ1, σ2),(
∂σ

∂σ2

)
σ1

=
τ2
τ

= U2(σ1, σ2). (16)

τ1 只是 X1k 和 θ 的函数, 和 X2k 无关. 所以 τ = τ1/U1(σ1, σ2) 和 X2k 的关系是透过

σ2. 同理由 (16) 的第二式, 我们知道 τ2 和 X1k 的关系是透过 σ1, 所以说

τ = τ(θ, σ1, σ2). (17)
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把这结果代入 (16), 我们发现 τ1, τ2 是 σ1, σ2 和 θ 的函数. 所以

τ1 = τ1(σ1, θ),

τ2 = τ2(σ2, θ). (18)

τ1 不能是 σ2 的函数, 因为 τ1 只和 X1k 有关. (18) 也指出

τ = τ(σ, θ). (19)

因为每部分有的特质, 总体也有. (我们可以把差不多整个物体定为第 1 部分).
现在留意, (16) 中的比值 τ1/τ , τ2/τ , 并不以 θ 为变数, 而 τ1, τ2, τ 本身都和 θ 有

直接关系. 惟一的可能性是

τ1 = T (θ)S′
1(σ1),

τ2 = T (θ)S′
2(σ2),

τ = T (θ)S′(σ). (20)

也就是说他们和 θ 的关系是透过某一函数 T (θ). S′
1, S′

2 和 S′ 可以是不同的函数, 但是
τ1, τ2, τ 都有相同的 T (θ), 如此 τ1/τ , τ2/τ 这些比值就不会以 θ 为变数了. 因为任何
两个物体都可以放在一起成一个大物体, 所以 T (θ) 一旦测出, 就可以普遍通用于任何物
体.
现在我们把熵的定义调整. 依照 (13) 定 S(σ) 为熵: σ = S, dA/dσ = S′(σ),

S(σ) =

∫
S′(σ)dσ,

đQ = τdσ = TdS,
(21)

并定 T (θ) 为 “绝对温度”. T (θ) 的单位仍可任意选择, 因为在 (20) 中, 若以常数 C 乘

T (θ), 再以 C 除 S′
1, S′

2, S′, 则原式不变, 我们可以定冰点温度为 T = 273K, 是为一般
的 “绝对温度”. 也可以用其他单位. 一旦 T 的单位定了, S 的单位也定了. 但 S 仍有一

积分常数未定, 以后再讨论它.
用 T , S 代 (14) 中的 τ , σ 即得

dS = dS1 + dS2. (22a)

两边的 T 已被约去.
这结果立即可以推广: 把物质分成 m 部分, 则

dS =
m∑
i=1

dSi. (22b)

每个 dSi 积分可得 Si, 但有一未定积分常数. 这积分常数该如何选择呢？既然 dS 是个
总和量, 即总体的 dS 是各部 dSi 之和, 最好 S 也是个总和量, 即

S =
m∑
i=1

Si. (22c)
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要使 S 成为总和量, 每个 dSi 的积分常数就不能完全随意选择了. 我们现在把 (22c) 当
作一个要求, 这个要求在计算上很容易满足, 但也有些细节需要特别留意, 下节会举例说
明. 熵的总和性, 并不是理所当然或显而易见. 以上对熵的分析是十分抽象, 现在来看个
例子.

5. 理想气体

现在我们把以上的分析, 应用到理想气体上. 目的不是要导出理想气体的性质, 只
是要把以上抽象的讨论, 作一简单示范.
理想气体的压强 p 和总能量 E 和体积 V 之间, 有一个简单的关系, 即

p =
2E

3V
. (23)

它的由来如下: 令 v 为一气体分子的速度, vx 为其垂直于容器某一墙壁的分量. 每次碰
壁的动量改变 (冲量) 是 2mvx, 压强是墙上每秒每平方厘米所得的冲量:

p =
1

2

∫
d3vf(v)vx2mvx

=

∫
d3vf(v)mv2x

=
2

3

∫
d3vf(v)

1

2
mv2

=
2

3

E

V
. (24)

式中 d3vf(v) 是速度为 v 的分子密度, d3vf(v)vx 则为其在 X 方向的流量. 开头有 1
2
,

是因为平均而言只有一半分子是朝这墙走, 其它离墙而去, 不产生压强. 速度方向分布
是均匀的, 所以积分下的 v2x 可换成

1
3
(v2x + v2y + v2z) =

1
3
v2. (24) 之成立, 和 f(v) 的详

情无关.
假定分子数 N 不变, 则体积 V 是唯一的坐标, (还没有把熵算进去) 绝热过程画出

的曲线是由

dE = −pdV (25)

决定. 将 (24) 代入, 得
dE
E

+
2

3

dV
V

= 0, (26)

解之得

EV 2/3 = σ. (27)

σ 是一积分常数, 每个 σ 的值, 确立一条在 (V,E) 平面上的曲线 (见 (8)), 我们可以
令 σ 为熵, 则

τ =

(
∂E

∂σ

)
V

= V −2/3. (28)
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现在我们有了坐标 V 和 σ, 它们的值确定这理想气体的平衡态. 气体的能量是
E = σV −2/3. 温度的概念尚未出现. 上节的讨论指出: 只要有了测定的温度 θ, 绝对温度
T (θ) 就定了. 不过, 我们得先有 θ 才行. 压强和能量却是明确的力学概念, 所以我们能
找出他们的关系 (24). 但温度却不然, 它的测定虽然容易, 但它和分子运动的关系, 却不
清楚. 好在我们可以利用实验结果. 根据实验, 稀疏的气体的压强 p, 乘上体积 V , 再除
以分子数目 N , 在一定的温度下不变, 即在不同的 p、V、N 情况下

pV

N
= f(θ), (29)

只和温度有关, 温度 θ 用什么标准都可以. f(θ) 可以用实验测定.
上一节讨论指出, τ 必是绝对温度 T (θ) 乘上一个 σ 的函数 S′(σ), (见 (20)). 所以,

从 (28)的 τ , 和理想气体的实验结果 (29), 我们可以求出绝对温度来. 步骤如下:从 (27)
和 (23) 求出 pV , 代入 (29), 得

f(θ) =
2σ

3N
V −2/3. (30)

因此, (28) 可写成
τ = f(θ)

3N

2σ
. (31)

现在定绝对温度 f(θ)/k = T (θ), 即

kT =
pV

N
,

S′(σ) =
3Nk

2σ
. (32)

如此, 绝对温度可以由 p、V 和 N 来测定. 已有的温度标准和 T 的关系, 因此由 f(θ)

订出, k 是一常数, 由 T 的单位决定. pV
N
的单位是能量单位, 如果 T 是一般的度数, 则

k = 1.38× 10−16erg/K◦, (33)

是为 “玻耳兹曼” 常数, 简称 “热常数”. 如果干脆用能量的单位来量 T , 则

k = 1. (34)

我们以后用 k = 1, 省很多麻烦. k 的选择只是单位的选择, 随时可以更改.
从 (32) 得

S =

∫
S′(σ)dσ =

3

2
N lnσ +常数. (35)

式中的常数, 可以是 N 的函数. 因为 (25) 没有把 dN 算进去, 所以 N 一直是个不变数.
把 (27) 代入 (35), 并把 (35) 的常数写成

N ln
[
C3/2

N5/2

]
,
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得

S = N ln
[
V

N

(
CE

N

)3/2
]
. (36)

是为理想气态的熵, E/N 是每个粒子的平均能量, N/V 是密度, C 是一个不随 N 变

的常数, 因为 S 须是一总和量, 在温度和密度一定时, 必须和 N 成正比.
现在提一下所谓 “混合熵” 的问题. 两个同温, 同压的气体, 各有 N1, N2 个分子, 各

占体积 V1, V2. 现在把他们之间通条管子, 两气体就互相混合. 混合前后的总压强, 温度
都一样. 其实我们看不出有任何变化, (假设气体有相同的颜色. ) 令

V = V1 + V2, N = N1 +N2, E = E1 + E2.

混合前二气体的熵可由 (36) 算出

S1 =
3

2
N1lnεC +N1ln

V1

N1

,

S2 =
3

2
N2lnεC +N2ln

V2

N2

, (37)

ε =
E1

N1

=
E2

N2

=
E

N
,

V1

N1

=
V2

N2

=
V

N
.

二熵之和是

S = S1 + S2 =
3

2
N lnεC +N lnV

N
. (38)

混合后, 气体能量不变, 但各气体一同占有两个容器, 体积是 V , 所以他们的熵是

S′
1 =

3

2
N1lnεC +N1ln

V

N1

,

S′
2 =

3

2
N2lnεC +N2ln

V

N2

. (39)

它们的和 S′ = S′
1 + S′

2 要比 S 大些:

S′ − S = N1ln
N

N1

+N2ln
N

N2

. (40)

是所谓 “混合熵”, 由混合而来.
以前曾说过, 任一物体可分成几个部分, 我们可以分别计算熵, 再相加, 得物体之熵.

这混合熵的例子, 叫我们要特别小心, 如果一气体是同一种分子组成, 我们就不可以把分
子分成两组, 用 (39) 分别计算熵再相加. 如果只有一种分子, 答案是 (38), 因为同一种
分子是没有什么好混合的了. 这一点在我们讨论物体各部分的 “独立性时” 会再考虑.
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6. 热力学第二定律

这个定律和一般守恒定律, 牛顿定律、电学定律都不一样, 可以说是物理学中最特
殊的定律. 它说, 没有一个机器可以不断地把物质的内能抽出来做功. 举个例子: 造一个
轮船引擎, 取海水分子的能量, 来推动轮船. 不用油, 不用蒸汽, 不用核能, 那多好？但热
力学第二定律说这办不到. 也就是说, 没有一个机器, 其唯一作用是把内能改成功能. 当
然, 一般的引擎是把内能改成功能, 如蒸汽机, 把水蒸气的能量来作功. 但他们都有副作
用, 都要浪费一些能量, 而且必须要把温度加高 (比环境高), 才能用.

这定律可以说是由经验建立. 到现在为止, 还没有被违反过. 但也没有真正地被证
明过.
从这定律, 立刻可以得到一些结论, 例如:
把热能从低温处移到高温, 必须做功. 如不必做功, 则可以把海水能量送到蒸汽机

里, 再由蒸汽机做功. 如此则违反了第二定律. 又例如: 一个物体不会自己变成一半冷,
一半热.
最重要的一个结论是: 一个绝热的物体之熵, 不会减少. 如果会减少我们就可以加

热, 使熵增加, 提高温度, 再由绝热过程做功, 把热能用掉, 再让它的熵减少, 如此可以不
断地把热转换成功, 违反了第二定律. 以上每一个结论, 都可以看成第二定律的一个说
法. 内容都一样.
因此, 一个平衡的物体, 不能对外做功, 它的熵值必是极大. 以后我们会再讨论这定

律.

7. 热机的效率和速率

图 3

先复习一下 “理想热机” 即 “卡诺热机”. 假设一个气缸里装了理想气体. 这热机有
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四个过程: 见图 3.
(甲) 绝热膨胀, 做功.
(乙) 等温压缩, 放热, 并受功, (和低温环境接触, 温度 T1).
(丙) 绝热压缩, 受功.
(丁) 等温膨胀, 吸热, 并做功, (和高温环境接触, 温度 T2).
所谓 “理想”, 是指吸热、放热过程十分缓慢, 机器和高温环境接触时, 机内外温度

看成一样 T2, 热慢慢流入. 和低温环境接触时, 内外温度是 T1, 热慢慢流出.
每次循环, 净作之功为

W = Q2 −Q1, (41)

即吸入热减去放出热. 热机的效率的定义是

η =
W

Q2

= 1− Q1

Q2

. (42)

Q1 是浪费掉的热能, 根据第二定律, 以上的循环过程必使环境之总熵增加. 我们现在把
高低温环境看作一个绝热的大物体 (即图 3 中的大框框). 总熵之增加为

Q1

T1

− Q2

T2

=
Q2 −W
T1

− Q2

T2

≥ 0. (43)

因此

η ≤ 1− T1

T2

. (44)

对理想热机而言, Q1 = T1∆S, Q2 = T2∆S, (见图 4). ∆S = S′′−S′. 因此, η = 1−T1/T2.
理想热机之效率, 是最高效率.

图 4

如果热机在吸热和放热时, 温度和环境相同, 则吸热和放热的速率必为零. 因此, 要
达到最高效率, 热机就得是无限慢的机器. 从这一观点, 当然非常不理想. 为了增加速
度, 必须牺牲一点效率. 如何才是最好的折衷办法？这当然要看实用的情况. 以下我们
粗略地估计一下速度和效率的关系.
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令 T ′
1 为热机和低温环境接触时的温度, T ′

2 为它和高温环境接触时的温度. 当然
T2 > T ′

2 > T ′
1 > T1, 是必要条件. 令

α1 ≡
T ′
1

T1

,

α2 ≡
T2

T ′
2

. (45)

热机的效率是

η = 1− T ′
1

T ′
2

= 1− T1

T2

α1α2. (46)

每次循环所费的时间约是放热、吸热时间之和:

t ∼ Q2

T2 − T ′
2

+
Q1

T ′
1 − T1

. (47)

以上假设热流量和温差成正比.
因为 Q2 ∝ T ′

2, Q1 ∝ T ′
1, 因此

t ∼ T ′
2

T2 − T ′
2

+
T ′
1

T ′
1 − T1

=
α1α2 − 1

(α1 − 1)(α2 − 1)
. (48)

图 5 示 α2 的函数 η 及 1/t, 即假设 α1 = α2 = α 时引擎的效率以及循回频率.

图 5

如果 T1/T2 很小, 即本来理想效率很高, 则 η/t 之极大值约在 α = (T2/T1)
1/3, 在此

值的效率是

η ≈ 1−
(
T1

T2

)1/3

. (49)
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因此, 效率大受影响. 如果 T1/T2 接近 1, 即本来理想效率就不高, 则 η/t 之极大值约在

α ≈ 1 + 1
4

(
1− T1

T2

)
, η 之值为

η ≈ 1

2

(
1− T1

T2

)
, (50)

即理想值之一半. 以上这些结果只是一粗略估计. η/t 之值并不一定是越大越合适. 但
这些结果的确指出实用热机效率比理想热机效率差得很远.
以上各节只是把热力学的几个基本概念作了个简单的介绍, 指出各 “坐标” 和 “力”

的概念, 并把熵和温度归纳到这组概念中. 热力学的讨论, 当然不是到此为止. 进一步的
讨论, 将分散在以后各章节, 和统计力学混在一起讲.

讨论问题二

1. 拉力即负的压强, 读者以前可能学到过压强必须为正值的热力学定理. 在第一章已
提过, 在长时间下, 拉力下的物体为不稳定, 但在短时间内, 拉力可以为正, 热力学
性质仍很明确, 各弹性系数都是很有用的热力学性质.

读者应复习热力学讲稳定性的部分.

2. 第 3, 4 节的内容, 大致是所谓 “Caratheodory 定理” 及其后果. 吴大猷 (1979),
Wannier(1966) 书中都有类似讨论. 读者应把第 3, 4 节中所有数学步骤自己推演
一次.

3. 两个绝热流体 1 和 2, 体积固定, 热容率和温度各为 C1、T1 和 C2、T2(T1 > T2).
若以一卡诺热机, 从 1 取热、排热于 2, 直到 1, 2 均达相同的温度 T0.

(A) 试计算 T0 和卡诺热机所作的功.

(B) 若热量可直接由 1 流至 2, 则达平衡时, 温度为何？熵的变化若干？

(C) 若 C1, C2 均为正, 试证熵值增大.

以上假定 C1, C2 大致不随温度改变.

4. 导出 (48). 如果热流量不和温度成正比, 结果就不一样了. 令流量为 A(∆T ) +

B(∆T )2, 其中 ∆T 为温差, A, B 为常数, 如 B 项较 A 项小很多, 求 (48)–(50) 的
修正.

5. 物态方程式代表变数间的一个关系, 这些变数包括热力学中的力和坐标. 例如
pV = NT 是理想气体的物态方程式. 物态方程式可以直接由实验测定.

某磁体的物态方程式是

M =
Ah

T
,

M 为磁矩, h 为外加磁场, A 为一常数. 求熵和 h 的关系. (提示: 由 dE =

TdS + hdM 可得 ∂S

∂h
=
∂m

∂T
).
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6. 热力学的 “隐忧” 是: 不知道要有多少坐标或力才能确定平衡态. 一定的环境下, 不
一定有确定的平衡态. 这在第一节就谈过. 例如钢的性质要看碳原子在铁中如何排
列. 知道有多少碳, 多少铁, 不足以定平衡态. 热力学不是一门完整的学问, 应用时
必须考虑很多其他细节.

有两个铜球, 一样重, 温度相同, 同在一大气压下, 但一个比另一个大 10 倍, 为什
么？

答: 大的中间是空的.

这并非开玩笑的问题, 读者多想想, 坐标, 时间尺度, 等等.
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第三章 细致平衡定律

分子运动可以看作一连串的反应, 反应就是改变. 分子碰撞, 使各个动量改变, 就是
一种反应. 如果分子结构因反应而改变, 则为化学反应. 细致平衡的意思是: 在平衡中,
每个反应发生次数和反方向的反应次数相同. 也就是说, 不但有宏观尺度的平衡, 而且
每一个微观尺度的反应都平衡. 细致平衡可以从时间正反对称的观点来了解, 如果时光
倒流, 分子的运动定律是不变的. 平衡是一个不变的状态. 无论时光正流或倒流, 看起来
是完全一样, 正, 反方向的反应次数也就必须一样.
细致平衡可以直接用来分析理想气体, 包括高密度的量子气体. 所谓量子气体, 是

指因密度太高, 气体粒子的波动性必须考虑进去. 理想气体中的反应很容易分析. 加一
些看来十分合理的假设, 即可由细致平衡求出粒子的能量分布, 并阐明温度、化学势和
各反应守恒量的关系. 细致平衡还可以反过来用, 即从已知的粒子分布来决定反应的一
些特性. 这些是本章的主要内容.
细致平衡可以用来做统计力学的出发点. 原则上它可以用来分析任何平衡物体. 现

在通用的 “蒙特卡洛模拟方法” 就是以细致平衡为基础的计算法则, 这方法用计算机的
数值计算来模拟各种反应. 我们会在第二十二章讲它.
细致平衡并不能取代第五章的基本假设, 因为我们对较复杂的反应尚无法作仔细分

析. 即使理想气体的分析, 也必须假设各反应为独立, 在应用细致平衡时, 我们免不了会
引入基本假设, 其出现方式不同而已.

1. 状态的能量分布

“状态” 也就是 “轨道”. 例如, 原子模型中的电子状态, 是最熟知的. 每个状态由一
组量子数 (n, l,m, σ) 指定. 状态的能量是:

− Z2R

n2
, n = 1, 2, 3, · · ·

R = 13.6eV.
(1)

Z 是核子电荷, (以电子荷 e 为单位). l, m 的意义是角动量及其在某方向之投影, σ 是
电子自旋在某方向之投影.
每个状态只能容纳一个电子, 因为电子是 “费米” 粒子. 自然界中粒子可分两类, 一

为波色粒子, 一为费米粒子, 后者必须遵守 “独占定律”, 即每个粒子不能和同样的粒子

43
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同占一状态. 前者不受此限. 以上的原子模型, 是把 Z 个电子放在能量最低的 Z 个状态

中, 原子中的电子状态是由核子的静电势能决定. 一般问题中的粒子状态要由势能决定,
我们复习一下最简单的情形, 并计算状态的能量分布.

(甲) 能量分布的统计
先看一个自由粒子的诸状态. 这粒子是在一个体积为 L3 的立方容器内, 并有 “循环

边界”, 也就是说 x = 0 和 x = L 是同一面, y, z 方向亦然. 这容器因此实在是没有边界
的, 是个三维空间的 “环式” 容器. 量子力学的分析结果是: 粒子的状态或形态可以由三
个整数 (nx, ny, nz) = n 指定. (暂不考虑粒子自旋或其他内在形态)n 的能量是

εp =
p2

2m
,

p =
2π

L
(nx, ny, nz),

nx, ny, nz = 0,±1,±2, · · · · · ·

(2)

状态 n 的 “波函数” 是一个平面波

φn =
1

L3/2
eip·r. (3)

(我们把 h̄ 当做 1, 以简化式子, 需要时再指明). 各状态的能量分布是

L3g(ε) =
∞∑

nx=−∞

∞∑
ny=−∞

∞∑
nz=−∞

δ

[
ε− 1

2m

(
2π

L

)2 (
n2
x + n2

y + n2
z

)]
, (4)

如果 L 很大, ε 不小, (4) 式收集的状态都有很大的 nx, ny, nz, 则 nx, ny, nz 可当做连

续变数,
∑
可用积分代替∑

nx

∑
ny

∑
nz

=

∫
dnx

∫
dny

∫
dnz. (5)

最后, 对 n 的积分可改做对 p 的, [见 (2)] 因此 (4) 变成了

L3g(ε) =
L3

(2π)3

∫
d3pδ

(
ε− p2

2m

)
=

L3

2π2
m
√
2mε.

(6)

注意: 如果以上不用循环边界, 而用 “硬壁边界”, 则波函数 φn(r) 在边界须为零, 则
n = (nx, ny, nz),

φn =

(
2

L

)3/2

sin(xpx) sin(ypy) sin(zpz),

p =
π

L
(nx, ny, nz),

εp =
p2

2m
, nx, ny, nz = 1, 2, 3, · · · · · · .

(7)

(7) 和 (2) 不大一样.
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读者试证: 用 (7) 算出的 g(ε) 和 (6) 一样, 只要 L 很大, 边界条件对 g(ε) 没有影响.

(乙) 短波近似下的能量统计

在短波近似法 (WKB 近似法) 中, 粒子的轨道可用古典力学求出, 但每个轨道必须
适合一 “量子条件”. 先看一个粒子, 以一维空间的情形为例, 这量子条件是:

∮
p(x)dx = nh, (8)

εn =
p(x)2

2m
+ U(x), (9)

式中 U(x) 是粒子的势能, p(x) 是动量, h 是普朗克常数, n 是一整数. (8) 的积分是沿着
状态空间的轨道做, 见图 1.

图 1

量子条件 (8) 决定此粒子的各能量 εn 和各轨道, 每一整数指明一轨道, 每一轨道是
一状态. 这方法只合用于短波情形, 即在 h/p 这段距离内, U(x) 改变得很少. h/p 是粒
子的波长. (8) 的积分恰好是轨道包围的面积.
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图 2

图 2 中的环形区域, 是由两轨道 n 和 n′ 划定, 这两轨道之间有 n− n′ 个轨道在这

区域内, 依照 (8)
n− n′ =

1

h

∫
dpdx. (10)

也就是说, 区域面积除以 h 就得区域中的轨道数. 因此, 若要统计状态, 我们只须求面积
再除以 h, 同时我们也可以把诸状态想象成均匀地分布于状态空间的点, 其密度为 1/h.
所以∗

Lg(ε) =
1

h

∫
dpdxδ

(
ε− p2

2m
− U(x)

)
. (11)

(11) 这积分, 并不需要把轨道解出, 不必从 (8) 求出每个 εn, 只要知道 U(x) 就行了, 所
以短波近似法用起来十分方便, 但读者须牢记它的可用范围. U(x) 必须在距离 h/p 之

内几乎不变, 一般说来, 这近似法只合用于高能量状态.
如果是三维空间, 则 (11) 可以推广为

L3g(ε) =
1

h3

∫
d3pd3rδ

(
ε− p2

2m
− U(r)

)
. (12)

如果粒子自旋非 0, 则需要加一个自旋量子数来指定状态. 波色粒子的自旋为整数
(以 h̄ 为单位), 费米粒子的自旋为半整数 (整数加 1

2
).

最常讨论的费米粒子是电子, 其自旋为 1
2
, 波色粒子有光子 (自旋为 1)、He4(自旋为

0 等).
有些固体中或液体中的小幅度运动可以用特别的 “粒子” 来描述. 例如声子 (描述

晶格振动), 自旋波 (或称 “磁子”, 描述磁矩振动) 等. 这些粒子多是波色性的. (注意, 因
为这些 “粒子” 在真空中并不存在, 而是以物质为传播介质. 一般物质并非均匀, 或有晶
体结构, 所以 “自旋” 这概念必须由物质结构的各种对称性取代).

∗原文左边为 L3.
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2. 费米粒子的分布

现在用细致平衡定律来求得粒子的能量分布, 一方面说明这定律的内容, 一方面强
调碰撞是理想气体的基本性质, 没有碰撞, 就没有热力学的特性.
理想气体之为 “理想”, 是指碰撞时间 (即粒子接触时间) 很短, 接触半径小, (即粒子

作用有效距离小).
每次碰撞就是一次反应, 我们假设各反应为独立的事件, 不考虑各反应之间的关联.

这是一个相当有效的假设, 使理论分析大为简化.
假想一费米粒子气体, 令 fk 为 k 状态的平均粒子数. k 指粒子的动量和自旋. 由于

碰撞, 各粒子不断地换状态. 例如

1+ 2 ←→ 3+ 4, (13)

即在 1, 2 的二粒子相互作用而跳到 3, 4 二状态. 这反应的速率是

f1f2(1− f3)(1− f4)R. (14)

f1, f2 是状态 1, 2 都有粒子的概率, (1− f3)(1− f4) 为 3, 4 状态都没有粒子的概率, 因
为粒子费米, 如果 3, 4 有一个是满的, 则反应不能进行. 这速率必须和反方向的反应速
率相同, 即

f1f2(1− f3)(1− f4)R = f3f4(1− f1)(1− f2)R′. (15)

根据量子力学的计算, R = R′. 这是因为量子力学方程式在时间反演下不变,

R = |M |2,

R′ = |M∗|2 = R.
(16)

M 是散射算符在 |1,2⟩ 和 |3,4⟩ 形态间的作用幅度, 如果时间反演, |1, 2⟩ 和 |3, 4⟩ 对
换, M 即成 M∗. 从 (15) 得

f1
1− f1

× f2
1− f2

=
f3

1− f3
× f4

1− f4
. (17)

如果有三个粒子作用

1+ 2+ 3 ←→ 4+ 5+ 6,

细致平衡的条件导致和 (17) 类似的结果

f1
1− f1

× f2
1− f2

× f3
1− f3

=
f4

1− f4
× f5

1− f5
× f6

1− f6
. (18)

(17) 和 (18) 是非常苛刻的条件, 所有的 fk 必须适合. 我们可从 (17), (18) 找出 fk 来.
当然, 如果所有的 fk 都合乎

fk
1− fk

=常数, (19)
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则 (17), (18) 都适合了, 但这表示每个 fk 都一样, 无论状态的能量多高. 这是不合理的.
要解 (17), (18), 我们还得考虑反应的守恒量. (17), (18) 的反应前后, 能量和粒子数是守
恒的:

(17) :粒子数 = 2,能量 = ε1 + ε2 = ε3 + ε4,

(18) :粒子数 = 3,能量 = ε1 + ε2 + ε3 = ε4 + ε5 + ε6. (20)

因此, (17), (18) 还有一解, 即
fk

1− fk
= e−α−βεk , (21)

α, β 为常数. 证明很简单, 将 (21) 代入 (17), (18), 并用 (20), 即得

e−2α−β(ε1+ε2) = e−2α−β(ε3+ε4),

e−3α−β(ε1+ε2+ε3) = e−3α−β(ε4+ε5+ε6).
(22)

(21) 当然就是

fk =
1

eα+βεk + 1
. (23)

这是适合细致平衡条件的粒子分布. α, β 为众粒子所共有, 应该和温度及化学势有关.
总能量 E 及总粒子数 N 和 fk 的关系是

E =
∑
k

εkfk = V

∫
dεg(ε) ε

eα+βε + 1
,

N =
∑
k

fk = V

∫
dεg(ε) 1

eα+βε + 1
.

(24)

如果气体很稀, 即 fk ≪ 1, 则
fk ≈ e−α−βεk . (25)

这是熟知的理想气体结果, 即 “玻耳兹曼分布”, 由状态能量可以立即算出. 因为 g(ε) ∝
√
ε(见 (5)), 得

E

N
=

3

2β
. (26)

我们发现 1/β 即是温度 T , 因为我们从热力学就知道 E/N = 3
2
T . α 可以由 (24) 求得.

用 (25) 作 f , 得
N

V
= e−α

∫
dεg(ε)e−βε

= e−α(2s+ 1)
(2πmT )3/2

h2
,

(27)

即

α = ln
(
(2s+ 1)(2πmT )3/2

V

Nh2

)
. (28)
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s 为粒子自旋. 理想气体之化学势 µ 可以由热力学结果 (2.36) 得来

−µ
T

=

(
∂S

∂N

)
E

= lnV
N

(
CE

N

)3/2

− 5

2

= lnV
N

+ ln
(
3

2
TC

)3/2

− 5

2
. (29)

(28) 和 (29) 全等, 除了常数 C 未定外. 我们可以定义

µ

T
= −α, (30)

因而决定 C 之值. (2.36) 变成

S = N ln
(
V

N

(
4πmE

3Nh3

)3/2

(2s+ 1)

)
+

5

2
N. (31)

把 (30) 代入 (23) 则得常见的 “费米” 分布:

fk =
1

e(εk−µ)/T + 1
. (32)

注意, 以上我们用已知的理想气体性质来决定 α, β 的意义, 但 (32) 在任何温度都可以
用. 理想气体可看作一个温度计及化学势计. 说得更明白些: 把气体容器的一角落的势
能 U(r) 加的很高使气体在这角落的密度变得非常低, 而使理想气体的公式可用. 但 µ,
T 为气体所有部分共有, 因为各反应牵连到所有粒子. 因此, 一旦测得这角落的 T 和 µ,
则知全气体的 T 和 µ.
一般密度时的熵可以由热容率积分得来

S =

∫ T (∂E
∂T

)
V

dT
T
. (33)

积分常数可以由 T →∞ 之值, 即理想气体 (31) 式决定.
因此, 从细致平衡, 及第二章热力学的结果, 我们决定了费米粒子气体的粒子分布及

所有的平衡性质. 熵的定义中的常数 C 由 (30) 决定了, 这是一个方便的选择. 我们在下
节末还要讨论这一问题. 最重要的费米粒子是电子, 我们在下一章讨论.

3. 守恒定律, 化学势和熵的常数项

以上的分析很明显地指出守恒定律的影响. (21) 式是由粒子数及能量守恒律得来,
因此 T 和 µ 是用以限定总能量和总粒子数的 “力”.
如果还有别的不变量, 则 (17), (18) 还可以有其他的解. 例如, 动量守恒, 即

(17) 的 p1 + p2 = p3 + p4,

(18) 的 p1 + p2 + p3 = p4 + p5 + p6.
(34)
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这个守恒律容许
fk

1− fk
= e−α−βεk+βv·pk (35)

为 (17), (18) 之解, 则

fk =
1

e(εk−v·pk−µ)/T + 1
. (36)

v 是整个气体的流速, 但如果物体的容器不动, 则和器壁碰撞会使粒子动量不守恒, v 必
须是 0.
如果碰撞前后总自旋不变, 则

fk =
1

e(εk−µ−s·h)/T + 1
. (37)

h 可看作维持总自旋的外力, 如果 s = 1
2
, 则 s · h = ± 1

2
h.

总之, 每一个守恒律会引出一个 “力” 来. 以上的 1/T , −µ/T , v/T , h/T 都是明显
的例子. 反过来, 每一个守恒律被破坏, 则会使一个力为零, 例如容器壁使动量不守恒,
故 v = 0. 如果粒子数不守恒, 即可因反应增减, 则 µ 必是 0, 比较复杂的例子是化学反
应, 例如有三个分子 A, B, C 混合在一起而有反应

A+B ←→ C. (38)

A, B, C 之粒子数不守恒, 但不是完全独立. 把细致平衡用到 (38), 则 (17) 之推广为

fA
1− fA

× fB
1− fB

=
fC

1− fC
. (39)

(21) 式子仍可用, 只是各 α 须适合

αA + αB = αC , (40)

由 (30), 得
µA + µB − µC = 0. (41)

三个本来为独立化学势, 因 (38) 反应, 只剩下两个, 其他一个由 (41) 决定了. 每一种化
学反应会导致一个各化学势之间的关系.

(41) 这结果, 还可以从别的角度来了解. 在平衡时, 化学反应 (38) 不能做功, 即

µAdNA + µBdNB + µCdNC = 0. (42)

但根据 (38), dNA = dNB = −dNC , 即得 (41). 这是一个热力学的结果, 并不需要由
(39) 得来.

由此可见, (30) 实在是一个十分理想的选择, 如果我们不用 (30), 而用

µ

T
= −α+ η, (43)
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η 为一常数, 则由 (40) (41) 可见 η 不能是任何常数而必须适合

ηA + ηB = ηC . (44)

不单如此, 分子 A, B, C 及所有和它们有化学反应的分子, 都必须同时考虑. 每一个化
学反应都有类似 (41) 的一个关系, 每个 η 都要适合这些关系, 当然, 要选择这样的 η 只

有从守恒律着手. 所有化学反应, 核子反应所共同遵守的是核粒子 (质子或中子) 的总数
的守恒, 因此, ηA 必须选为

ηA =常数× (A 分子的核粒子数) (45)

这 “常数” 必须为所有分子共有. 如果我们要把熵的定义扩充到核粒子数都不一定守恒
的情况下, 唯一的选择是把所有的 η 全选为零.

因此, 从细致平衡, 及量子力学中的状态概念, 我们得到 α, β 及分布函数 (23). 由
状态的统计, 普朗克常数 h 就跑进了 α, (见 (28)). 再由守恒律的考虑, h 自然地进入了
熵, 完成熵的定义.

4. 波色粒子的分布, 热辐射

波色粒子不受独占定律的限制. 因此它的反应率也不同. (14) 中的 (1− f3)(1− f4)
是独占定律的结果, 不适用于波色粒子. 根据量子力学的计算, (13) 的反应率该是

f1f2(1 + f3)(1 + f4)R, (46)

也就是,把 (14)的负号改成正号便是. 这结果并不是很明显,须要费些周章才能得出,在
此我们把它当作已知. (46) 表示, 若 3、4 状态中已经有了人, 别人会更喜欢去.

现在, 我们只要把 (14)–(18) 的负号改成正号, 结果就是波色粒子的式子. (32) 现在
变成

fk =
1

e(εk−µ)/T − 1
. (47)

无论费米或波色分布, 在低密度的情况下, fk 都大约是 “玻耳兹曼分布”

fk ≈ e(µ−εk)/T . (48)

这可以称为 “古典分布”. (47) 和 (32) 都是 “量子分布”. 上一节的所有结果, 都可以推广
到波色粒子.
光子是波色粒子, 平衡态中的光子气体曰 “热辐射”. 光子不断地被容器壁射入容器

内, 也不断地被器壁吸收, 如果器内还有其他分子, 则这些分子也可以吸光放光. 光子数
因此不守恒, 故化学势为零. 光子分布是

fk =
1

eωk/T − 1
. (49)
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式中 ωk 是频率. 也就是光子能量, (h̄ = 1), εk = h̄ωk. 光子状态的能量分布可以用第 1
节的方法求出, 只要把 (6) 的 εp = p2

2m
改成 εp = cp 就是, c 是光速, 并计入 2 偏振方

向:
g(ω) =

2

(2π)3

∫
d3pδ(ω − cp) = ω2

π2c3
. (50)

因此热辐射能量的频率分布为

ε(ω) = g(ω)
ω

eω/T − 1
=
ω3/π2c3

eω/T − 1
. (51)

这就是 “普朗克” 分布, 这个分布的发现是量子力学诞生的前奏. 它比 (46) 这类反应率
的计算要早. 事实上, 爱因斯坦曾用它和细致平衡来推断光的吸收率和放射率的一些特
性. 我们稍提一下:
令某类分子 A 可以吸收频率 ω 的光而变成激发态 A∗. A∗ 的能量要比 A 高出 ω,

在平衡中, A 的粒子数 N 和 A∗ 的粒子数 N∗ 之比为,
N∗

N
= e−ω/T . (52)

此式可由细致平衡导出 (见问题 10). 光的吸收率是和 N 及 ε(ω) 成正比, 放射率是和
N∗ 成正比. 它们必须相等, 因此

RNε(ω) = R′N∗ (53)

R′ 是一个 A∗ 的放射率, R 是一个 A 和一个 ω 能量光子相互作用时的吸收率, 从 (52)
和 (53) 得

R′ = R
N

N∗ ε(ω) = R
ω3

π2c3
eω/T

eω/T − 1

= R
ω3

π2c3
[1 + f(ω)]

= R
ω3

π2c3
+Rε(ω).

(54)

这 1 + f 自然和 (46) 的 1 + f 一样.
(54) 指出:

1 即使 ε(ω) = 0, 即在没有光子的情况下, A∗ 会自动放射而成 A, 放射率为

r = R
ω3

π2c3
, (55)

也就是说 A∗ 的 “半衰期” 为 ln2/r .

2 f ̸= 0 使 A∗ 放射的更快, 是为 “被刺激” 的放射. 这是波色粒子的特性.

3 吸收和放射率的大小由一个数字 R 决定. R 决定于分子结构及其和光子作用细节.

这些结果都是有关光和分子作用的. 从细致平衡加上普朗克分布而得到这些结果,
可以说是出乎意料, 详细的量子力学计算必须把 A, A∗ 及光子都用量子分析, 才能得到
(54) 的结果, (及 R 的值).
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5. 化学反应, 浓度定律

在第 3 节讲守恒定律时, 曾提到化学反应, 每一种化学反应, 减少了一个守恒律, 而
导致一个化学势间的关系, 如 (41). 在此我们利用 (41) 这类关系, 来求出各分子浓度间
的关系.
我们就从反应 (38) 开始, 假定分子 A, B, C 混成一个理想气体, 粒子数分布都循古

典分布 (48). 每个分子的能量除了动能之外还有内在运动的能量, 如转动, 振动:

εk =
p2k
2m

+ ωk,

fk = e(µ−εk)/T .

(56)

A 分子的总粒子数是

NA =
∑
k

fkA

= V eµA/T 1

(2πh̄)3

∫
d3p e−p2/2mAT

∑
α

e−ωAα/T

≡ V eµA/T e−ϕA/T .

(57)

ϕA 是温度的函数, 和分子的质量 mA 以及各内形态能量 ωAα 有关.
令 nA ≡ NA/V 为 A 分子的粒子数密度或 “浓度”, 则

µA = ϕA + T lnnA,

µB = ϕB + T lnnB,

µC = ϕC + T lnnC .

(58)

由 (41) 得
0 = ϕA + ϕB − ϕC + T lnnAnB

nC

,

或
nAnB

nC

= e−(ϕA+ϕB−ϕC)/T . (59)

这就是平衡浓度定理. (59) 的右边是可以由分子特性计算的, 而且只是温度的函数. 如
果知道分子结构, 就可以计算有关浓度的资料. 这对化学工程师来说, 是十分的有用. 若
是各分子浓度可以测得而分子结构并不清楚, 则 (59) 可以用来推断分子结构, 读者可参
阅化学书籍, 以求对这方面的更深入了解.

讨论问题三

1. 分布函数

“分布” 是最常见的统计资料, 如 “年龄分布”, “所得分布”, 学生 “考试成绩” 等等.
一个分布, 可用一条曲线表示, 图 3 是国民年龄分布. f(x)(以万为单位)
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图 3

这曲线下的总面积是总人数: ∫ ∞

0

f(x)dx =总人数. (60)

年纪小于 x′ 的人数 N(x′) 是 x = x′ 之左, 曲线下的面积:

N(x′) =

∫ x′

0

f(x)dx, (61)

f(x) =
dN(x)

dx . (62)

这分布函数的意义是: f(x)dx 是年龄在 x 和 dx 之间的人数, 要统计年纪小于 x′

的人数, 我们可以去查全国名册, 收集年纪小于 x′ 的名字, 再计人数:

N(x′) =
∑
s

θ(x′ − x(s)). (63)

s 是人名, x(s) 是 s 先生或女士的年纪, 他若比 x′ 小, θ(x′ − x(s)) 就是 1, 否则就
不计, (63) 表示这统计的过程, 年龄分布 f(x′) 形式上是 N 的微分 (见 (62)):

f(x′) =
dN(x′)

dx′

=
∑
s

δ(x′ − x(s)).
(64)

在一小段年纪 ∆x′ 内的人数是

f(x′)∆x′ =
∑
s

∫ x′+∆x′

x′
dxδ(x− x(s)). (65)

分布的定义需以 (65) 为准, 我们以后见到 (64) 这样的求和式, 就该立即想它的积
分, 或者把 δ 函数想成一个稍有宽度的尖峰.
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2. 试求自由粒子的状态的能量分布:

(A) 在 2 维空间.

(B) 在 1 维空间.

(C) 在 3 维空间的结果.

3. 用 (12) 式求状态能量分布, 假定

(A) U(r) = 1
2
Kr2,

(B) U(r) = −Ze2/r.

用 (B) 可以大致估计重原子 (大 Z) 的能量. 读者不妨试试.

4. 细致平衡来自时间方向的对称性. 这对称性是平衡态的一大特征. 有些状态, 虽然
看来持久不变, 但没有对称性, 我们可称之为不平衡. 例如有热流通过的物体, 虽
然热流维持不变, 但不算是平衡态. 但是作等速直线运动的物体, 或等速转动的物
体, 是可以算作平衡. 读者仔细分析一下这些情况.

5. 第 2, 3节指出熵和量子力学中的 “状态”概念有密切的关系. 更指出各反应守恒量
的重要. 读者试从 (2.36), (30) 求出 (31).

6. 某星球中有以下反应进行:
γ + γ ←→ e+ + e−

γ 为光子, e± 为正电子及电子, 求平衡下的 e+, e− 粒子数.

某高密度原子、电子、中子气体有以下反应进行

p+ e −→ n+ ν.

ν 为中微子, 产生后就跑掉了. 电子压 (即电子化学势)µe ≫ mc2, m = 电子质量,
求平衡的 p, e, n 粒子数 (中子数).

7. 假想某星球在时刻 t = 0 时爆炸. 假设此星球为一质子与电子的混合气体. 有一探
测器在距离 R 远处侦测电子和质子的流量. R≫星球半径.

(A) 求流量和时间的关系. 这关系和粒子的速度分布有关.

(B) 若爆炸后温度为 T , 求流量.

8. 波色粒子的理想气体可以用 (47) 分析. (A) 求 µ 和 N/V 的关系.

注意, 当温度低过某临界温度 Tc 时, µ = 0, f0(即 k = 0 状态的粒子数) 变成和 V

成正比, 即有大量粒子占到最低状态去. 这现象一般称为 “波色-爱因斯坦” 凝结现
象.

(B) 求临界温度 Tc.
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(C) 求 f0 和温度的关系.

(D) 求热容率.

(E) 证明在一维、二维空间内, 此凝结现象不存在.

9. (38) 式至 (45) 式的讨论并不限于费米粒子. 事实上 (38) 式的分子 C 必须是一波

色粒子, (两个费米粒子只能合成一波色粒子).

试将第 3 节的讨论推广, 以包括波色粒子.

10. 从反应
A∗ ←→ A+光子

导出 (52). 此结果和 A 的波色性无关.



第四章 金属电子

金属电子自然是固态物理中的一大部门. 在这一章我们挑出一点最简单的题目, 来
作为上节理论的应用例子. 先把自由电子模型略为介绍, 再谈众所熟知的热容率. 对自
由电子影响最大的是晶体的结构. 我们用一维空间的模型来略窥电子和晶体结构的相互
影响. “皮尔斯的不稳定现象”(即一维空间的金属性为不稳定) 虽是专指一维空间而言,
但颇能指出一些重要的道理, 在此将予以仔细讨论.

1. 高密度理想气体

一般金属, 密度都很高, 原子排成晶体, 原子的内层电子都被核子紧紧吸住. 外围电
子则游荡于各原子之间. 许多金属的特性都是由这些游荡的电子的运动而定. 现在我们
把这些电子看作一理想费米气体. 是为 “自由电子模型”. 这样简单的看法, 有意料不到
的好成绩. 先看看一些这理想气体模型的结果:
我们用 k 来指定各电子状态, εk 为 k 状态的能量. 令 µ 为电子压, 即电子的化学

势 (也就是日常所说的 “电压” 乘以电子电荷). 每个状态至多可以容一个电子. 令 fk 为

状态 k 的平均粒子数, (见 (3.32)):

fk = f(εk − µ), (1)

f(ε) ≡ 1

eε/T + 1
. (2)

状态的能量分布是个重要的资料. 令

g(ε) ≡ 1

V

∑
k

δ(ε− (εk − µ0)),

µ0 ≡ µ(T = 0).

(3)

g(ε) 为单位体积的状态能量分布, 可简称为 ‘态密度”. ε 是以 µ0 为准的能量尺度, g(ε)
的计算, 在第三章第 1 节曾有详细介绍.

g(ε) = 2

∫ d3p

(2π)3
δ

(
ε+ µ0 −

p2

2m

)
=
m

π2
[2m(ε+ µ0)]

1/2
.

(4)

57
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这模型的热力性质, 多可以用 f 与 g 表示. 例如电子密度 N/V 及能量密度 E/V 为

N

V
=

∫
dεg(ε)f(ε− µ),

E

V
=

∫
dεg(ε)f(ε− µ)(ε+ µ0).

(5)

如果温度 T = 0, 则能量较低之状态全被填满, 满到所有状态都有了电子. 这最后的一
批状态是所谓 “费米” 面. 此层以上的状态全空. 这费米面可以称作 “顶层面”. 这面的能
量为 µ0, 即 T = 0 时的化学势, 常以 εF 表示

εF ≡ µ(T = 0) = µ0. (6)

费米面可想作电子动量空间中的一个球面. 球半径为 pF , 曰顶层动量, 或 “费米” 动量.

p2F
2m

= εF . (7)

能量比 εF 小的状态共有 N 个

4π

3
p3F × V ×

2

(2π)3
= N, (8)

即 (球体积)× (体积)× (自旋形态数(= 2))÷ (2πh̄)3, h̄ = 1. 因此

pF = (3π2n)1/3. (9)

n ≡ N
V

, a ≡ h̄/pF 约是电子间的平均距离,

εF ∼
h̄2

ma2
(10)

约为每电子的零点能量. 这零点能量是电子波动性的结果, 亦可说是 “测不准原理” 的
必然结果. 要把电子塞到大小为 a 的空间, 则必有 h̄/a 的动量.

一般金属电子间距离约为 10−8cm, εF ∼ 1eV ∼ 104K, (见表 1). 因此在一般的温度
下, T ≪ εF , 即温度 “很低”. 只有在费米面附近的电子有机会跳到外层, 大多数的电子
都停留在层下, 不能做任何改变.

εF =
h̄2

2m

(
3π2N

V

)2/3

,

kF =

(
3π2N

V

)1/3

=
pF
h̄
,

vF =
pF
m
,

TF =
εF
k
.



2. 热容率 59

表 1: 顶层电子的性质
电子密度 动 量 速 度 能 量 TF = εF/k

N/V, cm−3 kF , cm−1 vF , cm/sec εF , eV K
Li 4.6× 1022 1.1× 108 1.3× 108 4.7 5.5× 104

Na 2.5 0.90 1.1 3.1 3.7

K 1.34 0.73 0.85 2.1 2.4

Rb 1.08 0.68 0.79 1.8 2.1

Cs 0.86 0.63 0.73 1.5 1.8

Cu 8.50 1.35 1.56 7.0 8.2

Ag 5.76 1.19 1.38 5.5 6.4

Au 5.90 1.20 1.39 5.5 6.4

取自 Kittel(1966), p.208

注意, εF 高的原因是电子的质量很小. 密度高也是一原因. 这电子气体模型和 H2, O2

之类的稀疏、常见分子气体是完全不同的. 在 T → 0 时, 这电子气体的总能量是

E(0) =
3

5
NεF

=
3N

10m

(
3π2N

V

)2/3

∝ V −2/3.

(11)

产生的压强, 是为 “零点压强”:

p(0) = −
(
∂E

∂V

)
N

=
2

3

E

V
=

2

5

N

V
εF . (12)

如果和理想气体的 p = N
V
T 比较, 我们发现这 P (0) 相当于温度 2εF/5, 且 N/V 比一般

气体密度大很多. 因此它是一个非常大的压强, 这压强把一块金属像吹气球似的往外胀.
全靠原子间的内聚力, 使它不炸开, 这内聚力的来源自然是电子的负电和离子的正电, 内
聚力的计算颇是一门学问, 读者可参考固态物理的书.

2. 热容率

受到温度影响的只是一小部分电子. 因此空状态或 “空子” 的概念就应需要而生.
顶层下的状态几乎全满, 空状态少, 我们称一空状态为一 “空子”. 现在这模型成了一个
空子和外层电子的新混合气体. (顶层以上曰 “外层”, 以下曰 “内”. ) 空子之动量小于
pF , 外电子的大于 pF . T 越低, 则此新气体越疏. 在 T = 0 时, 这气体就消失了. 这是一
非常方便的想法.
令 T = 0 时的总能量为零, 即无空子亦无外电子的状态. 空子也是费米的, 因为每

状态至多有一空子. 因此, 能量为 −ε′ 的状态, 可能产生能量为 ε′ 的空子. 空子的平均
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粒子数为 (每状态):
1− f(−ε′ − µ) = f(ε′ + µ). (13)

图 1

现在能量的原点是顶层面的能量, 即 µ0 = 0. 空子的能量是把一电子从内层提到顶层
(即费米面) 所需的能量 (见图 1). 既然 T ≪ εF , 空子的能量和外电子的能量都不大可
能太大于 T . 在这段能量范围内, g(ε) 大致不变, 即

g(ε) ≈ g(0) = mpF
π2

. (14)

如此, 空子、外电子的能量分布一样, 因此 µ ≈ 0, 各种计算也可以简化不少. 例如, 总能
量是

1

V
[E(T )− E(0)] =

∫ ∞

0

dε 2g(0)f(ε)ε. (15)

2g(0) 是空子加外电子的态密度. 空子的能量不会超过 εF . 但 εF ≫ T , 所以 (15) 的积
分上限可作 ∞. 这积分很容易:∫ ∞

0

dεf(ε)ε = T 2

∫ ∞

0

dx x

ex + 1
=
π2

12
T 2. (16)

代入 (15), 微分一次得热容率:

1

V
C =

1

V

∂E

∂T
=
π2

3
g(0)T. (17)

这结果和稀疏的理想气体的 C = 3
2
N 大不相同. 在那情形下, 每个分子都供给热容率 3

2
.

在此情况下, 只有小部分电子参与运动, 参与的电子数约为 NT/εF ,

V g(0)

∫ ∞

0

dε f(ε) ∼ NT

εF
, (18)
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每参与电子供给的 C 约为 1, 故 C ∼ N(T/εF ). 由 (17) 得

C = N
π2

2

T

εF
. (19)

研究金属的初期, 常把电子当成一稀疏理想气体, 但实验发现 C 比 3
2
N 小太多. 直到独

占定律被发现, 这热容率问题才有满意的解释.
(19) 只是 T 的一次项. 下一项是什么？如果 g(ε) = g(0), 就不会有下一项. 因此,

我们把 g(ε) 展开到 O(ε), 来求下一项:

g+(ε) ≈ g(0) + εg′(0),

g−(ε) ≈ g(0)− εg′(0).
(20)

g+ 是外层电子的态密度, g− 是空子的. g+ 既不等于 g−, T ̸= 0 时的化学势亦非零, 外
电子和空子的每状态粒子数为

f(ε− µ),

及 1− f(−ε− µ) = f(ε+ µ),
(21)

µ 很容易求出, 因为空子粒子数和外电子粒子数相等:∫ ∞

0

dε g+(ε)f(ε− µ) =
∫ ∞

0

dε g−(ε)f(ε+ µ). (22)

µ 和 g′(0) 均为小值. 将 (22) 展开, 解 µ 得

µ = −T
2π2g′(0)

6g(0)
. (23)

因为 g′(0)/g(0) = 1/2 εF , 所以 µ ∼ −T 2/εF . 除了 µ 之外, g′(0) 对能量 (15) 还可能有
直接的修正, (15) 该是

1

V
[E(T )− E(0)] =

∫ ∞

0

dε g+(ε)f(ε− µ)ε+
∫ ∞

0

dε g−(ε)f(ε+ µ)ε

如果展开, 则 g′(0) 各项全消去了. 因此, (17) 或 (19) 的结果是不含 T 2 项的. 所以

C = N
π2

2

T

εF

(
1 +O

(
T 2

ε2F

))
, (24)

修正项来自 g′′(0), 及 g′(0)2.
除了电子热容率之外, 金属的原子振动也供给热容率. 在室温以上约为 3N , 大占

优势. 金属的德拜温度 θD 多在 100K 至 400K 左右. 晶体振动的热容率在 T > θD 时

约为 3N(这些待第六章再详谈, 此地且先引用结果. ) 在温度很低时, 即 T ≪ θD, 则为
N(T/θD)

3. 因为 εF ≫ θD, 所以这 T 3 项比 (24) 的修正项要大很多, 因此, 在低温时, 总
热容率为

C/N =
π2

2

(
T

εF

)
+

12π4

5

(
T

θD

)3

. (25)
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读者请注意: (20) 至 (24) 的分析非常重要. 它指出电子热容率中没有 T 2 这一项, 只有
T 和 T 3. 否则 (25) 就会多一项 T 2.

图 2. 钾的低温热容率 /T (104 erg/K2/克分子). 取自 W. H. Lien and N. E.
Phillips, Phys. Rev. 133A 1370(1964).

图 2 是 (C/T , T 2) 的图, 根据 (25) 该是一直线, 这实验是对自由电子模型的一次重
要的考验. 从实验结果可以测定 (25) 中 T 和 T 3 的系数. T 的系数是

r ≡ π2m

p2F
=

π2k2m

h̄2 (3π2n)
2/3
. (26)

我们把 k, h̄ 放进去了. n 是电子密度. 实验求得的 r 比 (26) 的值要大些. 原因并不很
清楚. 当然, 自由电子模型实在过分简略, 能做到这么多, 已是预料不到的. 电子和杂质,
和晶体振动的作用, 加上晶体的周期性结构, 都尚未考虑进去.
一般所谓的金属性, 就是类似自由电子的特性, 也可以说是费米面附近 g(ε) 大致不

变的后果. 如果 g(ε) 受到影响, 则金属性亦受影响.

3. 周期性结构的影响

以上的讨论指出态密度 g(ε) 的重要性. 固体中有很多因素会影响 g(ε). 晶体的结
构自然是一主要因素. 以下用一个最简单的一维空间模型来谈一下周期性原子排列的影
响.
电子状态的能量 ε 必须从波动方程式解出

− 1

2m

d2

dx2ψ(x) + U(x)ψ(x) = εψ(x). (27)

U(x) 是一周期函数

U(x) = U(x+ a) (a 为晶格长度 ), (28)
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代表原子排列对电子的影响. 为求简单, 假设 U 十分微弱, 并假设∫ L

0

U(x)dx = 0, (29)

L 为物体总长. 如果略去 U , 则 (27) 的解自然简单:

ψp =
1√
L

eipx,

εp =
p2

2m
.

(30)

现在来计算 U 对 εp 的修正, 量子力学的展开法告诉我们 εp 的一次修正为:

⟨ψ|U |ψ⟩ = 1

L

∫ L

0

U(x)dx = 0. (31)

不过这答案不完全合用, 因为此式只合用于不接近简并的能量. 在 (30), 有简并发生, 即
ψp 和 ψ−p 的能量简并, 都是 p2/2m. U(x) 可写成

U(x) =
∞∑

n=−∞

Uneinqx

q ≡ 2π

a
.

(32)

U(x) 在 |p⟩ 和 |p+ nq⟩ 之间有作用:

⟨p|U |p′⟩ =
∞∑

n=−∞

Unδp,p+nq, (33)

因此, 如果
p ≈ −p+ nq,

即

p ≈ n

2
q, n = ±1,±2, · · · · · ·

(34)

则 (31) 的结果无效. 现在看看 n = ±1 的情形, 令

p1 ≡
1

2
q + k,

p2 ≡ −
1

2
q + k, k ≪ q.

(35)

量子力学告诉我们要把这两个形态一同考虑, 才能求得正确的一次修正项. 能量算符在
这两态的空间内是以矩阵 H 表示:

H =

(
ε1 H∗

12

H12 ε2

)
,

H12 = U1,

(36)
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ε1 =
1

2m

(
q2

4
+ k2 + qk

)
,

ε2 =
1

2m

(
q2

4
+ k2 − qk

)
.

(37)

图 3

图 4

H 的本征值是

ε± =
1

2m

(
q2

4
+ k2

)
±
√
q2k2

4m2
+∆2,

∆ ≡ |U1|.
(38)

图 3 画出这结果, 在 k = 0, 即 p = ±q/2 时, ε+ − ε− = 2∆, n = ±2,±3, · · · 等的情况
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亦类似. 即态密度在能量为

1

2m

(nπ
a

)2
, n = ±1,±2,±3, · · · , (39)

处, 发生一小段空白 (见图 4). 这是周期性势能的最重要的效果.

令电子的总数为 N . 如果

N =
L

a
, (40)

即平均每格一电子, 则 pF 是什么？因为每个 p 有两状态, (两自旋方向), 所以

N =
2L

2π

∫ pF

−pF

dp = 2pFL

π
,

∴ pF =
π

2a
=
q

4
,

(41)

即 “费米面” 是 p = pF 及 p = −pF 两点, 因为空白在 p = ±q/2, 距 pF 尚远, 所以只
要 T/εF ≪ 1, 上节的一些金属性质都会有.

如果每格子有两个电子, 则

pF =
π

a
=
q

2
, (42)

q/2 和 − q/2 之间的状态就全占满了, 电子如要激发, 必先跳上一层楼, 必须要有 2∆

以上的能量. 我们可以略算一下 g(ε) 及热容率.

我们把能量原点定在空白的正当中, 得

g(ε) =
2

2π

∫
dp δ(ε− εp)

≈
(
2ma

π2

)
|ε|√

ε2 −∆2
, ε2 > ∆2.

(43)
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图 5

以上假设 ε ≪ εF . 我们再用上节的空子想法来求出总能量, 空子为内层的空状态, 在空
白之下. (见图 5) 空子和外电子数目相等且 (43) 的 g(ε) ≈ g(−ε). 所以 µ = 0, 总能量
和热容率是

1

N
[E(T )− E(0)] =

L

N

∫ ∞

0

dε 2g(ε) 1

eε/T + 1

≈ 4ma2π−3/2∆3/2
√
2T e−∆/T ,

1

N
C ≈ 4

√
2ma2π−3/2∆5/2T−3/2e−∆/T .

(44)

以上假设 T ≪ ∆.

这个结果自然和 (19) 的情形完全不同. 这能量空白使内层电子难以出去. e−∆/T 是

个最重要的因子. 空子和外电子的粒子数和物体的导电性有直接的关系, 如果 ∆ 不很

大, 这粒子数可以用温度来作有效的控制. 这物体成了一种半导体. 如果 ∆ 很大, 这粒
子数很小, 即成了绝缘体.
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4. 电子引起的结构改变

晶体结构, 造成了电子能量的一段空白. 上节例子中, 如 N = 2L/a , 则这空白的影
响非常之大. 我们已看到 ∆ 对 C 的影响, 现在来看看它对零点能量的影响.

1

N
[E(∆)− E(∆ = 0)] ≈ a

∫ −∆

−εF

dε (g(ε)− g0(ε)) ε

≈ −π−2ma2∆2ln (εF/∆) < 0,

εF =
p2F
2m

=
π2

2ma2
.

(45)

这结果是用近似式 (43) 来计算. 更精确的计算结果, 也差不多. 此地的主要结论是
E(0) 因这空白而降低了.

图 6

现在我们回到 N = L/a 的情形, 即 pF = 1
4
q. 在这情形, εF 距空白很远. 我们提过, 这

情形下的结果和没有 U(x) 的情形差不多, 但是, 晶体的原子是可以移动的, 如果每隔一
个原子移动 b(如图 6), 则周期由 a 变成了 2a. 如果 b 不很大, 则晶体的能量的增加和
b2 成正比, 因为 b = 0 是平衡位置:

1

N
[E(b)− E(b = 0)] =

1

2
Kb2, (46)

K 为弹性系数. 但移动后, 电子所见的 U(x) 势能也改了. 新的势能的周期是 2a, 所以

U(x, b) = U(x, b = 0) + b
∞∑

n=−∞

einq′xU ′
n +O(b2),

q′ =
2π

2a
=
q

2
.

(47)

因此, 我们有了新的 bU ′
1,

|bU ′
1| = ∆′. (48)

这个 bU ′
1 和以上的 U1 的效果一样, 生出一段空白, 只是空白发生在

p = ±q
′

2
= ±q

4
, (49)
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也就是说, 发生在现在的 ±pF . 这新的空白会把电子能量减低, 减低的量可以把 ∆′ 代

(45) 的 ∆, 2a 代 a, 而求得

1

N
[E(b)− E(b = 0)] =− 4ma2π−2b2|U ′

1|2ln
(

εF
b|U ′

1|

)
+

1

2
Kb2. (50)

最后一项为 (46) 的结果. 如果 b2 很小, 则 ln (1/b) 就很大, 所以, 只要 b 够小, 这能量的
改变就会是负的. E(b) 极小值可以由 ∂E(b)

∂b
= 0 求出, b 的平衡值为

b ∼ εF
|U ′

1|
e−1/λ, λ =

8ma2|U ′
1|2

π2K
. (51)

结论是, 周期为 a 的结构是不稳定的. 由于电子和晶体的作用, 周期为 2a 的结构能量较

低, 且有能量空白出现于 p = ±pF . 原先的金属性质因此失去, 这是皮尔斯指出的不稳
定现象∗.
以上的分析的最重要结论是: 晶体的结构和电子的运动是互为因果, 必须同时考虑.
这分析虽然十分简单, 但却明白地指出: 一维空间的晶体不可以有金属性. 也就是

说, 在 p = ±pF 一定会有能量空白出现. 注意: 以上的计算是用 pF = q/4, q/2, 读者不
难看出, pF 可以是任何值, 即使 pF 和 q 为不可通分的, 以上的结论都不变: 晶体的结构
周期必是 2π/(2pF ).
当然, 这模型没有考虑晶体的振动, 一维空间的振动有很大的振幅. (见第十三章末

节). 再者, 电子间的作用亦未考虑, 因此, 以上的这个结论仍颇有商榷的余地. 实验室中
的 “一维空间” 物体, 必是某物体的一部分. 例如某些晶体的电子特别容易在某方向 x

运动而不容易朝 y, z 方向运动, 这种物体可想成由一束一维空间晶体组成. 不过此类物
体比以上模型复杂的很多, 以上的结果只可供参考, 不能立即直接应用. 无论在理论上,
或在实验上, 一维空间的电子运动的许多问题, 还尚待解决.

讨论问题四

1. 本章计算成分较大, 读者须导出每一结果. 尤其是最后两节, 如不自己做一遍, 就
完全不能体会其中含义.

2. 试证低温的电子压强是

p(T ) =
2

3

E

V
=

2

5

N

V
EF

[
1 +

5π2

12

(
T

εF

)2

+ · · ·

]
.

这是低温的物态方程式.
∗Peierls (1955)
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3. 高密度电子气体也在天文学中出现, 例如 “白暗星”(或 “白矮星”) 的理论. 大致说
来, 此类星为一团高温高压的氦核子及电子.

求电子压强和星球半径的关系. 电子速度接近光速, 须用相对论分析.

这题目在黄氏书中有详细讨论. (Huang (1963), P.230).

4. 令 ϕ 为金属电子化学势 µ 和金属外界的势能差, (见图 7). 假定温度 T 相当低,
T ≪ ϕ, εF .

图 7

用光照射金属表面, 可以打出电子来, 是为 “光电现象”. 令 I 为每光子产生的跳出

电子.

(A) 在 T = 0 时, I 和光的频率 ω 有何关系？

(B) 在 T ̸= 0, 求 I(ω), 注意, 在 T ̸= 0 时, 即使没有光射入, 也会有电子跳出, 是
为热电子辐射现象.

5. 假如金属中有条裂缝, 则缝中电子密度为何？

注意, 图 7 是个极其简化的金属表面模型, 和真正金属表面相去甚远.

6. 第 4 节谈的是一维空间模型. 二、三维空间的情形复杂的多, 但原则上是类似的.
晶体和电子的作用产生新的周期性的密度. 可称 “密度波”, 亦称 “电荷密度波”.
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统计力学是建立在一个大胆的假设上, 即玻耳兹曼的求熵公式

S = lnΓ

Γ 是 “活动范围” 的体积. 这活动范围代表物体中分子整体状态之变化范围, Γ 度量各运
动幅度之积.
本篇分五章. 先把这假设的动机和内容作一简介, 再用些例子说明它的用法, (第五、

六章). 第七、八章是进一步的推演及更多例子, 讨论重点在假设的含义, 及平衡观测时
间, 反应速率和活动范围的关系. 第九章讨论 “宏观极限” 或 “热力学极限” 的数学问题.
我们用 “杨、李定理” 之一作为讨论中心.
本篇目的在把统计力学的基本假设的功用及它的含糊之处同时指出, 使读者大致知

道如何用它, 而不致盲目地被它牵着走.
所有的统计力学结果, 都可以从这假设及所谓 “大数定律” 导出, 不需要其他新概

念. 读者须注意, 这假设并没有被证明过, 我们对它的了解, 并不完全.
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在热力学中, 熵是对小尺度分子运动的一种度量. 在上一章我们强调这一点, 并把
熵看作一个 “坐标”, 和体积、粒子数、磁矩等其他力学、电磁学坐标一样待遇. 到底熵
是怎样度量分子运动？统计力学对这问题提供了答案. 这是它最重要的成就. 这个答案
并不是从什么基本原则一步步推导出来, 而是一个大胆的假设. 直到今天, 它的由来和
定义仍不是完全清楚. 本章讨论这个假设所必须涉及的各种概念和计算问题, 包括假设
的动机, 状态的统计, 大数定律, 高维空间的特性等.

1. 运动幅度

熵和分子运动的关系在第二章讨论理想气体时, 已经露了一点线索. 我们再看
(2.36)

S = N ln
((

CE

N

)3/2
V

N

)
, (1)

N 是分子总数, E/N 是每分子的平均能量, V /N 是每分子平均所占的体积, 令

(∆p)2

2m
≡ E

N
,

(∆x)3 ≡ V

N
.

(2)

m 是每分子的质量. 由于不断地碰撞, 各分子的动量和位置, 都不断地改变. 大致说
来, ∆p 是各分子动量改变的幅度, ∆x 是各分子位置改变的幅度. 读者大概会问: 每个
分子都可以到容器任一点, (∆x)3 是 V , 为什么用 V /N ? 原因是: 每个分子大致跑不出
V /N 这个范围: 跑出去了, 另一个跑进来, 就和没跑出去, 另一个没跑进来一样.
现在可以把 (1) 写成

S = N ln
(
∆x∆p

w

)3

= lnΓ,

Γ ≡
(
∆x∆p

w

)3N

.

(3)

w = 2m/C 是一常数. Γ 是一个 6N 维空间区域的体积 (以 w3N 为单位). 这区域有
3N 个方向的长度为 ∆x, 3N 个为 ∆p.
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这个区域可以说是代表这 N 个分子活动的程度, 它的每一方向的长度都代表一个
运动变数的改变幅度, 共有 6N 个变数, 即 3N 个位置坐标及 3N 个动量, (xk, yk, zk,
pxk, pyk, pzk, k = 1, 2, · · · , N).
所以, 熵和运动幅度的关系, 在这理想气体的例子中, 已是非常的明显了.

2. 计算熵的假设

当然, 理想气体是一个十分简单的特殊情形. 它的熵在上一节得来十分容易, 一般
物体就不是这样简单了. 不过理想气体的结果, 已明确地指出, 了解熵的意义, 须从分子
运动幅度方面着手. 现在我们把 (3) 推广.
在任一时刻, N 个分子的位置和动量可由上述 6N 维空间的一点代表. 这一点叫做

这群体在该时刻的 “状态”, 或 “形态”, 这空间叫做 “状态空间” 或 “相空间”. 状态随时
间的改变, 在这空间内划出一道 “轨迹” 来. 所以, 轨迹是真正出现的状态之集. 在一段
相当长的观测时间内, 这轨迹就成了一条很长的曲线, 蜿蜒曲折地散布在状态空间的一
个区域里. 这个区域在 6N 个方向的大小, 就是 6N 个运动变数的改变幅度. 我们称这
区域为 “轨迹分布范围” 或 “状态活动范围”. 令 Γ 为此区域的体积, 并假设熵为 Γ 之对

数

S = lnΓ. (4)

这是统计力学的基本假设∗. 它不是从什么已知的定律推导出来. 在此我们把它看作 (3)
的建议. 到底 (4) 中的 S 是否就是热力学的熵, 则要由它在热力学上的应用来证实. 以
上 Γ 的定义并不完全, 我们只取了些名字, 说了些话, 到底这活动范围怎么从分子运动
求出？这问题非常困难, 不过我们暂时避开它, 以后再谈. 现在只用以下假设来搪塞一
下.
基本假设的补充: 状态活动范围, 等于观测时间内的不变量所允许的范围.
这确实是一个大胆的假设, 但并非难以捉摸. 我们看一个简单的例子, 就可以体会

到这假设的含义. 一只在房间里飞来飞去的苍蝇有十分复杂的轨迹, 它的位置不停地改
变. 如果观测时间比苍蝇从房间一边飞到另一边的时间长很多, 我们可以问: 苍蝇位置
的改变幅度是什么？苍蝇的位置是由三个坐标 (x, y, z) 代表. 我们用不着去分析轨迹,
就可以说 x, y, z 的改变幅度是由地板、天花板和四壁决定, 这些是 “不变量”. 活动范围
就是这房间, 房间的体积是各改变幅度之积.
我们现在要把 (x, y, z) 空间推广到 6N 个运动变数所定义的状态空间, 这些墙壁、

天花板的位置推广到各种不变量. 无论分子运动多复杂, 状态空间里的活动范围应该可
以由这些不变量决定, 这就是这假设的含义.
有一点要特别强调: 必须要有运动, 有改变, 才能有活动范围, 这是 “活动” 二字的

用意. 苍蝇如不飞, 则房间不能代表它的活动范围. 各分子必须运动, 不但运动, 还要不
断地碰撞, 以改变其动量. 这假设的成立, 全仗着不断地变动.

∗这假设是玻耳兹曼先生 (Boltzmann 1844–1906) 不朽之作.
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对一个气体来说, 不变量只有总能量、体积、和分子总数. 固体的情形比较复杂, 除
了能量, 总分子数之外, 可能还有各种结构上的不变量, 如冻结住了的杂原子的位置等.
凡是不变量容许的状态, 一概包括在范围内. 这个补充假设非常了不起, 它把一个复杂
的轨迹问题, 换成一个比较简单的范围计算问题. 当然这假设是否正确, 要由轨迹的分
析结果决定. 这补充假设是看成基本假设的一部分.
现在且澄清一下一个重要问题, 这个问题是: 该用什么变数来定义状态空间？在刚

才的讨论中, 我们以各分子的位置和动量为变数. 为什么不用位置的平方和能量为变数？
这是一个重要的问题, 因为用不同的变数, 就会有不同的体积. 因此, 变数不确定, Γ 就
没有意义了. 现在举例说明这一点, 且先看一个粒子的动量 p 和能量 E = p2/2m. 令某
区域的定义为 0 < E < E0, 或 |p| <

√
2mE0. 如以 p 为变数, 此区域的体积是

Γ = 2
√
2m
√
E0. (5)

如果以 E 为变数, 则体积是
Γ′ = E0. (6)

常数 2
√
2m 和单位并不重要, 重要的是 Γ ∝

√
E0 而 Γ′ ∝ E0. 在计算体积时, 能量高的

部分在 Γ 中占的份量较小, 而在 Γ′ 中占的较多. 所以, 这变数问题就是一个权衡范围中
各部分的份量的问题, 也就是一个统计份量的问题. 我们现在把这假设加上一条硬性规
定, 以避免这一问题. 这规定的制定如下:
凡是有连续变数, 统计份量的问题总是弄不清楚, 根本解决之道只有放弃连续变数,

退而改用分立值的变数. 量子力学供给了这一条退路, 状态空间该想作一群分立的点,
每一点代表一状态. 我们现在就规定:

Γ 是活动范围内状态的总数, 也就是说每状态的份量算是 1.
现在我们求熵的方法原则已大致齐备, 我们从理想气体的熵 (3) 开始, 指出它和运

动幅度的关系, 再提出了活动范围的概念, 最后用一个假设, 把熵的计算问题换成一个统
计问题, 即计算活动范围内状态数目. 我们必须记住, 这假设只是一个假设, 并没有经过
证明, 它的含义和正确性, 有待进一步的分析.
现在, 我们先讨论一下技术方面的问题, 作为计算熵的准备.

3. 费米粒子

这基本假设的含义, 不是几句话或一两个例子所能说清楚. 其实这本书的主要目的
就是要澄清这假设的含义. 我们用最简单的例子开始.
在第三章, 我们已经用细致平衡定律, 讨论了理想气体, 包括量子气体. 粒子间的碰

撞或反应, 是分析的关键. 现在我们从基本假设着手, 来看同一问题.
令 L 个状态有相同的能量 ε. 其中有 N 个状态被费米粒子占住. 如果有某种原因,

使这些粒子不断地改换状态, 则熵是多少？
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要用基本假设求熵, 必先求得 Γ, 即不变量容许的状态总数. 此地的不变量是 N , L,
ε. 因此, Γ 是把 N 个粒子放在 L 个状态的放法的总数. 每状态至多放一个. 这总数是

Γ =
L!

N !(L−N)!
. (7)

根据基本假设, 熵是 S = lnΓ.
但是 (7) 式中的一些阶乘, 如不乘出来, 是没什么用的. 事实上, 基本假设只合用于

多粒子的群体, 即 N,L≫ 1. 熵本来就是群体的性质. 如果 L, N , 都很大, (7) 可以用大
数定律简化. 这定律的推导在本章第 6 节. 现在我们用它的结果, 暂不谈推导, 以求讨论
的连贯. 如 N ≫ 1, 则

N ! ≈ NNe−N (2πN)1/2
[
1 +O

(
1

N

)]
. (8)

用这结果代入 (7), 简化, 得

S =L

(
N

L
ln L
N

+
L−N
L

ln L

L−N

)
+

1

2
ln L

2π(L−N)N
.

(9)

假定 L, N 为同一数量级, 即 N/L 为 O(1), 则 S = O(L), (9) 的最后一项为 O(lnL),
可以略去. 因为每状态的能量都是 ε, 故总能量为

E = εN. (10)

我们现在把 (9) 的结果对 N 微分一下, 得

dS = lnL−N
N

dN. (11)

根据热力学, 熵的微分和温度 T , 化学势 µ 有关, 即

dS =
1

T
dE − µ

T
dN

=
ε− µ
T

dN.
(12)

以上的 dE 即是 εdN , (见 (10)). (12) 和 (11) 全等, 因此

lnL−N
N

=
ε− µ
T

,

故

f ≡ N

L
=

1

e(ε−µ)/T + 1
. (13)

这结果当然就是第三章的结果, f 是平均每状态的粒子数.
读者会问:这物体是不是太简化？每状态能量都是 ε, 而真正物体内诸状态的能量都

不一样. 答案是: 这物体可以看作某大物体的一部分, 即把能量和 ε 差不多的状态之集
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看成此例中的物体. 现在最重要的要求是, 大物体的每一部分都有相同的温度 T 和化学

势 µ. 这个要求其实是基本假设的最重要的成果. 也就是说, 如果基本假设成立, 我们可
以证明 T 和 µ 在物体各部都有同值. 这个证明, 留到下一章, 我们先细看一个有不同能
量粒子的情形.

4. 理想气体

现在我们来看一个比较复杂的例子, 即把一理想气体的所有的粒子全考虑进去, 用
基本假设求熵.
令理想气体有 N 个分子, 坐标和动量为 rk, pk, k = 1, 2, · · · , N . 在第三章, 第 1

节, 已经求得单粒子状态的统计公式:∫
dΓ =

1

h3

∫
d3rd3p, (14)

即在 d3pd3r 的体积中有 dΓ 个状态. 现在将 (14) 推广到 N 粒子状态的统计:∫
dΓ =

∫
dΓ1dΓ2 · · · dΓN

=
1

h3N

∫
d3r1d3r2 · · · d3rNd3p1 · · · d3pN , (15)

即在 6N 维空间的体积 d3r1 · · · d3rNd3p1 · · · d3pN 中的状态数.
要计算 Γ, 必须考虑各不变量的限制. 此地的限制是: 1 体积不变, 各分子的位置必

须在体积内, 和 2 总能量不变, 为一定值 E.
1 使 rk 积分限于

0 < xk, yk, zk < L, k = 1, 2, · · · , N. (16)

容器的体积是 V = L3.
2 可以用一个 δ 函数 δ(E −H) 来达成, H 是哈密顿量

H =
N∑

k=1

p2k
2m

. (17)

(16) 和 (17) 的限制还不够, 还要把统计结果除以 N ! 才行, 因为每粒子都一样, 交换任
一对粒子的号码不会改变状态. (16), (17) 并未限制号码, 因此把状态多算了 N ! 倍. 这
一点在本章开始时略谈过一下. 如果每粒子都不一样, 是不是就不除以 N ! 了？这问题

待本节末再谈.
现在用 (15) 来求 Γ, 加入 (16), (17) 的限制. 得

Γ(E) =
V N

N !h3N
W (E),

W (E) =

∫
d3p1d3p2 · · · d3pNδ(E −H).

(18)
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W (E) 可以看成一个 3N 维空间里的球面积, 球的半径是由 H = E 规定:†

N∑
k=1

p2k = 2mE (19)

在这球面上的点合乎 (19). 计算球面积是一个有趣的数学问题, 我们把它放在下一节里,
结果见 (39), (31). 现在先把答案写下:

S = lnΓ = N

[
3

2
ln
(
4πmE

3Nh3

)
+

5

2
+ lnV

N
+O

(
1

N
lnN

)]
. (20)

有了这结果, 其它各量就可以用微分求出, 因为 dE = −pdV + TdS, 所以

1

T
=

(
∂S

∂E

)
V

=
3

2

N

E
,

p = T

(
∂S

∂V

)
E

= T
N

V
.

(21)

其他的性质, 如热容率, 膨胀系数等都可以计算出来.
我们曾强调过: 基本假设如要成立, 各变数必须要不断地变动. 这理想气体的各变

数是如何的变动呢？位置变动是因为各分子有速度, 分子动量的改变则要靠碰撞, 或与
容器壁, 或与其他分子. 如果分子和容器壁碰撞时, 常有能量的交换, 则即使各分子间不
碰撞, 分子动量的大小、方向都常改变. 如果总是没有能量交换, 则动量的方向虽改变,
但大小不变, 这基本假设就不能成立. 如果分子间互相碰撞, 则动量改变就不缺乏了. 令
λ 为分子的 “平均自由距离”, 即每分子在两次碰撞间的距离, 则

τ =
λ

v
(22)

为 “平均自由时间”, v 为平均速度. 如果

L≫ λ, (23)

即分子碰撞频繁, 则观测时间 t 必须合乎

t≫ τ (24)

的条件, 基本假设才可能成立. 如果 L≪ λ, 即分子间极少碰撞, 则

t≫ L/v (25)

为必须条件, 空气分子在常温常压下的平均自由距离是 λ ∼ 10−5cm = 1000Å, v ∼
5× 104cm/秒, τ ∼ 10−9秒, 注意

λ ∼ 1

nσ
.

†原公式有误.
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n 是密度, σ ∼ 10Å2
是分子碰撞有效面积. 空气分子间的平均距离是 n1/3 ∼ 30Å. 其它

温度和压强下的 λ 和 τ 可以由 v ∝
√
T 并以 T/p 代 n 求出.

当然, 分子间的碰撞是由相互作用引起, (17) 式并没有包括相互作用的能量. 因此,
我们一方面利用相互作用引起的碰撞, 来满足基本假设的应用条件, 另一方面在算熵时
又忽略相互作用的能量. 这并不会引起矛盾, 因为分子和分子接触的时间非常短, 作用
能量只在接触时发生. 碰撞的主要效果是使前后动量不同. 从活动范围的定义 (16), (17)
到各种性质的求出, 只是一连串的数学计算, 原则上不需要新的概念介入. 这基本假设
一般的用法, 也大致如此, 只是计算细节会不一样, 而且复杂得多.
一旦活动范围定了, 接下来的数学计算往往是非常复杂的难题. 这类难题本身就是

十分有趣, 有各种解决的方法. 我们将逐步讨论, 并引出新的概念, 以帮助我们了解.
有一点必须再三强调: 活动的范围的确定, 是第一步, 是最重要的一步, 并且常常是

最不清楚, 最困难的一步.
以上的结果 (20) 是由基本假设算出来的熵, 它和第三章的 (3.31) 是一样的. 在第

三章, 我们指出, 化学势 µ 的定义一旦决定, 熵也定了. 化学势的定义并没有什么选择的
余地. 从守恒定律和化学反应的分析就把它定了. 如果不用第三章的定义, 则各公式中
的 µ 必须改写为 µ+ c, c 是一个常数, 但每一种物质都将有一个不同的 c, 非常不便. 基
本假设所定的熵, 并没有把任何物质的结构和性质列入定义步骤中, 因此, 由这假设算出
的熵和化学势, 不对则已, 如对, 则 µ 中的常数 c 必是零. (20) 和 (3.31) 完全一样, 并非
巧合.
我们再回过头来讨论 (15) 式中的 N !. 如果各分子都不一样, 是否把这 N ! 丢了就

行？当然, 这只是纸上谈兵, 要把 N 个不同种的分子放在一起, 而 N ≫ 1, 恐非易事. 即
使有这样多种分子存在, 放在一起大概也不是理想气体. 但讨论这问题是有原因的. 如
果各分子不一样, 我们该问, 在观测时间内, 一个分子可以跑多远？如果密度很稀, 容器
很小, 则每个分子可以来往各壁之间多次, 因此, 活动范围仍以 (16), (17) 定义, 只要把
(15), (18) 的 N ! 拿掉就行了. 但如果密度大, 相互碰撞多, 在观测时间内一个分子走不
了多远. 如此, (16) 的限制不够, 还得加上时间有限所引起的限制. 如果这时间的限制不
能有够明确的定义, 则基本假设就无法使用了. 我们以后会常讨论时间的限制和基本假
设的应用问题.
当然, 如果 N ! 拿掉, 则 S 就不和 N 成正比, 即非总和量. 这是小容器, 分子不互撞

的情形, 不和 N 成正比并没有不对. 各分子既不同且来往于四壁之间, 则无法分成有多
个同样性质的部分. 如果把容器隔成两半, 则一边的分子就不能跑到另一边去, 和不分
割的情况不一样了, 熵也就不一样了.

(15), (18) 不但合用于气体, 而且合用于稀溶液中的溶质分子, 只是下列条件要遵
守: 溶质分子必须动得快, 即在观测时间内所跑的距离远大于溶质分子之间的平均距离.
这些式子不合用于散布在固体中的, 冻结住的杂分子. 冻住的分子的位置是不变的. 这
些将在讲杂质时 (第十八章) 详细分析. 注意, 如果分子是冻住的, 则各分子是否同类就
不是问题. (15) 式中的每个 rk 积分都会限制在一定的冻结位置附近. 不管分子是否同
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种, N ! 都不能要.
总之, 活动范围的划定, 必须由分子运动决定. 每一个因数都有其意义, 不能随便丢

掉或凑入.

5. 高维空间的一些特征

在第 3 节的简例中, 状态空间共有 2L 个状态, 也就是说, L 个单粒子态, 每态可以
有两个可能. 活动范围是在这空间中的一部分, 由总粒子数决定.
在上一节, 状态空间是用一 6N 维空间中的一些点来定义. 每一点是一状态. 点

的密度是 1/h3N , 平均分布在这 6N 维空间内, 活动范围是由 E = H, 即 (18) 中的
δ(E −H) 决定. (N 已经定了). 活动范围可看成一球面. 在第 3 节的例子, 状态空间可
看成 L 维空间中的立方体的 2N 个顶点, 活动范围的几何意义就不大清楚了.
严格说来, 一群有限个分立的点, 是没有几何意义的. 上节的状态, 也可以用各单粒

子状态的粒子数表示, 6N 维空间的表示法, 并非必要. 不过, 点数既多, 几何的概念常常
很有用, 上节用的 6N 维空间, 是一个很好的例子. 群体的特点是运动变数繁多, 状态空
间因此和高维数的空间性质有些关系.
在这一节, 我们介绍一些高维空间的几合性质, 并讨论 “大数定律”.
令 x = (x1, x2, · · · , xN ) 代表 N 维矢量空间的点, x 的 “长度” 定义是

|x| =

(
N∑
i=1

x2i

)1/2

. (26)

假定 N 是一个很大的数字, 像 1020 之类. 如果至少有一部分的 xi 不是零, 则

|x| ∼ N1/2. (27)

这是一个大数. 如果每个 xi 都稍稍改变一些, ∆xi ∼ ε, 则

|∆x| ∼ εN1/2. (28)

即使 ε 不大, |∆x| 还可以很大, 倒过来说, 虽然在这空间走了一段长距离, 每个 xi 的改

变仍可以是非常的小.
最特别的是高维空间里的体积, 现在看一个球体的体积. 令球半径为 R, 体积为

Q(R) = CRN , 球的表面积便为 Q′(R) = NCRN−1. 常数 C 可以利用以下的积分求出.
令

I =

∫ ∞

−∞
dx1dx2 · · · dxNe− 1

2 (x
2
1+x2

2+···+x2
N )

=

[∫ ∞

−∞
dxe− 1

2x
2

]N
= (2π)N/2. (29)
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如果改用球形坐标, 得

I =

∫ ∞

0

dRQ′(R)e− 1
2R

2

= NC

∫ ∞

0

dRRN−1e− 1
2R

2

= 2N/2C

(
N

2

)
!. (30)

比较 (29) 和 (30), 即得 C, 所以球的体积是

Q(R) = πN/2RN

/(
N

2

)
! . (31)

如果半径由 R 增加到 (1 + ε)R, 则 Q(R) 增加到

Q(R)(1 + ε)N . (32)

即使 ε 不大, (1 + ε)N 可以是个惊人大数. 因此一个厚度为 ε 的圆壳的体积

Q(R)[(1 + ε)N − 1] (33)

和球体积 (32) 相差微不足道, 所以球的体积是集中在表层上.
大致说来, 高维空间的长度是大数, 但体积是 “特大数”.

长度 ∼ a
√
N,

体积 ∼ aN .
(34)

a 是一个尺度标准. 以上这些奇特的性质是因为这空间有极多的方向.

6. 尖峰积分和大数定律

以下用大数定律的推导为例, 说明一点常用的数学技巧, 我们把 N ! 写成一积分

N ! =

∫ ∞

0

dXe−XXN (35)

=

∫ ∞

0

dXeS(X),

S(X) ≡ N lnX −X.

如果 N 是大数, XN 随 X 之增加而剧增, e−X 则剧减. eS(X) 除了在其极大值附近外都

很小, 极大值很容易求出:
∂S

∂X
=
N

X
− 1 = 0, (36)
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其解为 Xc = N , 在 Xc 附近

S(X) = S(Xc) +
1

2

(
∂2S

∂X2

)
c

(X −Xc)
2
+ · · ·

≈ N lnN −N − 1

2N
(X −Xc)

2
. (37)

因此

N ! ≈ eN lnN−N

∫ ∞

−N

dx′e− 1
2N x′2

= NNe−N (2πN)
1/2

(
1 +O

(
1

N

))
. (38)

大致上, XNe−N 是一尖峰, 中心在 Xc = N , 峰宽是
√
2πN , 这宽度比 N 要小很多. 所

以 x′ 的积分下限可以算是 −∞. 式中的 O(1/N) 项, 需要更仔细的计算才能确定. (38)
就是所谓 “大数定律”. 以上的积分法, 合用于尖峰形的积分函数.
用 (38), 球体积 Q(R)(31) 和球面积 Q′(R) 可以简化成

Q(R) ≈ e
N
2

(
ln 2πR2

N +1− 1
N lnπN

)
,

Q′(R) ≈ e
N
2

(
ln 2πR2

N +1− 1
N lnπN+ 2

N ln N
R

)
. (39)

因此, 当 N ≫ 1 时,
1

N
lnQ(R) ≈ 1

N
lnQ′(R)

≈ 1

2

(
ln2πR

2

N
+ 1

)
+O

(
lnN
N

)
. (40)

7. 能量均分定律

我们再看一个示范例子, 即 “能量均分定律”, 这定律的内容是: 如果哈密顿量是 M

个平方项之和

H =

M∑
i=1

Aiq
2
i (41)

qi 是坐标或动量. Ai 为正值常数, 则总能量 E 和温度 T 的关系是

E

M
=

1

2
T, (42)

也就是说, 平均每一变数 qi 的运动, 分配到能量 1
2
T .

现在回到理想气体的结果 (21), 即

E

3N
=

1

2
T. (43)

再看哈密顿量 H(见 (17)) 是 3N 项之和 (每个 p2k 实是三项 p2kx + p2ky + p2kz). 因此, (41)
指出每一项的平均能量是 1

2
T , 这就是能量均分定律的一例.
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另一例是一群单摆, 即简谐振动单元, 其哈密顿量为

H =
N∑
i=1

(
1

2
p2i +

1

2
ω2
i x

2
i

)
. (44)

此地每个 pi 算一个变数. H 共有 2N 项, 每项能量, 照以上定律, 为 1
2
T , 故总能量值为

E =

(
1

2
T

)
× 2N = NT. (45)

这定律的推导十分简单. Γ(E) 的计算和理想气体的大同小异

Γ(E) =
1

hM

∫
dq1dq2 · · · dqMδ(E −H)

=
1

hM
(A1A2 · · · · AM )

− 1
2

∫
dx1dx2 · · · dxMδ

(
E − x21 − x22 · · · − x2M

)
,

(46)

xi ≡
√
Aiqi.

(46) 的积分又是一个球面积, 用 (40), 得

S(E) = lnΓ(E) =
M

2

(
ln 2πE

Mh2
+ 1

)
− 1

2

M∑
i=1

lnAi,

∂S

∂E
=

1

T
=
M

2
· 1
E
. (47)

T 只和 (M/2)lnE 这项有关.

8. 活动范围面面观

从这一章开始, 我们就强调: 活动范围的意义, 是代表各变数的改变幅度. 以上繁
复的技术性的讨论, 很可能使读者忘了这意义. 在这一节我们从几何的投影观点来分析,
使这意义更为扎实.
我们先穿插一段有关 “投影” 的常识. “投影” 在日常生活中是再熟悉不过了. 我们

看到的东西, 都是三维空间在网膜上的投影, 工程师画的图, 也是三维空间物体投在二维
空间的影, 也就是一种从各方向的透视. 同理, n 维矢量空间中的点, 都可投影到 n′ 度

的 “底面空间” 里, 底面空间是 n′ 个轴撑开的空间, ( 当然 n′ < n) 它是这 n 维空间的

“一面” 或 “一方面”. 当然, 一个点在每一面的投影都是一点, 我们要看的是一群点在各
方面的投影, 看这些点在这些投影里的分布.

投影里的分布密度的计算法, 可以用一个例子说明: 假设一 3 维空间的球面上

x2 + y2 + z2 = R2 (48)
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均匀地密布着很多点, 这些点在 XY 平面上的投影密度是什么? 答案是

γ(x, y) =
Γ

4πR2

∫
dzδ

(√
x2 + y2 + z2 −R

)
=

Γ

2πR

θ (R2 − x2 − y2)√
R2 − x2 − y2

.
(49)

式中 Γ 是点的总数, 球面的投影是一圆盘子, 点的密度在盘子边附近很高, 读者可自己
找出原因. 要得到在 X 轴上的投影密度, 只需再积分一次.

γ(x) =
Γ

4πR2

∫
dzdyδ

(√
x2 + y2 + z2 −R

)
=

Γ

2R
θ(R− |x|).

(50)

这些积分的意义, 是把垂直于投影面的各方向的点数加起来.
一般说来, 在 n 维空间的球面上的均匀分布, 投影在 n′ 度空间的密度是

γ(x1, x2, · · ·xn′) ∝ θ(R− r)
(
R2 − r2

)n−n′
2 −1

r2 = x21 + x22 + · · ·+ x2n′ .
(51)

如果 n≫ n′, 则密度集中在中心, 因为(
R2 − r2

)M
2 ≈ RMe−Mr2

2R2 , (52)

只要 M 是一大数, 这样的分布大致集中在

r ∼ R√
M

之内, 这和 (49) 和 (50) 的情形大不相同. (52) 是一个 “正态分布” 或 “高斯分布”. 这种
分布, 在第 6 节讨论尖峰积分时出现过, 以后会再常常出现.
理想气体的状态活动范围, 是一个在 6N 维空间里的球面, 各状态可由分立的点代

表, 点的分布密度是均匀的, 这活动范围在各方向的大小就是各运动变数的改变幅度, 这
些幅度该是怎么样量出来呢? 最直接的办法是把这活动范围向各方面投影, 从投影上点
的分布, 可以得到答案.
现在把活动范围内的点投影到 p1 空间里, 投影上的点的密度分布是

γ (p1) =
V N

N !h3N

∫
d3p2 · · · d3pNδ

(
E − p21

2m
−H ′

)
(53)

H ′ =
N∑
i=2

p2i
2m

, H =
p21
2m

+H ′. (54)

(53) 中, p1 没有被积分, 而是固定的. γ(p1)d3p1 是第一粒子动量在 d3p1 内的各状态的
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总数. H ′ 是除去了第一粒子后的能量. 所以依照 Γ(N,E) 的定义 (18)

γ(p) =
V

Nh3
Γ

(
N − 1, E − p2

2m

)
=

V

Nh3
eS

(
N−1,E− p2

2m

)

=
V

Nh3
eS(N,E)+ µ

T − 1
T

(
p2

2m

)
+O( 1

N ) ∝ e
µ
T − p2

2mT .

(55)

这结果其实就是 (52), 2mE = R2, p2 = r2, T = R2/N . (55) 式中各符号的意义该很清
楚,

1

T
=

(
∂S

∂E

)
N

,
µ

T
= −

(
∂S

∂N

)
E

. (56)

化学势 µ 和 S 的关系, 可以从第二章的功、热讨论得出

dE = µdN + TdS. (57)

(其他的微分末考虑), S 对 N、E 的二次微分都是 1/N 级数量, 因此, 活动范围在 p1

方面, 或任一 pi 方面的投影, 是一个正则分布, 这分布范围的大小大致是

∆p =
√
mT. (58)

这可算是分子动量改变幅度的一个估计.
我们也可以用大一点的空间作投影面, 例如 (p1, p2) 空间, 或更大的空间, 以上的分

析只须稍稍推广, 即得投影点密度分布:

γ (p1,p2 · · ·pn) ∝ e− 1
T

∑n
k=1

p2k
2m e

µn
T . (59)

只要 n≪ N , 这结果就成立.
一般说来, 所谓 “投影” 就是 “分类收集”“分类统计”, 把同一类型的状态收集起来,

计其数目而已.
以上的投影分析告诉我们活动范围往各方面看去是什么样子, 有多大, 这些当然都

是基本假设的后果. 从这里, 我们可以回到本章的第 1 节, 把本节的讨论和第 1 节的互
相印证比较.

9. 轨迹和活动范围

现在我们对活动范围的几何性质, 略有了一点概念. 在第 2 节, 我们用苍蝇在一房
间飞的例子, 来说明活动范围的意义. 苍蝇的轨迹分布在房间里.
不过, N 个分子的状态空间和苍蝇的房间不大一样, 因为 N 是大数, 不是 3. 状态

空间的体积是 eN 数量级的大数. 轨迹是在观测时间内发生的状态. 有多少状态发生?
大致是

n ∼ N T

τ
. (60)
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τ 是平均自由时间, T/τ 是每分子在时间 T 内碰撞的次数. 每撞一次, 状态改一次. n 是
一个 N 级大数. (当然, 不碰撞时, 分子位置亦变, 故 n 比 (60) 要大些, 但仍是 N 级大

数). N 量级比 eN 量级差得太远了. 也就是说轨迹在活动范围中是一条微乎其微的细
丝. 活动范围, 必须由轨迹定义, 但这条细丝, 何以能撑起这广大的体积? 乍看起来, 这
细丝只能留在一个极小的区域中. 这问题很难回答. 在第廿五章我们会作更详细的分析.
在此我们由几何观点, 来作一粗略分析.
令 (p1,p2, · · · · · ·pN ) ≡ p 为 N 个气体分子的动量. p 的空间是一个 3N 维空间.

为求简明, 我们不讨论位置空间.
如果两分子碰撞, (例如分子 1, 2) 则此二分子的动量由 p1, p2 改成 p′

1, p′
2. 令

q12 ≡ (p′
1 − p1,p

′
2 − p2, 0, 0, 0, · · · 0) . (61)

也就是说, 状态由 p 移动到 p+ q12. 令下一次的碰撞为分子 i 和 j 的碰撞. 则状态移到
p + q12 + qij , 在 n 次碰撞之后, 有 n 个 q 矢量. 各个 q 的长度大小不一. 它们的平均
就是各分子的动量改变的幅度, 即活动范围的各边长度.
现在注意, 如果 q12 和 qij 的 12 和 ij 为不同的分子, 则 q12 和 qij 为互相垂直的

矢量, 即

q12 · qij ≡
N∑

α=1

q12α · qijα = 0. (62)

原因是 q12 只有 α = 1 和 2 分量非零, 而 qij 只有 α = i 和 j 分量非零.
如果 n 次碰撞, n ∼ N , 则 n 个 q 矢量几乎都是互相垂直的, 因为各部分的分子都

在碰撞.
我们现在需要一点想象力. 如有几根棍子, 要撑出一个空间来, 该如何办? 答案是,

各棍子该互相垂直, 才能撑出个空间来. 造房子时, 栋梁都是互相垂直的. 现在我们在
3N 维空间, 有 n ∼ 3N 个 q 矢量做的棍子. 要撑个空间, 当然要把各个 q 放成互相垂

直的方向, 才能撑出个 3N 维空间的体积来. 如果各个棍子的方向分布在所有方向, 则
撑不出来. 因为有 eN 个方向, 需要 eN 根棍子.
轨迹是各个 q 矢量连起来的. 就是因为各个 q 互相垂直, 轨迹才可能撑出一个 3N

维空间的体积. 轨迹中的状态虽然比起体积为数极微, 但可以像房屋的栋梁一样, 撑出
一个体积来.
以上是对轨迹和活动范围的一个粗略的解释. 各 q 矢量的垂直性, 在以后会解释成

“独立性”. 到第六篇时, 再分析.

讨论问题五

1. 把第 3 节的分析, 用到波色粒子.
(A) 求熵.
(B) 求粒子数和 T , µ 的关系.
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2. 某顺磁体的哈密顿量是

H = −
N∑
i=1

sih, si 可以是 +1 或 −1. (63)

磁元 si 的改变是由某种运动法则决定, 在此不管. h 是一固定常数, 即磁场.
(A) 根据基本假设, 求熵.
(B) 求能量 E 和温度 T 的关系. 总磁矩 M =

∑N
i=1 si 即 −E/h.

(C) 这模型和第 3 节的费米粒子颇有相似之处. 试述二者之间的关系.

3. 令 a 为一 N 维空间立方体的边长. 它的体积是 aN . 试求它的外接球和内切球的
体积, 并比较它们的大小. (N 是一大数)

4. 一均匀绳子, 质量为 M , 长度为 L, 两端固定, 张力为 F .
(A) 从下面方程式求出基本振动 (简正) 频率.

∂2y

∂t2
= c2

∂2y

∂x2
, c2 = FL/M, 0 < x < L. (64)

(B) 求能量, 熵, 比热和温度的关系, 假设最高频率为 ωD.

5. 假设上题的绳子是在温度 T 的气室中, 令 d 为绳子的直径, η 为空气的黏滞系数.
(A) 考虑空气阻力, 求方程式的修正项.
(B) 观测时间须甚长于涨落周期 τ , 平衡才有意义, 若考虑空气阻力, 试求 τ .
(C) 上题 (B) 的结果, 受不受 τ 的影响? 如果绳子是浸在水中, 则结果受影响吗?

6. 导出 (51), (52), 并澄清 (55) 和 (52) 的关系. (55) 当然就是第三章已谈过的玻耳
兹曼分布, 在此是看成一个高度空间球体的投影.

7. 求第 2 题的活动范围在 s1 方向的投影.

8. 立方体的投影.

n维空间立方体的顶点可以用坐标 (1, 1, · · · 1), (−1, 1, 1, · · · 1), (1,−1, 1, · · · )· · · · · · (−1,−1, · · ·−
1), 共 2n 个矢量代表. 称这些矢量为 Ri, i = 1, 2, · · · 2n, 任取两个垂直的矢量 ex,
ey,

ex · ex = 1, ey · ey = 1, ex · ey = 0. (66)

则 Ri 在 xy 平面上的投影为

Rix = Ri · ex. 及 Riy = Ri · ey. (67)

(A) 试画三维空间立方体的投影图, 即 n = 3. 避免重叠的顶点投影.
(B) 试画四维、五维立方体的投影图. 这些图应给读者一点高维空间的 “印象”.
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9. 第 9 节的分析指出, n 次碰撞, n ≥ 3N , 轨迹就可以撑出一个 3N 维动量空间的体

积来. 因此, 所需的时间约是 T ≥ τ , (见 (60)).
若要撑出 3N 维位置空间的体积, 要多少时间才够?
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这一章我们从基本假设推导出一些平衡状态的特性, 即物体各部的温度、压强、化
学势等 “力” 都一样. 利用这些特性, 我们分析一些应用例子, 即晶体振动方面的问题,
包括德拜模型和第二声波.

1. 部分和总体 分类和综合

一个大物体可以看作它各部分的组合, 每一部分都是一个群体. 现在我们从基本假
设出发, 看看总体的熵和各部分的熵有什么关系. 先把物体分为两部分, 1 和 2. 两部分
的状态 s1 和 s2 指定之后, 总体的状态 s 也就定了. 因此,

s = (s1, s2). (1)

总哈密顿量 H 是两部分哈密顿量 H1, H2 之和加上一些交界上的作用能 H12

H(s) = H1(s1) +H2(s2) +H12(s1, s2). (2)

现在把 H12 略去, 理由是它只在两部分交界处有效, 为量甚小. 这并不是说它不重要, 两
部分间能量的交易, 全靠它. 不过它的主要效果是使交界两边能量交流, 对总能量之值
影响不大, 因此我们暂时将它略去, 于是总体的熵是

S(E) = lnΓ(E), (3)

Γ(E) =
∑
s1

∑
s2

δ (E −H1 (s1)−H2 (s2))

=

∫
dE1dE2δ (E − E1 − E2) Γ1 (E1) Γ2 (E2)

=

∫
dE1dE2δ (E − E1 − E2) eS1(E1)+S2(E2),

(4)

其中

Γi(Ei) =
∑
si

δ(Ei −Hi(si))

≡ eSi(Ei), i = 1, 2.

(4′)

91
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我们再用尖峰积分法来做 (4), 在此地必须求 S1(E1) + S2(E2) 的极大值. 不过 E1, E2

不是独立变数, 而是受 E1 + E2 = E 所限制. 凡是在此类限制下求极大值的问题, 都可
用 “外力法∗” 解决. 现在提一下这方法的原理.

假设一粒子其势能是 V (r), 但它的位置 r 被限制在一曲面 ϕ(r) = 0 上. 问: 平衡
位置在那里? 即 V (r) 在这曲面上的极小值在那里? 这粒子不但受力 −∇V (r), 而且受
曲面的力, 这曲面加于粒子之力是和曲面垂直 (假设没有摩擦力), 故和 −∇ϕ(r) 成正比,
可写成 −λ∇ϕ. 在平衡处此力和 −∇V (r) 抵消

−∇V − λ∇ϕ = −∇(V + λϕ) = 0, ϕ(r) = 0, (5)

λ 计量曲面施力之强度. (5) 指出:
我们必须求 (V + λϕ) 的极小值, 平衡点和 λ 的值可由 (5) 两式子联立解出. 对这

粒子而言, ϕ(r) = 0. 这限制的效果是一个外加的力, λ 计其强度, 这外力把它托住在曲
面上.
现在回到 (4). 要找 S1(E1) + S2(E2) 的极大值, 我们用外力法, 照 (5) 写下

∂

∂E1

(S1 (E1) + β (E − E1 − E2)) = 0,

∂

∂E2

(S2 (E2) + β (E − E1 − E2)) = 0,

E − E1 − E2 = 0,

(6)

β 是外力强度. (6) 的意义十分明显, ∂S1

∂E1

= T1,
∂S2

∂E2

= T2 是两部分温度, (6) 指出

T1 = T2 =
1

β
= T, (7)

即二温度相等时, (4) 的积分函数为极大.
令 E1 = E1, E2 = E2 为 (6) 之解, S1 + S2 在这极大点附近的展开式是

S1 (E1) + S2 (E2)

=S1

(
E1

)
+ S2

(
E2

)
+

1

T

(
E1 − E1 + E2 − E2

)
− 1

2

[
1

K1

(
E1 − E1

)2
+

1

K2

(
E2 − E2

)2]
+ · · · · · ·

(8)

1

Ki

≡−
(
∂2Si

∂E2
i

)
Ei=Ei

=
(
T 2Ci

)−1
, i = 1, 2.

Ci =
∂Ei

∂Ti

.

(9)

∗即所谓 Lagrange multiplier 方法.
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(8) 中的一次项在 E1 + E2 = E1 + E2 = E 的条件下是零, 将 (8) 代入 (4) 得

Γ(E) ≈ e(S1(E1)+S2(E2))
∫

dE′
1dE′

2δ (E
′
1 + E′

2)

× e−
E′2

1
2K1

− E′2
2

2K2 ,

= e(S1(E1)+S2(E2))
√
2πK.

K ≡ K1K2

K1 +K2

假设 K1,K2 > 0.

(10)

因此总体的熵是

S(E) = S1

(
E1

)
+ S2

(
E2

)
+ ln(

√
2πK), (11)

最后一项可以略去, 因为它只是 lnN 级的数量, 而 S1, S2 是 N 量级的, N 是粒子总数.
以上的推演, 看来十分简单, 但其中不很明显的含义, 需要进一步说明. Γ(E) 是

Γ1(E1)Γ2(E2) 的积分 (见 (4)). Γ1(E1)Γ2(E2) 是一个 “分类统计” 的结果, 这分类统计
收集了一种特别类型的状态, 即第 1 部分能量为 E1, 且第 2 部分能量是 E2 的状态. 这
“类” 字是指 (E1, E2) 而言, 每组 (E1, E2) 之值为一类. 当然 E1 + E2 = E, 因为这类状
态是在活动范围内. (4) 式把这些分类统计的结果来一个 “综合”, 把诸类状态数加起来,
得到活动范围总体积 Γ(E). (4) 的积分是一个 “综合统计”.
以上的计算指出, Γ1(E1)Γ2(E2) 在

(
E1, E2

)
处为极大. 而且

(
E1, E2

)
附近的诸类

状态的数目, 几乎是所有收集了的状态之总数. 所谓 “附近” 是指

E′
1 = E1 − E1 ∼

√
K1,

E′
2 = E2 − E2 ∼

√
K2.

(12)

因为

Γ1(E1)Γ2 (E2) ∝ e−
E′

1
2

2K1
−E′

2
2

2K2 , (12’)

(见 (10)), 所以离
(
E1, E2

)
远的状态, 为数甚少, 也就是说 (4) 的积分是

Γ(E) ≈ Γ1

(
E1

)
Γ2

(
E2

)
×∆E, ∆E =

√
2πK,

S(E) = lnΓ(E) ≈ S1

(
E1

)
+ S2

(
E2

)
.

(13)

(虽然 ∆E ∼
√
N , 但 S1, S2 ∼ N , 因此 ln∆E 可以略去).

也就是说, “综合” 后的熵是 “分类” 熵的极大值. “综合” 步骤事实上成了求极大值
的步骤: 在分类统计结果中, 找出状态最多的一类. 这一类的熵, 就几乎是所有各类综合
的熵, 也就是说: “整个活动范围可以说是被这一类的状态占满了”. 这个结果是够奇怪的
了, 它可以说是 “超级大数”, 即 eN 级大数的特性. 像 Γ1(E1), Γ2(E2) 这种函数都是超

级大函数, 变数一改, 这些超大函数的改变也是超大, 所以函数之各值真是大小悬殊, 其
极大值之大比其他非极大值大得太多. 因此除了极大值之外, 其他都不重要.
这状态最多的一类, 正好是 T1 = T2 的一类, 也就是两部分温度相同的一类. 其他

各类对 S(E) 的影响是微不足道的, 这个结论把平衡现象和统计力学的基本假设连起来
了.
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以上的讨论, 可以推广如下: 我们把物体分成 m 部分, 每部分的状态以 si 指名, 每
一部分的熵为 Si(Ei), 哈密顿量为 Hi(si), Si(Ei) = lnΓi(Ei),

Γi (Ei) =
∑
si

δ (E −Hi (si)) , i = 1, 2, · · · ,m. (14)

物体的总熵是

S(E) = lnΓ(E)

Γ(E) =
∑
s1

∑
s2

· · ·
∑
sm

δ (E −H1 (s1)−H2 (s2)− · · · −Hm (sm)) ,
(15)

以上 (4) 至 (11) 的讨论, 可以用来得到

S(E) =
m∑
i=1

Si

(
Ei

)
, (16)

T 和 Ei 是以下联立方程式之解

∂Si (Ei)

∂Ei

=
1

T
, i = 1, 2, · · · ,m,

E = E1 + E2 + · · ·+ Em.

(17)

读者可自己导出这结果.
当然, 分类统计不限于依能量分类, 以上的结果, 可以推广到任何运动变数, 只要这

变数是 N 量级的大数. 现在讨论一个重要例子.
以上的物体各部分中的粒子数是看作一定的. 但如果各部分间有粒子的交流, 则各

部分中的粒子数 N̂1(s1), N̂2(s2), · · · · · · , N̂m(sm) 就成了运动变数. 假设其总数不变:

N =
m∑
i=1

N̂i (si) , (18)

令

Si (Ei, Ni) = lnΓi (Ei, Ni) ,

Γi (Ei, Ni) =
∑
si

δ (Ei −Hi (si)) δ
(
Ni − N̂i (si)

)
,

(19)

即不但按能量分类, 也同时按粒子数分类. 这是 (14) 的推广, 结论 (16), (17) 之推广为

S(E,N) =
m∑
i=1

Si

(
Ei, N i

)
, (20)

Ei, N i 及 T , µ 是以下联立方程式之解
∂Si

∂Ei

=
1

T
, i = 1, 2, · · · ,m.

∂Si

∂Ni

= −µ
T
,

E = E1 + E2 + · · ·+ Em,

N = N1 +N2 + · · ·+Nm.

(21)
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因此, 各部分共有同一温度, 也共有同一化学势 µ, 进一步的讨论会指出各部分有相同的
压强, 假如各部分的体积也是运动变数的话.
这些讨论指出: 从基本假设我们可以直截了当地导出了平衡状态的一些特性, 使我

们对这假设有更多信心. 读者请注意一些不正确的口头禅, 如: 统计力学 “证明熵是极大
的”, “证明平衡的存在”. 事实上是假设了熵是极大 (分类统计比综合的小, 总熵是综合
统计结果), 但这假设仍是个假设而已, 并没有证明.
现在来看些应用例子.

2. 振动

量子力学的讨论问题很多, 但有四样最简单的结果, 必须熟记: 1 自由粒子, 2 简

谐振动, 3 氢原子, 4 自旋 1
2
. 这些是最基本的常识, 自由粒子状态的统计在前面讲了

不少, 以后会再碰到, 现在来看简谐振动.
一个固体的小幅度振动, 可以看作一群基本简谐振动单元的组合. 每个基本振动都

有它的频率, 根据量子力学, 频率为 ω 的振动, 其能量为 εn

εn =

(
n+

1

2

)
ω, (h̄ = 1), n = 0, 1, 2, · · · . (22)

也就是说, 振动的形态可由整数 n 决定. 如果有 N 个基本振动单元, 则状态可由 N 个

整数 (n1, n2, · · · , nN ) ≡ s 来指名, 哈密顿量是

H(s) =
N∑
i=1

(
ni +

1

2

)
ωi, (23)

现在来求熵

S(E) = lnΓ(E),

Γ(E) =
∑
s

δ(E −H(s)),

=

∞∑
n1=0

∞∑
n2=0

· · ·
∞∑

nN=0

δ

(
E −

N∑
i=1

(
ni +

1

2

)
ωi

)
.

(24)

这些和不太好求. 我们现在把这 N 个振动单元分组, 每组的频率都差不多, 然后求每一
组的熵, 再用上节的结果把各组的熵加起来便是.

令第 α 组有 Nα 个单元, 各单元频率都是 ωα, 则这组的熵是

Sα (Eα) = lnΓα (Eα) ,

Γα (Eα) =
∞∑

n1=0

· · ·
∞∑

nNα=0

δ

(
Eα −

Nα∑
i=1

(
ni +

1

2

)
ωα

)
.

(25)

(25) 这些和比较容易求, 因为只有一个频率 ωα, 令

Mα ≡
Eα

ωα

− 1

2
Nα, (26)
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则 (25) 中的 δ-函数是†

1

ωα

δ

(
Mα −

Nα∑
i=1

ni

)
. (27)

假设有 Nα 个盒子, 如果把 ni 想成在第 i 个盒子里放的球的数目, 球的总数必须是 Mα

才能被 (25) 统计. 因此, Γα 是把 Mα 个球放在 Nα 个盒子里的放法总数, (除以 ωα):

Γα (Eα) =
1

ωα

(Mα +Nα − 1)!

Mα! (Nα − 1)!
. (28)

读者可自己导出 (28). 这和上一章的计算球面积不大一样, 但目的和原则是一样.
依照上节的结果, 总熵是各组熵之和的极大值, (见 (16), (17))；

S(E) =
∑
α

Sα (Eα) , (29)

∂Sα

∂Eα

=
1

T
, E =

∑
α

Eα. (30)

Eα 和 T 须从 (30) 解出, 用大数定律, lnN ! ≈ N lnN −N , (28) 可以简化, 得:

Sα (Eα) = lnΓα (Eα)

= (Mα +Nα) ln (Mα +Nα)−MαlnMα −NαlnNα,
(31)

∂Sα

∂Eα

=
1

ωα

∂Sα

∂Mα

=
1

ωα

lnMα +Nα

Mα

=
1

T
.

(32)

从 Mα 的定义, (26) 及 (32) 得

Eα = Nα

(
1

eωα/T − 1
+

1

2

)
ωα. (33)

总能量和 T 的关系是由 (30) 决定, 即

E =
∑
α

Nα

(
1

eωα/T − 1
+

1

2

)
ωα. (34)

熵和温度的关系可由 (31)、(32) 和 (29) 得来:

S =
∑
α

Nα

(
ωα/T

eωα/T − 1
+ ln

(
1

1− e−ωα/T

))
. (35)

†Mα 是看成一整数, (27) 式的 δ-函数的变数也是以整数看待, 我们定义 δ(M) = 1, 如果 M = 0; δ(M) = 0, 如果
M ̸= 0, M 限为整数.
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在许多应用上, 频率的分布很密, 以上二式的和可以用积分代替:∑
α

Nαf (ωα) =

∫
dωg(ω)f(ω)V,

V g(ω) =
∑
i

δ (ω − ωi) =
∑
α

Nαδ (ω − ωα) .
(36)

g(ω) 是各振动单元的频率分布, 视物体而异, 在举例讨论 g(ω) 之先, 我们先指出零点能
量的重要.
当 T → 0 时, 每个单元的能量是 Eα/Nα = 1

2
ωα(见 (33)), 这就是所谓 “零点能量”,

这当然是十分重要的一项. 在高温时, 即 ωα/T ≪ 1 时,

eω/T − 1 ≈ ω

T
+

1

2

(ω
T

)2
+O

(
ω3

T 3

)
=
ω

T

(
1 +

ω

2T

)
+O

(
ω3

T 3

)
,

(37)

代入 (33) 得
Eα

Nα

= T − ωα

2
+O

(
ω2
α

T

)
+
ωα

2

= T +O

(
ω2
α

T

)
.

(38)

这头一项 T 当然是上章讨论过的 “能量均分” 结果, 每单元的能量为 T . O(ω2
α/T ) 这项

在 T 很大时可略去. 注意零点能量仍是十分重要, 它把 −ωα/2 这项低消了. 若非零点
能量, 高温的能量将有一常数项出现.

3. 德拜模型

现在把以上的结果用到晶体振动上. 必要的工作是找出频率分布 g(ω). 一般晶体的
构造十分复杂, 其振动单元的分析是专门题目. 在此我们只略提一下一个十分粗略的估
计, 所谓 “德拜模型”.
低频率的振动, 都是弹性波, 其频率和波长成反比. 令 k 为波数, 即 2π/波长, 则

ω∥k = c∥k,

ω⊥k = c⊥k.
(39)

∥ 指纵波, ⊥ 指横波. c∥, c⊥ 为它们的传播速度. (39) 是弹性力学的结果, 只合用于波长
很长 (1/k ≫晶格大小) 的振动.

g(ω) 的计算和第三章统计粒子状态的能量分布大同小异. 先解弹性波动方程式, 得
平面波, (或驻波, 视边界条件而定). 如果我们用循环边界条件, 则 k 必须适合

k =
2π

L
(nx, ny, nz) ,

nx, ny, nz = 0,±1,±2, · · · .
(40)
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假设晶体是每边长 L 的立方体. 因此振动单元是由 3 个整数来指定. 频率分布是 (照
(36) 定义).

V g(ω) =
∑
nx

∑
ny

∑
nz

[
δ
(
ω − ω∥k) + 2δ (ω − ω⊥k)

]
. (41)

横波有两种 (左旋, 右旋), 纵波只一种. 再把 (41) 的求和改为积分, 得

g(ω) =
1

(2π)3

∫
d3k

[
δ
(
ω − c∥k

)
+ 2δ (ω − c⊥k)

]
=

1

(2π)3
4πω2

(
1

c3∥
+

2

c3⊥

)
.

(42)

这只适用于低频率的振动, ω 很大时, (42) 显然没有对的理由. 不过我们如果只求粗略
的估计, 则可以用 (42) 了事, 但还要注意到:

∫
g(ω)dω =

N

V
(43)

是个必要条件, (见 (36)). 如果晶体内有 NA 个原子, 则 N = 3NA, 因为每个原子有三
个方向可以动, 为了适合 (43), 令 ωD 为最高频率, 即

g(ω) = 0, ω > ωD. (44)

如果 ω < ωD, 则用 (42) 为 g(ω), 由 (43) 得

ω3
D =

2π2N

V
c3,

3

c3
≡ 1

c3∥
+

2

c3⊥
.

(45)

因此, ωD 可以由弹性波速测定,这个 g(ω)是为 “德拜模型”. ωD 叫做 “德拜”频率. g(ω)
既定, 各种平衡性质可以从 (34)∼(36) 及微分式求出, 最重要的例子是热容率 (见图 1)
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图 1, 德拜模型的热容率, 见 (46), (47) (图见 Kittel, (1966), P.179)

CV =
∂E

∂T
= 3NAf

(ωD

T

)
, (46)

其中

f(y) =
3

y3

∫ y

0

dx x4ex

(ex − 1)
2 , (47)

读者可自导出. 注意我们用的单位是 h̄ = k = 1, 如果用一般单位, 则 ωα/T , 该是
h̄ωD/kT ≡ θD/T . θD 是一般所谓 “德拜温度”. 根据 (46), 所有固体的 CV /NA 都是

θD/T 的同一函数. 这个结论和实验颇相符合. 符合程度由表 1 可见一斑. (注意: 各 θD

都和室温差不多).

表 1 德拜温度‡

固体 θD(从 CV 得来)K θD(从弹性得来)K
NaCl 308 320
KCl 230 246
Ag 225 216
Zn 308 305

表中右行是由弹性系数求出的 θD(见 (45)). 中行是由实验求 CV , 再校正 θD, 尽量使
(46) 和实验结果相符合. 如果德拜模型是完全正确的话, 中行和右行该是一样, 事实上
相差不远.
现在问题是: 这样马虎的模型, 为什么会如此成功? 主要原因是 1 g(ω) 的低频率

部分并无误差. 因此当 T ≪ θD 时, (46) 应该很正确. 2 在高温下, T ≫ θD, 只有 g(ω)
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的积分, 即单元总数, 出现在 CV 里, 因此在高温 (46) 也不坏. 高温低温都抓定了, 中间
也差不到那里去.

图 2, 图 3 是一些比较正确的 g(ω) 计算结果.

图 2. 振动频率分布. (资料仍然参考 Kittel (1966), P.177) 这图中的细线是由 (42)
计算, 但 k 的积分是取在第一区, 晶体为立方. (方敬尧图)
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图 3, 铝的振动频率分布, 从 2791 个波矢量统计得来. (见 Kittel(1966), P.177) 波
矢量空间的 “第一区” 的形状, 和晶体结构对称有关. 读者可参考固态物理的书籍.

4. 声子和第二声波

简谐振动的最大特点是: 其状态可以用一正整数 ni 指定, 且此形态的能量是 niωi +
1
2
ωi, ωi 是此振动的频率. 因此, 把 ni 想成某种 “粒子” 的数目, 是再自然不过了. 每
粒有能量 ωi. 上两节讲过, 一个固体的振动可以看成 3N 个振动单元的运动. 因此它可
以看作一群粒子的运动, 每个振动单元 i 是一个 “单粒子态”, ni 是该状态中的粒子数.
这些粒子是波色的, 因为 ni 可以大于 1, (见第三章对粒子状态及波色性的讨论). 如果
固体是一晶体, 则振动单元为平面波, 平面波可以用波矢量 k 指定, 于是 nk 是动量为

k(= h̄k, h̄ = 1)的粒子数. 晶体的振动,因此可以从一个波色粒子气体的角度来分析,这
些粒子叫做 “声子”.
从这 “声子气体” 的分析, 可以得出和振动有关的固体性质. 因为我们对气体比较

熟悉, 所以如果一个群体, 可以用一个气体代表, 我们就很高兴, 立刻把有关气体的现象
统统搬出来, 用它们来推断这群体的特性.

有一个很普遍的现象, 就是 “声波”. “声子” 是弹性波, 可以算是 “声波”, 不过我们
现在有一个声子气体, 这气体中, 也该可以有声波, 这个声波是靠这声子气体为传播介
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质, 和声子本身不一样, 我们叫它 “第二声波”. 现在来看这有趣的问题.
普通气体中的声波, 可以用流体力学方程式 (见第一章 (1.1)) 来解释, 现在复习一

下. 假定声波振辐很小, (1.1) 可以简化成

∂ρ′

∂t
+ ρ∇ · v = 0, (48a)

ρ
∂v

∂t
= −∇p = −dp

dρ∇ρ′. (48b)

此地, ρ′ 是指质量密度的改变, ρ 指没有声波时的密度, 从这二式, 立刻可得波动方程式

∂2ρ′

∂t2
= c2∇2ρ′, (49)

c2 =
dp
dρ. (50)

c 是传播速度. 因为热的扩散远比能量的周期性改变要慢, 所以声波中的密度, 压强改变
是绝热过程. 假定振动周期远比分子的平均自由时间长, 波长远比平均自由距离大, (见
(1.1) 后局部平衡的讨论), c2 可用平衡性质量出

c2 =

(
∂p

∂ρ

)
S

. (51)

理想气体的绝热过程中, (见 (2.24), (2.27))

p ∝ V −5/3 ∝ ρ5/3.

故理想气体中的音速为

c =

√
5p

3ρ
=

√
5T

3m
. (52)

因此, 我们该先求出像 (48a) (48b), 但合用于声子气体的方程式. 但是, 我们的声子无质
量可言. 再者, 声子的总数并非常数, 而是一直在变. 别忘了, 声子数只是代表振动单元
的形态. 当形态改变, 声子数也改了. 因此, 声子气体没有 (48a) 这样的东西. 不过每个
声子有一定的能量, 我们可以写下一个能量守恒公式:

∂ε

∂t
+∇ · J = 0. (53)

ε(r, t) 是能量密度, J(r, t) 是能流量. (48b) 式是牛顿第二定律, 即动量改变率等于所受
之力. 每个声子都有动量. 令 q(r, t) 为动量密度, 所以

∂q

∂t
= −∇p. (54)

从局部平衡的观点来看, ε, q, J 都是温度 T 和流速 v 的函数. 要找出这些函数, 我们还
得先做点准备工作.
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现在暂时离开本题, 考虑一个动量为 P 的物体, 假设这物体在自由运动中, 以致于
P 不变. 照我们的假设, 此物之熵为

S(E,P ) = lnΓ(E,P ),

Γ(E,P ) =
∑
s

δ(E −H(s))δ(P − P (s)).
(55)

P (s) 是状态 s 的总动量. 现在又依前例, 把这物体看作 m 个部分之组合. 各部分之动
量为 P 1, P 2, · · · · · · , Pm, (16), (17) 及 (20), (21) 的推广为

S(E,P ) =
m∑
i=1

Si

(
Ei,P i

)
. (56)

Ei, P i 及 T , v 是以下联立方程式之解

∂Si

∂Ei

=
1

T
,

∂Si

∂P i

= − v

T
, i = 1, 2, · · · ,m,

(57)

E = E1 + E2 + · · ·+ Em,

P = P 1 + P 2 + · · ·+ Pm.
(58)

也就是说, 物体各部分除了有共同的温度外, 还共有同一速度 v. v 可以解释成物体

的速度, 原因如下: 我们可以用物体的重心坐标系为观测标准. 用这个标准, 总能量是
E − P 2/2M , M 是总质量, 而总动量为零, 熵仍一样, (因为熵是一个统计值, 和坐标系
无关)

S(E,P ) = S

(
E − P 2

2M
, 0

)
. (59)

因此
∂S

∂P
=
∂S

∂E

(
−P

M

)
= − v

T
, (60)

P /M 是物体的速度 v.
在 (57), v/T 是一个 “力”, 和 1/T 类似.
现在我们把这些结果用到声子气体上, 假定有一团声子气体, 其总动量为 P , 我们

把这些声子分组, 令第 α 组包括动量差不多是 kα 且振动方向一样的声子 (同一组的声
子有相同的频率, 因为频率是由波矢量和振动方向决定. ) 这组的熵是

Sα (P α) = lnΓα (P α) ,

Γα (P α) =
∞∑

n1=0

· · ·
∞∑

nNα=0

δ

(
P α −

Nα∑
i=1

nikα

)
,

(61)

Nα 是这组声子状态的总数. ni 是第 i 个状态中的声子数, P α 是这组声子的总动量. 注
意, 因为每个声子动量都是 kα 且振动方向一致, kα 定了, ωα 也定了, 所以一旦 P α 定
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了, 能量 Eα 也定了, 用不着再用一个 δ-函数

δ

(
Eα −

Nα∑
i=1

(
ni +

1

2

)
ωα

)

来限制能量, 现在令
P α =Mαkα, (62)

(61) 的 δ 函数即可以用

aδ

(
Mα −

Nα∑
i=1

ni

)
, (63)

代替§, Sα(P α) 就和 (31) 一样了:

Sα (P α) = (Mα +Nα) ln (Mα +Nα)−MαlnMα −NαlnNα, (64)

ln a 可以略去, 因为 Mα, Nα 都是大数. Mα 当然就是在 α 组内的声子总数.
把这些分组结果加起来, 须要用到 (56) (57). 因为

Eα =

(
Mα +

1

2
Nα

)
ωα,

P α =Mαkα,

(65)

所以我们可以把 (57) 改写成

dSα =
1

T
dEα −

v

T
· dP α

=
1

T
(ωα − kα · v) dMα,

即
dSα

dMα

=
1

T
(ωα − kα · v)

= lnMα +Nα

Mα

,

(66)

这和 (32) 差不多, 只是 ωα 改成了 ωα − kα · v, 令

n(ω) ≡ 1

eω/T − 1
, (67)

则从 (66) 解出 Mα 得
Mα

Nα

= n (ωα − kα · v) , (68)

§注意 a 是一个不重要的常数, 取了对数后可以略去.

δ

(
Pα −

Nα∑
i=1

nikα

)
= (kαx, kαy, kαz)

−1
δ

(
Mα −

Nα∑
i=1

ni

)
,

δ

(
Eα −

Nα∑
i=1

(
ni +

1

2

)
ωα

)
=

1

ωα

δ

(
Mα −

Nα∑
i=1

ni

)
.
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(57) 的最后两式是

E =
∑
α

Nαn (ωα − kα · v)ωα +
∑
α

1

2
Nαωα,

P =
∑
α

Nαn (ωα − kα · v)kα.
(69)

能流量是能量的流量, 每个声子有能流量 ωαck̂α

/
V , ck̂α 是流速, k̂ 是 k 的方向, 因此

总能流量是

J =
∑
α

Nαn (ωα − kα · v)ωα
ck̂α

V
. (70)

现在以 3V
(2π)3

∫
d3k 代替

∑
αNα, 从 (69) 和 (70) 得能量密度 E/V , 动量密度 P /V , 及

能量流 J

ε =
E

V
=

3

(2π)3

∫
d3kn (ωk − k · v)ωk,

q =
P

V
=

3

(2π)3

∫
d3kn (ωk − k · v)k,

J =
3

(2π)3

∫
d3kn (ωk − k · v)ωkck̂,

n(ω) =
1

eω/T − 1
,

(71)

各式中的 3 是指三个振动方向. 我们没有计入纵横波频率的差异, 是为了避免式子的繁
琐. 零点能量也略去了, 因为它不会影响以下的讨论.
因为 n 是 T 的函数, ε, J , 和 q 就成了 T 和 v 的函数, 现在我们把 T 和 v 想成位

置 r 和时刻 t 的函数, T = T (r, t), v = v(r, t). 因此 ε, q, 和 J 就成了 r 和 t 的函数

了. 我们把它们用到 (53) 和 (54) 来讨论声子气体的运动. 注意: 别忘了此地 r 和 t 是

宏观尺度, dt, dv 都是比声子运动尺度要大很多的量, 这些尺度还须要讨论的.
用 (71), 我们可以把 (53) 和 (54) 化成 T 和 v 的方程式, 因为 v 是小量, 所以

n(ω − k · v) ≈ n(ω)− k · v ∂n
∂ω

, (72)

把它带入 (71) 得

J =
3

(2π)3

∫
d3kωck̂

(
−k · v ∂n

∂ω

)
≈ c2ρv,

q ≈ ρv,

ρ ≡ 3

(2π)3

∫
d3k

k2

3

(
−∂n
∂ω

)
.

(73)

以上 ω 以 ck 代, ρ 可以解释成声子气体的 “质量密度”, 还有
∂ε

∂t
=
∂ε

∂T

∂T

∂t
,

∇p = 1

3
∇ε = 1

3

∂ε

∂T
∇T,

∂ε

∂T
=

3

(2π)3

∫
d3k

ω2

T

(
−∂n
∂ω

)
=

3c2

T
ρ.

(74)
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以上用到

p =
1

3
ε,

∂n

∂ω
= −ω

T

∂n

∂ω

. 读者可自证实把 (73), (74) 代入 (53) 及 (54) 简化得

∂T

∂t
= −1

3
T∇ · v,

∂v

∂t
= −c2∇T.

(75)

下一步自然是最简单不过了

∂2T

∂t2
= c22∇2T, c2 =

c√
3
. (76)

我们终于找到了声波方程式, 是为 “第二声波”, 其音速是声子速度的 1√
3
. 但是, 这结果

只是分析的简单部分. 困难部分还没开始, 即各种假设的可靠性的分析. 如果有不可靠
的假设, 则 (76) 也不可靠了. 现在看看以上的讨论中假设了些什么:

1 各声子的动量, 必须不停地变动. 如果没有这些变动, 我们的基本假设就不能用.
变动的由来有

(a) 振动不完全是简谐的, 其结果是各振动单元间的相互作用, 使各个状态的声子
数不断地改变.

(b) 晶体中的各种缺陷, 杂原子也产生类似效果.

我们假设: 这些作用一方面够强, 可维持平衡现象, 一方面够弱, 不影响以上的统计
步骤.

2 各声子动量虽变, 但总动量要守恒 (如果没有压强梯度的话). 从波动的观点来看,
动量守恒的原因是介质均匀. 真空是均匀的, 所以有动量守恒定律. 晶体不是均匀
介质, 所以声子动量不守恒. 但是晶体中的原子排列是周期性, 周期为晶格大小.
因此, 对长波声子而言, 介质是均匀的, 这短距离的周期性变化不会发生什么作用.
因此, 以上的 (a) 项变化, 不会影响一群长波声子的总动量. 但是短波声子如果多
了, 动量就不守恒了. (54) 就有了问题. 短波的是能量高的. 因此温度要很低

T ≪ θD (77)

短波声子才会少, (54) 才可能正确. 不过 T 小, 则长波声子也少 (声子总数 αT 3).
气体太稀, 也无法有声波. 以上的 (b) 项变化, 即杂质缺陷, 引起的改变, 就完全不
遵守动量守恒. 因此, 只有非常完美无瑕的晶体, 才能使 (54) 成立.

因此第二声波只能在温度不高也不低, 完美晶体内存在. 完美的晶体要做的大, 很
不容易. 但声波的速度大 (105cm/ 秒左右), 波长在 1cm, 即有频率每秒 105 次. 频率这
样高, “局部平衡” 就须要快速声子反应才能维持. 所以反应速度也得小心考虑. 这个问
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题因此是相当的复杂, 超出了此地的讨论范围. 我们只提一下, 根据报导, 在 10K 左右,
像 CdS 这样的晶体可以维持第二声波¶.
因为这种第二声波不容易存在, 所以平时不受重视. 不过它的教育价值很高. 以上

的讨论是从非常抽象的基本假设, 一直讲到声子气体内的波动, 确是一个有用的示范例
子.

5. 一般结论, 平均值和正态分布

这章的讨论重点, 在总体和部分的关系. 平衡下的物体各部的各种 “力” 都一样, 即
有相同的温度, 压强, 化学势. 整个物体若是在动, 则各部有相同的速度 (如果都在转动,
则有相同的转速, 读者可试试从基本假设引出). 这都是基本假设的后果, 这种力的均衡,
是平衡的特色.
我们注意到, 每个力都和一个不变量有关: 温度和能量, 压强和体积, 化学势和粒子

数, 速度和动量. 一旦这些力不均匀, 则会有这些不变量的流动. 声波的分析是一个示范
例子. 缓慢大尺度的改变, 多是和这些不变量有关的.

物体的各部分, 不一定要按照所占的空间区域来划分. 以上对振动的讨论指出: 我
们可以依照振动单元的能量或动量来分组. 每一组算是物体的一部分. 不过, 分部而后
个别计算熵的方法, 只有在各部大致独立时, 才有用. 各部独立的意思只是各部运动互
不相关, 熵可以个别统计. 这独立性是个十分复杂的问题, 我们以后会仔细讨论.
从统计观点看来, 这一章谈的莫非是分类和综合步骤, 乃大数值函数的一些特色.

以上的结果, 不一定要和能量、粒子数之类的不变量有关. 我们可以按任何宏观量的值
分类. 现在把这一点说明如下:
令 Â(s) 为一个 N 量级的运动变数, 令

Γ(E,A) =
∑
s

δ(E −H(s))δ(A− Â(s))

≡ eS(E,A),

(78)

这是一个分类统计的结果. 每一个 A 值成一类. 在能量为 E 的诸状态中, 收集 Â 值为

A 者而计其数目. Γ(E,A) 当然就是各状态的 (E,A) 分布. Γ(E) 可以由 Γ(E,A) 综合

得来,
Γ(E) =

∫
dAΓ(E,A)

=

∫
dAeS(E,A),

(79)

这积分又可用尖峰法, 先求 S(E,A) 之极大值:

∂S(E,A)

∂A
= 0. (80)

¶见 Prohofsky and Krumhansl, (1964) 及文中所列举资料.
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令其解为 A(E). 如果 A 为极大值, 则

(A−A)2
(
∂2S

∂A2

)
E

≡ −(A−A)2

KA

< 0 (81)

为必要条件, 由 (15) 得

Γ(E) ≈ eS(E,A)

∫
dA′e−A′2/2KA

= eS(E,A)
√
2πKA,

(82)

S(E) = lnΓ(E)

= S(E,A(E)).
(83)

【例】Â(s) = H1(s)−H2(s)

此地 H1, H2 是物体的第 1 部分和第 2 部分的能量, (见 (1), (2)) 在本章开始时分
析过.

Γ(E,A) =
∑
s

δ(E −H(s))δ(A− Â(s))

=
∑
s1,s2

δ (E −H1 (s1)−H2 (s2)) δ (A−H1 (s1) +H2 (s2))

=
∑
s1,s2

δ

(
E +A

2
−H1 (s1)

)
δ

(
E −A

2
−H2 (s2)

)
= Γ1

(
E +A

2

)
Γ2

(
E −A

2

)
,

(84)

Γ1(E1), Γ2(E2) 的定义见 (4′), 因此

S(E,A) = lnΓ(E,A)

= S1

(
E +A

2

)
+ S2

(
E −A

2

)
,

(80) 的结果是
∂S

∂A
=

1

2

(
∂S1

∂E1

− ∂S2

∂E2

)
= 0,

E1 =
1

2
(E +A),

E2 =
1

2
(E −A).

(85)

(85) 当然是和 (6), (7) 完全一样, A = E1 − E2, 是 (85) 之解, E1, E2 是 (6), (7) 之解.
以上的分析说明: 从基本假设, 我们可以计算出任一个宏观变数 Â(s) 的值 A. 计算

步骤是分类统计得熵, 而后求极大值. (见 (80)) 各状态的 A 分布总是一个正态分布,

Γ(E,A)

Γ(E)
=

1√
2πKA

e−(A−A)2/2KA . (86)
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因此, A 也可以写成
A =

∫
dAΓ(E,A)

Γ(E)
A

=
1

Γ(E)

∑
s

δ(E −H(s))Â(s),
(87)

即 A 是 Â(s) 在活动范围中各状态的平均值. 原因是: 几乎整个活动范围中的 Â(s) 值

都是 A(1 +O(1
/√

KA )), 而 1
/√

KA ∼ 1
/√

N , 是个很小的数目.
现在再回头来温习一下活动范围的意义, 它是状态空间里的一个区域, 运动轨迹散

布其中. 它是一个由轨迹撑起来的区域. 以上的结论是: 活动范围中差不多每个地方的
Â(s)值都是 A. 既然轨迹散布于这区域中, 我们不难想见, 在轨迹上差不多每一点, Â(s)
值也都是 A.
一般实验所测定的, 都是观测时间内一些宏观变数的时间平均值:

⟨Â⟩ = 1

T

∫ T

0

dtÂ(s(t)). (88)

s(t) 是状态空间中的轨迹, 代表详细的分子运动, 观测时间是从 t = 0 到 t = T . 既然
Â(s(t)) 差不多总是 A, 我们的结论是

⟨Â⟩ = A. (89)

因此, 除了求熵之外, 基本假设对计算 ⟨Â⟩ 也有明显的指定. 只要知道了活动范围, A 就
可以算出了.
读者或会问: 既然几乎每一状态的 Â(s) 值都是 A, 何不随意取一状态, 算出 A 便

是? 何必去平均? 这问题牵涉甚多, 原则上是可以, 但在实际计算上, “随意” 取一状态是
个不简单的问题, 平均值的计算仍属必要, 以后会详细讨论.
注意: 我们还未讨论如何从轨迹来决定活动范围. 这是个难题. 以后会讨论. 现在

活动范围的划定是假设的一部分, 即: 凡是不变量容许的状态, 都是包括在范围内. 因此,
所有以上的结论, 都只是假设的延伸而已.

⟨Â⟩ = A 这句话也可以表达如下:
宏观运动变数的时间平均值, 等于其在活动范围内的平均值.
读者请务必注意: 1 这个结论只能合用于宏观变数, 即 N 量级变数, 2 这结论不

是说轨迹在活动范围中每一点花同样的时间. 因为几乎整个活动范围中所有地方的 Â

值都是 A,轨迹只要不是 “太离谱”,只要不到那些 “几乎整个”之外的地方呆着, ⟨Â⟩ = A

就可以成立. 因此 ⟨Â⟩ = A 并不是一个令人惊异的结论. 它并没有对轨迹作苛刻的要
求.
把活动范围分成 M 个大区域, M 不是很大的数字, 例如 M ∼

√
N . 令每区域体积

一样. 如果要求轨迹在每个大区域内花的时间大致一样, ⟨Â⟩ = A 就可以舒舒服服地成

立了. 这个要求, 和要求轨迹通过每一点, 是完全不同的.
虽然这要求 “并不苛刻”, 但轨迹是否适合这要求, 仍是一个问题. 如果轨迹偏要缩

到 Â(s) ̸= A 的角落里去, 我们只有承认我们搞错了活动范围, 或基本假设不对.
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从这一节和上一节, 我们可以看到, 基本假设对熵、对平衡现象、对宏观变数的平
均值, 大致都有很圆满的解释. 这样简单的假设, 居然有此威力, 确是很令人难以了解.
最后, 我们略提一下正态分布的意义. 像 (86) 这样地分布一再地出现, 原因何在?

略看我们的推演, 就知道这是 A 为 N 级大数的结果. N 级大数都是由许多分子运动变
数加起来的. 而这些分子变数大致是 “独立” 的, 因为物体可以分成许多大致独立的部
分. 以后我们会讲 “中心极限定理”, 这定理大致是说: 如果 A 是很多大致独立变数之和,
则 A 的分布是正态分布. 因此, 宏观变数的正态分布, 可以说是物体各部大致独立的结
果.

讨论问题六

1. 利用分组求熵和综合方法 (21), 求出 T , µ 和 N , E 的关系, 假设

(A) 物体是 N 个波色粒子,

(B) 是 N 个费米粒子.

2. 导出 (46), (47), 并证明在低温, 高温

CV ≈
12π4

5
NA

(
T

θD

)3

, T ≪ θD,

CV ≈ 3NA, T ≫ θD.

(90)

即低温的 T 3 定律, 高温的 “爱因斯坦定律”. 注意, 金属电子的热容率是和 T 成正

比, 见第四章.

3. 图示某晶体的热容率

试证:斜线部分面积是零点振动能量,有 N 个原子组成一个一维空间的 “晶体”,求
振动的频率分布 g(ω).

4. 热辐射, (即黑体辐射) 的理论和晶体振动理论颇有雷同之处. (见第三章, 第 4 节).
试作详细比较.

5. 热辐射是一光子气体, 在这气体内, 可不可以有声波的现象? 试作详细分析.
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6. 第 4 节的计算稍为繁杂, 不过对基本概念和技巧的了解, 应颇有助益. 读者应仔细
推演一次, 注意每一细节. 第二声波先在氦液中出现, 读者可参考吴家玮 (1972),
Wilks (1967).

7. 第 5 节的重点在数量级, 即 S = O(N), Γ = O(eN ). 若非这样的数量级, 基本假设
就不能发生效力. 这数量级的要求, 并不简单. 如果有长程的相互作用, 则此种数
量级就不一定成立.

试解下列模型:
H = −J

2

∑
i,j

sisj , i, j = 1, 2, · · · , N

si = ±1.
(91)

此所谓 “长程作用伊辛模型”. 每单元 si 和所有其他单元都有作用. “伊辛模型” 的
一般讨论在第十七章.

提示: 把 H 写成 − 1
2
JM2, M 为所有 si 之和, 即 Γ(E) 可立即算出.

分析此模型各量的数量级. 将问题 (5.2) 和本题作一比较.
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第七章 计算法则

基本假设就是一个计算熵的法则. 这个法则, 可以改写成许多不同的新计算法则.
这些新计算法则的含义和后果, 都和基本假设一样, 只是计算方法有所改变. 这些新法
则, 先计算某些 “自由能”, 再由自由能计算熵和其他平衡性质. 在许多情形下, 这样的计
算比直接计算熵要简便. 我们先讲各式自由能定义和意义, 再从基本假设导出各式计算
法则.

1. 各种自由能

在以上讨论中的 “能量”, 都是指物体内分子运动, 和相互作用的能量, 或称 “内能”.
现在, 我们可以把物体和外力作用有关的能量加入, 而定出各式各样的 “自由能”, 或称
“势能” 或称 “自由能”, 及其他怪名字. 把不同的外力加入, 会得到不同的自由能. 现在
来看个例子.

【例一】

113
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图 1 中的铁条子被一外力 f 拉长. 这外力用一锤子 (质量 M) 供给, f = Mg. g 是
重力加速度. 令 X0 为无拉力时铁条的长度.

铁条中的内能大约是

E(S,X) = E (S,X0) +
1

2
K(S) (X −X0)

2
. (1)

S 是熵, 其他的坐标都未标明. K(S) 是这铁条的绝热弹性系数. 在平衡状态下, 外力 f

和内在的张力相等:
f = K(S) (X −X0) =

(
∂E

∂X

)
S

. (2)

现在我们把锤子的势能加上, 得

H(S,X) = E(S,X)−MgX

= E(S,X)− fX,
(3)

也就是把坐标 X 和环境的作用能 −fX 加入. 平衡状态下,(
∂H

∂X

)
S

= 0, (4)

即 H 为极小值. 这当然和 (2) 完全一样. 在力学中, 我们习惯于把平衡想成能量的极小
状态. 所以 (4) 比 (2) 好看些. 如果没挂锤子, 讨论其他性质时, E(S,X) 比较方便, 如
果挂了锤子, H(S,X) 比较合用.
以上我们没考虑铁条子四周的空气, 这是另一环境因素. 如果空气的温度一定, 我

们可以定义

F (S,X) = E(S,X)− TS, (5)

T 是空气的温度, 它的作用和锤子重力 f 的作用相似. 此地的坐标 S 和 (3) 的 X 相似.
在平衡状况下, 铁条子的温度 ∂E

∂S
和空气温度 T 一样, 即(
∂E

∂S

)
X

= T 或(
∂F

∂S

)
X

= 0.

(6)

F 是一极小值, 和 (4) 相似. 当然, 我们可以定出另一个自由能:

G(S,X) = E(S,X)− TS − fX (7)

把两个外力 T , f 和坐标 S, X 的作用能都包括进去. 在一定 T 和 f 的环境下, G 为极
小.
我们统称 H, F , G 为 “自由能”. H 可以叫做 “定拉力” 自由能，又名为焓. F 是

“定温” 自由能，又称为亥姆霍兹自由能. G 是 “定拉力又定温” 自由能，又称为吉布斯
自由能.
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【例二】

图 2

图 2 中的气体被压在一气缸中, 底面积为 A, 高为 y. 压强 p 由一活塞上的锤子供

给.
p =Mg/A, Mg 为锤子重量.
循上例, 读者可自定出自由能:

H = E +Mgy

= E + pV.
(8)

式中 V = Ay. 此外其他各自由能

F = E − TS,

G = E + pV − TS,

Ω = E − µN − TS,

(9)

也可依同理定出.
这些自由能各有特别的微分式. 例如 (3) 的 H 的微分是

dH = dE − fdx−Xdf

= TdS −Xdf.
(10)

因为 dE = TdS + fdx, (5) 的 F 的微分是

dF = −SdT + fdx. (11)

因此, H 可看作 S 和 f 的函数, H = H(S, f). F 可看作 T 及 X 的函数, F = F (T,X).
所以如果一定要把 T 看成一个 “坐标”, 则 −S 以 “力” 的姿态出现. 把 f 看成 “坐标”,
−X 看成 “力”, 从数学式子看来, 不是很离谱的.
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我们把 (9) 的各自由能的微分列于表 l

表 1 自由能的微分
定 义 微 分

E E dE = TdS − pdV + µdN
H E + pV dH = TdS + V dp+ µdN
F E − TS dF = −SdT − pdV + µdN
G E − TS + pV dG = −SdT + V dp+ µdN
Ω E − TS − µN dΩ = −SdT − pdV −Ndµ

各种偏微分式可以自表中直接读出, 如

S = −
(
∂F

∂T

)
V,N

, N = −
(
∂Ω

∂µ

)
T,V

.

V =

(
∂G

∂p

)
T,N

, T = p

(
∂V

∂S

)
E,N

.

µ = −T
(
∂S

∂N

)
E,V

, p = −
(
∂Ω

∂V

)
T,µ

.

(12)

这些微分式, 在计算时十分有用.

2. 各式计算法则

(甲): 定能法则和定温法则
基本假设中的 “活动范围” 是状态空间中一个有一定能量的区域, 域中的每一点的

能量都是 E. 熵的计算可以缩写成

Γ(E) =
∑
s

δ(E −H(s)),

S(E) = lnΓ(E),

(13)

式中的 s 指各状态. H(s) 是状态 s 的能量. 这求和的计算是一个统计的过程. 式中的
δ(E − H) 的目的是限制能量, 我们只收集能量为 E 的状态, 统计其总数. 这个统计步
骤, 叫做 “定能法则”. 在应用上, 这法则并不很方便. 我们要把它修改一下. 这一节讲的
就是各种修改方法.
现在把 (13) 中的 δ(E −H) 改成

∆(E −H) ≡ e−β(H−E), (14)

令

Γ(E) =
∑
s

∆(E −H). (15)
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β > 0, 其值待稍后再定. 注意: 在 (13), 我们只收集能量为 E 的状态, 并予以相同份量.
在 (15), 所有状态都被收集, 予以不同份量. 每状态的份量和 e−βH(s) 成正比. 表面上看
来, 整个活动范围的划定在 (15) 是十分含糊, 似乎没有意义.

这个 ∆(E −H) 当然和 δ(E −H) 不一样. 所以 Γ 和 Γ 也不一样, 它俩的关系是

Γ(E) =
∑
s

∫
dE′∆(E − E′) δ (E′ −H(s))

=

∫
dE′Γ (E′) e−β(E′−E)

=

∫
dE′eS(E

′)−β(E′−E)

(16)

假设 ∂S(E′)/∂E′ > 0, 则 Γ(E′) 随 E′ 剧增. E′ 为大数, 故 e−βE′
随 E′ 剧减. 因此

(16) 的积分函数为一尖峰, 其极大值可由

∂

∂E′ [S (E′)− β (E′ − E)] = 0 (17)

决定, 即 ∂S(E′)/∂E′ = β. 现在选定

β =
1

T
≡ ∂S(E)

∂E
. (18)

如此, 则 (16) 的积分函数的极大值在 E′ = E. 既然 S(E′), E′ 都是大数, 我们可用前一
章讨论大数定律所用的方法来求这积分. (见 (3.56) 至 (3.59)): 把 S(E′) 展开, 只留到二
次项:

Γ(E) ≈ eS(E)

∫
dE′′e−(E

′′)
2
/2K

E′′ ≡ E′ − E,
(19)

1

K
≡ − ∂

2S

∂E2
=

(
T 2 ∂E

∂T

)−1

. (20)

因为 S, E, E′ 都和 N 成正比, 所以 K 也是, 并且 (19) 的积分函数是一尖峰, 其宽为
√
2πK ∝

√
N . 所以 E′′ 积分的结果是

√
2πK, 因此

S(E) = lnΓ(E)− 1

2
ln(2πK), (21)

lnΓ ∝ N, lnK ∼ lnN. (22)

所以, 只要 N 很大, lnN 可以略去,

S(E) = lnΓ(E),

Γ(E) =
∑
s

e−(H(s)−E)/T .
(23)

也就是说, ∆(E −H) 和 δ(E −H) 虽不同, 但只要 N 很大, 它们就有完全一样的结果.
原因是 ∆(E − H) 大致切去了高能量的状态. 它虽不压抑低能量状态 (反而增加其份
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量), 但低能量的状态为数太少, 因此真正在 Γ(E) 里算数的是能量为 E 左右的各状态.
在 (23) 中 T 和 E 的关系还得透过 (18), 这不大方便. 因为温度 T 比较容易测定, 而能
量 E 不容易, 所以最好把 E 消去, 把 T 留下. 令

F = −T lnZ,

Z =
∑
s

e−H(s)/T .
(24)

则从 (23) 可得
Z ≈ eS(E)e−E/T ,

F = E − TS.
(25)

这当然就是上节讲的自由能之一. S 可以直接由微分得来. (见 (12)). Z 叫作 “定温配
分函数”.

(24) 的计算中, T 是固定的. 所以, 这个求 F 再求 S 的方法叫做 “定温法则”. 它和
以上的 “定能法则” 有一样的效果. 在计算过程中, 它比定能法则方便. F 是所谓 “定温
自由能”.

(乙): 限能法则
既然可以把 (13)中的 δ(E−H)改成 ∆(E−H),我们当然也可以把它改成 θ(E−H)

也就是不计能量大于 E 的状态. 证明很简单:∑
s

θ(E −H(s)) =

∫
dE′θ (E − E′) Γ (E′)

= eS(E)

∫ E

0

dE′eS(E′)−S(E)

≈ eS(E)

∫ ∞

0

dXe−X
T −X2

2K .

(26)

式中 X ≡ E − E′, K 是由 (20) 定义. 所以, 只要 N 很大,

S(E) = ln
∑
s

θ(E −H(s)). (27)

我们叫这计算步骤为 “限能法则”, 这法则在某些计算中, 十分有用. 在一般讨论中也相
当有用.

(丙): 定压定温法则
以上的计算法则中, 我们已经假定物体的各状态都有一定的体积 V . 如果状态空间

包括了不同体积的状态, 则体积 V̂ (s) 和能量 H(s) 一样, 也成了状态 s 的函数. 以上的
各法则的名字, 应加上 “定容” 二字. 例如 “定容定能法则”. 计算式子也该改写一下. 例
如 (13) 该写做

Γ(E, V ) =
∑
s

δ(E −H(s))δ(V − V̂ (s)),

S(E, V ) =lnΓ(E, V ).

(28)
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我们可以依样画葫芦, 把 δ(V − V̂ ) 改成

∆(V − V̂ ) ≡ e−p(V−V̂ )/T ,

p

T
=
∂S(E, V )

∂V
.

(29)

此地 p 正好是物体所受的压强. T 是温度. 如此我们可以得到 “定能定压法则”. 我们可
以把 δ(E−H) 也同时换成 ∆(E−H), 则得 “定温定压法则”. 这两种法则的计算步骤和
以上的各法则相似, 读者可以自己推出, 作为练习. 在这里只提一下 “定温定压自由能”,
G 的定义:

G = −T lnZ,

Z =
∑
s

e−(H(s)+pV (s))/T .
(30)

还是 (24) 的推广. Z 为 “定温定压配分函数”.
(25) 之推广为

G = E − TS + pV,

S = −
(
∂G

∂T

)
p

,

V =

(
∂G

∂p

)
T

.

(31)

(丁): 开放法则
在以上诸法则中, 每个状态的分子总数是假定为一样的. 现在, 如果不同分子数的

状态也包括在状态空间内, 则分子数 N̂(s) 也成了状态的函数. 以上的法则都在收集状
态时用了 δ(N − N̂(s)) 以确定分子数为 N . 我们又可以沿例把 δ(N − N̂(s)) 换成

∆(N − N̂(s)) = e(N̂(s)−N)µ/T ,

µ

T
=

(
∂S(E, V )

∂N

)
E

.
(32)

µ 正是分子的化学势. 我们又可以依据写出一大堆法则来. 在此只提一下最常用的 “定
温开放法则”, 熵可用以下式子求:

S(E,N) = lnΓ̃(E,N),

Γ̃(E,N) =
∑
s

e−(H(s)−µN̂(s)−E+µN)/T .
(33)

这是 (23) 的推广. 这法则可以直接以 µ, T 为定值来计算一个 “定温开放自由能”Ω:

Ω = −T lnξ,

ξ =
∑
s

e−(H(s)−µN̂(s))/T .
(34)

ξ 为 “定温开放配分函数”.



120 第七章 计算法则

然后熵和分子数可由 Ω 的微分得来

Ω = E − TS − µN,

S = −
(
∂Ω

∂T

)
µ

,

N = −
(
∂Ω

∂µ

)
T

.

(35)

以上是 (24), (25) 之推广.
“开放” 一词的用意本是指分子不必被硬性限制在物体中. 但是 “不开放” 物系的熵,

仍可以用这法则计算.
(戊): 极大值法则
不变量所容许的所有的形像, 都包括在活动范围里. 因此, 这范围的体积是一极大

值. (如果不是极大, 则表示还可以放更多的状态到活动范围中) 因此, 基本假设就是一
个熵为极大值的假设. 在许多计算中, 这极大的特性十分有用. 以上的诸法则也可以看
作求极大值的结果. 我们用定温法则来说明这一点.
令 Â(s) 为一大值变数. 用它的值, 我们可以把状态空间分成区域. 每区之 A(s) 值

为一定. 令
Γ(A) ≡

∑
s

δ(A− Â(s)) ≡ eS(A), (36)

这是某区域之体积. 用以上用惯了的尖峰积分法, 得

S(A) = lnΓ(A),

Γ(A) =
∑
s

e−α(Â(s)−A)

α =
∂S(A)

∂A
,

A =

∑
s Â(s)e−αÂ(s)∑

s e−αÂ(s)
= ⟨Â⟩.

(37)

我们现在问: 该选用什么 αÂ(s), 才能使 S 为极大而且 ⟨H⟩ = E? ⟨H⟩ 的定义是

⟨H⟩ =
∑

sH(s)e−αÂ(s)∑
s e−αÂ(s)

. (38)

这 ⟨H⟩ 是能量在该区域的平均值. 因为 H 为大值函数, H(s) 之值在区内几乎所有地方

都是 ⟨H⟩. 选择 αÂ(s) 的意思是选择每个 s 的 αÂ(s) 值. 为了求 S 之极大值, 必须解

∂

∂Â(s)
[S − β⟨H⟩] = 0 (39)

β 为 “外力系数”, (见外力法的解释, 第五章, (5.5) 式上下). 微分的结果是 (稍加整理
后):

α(Â(s)− ⟨Â⟩)− β(H(s)− ⟨H⟩) = 0
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即 αÂ(s) = βH(s) 为最佳选择. 这答案当然就是定温法则. 以上的诸法则也可以用类似
步骤得来.
这极大值法则有用的地方, 当然不是导出以上诸法则, 而是导出近似的计算法则.

例如, 当 H(s) 太复杂, 以致于定温法则中 Z 的计算太难, 我们可以用一较简单的 H ′(s)

取代 H(s). H ′(s) 中含有几个可以调整的参数 α1, α2, · · · , αm. 然后用
∂

∂αi

[S − β ⟨H ′⟩] = 0, i = 1, 2, · · · ,m. (40)

来决定各 αi 之值使 S 为极大, 同时限 ⟨H⟩ 为一定值. 以后, 我们常用的 “平均力法则”
就可用这方法求出. 注意, 如果令

ρ(s) ≡ e−αÂ(s)∑
s e−αÂ(s)

, (41)

则 (37) 的 S 可写作

S = −
∑
s

ρ(s)lnρ(s), (42)

这是一种常见的写法.
请务必注意以上的 Â(s) 必须是一大值变数, 即 N 量级大数, 以上的各结果才有意

义. 所有的法则都是从基本假设得来. 除了这假设之外, 没有其他假设, 不需要其他概
念. 许多人喜欢用 (42) 为起点, 然后用 S 极大的条件来定 ρ(s). 这当然就是此地讲的极
大值法则. (42) 这个写法, 虽然普遍地被采用, 当作最基本式子, 但它的特别形式却稍有
神秘感. 此地的讨论指出, 它和定能法则, 限能法则, 及以上所有法则都一样. 这形式只
是一种特别的写法而已.
以上所有这些计算法则, 都是有相同的效果, 只是细节不同. 它们都是统计活动范

围内状态的数目. 这活动范围的划定, 或用 δ(E −H), 或用 e−(H−E)/T , 或用 δ(V − V̂ ),
或用 e−(V̂−V )p/T 等等, 都没有关系, 结果都一样.

这些法则的导出, 并不需要新概念的介入, 它们只是把基本假设写成各种形式而已.
各种自由能也只是各种总体坐标的特别组合而已. 当然这些组合在热力学中, 有特别的
意义, 在第 1 节已讨论过一些. 在下一章, 我们用一些例子来说明这些法则的应用.

讨论问题七

1. 复习第六章第 1 节的 “外力法”. 将本章第 1 节的讨论和外力法作一比较.

2. 第 2 节的各式计算法则, 和各量的数量 (即 S, E, N , V 等为 O(N), Γ 为 O(eN ))
分不开的. 试证如数量级不对, 则各计算法则就互相矛盾, 都不管用了.

3. 本章的计算法则, 和其他书上的 “系综” 有相同的计算效果. 定温法则即所谓 “正
则系综”, 定温开放法则即 “巨正则系综”. 本章的法则是基本假设 S = lnΓ 的后果.
读者如果比较喜欢用系综的想法, 当然也可以, 只须注意系综的许多概念 (如无限
多个物体) 都是抽象而不可当真, 且须牢记时间尺度之不可忽略.
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4. 将所有计算法则应用到理想气体上.

5. 某气体容器壁上有 NA 个 “吸附状态”, 每个状态至多可以抓住一个气体分子, 结合
能是 B, 如果气体的压强是 p, 温度是 T , 求被吸住分子的总数.

6. 某弹性金属线的温度是 T , 因受拉力 f 而成折线形, 如果 f 忽然除去, 线的最后平
衡温度将是什么?(见图 3)

图 3

7. 用定温法则解一维空间的伊辛模型

H = −J
N−1∑
i=1

sisi+1, si = ±1.

8. 一群粒子, 各有半径 a, 质量 m, 散在水中. 水温为 T , 重力向下. 求粒子的高度分
布. 答:ρ(y) = ρ(0)e−mgy/T .

9. 求以下群体的熵, 物态公式, (即压强、体积、温度间的关系) 和热容率.

群体为 N 分子, 住在一维空间, 不能互相穿过, (所以次序是排定了) 每个分子的大
小是 a, 不能压缩或膨胀, 容器的体积 (即容器长度) 为 L.

那一种法则最方便?

10. 如果上题各分子的相互作用能量是

U (xi − xi+1) = ε, |xi − xi+1| < a

= 0, |xi − xi+1| > a

并限于左右邻, xi 为第 i 个分子的位置, 求物态公式, 熵和热容率.

11. N 个带正电 q 和 N 个带负电 −q 的电气离子, 限制在二维空间边长 L 的正方形

内运动. 相互作用的势能是 ζ(|ri − rj |) = −qiqj ln|ri − rj |, 其中 qi, qj = ±q.

试写出此系统的状态方程式并证明当 T < q2/2 时, 定温配分函数 Z 不存在.

这模型将在第十九章再出现.
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12. 假设某三维空间的气体分子为圆饼子, 每个饼子的转动惯量为 I.

(A) 求熵、能量和温度的关系.

(B) 求热容率在 T ≪ 1/2I 及 T ≫ 1/2I 时之值.

13. 以上各章的讨论, 除了统计粒子状态之外, 并没有用到许多量子力学. 事实上基本
假设已经合用于量子力学, 因为它只是统计物体的状态而己, 并不须要加入任何新
概念. 在计算、分析时, 都要注意各变数的次序, 因为量子力学的运动变数是用符
号代表.

量子力学的特色, 由自旋 1/2 示范是最理想的. 一个自旋 1/2 只有两个 “独立” 状
态, 但也可以有此二者的 “组合”状态. 组合状态可以代表自旋矢量, 可指向任一方
向. 统计状态时, 可以用任一方向为准, 考虑顺此方向或逆此方向的二状态.

读者应复习有关自旋 1/2 的功课.

14. 令 s1, s2, · · · · · · sN 为 N 个自旋 1/2, 其哈密顿算符为

H = −J
N−1∑
i=1

si · si+1.

(A) 求零点能量, 基态的简并数. (即有多少状态, 其能量为零点能量).

(B) 求能量最低的激发态.
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第八章 示范例子

本章的目的是用简单的例子, 说明上一章导出的计算法则, 并指出观测时间长短的
重要性. 首先我们用定能法则分析一个理想气体模型. 此气体的分子有两个内在形态.
再用定温法分析. 然后用定温法分析 H2 气体的热容率, 主要是讨论 H2 分子转动的效

果. H2 分子的核子自旋可以是 s = 1 或 0. 在普通观测时间内, 若没有催化剂帮忙,
s = 1 的分子不会因碰撞而变成 s = 0. 因此, s = 1 的粒子数和 s = 0 的粒子数各别

都是不变量, 不受温度改变的影响. 如果有催化剂帮忙, 使 s 作快速改变, 则 s = 1 和

s = 0 的粒子数会依温度而异, 热容率也就和粒子数各别不变的情形大不相同了. 最后
用一个一维空间的模型作为定温定压法的示范, 并说明拉力下的物体不能永久不断.

1. 时间尺度和活动范围

假想某分子, 有两个内在形态, 一为分子的 “基态” 或 “零态”, 能量为 0, 一为 “激发
态”, 其能量为 ε, 现在讨论此种分子组成的气体.
第一步是要决定这气体的状态空间和活动范围. 各分子除了跑来跑去, 互相碰撞之

外, 它们的内在形态也可能会由于碰撞而改变. 令 ni 为分子 i 的内形坐标. 分子在基态,
则 ni = 0, 否则 ni = 1. 现在有两种可能性:

1 内在形态的改变很快, 几乎每撞必改, 或观测时间很长, 即观测时间比改变周期
要长得多. (此地 “周期”并不表示规则性的改变, 只是指各 ni 不停的变动, 任一个 ni 反

复一次的大致时间. )
2 内在形态改变很慢, 在观测时间内几乎不变, 每个 ni 都不变, 即碰撞不易引起

改变, 而观测时间不长.
在第 2 种情形下, 这气体可以说是两种分子的混合气体, 一种是基态分子, 一种是

激发分子, 二者各自为政. 我们等下再谈.
在第 1 种情形, 我们必须考虑内在形态之改变, 除了位置和动量之外, 还要考虑各

ni 的改变.
哈密顿量是

H =
N∑
i=1

(
P 2

i

2m
+ εni

)
. (1)

125
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活动范围可定为 E = H, 并且各分子位置须在容器内. 这和第五章的 (5.16) (5.17)
相同, 只是 H 复杂一些. 现在活动范围定了, 最主要的一步已完成.

下一步是把熵和其他性质算出来, 可以用上节讲的任一法则. 我们先用定能法则.
令

Γ0 (E0) = eS0(E0) (2)

为 n1 = n2 = · · · = nN = 0 情形下的活动范围体积. (即 (5.18) 给的 Γ(E0)). 现在, 除
了对各动量、位置积分外, 还必须对 n1, · · · , nN 求和:

Γ(E) =
1∑

n1=0

1∑
n2=0

· · ·
1∑

nN=0

V N

N !h3N

∫
d3p1 · · · d3pNδ(E −H)

=
1∑

n1=0

· · ·
1∑

nN=0

Γ0 (E − εN1) ,

N1 =n1 + n2 + · · ·+ nN ,

(3)

N1 是激发分子总数. 上式可写做

Γ(E) =
N∑

N1=0

N !

N1! (N −N1)!
Γ0 (E − εN1)

≡
∫

dN1eS(E,N1),

(4)

S(E,N1) ≡ S0 (E − εN1) +N1ln
N

N1

+ (N −N1) ln N

N −N1

. (5)

(4) 的组合数指出, 把 N 个分子分成 N1, N −N1 两部分, 有多少种分法. 这也就是

1∑
n1=0

1∑
n2=0

· · ·
1∑

nN=0

δ (n1 + n2 + · · ·+ nN −N1)

=
N !

N1! (N −N1)!
.

(6)

以上的 N1 是看作大数. (5) 是用大数定律 (见 (5.38)) 简化 (4) 后的结果.
(4) 的积分, 又可以用第三章的尖峰积分法, 先求 S 之极大值:(

∂S

∂N1

)
E

= 0,

即

−ε
(
∂S

∂E0

)
+ lnN −N1

N1

= 0. (7)

式中 E0 ≡ E − εN1 是众分子的总动能. (7) 的解是

N1 =
N

eε/T + 1
, (8)
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1

T
=
∂S0

∂E0

=
∂S

∂E
,

Γ(E) ≈ eS(E,N1)
∫

dN ′e−N ′2/2K ,

N ′ ≡ N1 −N1,

1

K
≡ 2ε2

3NT 2
+

N

N1 (N −N1)
.

因此, 得出物体之熵是

S = S
(
E,N1

)
= S0 (E0) +

Nε/T

eε/T + 1
+N ln

(
1 + e−ε/T

)
.

(9)

S0 是分子移动部分的熵, 其余是内在形态变动之熵. 各种平衡性质, 现在可用微分得出.
例如, 热容率是

CV = T
∂S

∂T

= CV 0 +
N(ε/T )2e−ε/T

(1 + e−ε/T )
2 .

(10)

见图 1, 图中的曲线, 在 T = ε/2 附近隆起. CV 0 = 3/2N 是动能引起的热容率.

图 1

这是第 1 种情形, 即分子内在形态改变得很快. 在第 2 种情形下, 各 ni 不变. N1

因此不变. 这气体是两不同分子的混合体, 成分不变, 故其热容率为 CV0
= 3/2N , 没有

(10) 中的后一项, 即没有图 1 中的隆起.
从大尺度观点看, 分子内形态的快速改变, 促使 N1 成为 N1(T ). 在 N1 = N1(T )

时, 熵为极大值. 这种快速改变, 拓宽了活动范围.
以上的热容率结果也可以用 CV = ∂E/∂T 来分析. 总能量是

E =
3

2
NT + εN1. (11)



128 第八章 示范例子

如果 N1 为变数, 即第 1 种情形, 则 N1 = N1(T ),

CV =
3

2
N + ε

∂N1

∂T
, (12)

即得 (10), (N1 见 (8)). 如果 N1 为不变量, 即第 2 种情形, 则

CV =
3

2
N.

也就是说, 如果分子内状态不断改变, 则基本假设决定 N1. 如果 N1 不变, 则基本假设
当然对 N1 值没有话好讲. 图 1 曲线隆起部分是由 ∂N/∂T 而来.
现在我们把这问题用定温法则做. 要计算的是

F = −T lnZ,

Z =
∑
s

e−H/T

=
V N

N !h3N

∫
d3p1 · · · d3pN

1∑
n1=0

· · ·
1∑

nN=0

e−H/T

(13)

因为 H 的每一项只含有一个变数, 因此, 各积分及计和都可以分别做. 得

Z =
V N

N !h3N

[∫
d3pe−p2/2mT

]N [ 1∑
n=0

e−ε/T

]N
, (14)

F = N (f0 + f1) ,

f0 = −T
(

lnV
N

+ 1 +
3

2
ln 1

λ

)
,

λ ≡ h√
2πmT

,

f1 = −T ln
(
1 + e−ε/T

)
.

(15)

用微分可得熵及其他量, 读者自己试. 以上结果是指第 1 种情形, 即各 ni 在观测时间

内改变了很多次. 第 2 种情形是各 ni 不变, 则气体有 N1 个激发态分子, N −N1 个基

态分子, N1 为不变量, (13)的对 n1, n2, · · · · · ·nN 求和可略去, N !要改成 N1!(N−N1)!.
如此求得的自由能是

F = Nf0 − T
[
N1ln

N

N1

+ (N −N1) ln N

N −N1

]
+ εN1. (16)

f0 见 (15),右第二项为 “混合熵”所致 (见 (2.40)). 从 (16)求得的热容率,就只是 3/2N

而已. 注意, 在一定温度下, 改变 N1 使 F 为极小, 则得 (13) 的结果. 也就是说, ni 的变

化, 使 F 成极小值.
显然定温法则比定能法则要简便许多. 读者须记住, 在原则上, 结果上, 它和定能法

则是一样的. 在分析过程中, 它以温度为能量尺度, 这比总能量 E 容易捉摸.
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2. 氢分子气体

现在来看自然界中最简单的分子, 即由二原子组成者. 我们先复习一下量子力学的
分析结果.
分子的整体和内部运动可分成几部分:
A, 电子运动
电子轻、核子重, 对电子而言, 核子大致不动. 电子的基态和第一个激发态有很大的

能量差别 (∼ 5eV ∼ 5× 104K), 只要温度不太高, 电子形态可以说只有基态而已.
B, 核子振动
核子各带正电而互斥, 但被电子拉住、包住. 振动能量为(

n+
1

2

)
ω, (17)

n = 0, 1, 2, 3, · · · · · · , 振动频率 ω 之值约为 6000K 左右.
C, 整体转动
因为振动幅度小, 分子可视为有一定的大小的物体, 质量集中在两核子上. 令转动

量为 J , 则能量为
1

2I
J(J + 1), (18)

J = 0, 1, 2, 3, · · · · · · , 1/(2I) 之值约为 80K.
D, 核子自旋
H2 的两核子各有自旋 1/2, 相互作用甚小.
E, 电子自旋
H2 的两个电子自旋在基态互相抵消, 不必考虑.
F, 整体移动
动能 p2/2m.
不只是 H2, 一般双原子的分子的振动能量都较转动能量为高 (见表 1).

表 1 振动转动能量比较 (单位 K)
H2 N2 O2 NO HCl

h̄ω/k 6100 3340 2230 2690 4140
h̄/2Ik 85.4 2.9 2.1 2.4 15.2

因此, 在一大段温度中, 振动状态在基态 (n = 0) 而转动常被激发. 以下的讨论, 将
振动略去, 分子的整体移动, 在讨论理想气体时讲够了, 所以也略去. 只剩下转动及核子
自旋. 能量为

H =
1

2I
J(J + 1), (19)
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核子自旋的能量太小, 不计. 现在来计算自由能, 照定温法则

F = N (f1 + f2) ,

f1 = −T ln
∑
J

(2J + 1)e−J(J+1)α,

f2 = −T ln4,

α ≡ 1

2IT
.

(20)

f1 为转动自由能, f2 为核自旋自由能, 核子自旋共有四态, 每核子两态. 这样的结果, 只
合用于 HD 分子 (D 指重氢核子), 而不合用于 H2 分子. H2 的两核子为相同粒子﹒为

费米子, 对换则波函数必须变号. 波函数是转动部分及自旋部分之积:

φ ∝ YJM (R̂)χsm, (21)

R̂ 为核子之相对位置之方向. M = −J,−J + 1, · · · J − 1, J . s 为核子总自旋, s = 1 有

三态

m = 1, 0, −1,

χ1m = |↑↑⟩ , 1√
2
(|↑↓⟩+ |↓↑⟩) , |↓↓⟩.

(22)

χ00 =
1√
2
(|↑↓⟩ − |↓↑⟩) . (23)

箭头指核子自旋方向, 核子互换, 则 R̂ 换成 −R̂, χ1m 不变, χ00 变号, 而

YJM (−R̂) = (−1)JYJM (R̂). (24)

所以为了要使 φ 变号, s = 1 只能配单数 J , s = 0 只能配双数 J . 这是量子力学的规矩.
因此, 虽然核子自旋和分子转动间并无相互作用能量, J 和 s 却非独立, f1 和 f2 不能分

开统计, 只能合起来统计:

f1 + f2 = lnz,

z = 3
∑
单J

(2J + 1)e−J(J+1)α

+
∑
双J

(2J + 1)e−J(J+1)α.

(25)

从这个结果可以计算熵和热容率

CV = T
∂S

∂T
,

CV

N
= T

∂2

∂T 2
(T lnz).

(26)

图 2 的曲线是 (26) 计算结果, 图中的一串点是实验结果, 显然和理论不符, 原因何在?
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图 2. H2 的转动热容率. 实线由 (25) (26) 计算, 点为实验结果. 计算与实验在低温
不吻合.

原因很简单, H2 的情形和上节讲的第 2 种情形相似, 但 (25) 只合用于第 1 种情

形, 也就是说, H2 的核子自旋, 在一般观测时间内是不变的, 但 (25) 背后的假设是不断
地改变. 一个 H2 核子自旋和其他 H2 核子自旋作用太弱, 和电子作用也太弱. 且电子
自旋抵消了, 不易和核子自旋作用. 核子被电子包着, 分子碰撞时, 核子自旋不会感觉到.
因此, 实验测定的结果是短时间的结果. (25) 不能用, (除非加入有效的催化剂, 使核子
自旋经过催化作用而快速改变).

图 3. H2 核子自旋为 s = 0 及 s = 1 分别的热容率曲线
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图 4. H2 转动热容率, 由 (26) (27) 计算, 与实验结果符合. 以上三图见
Wannier(1966) P.219, 220, 221

正确的计算, 必须把 s = 1 的分子数 N1 和 s = 0 的分子数 N0 看作不变量. 活动
范围是要依照不变量定义, 这样求出来的热容率是

CV = N0
∂ε0
∂T

+N1
∂ε1
∂T

, (27)

ε0(T ) = −
1

2I

∂

∂α

∑
双J

(2J + 1)e−J(J+1)α,

ε1(T ) = −
1

2I

∂

∂α

∑
单J

(2J + 1)e−J(J+1)α.

(28)

ε0 和 ε1 各为 s = 0 及 s = 1 的每分子能量, ∂ε0/∂T 及 ∂ε1/∂T 的计算结果见图 3. 图
4 的曲线是 (27) 的结果, 假设 N0/N = 1/4, N1/N = 3/4, 和实验相符.
注意, 图 2 曲线的隆起和图 1 的相似, 如果核子自旋不断地改变, 则 N0, N1 之值都

要由温度决定.

CV =
∂

∂T

[
N0(T )ε0(T ) +N1(T )ε1(T )

]
(29)

这就和 (26) 一样. N0 和 N1 = N −N0 随 T 而变, 导致图 2 曲线的隆起. 注意, 在
T 很小时 (T ≪ 1/2I), N1(T ) 很小, 因为 J(J + 1) 至少是 2:

N1(T )

N
≈ e−2α = e−1/IT

我们可以估计图 2 曲线的低温部分:

1

I

∂N1(T )

∂T
∝ e−1/IT

I2T 2
. (30)

∂N1/∂T 是一隆起曲线, 极大值在 T = 1/2I, 和 (10) 相似, 当然上一节例子的目的, 就
是要使读者对本节的内容先有个准备.



3. 一维空间模型 133

3. 一维空间模型

以上的各例子, 是各种理想气体. 分子间的作用的效果, 除了使各变数不断地改变
之外, 其他效果, 一概被略去. 在统计计算中, 相互作用能未被计入, 稀疏的气体和理想
气体是相当近. 但一般的物体, 相互作用有许多重要的效果. 一旦要把相互作用计入, 数
学上的问题就变得十分困难? 因此, 可以解的简单的模型, 就十分可贵. 虽然它是过分简
略, 但常可以用来大致阐明一些相互作用的效果, 各种一维空间的模型最简单, 将被反复
讨论.
现在看一群分子, 限在一直线上. 分子位置为 xi, i = 0, 1, 2 · · ·N , 且 x0 < x1 <

x2 < · · · < xN . 我们把 x0 固定在 x0 = 0. 此物的 “体积” 或 “长度” 是 xN . 假设哈密顿
量为

H =

N∑
i=1

[
p2i
2m

+ U (xi − xi−1)

]
. (31)

也就是说, 相邻的分子相互作用是近距相斥, 远则相吸引, 如图 5 所示. 现在用定温法则
分析, 计算自由能 G:

G = −T lnZ,

图 5

Z = e−F0/T

∫ ∞

0

dxN
∫ xN

0

dxN−1 · · ·
∫ x2

0

dx1

· exp
{
− 1

T

[
N∑
i=1

U (xi − xi−1) + pxN

]}
,

(32)

e−F0/T ≡ 1

hN

∫
d3p1 · · · d3pN exp

{
−

N∑
i=1

p2i
2mT

}
,

F0 = −
1

2
NT ln

(
2πmT

h

)
.

(33)
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此地的 xN 即 (7.30) 中的 V̂ (s).
现在把积分变数改为

y1 = x1,

y2 = x2 − x1,

y3 = x3 − x2,

............,

yN = xN − xN−1.

(34)

这些是相邻分子间的距离, xN 是它们的和: xN = y1 + y2 + · · ·+ yN , Z 的积分变得非常
简单:

Z = ζNe−F0/T , (35)

ζ =

∫ ∞

0

dy e−[U(y)+py)/T ,

G = −1

2
NT ln

(
2πmT

h

)
−NT lnζ.

(36)

ζ 是 p 和 T 的函数, 如果温度高, 即

Ua

T
≪ 1, (37)

则

ζ ≈
∫ ∞

a0

dye−py/T =
T

p
e−pa0/T ,

G ≈ −1

2
NT ln

(
2πmT

h

)
−NT ln

(
T

p

)
+ pa0N.

(38)

体积可以用微分求出

V =

(
∂G

∂p

)
T

=
NT

p
+Na0,

即

p (V − a0N) = NT. (39)

因此, 在高温时这群体一如理想气体, 只是其 “有效体积” 为 V − a0N . a0 是两分子
间最短的距离.
求熵也容易:

S = −
(
∂G

∂T

)
p

= N

[
1

2
ln
(
2πmT

h

)
+

3

2

]
.

(40)

现在看看低温的情形, 即
Ua

T
≫ 1,
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则 ζ 的主要来源是 U(y) + py 的极小值附近. 假设 p 不是太大, 极小值在 a 附近, 将
U(y) 展开, 留到三次项, 得

U(y) ≈ Ua +
1

2
α(y − a)2 − 1

6
α′(y − a)3. (41)

这是 U(y) 在 y = a 附近的近似值, U(y) + py 的极小值在 ∂U/∂y = −p 处, 即在

y ≈ a− p

α
+

1

2

α′

α

( p
α

)2
. (42)

因此

ζ ≈ e−[U(y)+py]/T

[
2πT

U ′′(y)

]1/2
,

U ′′(y) ≈ α+
α′

α
p.

(43)

把这结果代入 (36), 稍加整理, 得

G =
1

2
NT ln

(
h

2πmT

)
− 1

2
NT ln

(
2πT

α

)
+NT

α′p

2α2

+N

[
Ua + pa− p2

2α
− 1

6
α′
( p
α

)3]
,

(44)

V =
∂G

∂p
= N

[
a− p

α
− α′

2α

( p
α

)2
+
Tα′

2α2

]
. (45)

这些是低温的结果. 因为 y ≈ a 的意思是相邻分子距离约是 a, 所以这些结果描写晶体
的特性. (38)、(39) 的高温结果是描写气体的特性.

如果 (41) 的 U(y) 展开只留到第二次项, 则成了简谐运动的势能. 第六章讲晶体振
动时即是用这种近似势能, 从 (45) 可见, 如果用简谐势能, 即略去 α′, 则 V 和温度的关

系就失去了. 固体随温度的膨涨, 是由非简谐作用而来.

这模型虽然能显露一些晶体和气体的特性, 但它并没有 “变态” 的特性. 当温度由
高而低, 它不会忽然在某温度自气态变成固态或液态. 因为 (35) 是 p 的连续, 可微分函
数, 所以 p–V 等温曲线, 没有忽然改变斜率的地方. 一般说来, 在一维空间, 短程相互作
用 (即每分子只和邻近的几个分子作用) 的群体不会有相变性质. 这是以后的题目.
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图 6

还有个非常重要的结果: 如果
p ⩽ 0, (46)

即无压强, 或有拉力, 则 (35) 的积分就出了毛病. 这是因为 U(y) 在 y 很大时必须消失,
(即作用力为短程) 积分全靠 e−yp/T 来收敛. 所以这种情形下, 无论这短程作用是多强,
这结论都逃不掉. p > 0 的情形很简单. 图 6(a) 告诉我们 y 该留在曲线的最低处左右.
p < 0 的情形是一个山谷, 但翻过一座屏障, 即是无止境的下坡. (当然, 如果拉力很强,
这山谷也没有了. ) 这结果可以作以下解释: 如果每个 y, 都在谷底附近, 则这些分子是
连成一链. 如果有一个以上的 y, 跳出谷外, 则链子就断了, 拉力也失. 这例子结论合用
于任何物体, 即在拉力下, 任何东西终被拉断. (见图 6(b)).
当然, 这拉力的问题, 是一个时间的问题, 在短时间内, 拉力下的固体是处于平衡状

态. 只是我们在选择活动范围作计算时, 必须略去拉断了情形的状态. 怎样略去? 这问题
却还没有完美的答案. 不过在许多情形下, 并不难处理. 例如 (44) 和 (45) 是由展开得
来. 即使 p < 0, 这结果仍可用, 只要我们假装 (35) 的积分没有问题.

讨论问题八

1. N 个原子整齐的排列形成一个完美的晶体, 若将 n 个其中的原子从晶格位置移到

原子之间的空隙处, 这就形成 n 个缺陷的不完美晶体. 原子之间空隙数目 N ′ 与原

子数 N 是等量级的, 若 ω 为将原子从晶格移到空隙所需的能量, 试证

n2

(N − n) (N ′ − n)
= e−ω/T . (47)

2. 上题可用细致平衡解. 某原子吸收一能量为 ω 的声子, 就跑到空隙里去, 留下一空
状态. 由此反应, 可得上题结果.
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3. 求以上缺陷引起的熵和热容率.

4. 以上晶体从高温 T 骤冷至低温 T ′. 在 T ′, 原子已不能从晶格位置转到空隙处. 以
上结果仍可用吗?

5. 如果将一分子从某晶体中踢出所需能量为 ε. 求该晶体的蒸气压. 假定蒸气为一单
原子理想气体, 压强很低, 并利用第六章有关晶体振动的结果.

6. 双原子分子的振动幅度很大时, 为 “非简谐振动”. 势能曲线如图所示. 振动能级可
以用下式作近似,

εn =

(
n+

1

2

)
ω − a

(
n+

1

2

)2

ω, n = 0, 1, 2, · · · (48)

a 为代表非简谐性程度的参数. (见图 7)

计算由于非简谐性对比热的影响至 a 的第一次.

图 7

7. 试证; 如略去量子效应, 则带电粒子的自由能不受磁场影响.

提示: 哈密顿量为

H =
N∑
i=1

1

2mi

[
pi −

ei
c
A (ri)

]2
+ U (r1, r2, · · · , rN ) . (49)

8. 某些分子具有两相近的电子运动能级 (如氧、一氧化氮), 其能级差距远小于 T 值,
足以使较高的能级具有不少的粒子数, 而影响热力学的性质.

(A) 证明电子运动热容率为

C = wNeε/T
[

ε/T

eε/T + w

]2
, (50)
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式中已假设低能级自身能值为零. 且有 w0 个状态, 高能级能值为 ε, 有 w1 个状态,
w = w0/w1.

(B) 试分析 C 在高温和低温极限下的近似, 并证明 C 的极大值是在

ε

RT
= lnw + ln

(
ε/T + 2

ε/T − 2

)
. (51)

(C) 当分子具有三个等距的能级, 且 wi = 1, 其热容率的形式为何?

(D) 取 ε/T 值在 1.0∼4.0 之间, 计算双能级分子 (w0 = 1, w1 = 3) 的热容率极大
值, 与 (C) 中结果比较.

(E) 一氧化氮有两个二重能级, 能距异常的小, ε = 174K. 氧分子两能级差 =

11300K, 在高温下 w0 = 3, w1 = 2. 估计此两分子热容率极大值时, 温度和热容率
各为多少?

9. 一方盒高 h, 底面积 A. 内有分子 N 个, 成一气体, 温度为 T , 重力向下. 每分子质
量为 m.

(A) 求顶和底面的气压.

(B) 求四壁的气压.

10. 一个圆柱形的容器, 半径 R, 长 L, 绕轴旋转, 角速度为 ω. 容器内有气体, 温度为
T , 每分子质量为 m. 求内壁压强.

注意: 在随器转动的坐标系内, 此气体是在平衡态, 有固定的边界. 读者必须先求
出在此坐标系内的哈密顿量.

11. 如果考虑量子力学, 上题的解又是如何？

12. 某一维空间物体有 N 分子, 哈密顿量为

H =
N∑
i=1

p2i
2m

+
N∑
i=1

U (xi − xi−1)

x0 < x1 < x2 < · · · < xN .

U(y) =
1

2
mω2(y − a)2, y > 0.

(52)

x0 = 0. 压强 p 加在第 N 个分子上.

(A) 求此物的熵、热容率和温度 T 的关系.

(B) 求 ⟨xN ⟩.

以上计算可以假设 mω2a2 ≫ T , 即略去

α ≡ e−mω2a2/2T (53)

(C) 求此物之热膨胀系数 (即长度和温度的关系). α 不可完全略去, 但可略去高次
项.
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13. 某物的哈密顿量为

H = −
N∑
i=1

hnisi,

ni = 0 或 1, si = −1 或 1.

ni 可以想作在状态 i 的粒子数. 这些粒子可以跑来跑去. 如果粒子不在, 则 h 不发

生作用. 粒子之总数为 N ′.

(A) 求熵及热容率.

求出之后, 检查一下, 看 εN ′ 很小时, 或 N ′ ≈ N 时答案是否合理.

(B) 如果粒子不能跑来跑去, 但分布散乱, 求熵及热容率.
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第九章 杨、李定理

从以上几章的分析和示范例子可见, 用基本假设来解释热力学, 是非常的理想. 第
七章所列的计算法则, 和热力学的观点完全吻合, 也就是说, 在一定的环境之下, 平衡性
质一定. 由于物体为宏观, 即分子数 N 为大数, 第七章的分析指出, 用不同的统计份量
做计算, 可以得到一样的结果. 但是, 我们的分析, 不够严谨. 分析过程中并末考虑各式
子的数学意义. 各示范例子, 都是过分简化, 可以立即解出的模型. 虽然这些例子使我们
对这些计算法则和基本假设有了大致的认识和信心, 但并不足以指出一般情形下可能遭
遇的困难. 在这一章, 我们用比较严谨的数学步骤来讨论. 如果分子粒子数 N 是有限,
则各式自由能的计算是没有问题的. 虽然我们需要的 N 非无限, 但却是要 1020 之类的

大数, 因此, N → ∞ 的极限问题, 就成了用基本假设解释热力学的重要问题, 即一般所
谓 “宏观极限” 问题. 用严谨的数学分析来讨论此类极限问题, 已成为统计力学的一部
门. 这一部门的创始工作, 可以说是三十年前的杨、李定理∗. 杨、李的定理是为分析相
变而作. 此后的严谨数学分析也大多针对相变问题. 原因是相变问题模型太不容易解,
马虎一点的分析靠不住. 但杨李定理的应用,却是十分的普遍. 在这一章我们讨论杨、李
定理之一, 即自由能 Ω/V 在 V → ∞ 极限之存在. 本章目的不是讨论相变, (相变在以
后诸章讨论), 而是指出这极限存在的原因, 指出宏观极限和分子作用能, 及统计步骤的
关系. 从定理的证明, 可以看到平衡中宏观物体的最重要特性, 即它可以分成许多部分,
每一部分都是在平衡状态中. 此地所强调的倒不是严密的证明方法, 而是对基本假设的
更深一层的认识, 并提醒读者数学步骤的严密, 并不能保证结果有正确的物理意义, 小心
为要.

∗Yang and Lee(1952), 黄氏书中附录之一亦有相当详细的介绍 (Huang(1963), p.458).
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1. 宏观极限 (即 “热力学极限”)

图 1

先订好一个模型. 令物体的体积为 V . 分子间的相互作用能如图 1. u(r) 的必要性
质是

(甲) u(r) = 0, 如果 r > b,

(乙) u(r) =∞, 如果 r < a,

(丙) u(r) > −ε.
(1)

也就是说, 分子间的距离不得小于 a, 因此体积 V 中可容纳的粒子数为有限:

N < Nm = V

/(
4π

3
a3
)
. (2)

吸引力为有限, 即 ε 为有限. 相距太远无作用, 即 b 为有限, 只要 (1) 适合, u(r) 改成别
的样子无所谓.
现在我们用定温开放法则来分析, 自由能 Ω 的定义是

ξ ≡ e−Ω/T =
∑
s

e−(H(s)−µN(s))/T , (3)

p = −Ω

V
,

H =
N∑
i=1

p2i
2m

+ U,

U =
1

2

N∑
i,j=1

u (ri − rj) ,

∑
s

≡
Nm∑
N=0

1

N !h3N

∫
V

d3r1 · · · d3rNd3p1 · · · d3pN .

(4)
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先把各个 pi 积分做了, 得

ξ(z, V ) =

Nm∑
N=0

zNZN (z, V ), (5)

ZN (z,N) ≡ 1

N !

∫
V

d3Nre−U/T , (6)

z ≡ eµ/T
h3

∫
d3pe−p2/2mT =

eµ/T
h3

(2πmT )3/2,

d3Nr ≡ d3r1d3r2 · · · d3rN .

(7)

ξ, Ω, Z 都是 T , V 和 z 的函数. 杨李的第一定理是:
只要 (1) 成立, z > 0, 则

lim
V→∞

(
− Ω

TV

)
≡ lim

V→∞

1

V
lnξ(z, V ) (8)

极限存在, 和容器的形状无关, 而且是一个 z 的连续、渐增的函数. 以上假设物体的表
面积小于 V 2/3 乘以一定的常数, 即表面没有作过份的曲折.
极限 (8) 存在的意思是: V 只要够大, Ω/V 就不随 V 变, 如果把 V 分成 n 部分, 只

要每部分都很大, 则每一部分分开计算的 Ω/V 也一样. 证明的步骤也是从这观点开始.
我们把物体分成 n 部分, 并把各部分交接处划定一厚度为 b 的 “分界区”(见图 2).

令分界区的总体积为 V ′. 除去分界区, 剩下的体积是 nV0. 如果我们限定分界区内不许
有分子, 则 ξ 变成

[ξ (z, V0)]
n
, (9)

图 2

因为分子间作用有效距离为 b, 不能超越分界区而相互作用. 所以每个区域的积分可以
分开做, 故得 (9).
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从 (6) 可见, 如果把积分范围缩小, 则结果减少, 因为积分函数是正的. 因此, 如果
把分界区切掉, 则 ZN 只能减少, ξ 也只能减少, 即

[ξ (z, V0)]
n ⩽ ξ(z, V ). (10)

所以, 把物体切成 n 块, 并丢掉一层分界区, 就把 ξ 弄小了一些.
下一步是把分界区放回去, 并简化其中作用而得 ξ 之上限. 我们把 (6) 改写成

ZN (z, V ) =
N∑

N ′=0

1

N ′! (N −N ′)!

∫
V ′

d3N ′
r

∫
V−V ′

d3(N−N ′)re−U/T (11)

也就是把 r1, r2, · · · rN ′ 限制在分界区, 其他的在 n 个 V0 区内. 每个粒子至多和 (b/a)3

个其他粒子作用, (条件 (1)—(甲), (乙)). 每一对粒子间之作用能不低过 −ε, (条件 (1)—
(丙)). 如果作用能 U 中和分界区有关的各项, 被 −ε(b/a)3N ′ 取代, 则值变小, 即

U ⩾
N∑

k,j=N ′+1

u (rk − rj)− εN ′(b/a)3. (12)

右第一项合计即是除去分界区的作用能. 将 (12) 代入 (11), 积分, 得

zNZN (z, V ) ⩽
N∑

N ′=0

zNeε( b
a)

3 N′
T (V ′)

N ′

N ′!
Z0

N−N ′ . (13)

Z0
N−N ′ 是把分界区切去后 N −N ′ 个分子的统计分量. 把 (13) 代入 (5), 得

ξ(z, V ) ⩽
∞∑

N ′=0

zN
′eε( b/a )3 N ′/T (V ′)

N ′

N ′!

N∑
N ′′=0

zN
′′
Z0

N ′′ . (14)

以上我们把 N − N ′ 写成 N ′′, 并除去 N ′ < N 的约束. 现在最后的一个合计即是
(ξ(z, V0))

n, 第一个合计可以立刻得出, (14) 成了

[ξ (z, V0)]
n ⩽ ξ(z, V ) ⩽ eσV ′

[ξ (z, V0)]
n
,

σ ≡ ze(ε/T )(b/a)3 .
(15)

左边的下限是把 (10) 一并写入.
V ′ 是分界区的体积, 约是分界面积乘以厚度 b, 即

V ′ = cV
2/3
0 . (16)

c 为一常数. 令
ϕ (z, V0) ≡

1

(V /n)
lnξ (z, V0) (17)

则从 (15) 得
ϕ (z, V0) ⩽

1

V
lnξ(z, V ) ⩽ ϕ (z, V0) + σcV

−1/3
0 ,∣∣∣∣ 1V lnξ(z, V )− ϕ (z, V0)

∣∣∣∣ ⩽ σcV
−1/3
0 .

(18)
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也就是说, 只要 V0 够大, ϕ(z, V0) 和 V −1lnξ(z, V ) 间的差别就很小了. 即单位体积自由
能可以用物体的一部分来计算, 不在乎用那一部分, 计算的误差是和该部分的大小成反
比. 这已经把 “热力学极限” 在这模型内证明得很清楚了. 以上的分析中, V0 不必是个

立方体, 只要 (16) 成立就行. 每一部分也不必是一样大.
从物理学的观点, (18) 已是所要的结果. 若是要达到数学上的严格那么从 (8) 到

(18), 可能要多加几句数学术语. 我们在此不予计较.
因为

∂p

∂µ
=
N

V
, z ∝ eµ/T (19)

所以

N

V
=

1

T
z
∂p

∂z
=

1

V

Nm∑
N=1

NzNZN

/
Nm∑
N=0

zNZN . (20)

(20) 中每项都是正值, 故 p 一定是随 z 而增, 不管 V 是大是小. 既然 V →∞ 的极限存
在, p(z) 在此极限亦必是随 z 而增. 再者

N

V
<
Nm

V
=

1

a3
, (21)

故 ∂p/∂z 为有限, 即 p 为连续. 杨、李的第一定理就此证明. 杨、李的第二定理在讨论
相变时十分有用. 读者可自阅文献, 本书将不讨论.

2. 定理的推广

现在再回头看看 (1) 的三条件, 即有限的有效作用距离 (甲), 及近距离的互斥 (乙),
及吸引力不可太大 (丙). (甲) 不合则有远程作用, 就无法定 “分界区”. (乙), (丙) 不合则
可能会有不稳定的情形, 即所有的粒子可能都集合到一小区域去了. 有关巨观极限的问
题中, 最重要的莫非是以上定理的推广. 即把条件放松, 看有什么结果. 我们略提一两个
结果.

(甲) 可以略为放松, 只要 u(r) 消失得够快, 即 r > b 时,

u(r) ⩽ Ar−λ, λ > d, (22)

就行, d 是物体所存在的空间度数, 一般 d = 3. (乙) 也可以放松一点, 在 r < a 时

u(r) ⩾ Br−λ′
, λ′ > d, (23)

就行. (丙) 不能通融.
但是最重要的作用力却都不合乎这些条件, 物质是由核子的正电和电子的负电作用

而成. 还有磁二极的作用. 这些电磁作用, 都是长程作用. 而且正负电荷间的作用能在
r → 0 时为 −∞. 三个条件, 无一适合. 杨李定理因而不能直接用来讨论物质的稳定性
和宏观极限. 以下略提电荷作用和量子性质的效果.
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从电磁学的经验, 我们知道未抵消的电荷总是会跑到表面上来. 因此, 能量及其他
量都会和物体的形状有关. 因此, 只有正负电相抵消的物体才有宏观极限可言.
量子力学也必须考虑, 否则正、负电的粒子可以无限制地接近. 所有的粒子都集中

到一点去了. 量子力学指出, 一个粒子被局限在很小的空间则其动能会加大. 这个定理
使粒子不集中到一点去. 但是, 如果粒子都是波色的, 我们可以想见, 粒子虽不集中于一
点, 但仍会集中, 宏观极限仍会有问题. 我们必须请独占定律来帮忙, 也就是说, 必须要
有费米粒子. 已经有人证明: 如没有独占定律, 每粒子的零点能量会比 −N2/5 低, 即在
N → ∞ 时, 每粒子的能量趋向 −∞. 如果所有的负电粒子 (或正电粒子, 或全部) 为费
米, (粒子种类为有限, 否则独占定律仍不管用), 则每粒子的零点能量才为有限. 这些是
相当不简单的证明. 宏观极限的证明, 现在也有相当的成绩†. 基本假设的地位已经是非
常的稳固, 因为各种严密的分析结果, 都没有和事实相矛盾.
最后, 我们必须要强调: 对此类严密的分析结果, 必须要采取一种谨愼的态度, 不能

轻易接受它的结论, 必须先了解分析中的假设, 及各种极限的意义. 例如, 从杨、李的定
理, 我们可以下定论: 在一定的温度、化学势下, 只能有一种平衡态, 不可能有暂稳态的
存在. 事实上当然是有各种不同的暂稳晶体结构存在, 也有过饱和蒸汽存在. 这是因为
这定理是以基本假设为出发点, 且没有考虑时间尺度, 只有无限长的时间观测之下, 这假
设才可能完全正确. 所谓严密的证明, 是指在假设和结论间, 没有作任何近似. 而一般的
假设, 都是为求简化而忽略了某些事实. 统计力学的基本假设, 就是一个过份简化的假
设, 用途虽广, 但并非万能. 除了假设之外, 某些极限, 如体积 V → ∞ 之类, 也要小心.
真实的物体, 是有限的. 因此, 极限的意义必须和事实不相矛盾. 常发生的情形是

lim
V→∞

1

lnV = 0. (24)

这个 0 的意义, 就不太清楚. 即是最大物体的体积, 它的对数也不会大到那里去. 虽然从
数学的观点 (24) 是毫无疑问, 十分严密的, 但从物理的观点, (24) 是不够严密, 颇有疑问
的. 因此, 要了解一个 “严密” 的结论, 必须对证明的细节, 也要特别小心. 一般说来, 结
论的真义, 总是在证明步骤中出现的.

讨论问题九

1. 第 1 节的证明指出, 一旦哈密顿量定了, 一切热力性质全定了. 这是个严密的证明.
这证明也指出基本假设的含糊之处, 因为这证明否定了暂稳态的存在, 而我们把暂
稳态看成平衡, 只要观测时间不太长.

以石墨和钻石为例, 试指出从碳原子群体模型及 “严密的证明”, 可把钻石的存在否
定了.

2. 推导出第 1 节所有的结果.
†见 Lebowitz and Lieb(1969), Dyson(1967).

有关严密证明的全盘介绍, 见 Griffiths(1972).
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3. 如果模型是在 d 维空间, 证明细节有何变更? 读者以后可能在文献中遇到 d → ∞
的模型 (当然这只是理论上的讨论, 有时 d > 3 的模型十分有用). 在 d → ∞ 时,
第 1 节的证明就不合用了. 也就是说一般 d→∞ 的统计力学模型, 很可能靠不住,
因为它的宏观极限有问题.
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概率是一个十分有用而十分容易被滥用的概念. 本篇把统计和概率之不可分反复地
指出, 并讨论各种应用例子. 概率在此是一个由资料的统计而得来的数字, 而不是代表
某人的猜测或无知程度. 统计是一个整理资料, 表达资料的步骤. 它是一个工具, 而不是
一个原理. 我们要整理的资料是分子运动的各种细节.
第十章讨论概率和统计的关系. 第十一章讨论独立或纷乱的现象. 这现象非常重要,

但很不容易了解. 此地的讨论, 是对现象的陈述, 而不究其来历.
第十二章讨论中心极限定理, 对独立现象和概率的意义作更进一步的分析, 更阐明

一些基本假设的结果. 这假设和独立现象是分不开的. 第十三章的内容是一些有关相关
函数的计算, 一些涨落、响应等概念的应用例子.
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在以上五章, 我们已经对统计力学的基本假设, 作了初步的介绍. 虽然用的示范例
子是过份简化的模型, 但大致不难看出: 1 这基本假设可用来分析、解释所有的平衡现

象和导出所有热力学的结果. 2 这假设和应用并不需要很多统计学的理论或概念, 以
上几章谈到的, 就足够了. 3 有关分子运动轨迹的资料, 也不需要多少. 分子运动扮演
的角色, 只是使基本假设成立而已. 一旦活动范围定了, 分子运动就可置诸脑后.
但是若要对基本假设的含义作更深一层的了解, 我们需要对分子运动作更进一步的

分析, 需要更多统计学的工具. 因此, 虽然基本假设的应用才刚开始讲, 我们暂停下来,
穿插一些统计学的材料. 本章的重点在 “概率” 的定义, 我们强调统计资料是概率定义
的根本.

1. 概率的应用和滥用

统计学是一门整理资料的科学. 概率又称 “或然率” 或 “可能率”, 是统计学的基本
概念之一. 在数学理论中, 概率有很严格的定义, 它的种种性质, 也有明文规定. 在应用
方面, 概率这个概念却常常被滥用. 因为它的定义常常没弄清楚. 现在我们来谈两种不
同的用法. 在不同用法中, 概率有不同的意义. 如果不搞清楚这些不同的意义, 就会导致
不正确的结论, 和带来不必要的困恼. 特别是钻理论的学生, 对这两种不同的用法特别
容易搞混.
在第一种用法中, 概率是两个统计数字之比. 例如, 某人丢骰子, 丢了六百次, 其中

有 98 次是 1. 那么, 我们说丢骰子丢出 1 的概率, 或可能率, 是 98 除以 600, 差不多是
1/6. 这是一个实验的结果. 这个实验的结果是和骰子的构造, 和掷骰子的人的手运动有
关. 照我们经验, 如果这个人, 或任何其他人, 再丢 600 次或者 1000 次, 10000 次, 总是
会有 1/6 的次数得 1. 这是一个事实, 是一个自然现象.
概率的第二种用处, 是用来衡量一个人对某件事情怀疑的程度, 或者不确定的程度.

譬如说, 一个押注的人看不到桌上骰子的点数. 如果, 你问他骰子上面几点. 他说: “我不
知道, 因此每一种不同的点数都有 1/6 的概率. ” 在这个用法概率不是从统计数字得来,
只表示他全不知道.
以上这两种用法绝对不能混为一谈, 举个例子: 我们问某人, 把骰子丢 600 次, 会有

多少 “1 点” 出现. 某人说: “既然骰子只有六个可能性, 既然我什么都不知道, 所以 1 点
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出现 100 次”. 这个结果刚好被他猜对. 但是他用的理由却是不对, 他用他的 “不知道”
来推断一个自然现象. 这是不可以的. 再举一个例子: 假如我们问某人: “新竹每一年有
几天下雨?” 某人回答说 “既然只有两种可能性, 下雨或者不下雨, 我对新竹一点都不知
道, 所以一年有六个月下雨, 六个月不下雨. ” 这个回答所根据的理由, 和上一个例子中
的理由一样, 是用他的无知来推测自然现象. 新竹下雨过去的记录, 可以从新竹县志或
气象局查出. 将来的下雨情形, 可以由过去记录加上其他资料来推测, 不能以 “不知道”
来推测.
以上强调概率两种用法的不同, 并不是说第二种用法有什么不对. 其实, 每一个实

验的结果, 都须要注明误差. 这误差并不表示实验做错了, 只表示结果的正确程度. 这是
实验者的判断. 如果他说误差是 0.1%, 这表示他不能确定 0.1% 内的数字. 现在举个例
子来说明.
某人用水银压强计, 到某大街上去量气压. 他的结果说: “某年、月、日、时、分、气

压是 1.02± 0.05 大气压. ” 他的判断是, 那个时候的气压应该是在 0.97 及 1.07 之间. 到
底在这范围内的那一点, 他不知道. 为了估计这个误差, 他必须考虑到他的压力计的校
正是多正确, 他的眼睛是否被街上的废气弄花了, 以致于看不清压强计上的尺码.
请注意, 这误差和压强的 “涨落” 完全是两回事, 绝对不能搞混了. 气压随时间而变,

是为涨落. 一般水银压强计所量, 是一种平均压强, 在一秒钟或更长时间内的平均值. 长
时间的压强涨落可以用此压强计量出. 长时间的涨落都是由于气候变化. 短时间的快速
涨落, 是由于车子、路人和修理马路的机器等所引起. 水银压强计量不出, 但是可用一个
录音机测定. 这些噪音引起的压强涨落幅度很小, 大约是 10−10 大气压. 这和以上水银
计 5% 的误差是毫无关系的.
在这本书里, 绝大多数情况下, 概率只有一个用法, 这就是第一个用法, 除非特别注

明我们将不考虑第二个用法. 以后每次提到概率, 我们都要讨论它是怎样由统计资料求
得.
在此我们还需要强调一点,即概率的值必须不因资料多少而异,才有意义. (当然,资

料不能太少. ) 例如, 投骰子 1200 次, 统计 1 点出现次数, 我们可以用前 600 次, 求得 1
点的概率, 或用后 600 次, 或用整个 1200 次? 求得的概率大致都是 1/6. 如果用前 600
次得 1/12, 后 600 次得 1/4, 则虽然我们可以说 1200 次的统计结果是 1/6, 但这结果的
意义很有问题. 也就是说, 1/6 这结果, 要经得起重复测定的考验, 才有意义.

2. 分布和平均值的统计

在前几章, 我们讨论过 “分布”, 如国民年龄分布, 粒子形象的能量分布等. 分布是分
类统计的结果. 例如, 把国民按年龄分类, 每一年龄算一类, 而后统计每一类的人数, 于
是得到图 3.1 所示的年龄分布曲线. 这是一项有关众国民的资料. 它的统计过程, 可以
用一个抽象的式子表示

f (X ′) =
∑
s

δ (X ′ −X(s)) . (1)
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s 是各人的名字, X(s) 是 s 先生 (女士) 的年龄,
∑

s 是统计人口数. δ-函数是分类, 即收
集年龄为 X ′ 的人名. 年龄在 X1 和 X2 之间的人数是

N (X1 < X < X2) =

∫ X2

X1

dX ′f (X ′) . (2)

读者可复习一下第三章.
“分布” 也常作 “分配”. 我们可以说每段年龄分配到多少粒子数. 用哪个名词都无所

谓.
(1) 也就是一般分类统计的步骤. 分析的对象总是一群 “样品”(每个样品都有他的

名字或编号 s) 的某种特性 X(s), 而后收集 X(s) 相同的, 归之为一类. 每类中的样品数
叫做该类的 “统计份量”. 把各类的统计份量列表或画成曲线, 就成了该特性的 “分布”,
或样品的 “分配”. 这是有关这些样品的一项资料. 这项资料, 有时仍嫌繁琐. 我们可以
用些 “平均值” 来大致表示分布的情形. 例如, X 的平均值是

⟨X⟩ ≡
∫

dX ′ρ (X ′)X ′

=
1

N

∑
s

X(s),
(3)

ρ(X) ≡ f(X)∫
dX ′f (X ′)

. (4)

N 是样品总数, ρ(X)dX 是 f(X)dX 所占的百分比. (X − ⟨X⟩)2 的平均值是〈
(∆X)2

〉
=
〈
(X − ⟨X⟩)2

〉
=

∫
dX ′ (X ′ − ⟨X⟩)2 ρ (X ′)

=
1

N

∑
s

(X(s)− ⟨X⟩)2,

(5)

⟨X⟩ 是分布的 “重心” 所在. 而 ⟨(∆X)2⟩ 是估计分布的分散的程度. ρ(X) 叫做 “概率的
X 分布”. 它只是分统计份量除以总份量. 这是定义. 至于 ρ(X) 和 “机会”、“可能” 等
概念有什么关系, 我们在此不必过问. 这要看 ρ(X) 的应用.
任何 X(s) 的函数 ϑ(X), 都有它的平均值. 例如 ρ(X ′) 就是 δ(X ′ −X(s)) 的平均

值, 1 的平均值是 1:
⟨ϑ(X)⟩ =

∫
dX ′ϑ (X ′) ρ (X ′)

=
1

N

∑
s

ϑ(X(s)),
(6)

ρ (X ′) = ⟨δ (X ′ −X(s))⟩

=
1

N

∑
s

δ (X ′ −X(s)) ,
(7)
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⟨1⟩ =
∫
ρ(X)dX = 1 = 100%. (7′)

(7′) 是所谓 “标准化” 或 “归一化” 条件. 总百分比必是 100%.
我们可以把分类统计的结果作部分的综合, 也就是把某些类归为大类. 例如年龄小

于 30岁的可归为 “青年”类, 70岁到 80岁为 “人生开始”类等等. 每一类的人数为其统
计份量. 一般说来, 样品中的一组 R(即样品集中一子集) 的统计份量可以定义如下. 令
R 的 “指定函数”θR(s) 为

θR(s) = 1, 如果 s ∈ R,

θR(s) = 0, 如果 s /∈ R,
(8)

因此

NR ≡
∑
s

θR(s) (9)

为 R 组的统计份量. 令
P (R) ≡ NR

N
= ⟨θR⟩ (10)

为 R 组的 “概率”, 这是定义. 注意: δ(X ′ −X(s))dX ′ 是 R 的一个例子, 即 X(s) 值在

X ′ 及 X ′ + dX ′ 间的样品之集就是 R.
如果 R 是 X(s) < X ′ 样品之集, 则

P (R) = P (X < X ′) = ⟨θ (X ′ −X)⟩ =
∫ X′

−∞
dXρ(X) (11)

为 “X < X ′ 之概率”.
这些被统计的 “样品” 可以是一群人, 一群物, 或一些事件的记录, 实验数据, 状态

空间中的状态等. 现在再看些例子.
以下是新竹电话本 (民国 67 年) 第 205、206、214 页中姓马和姓梁的电话号码的个

位数字:
5 3 6 3 1 8 3 6 1 1 7 7 1 1 8 3 6 0 8 0 6 6 6 8 7 1 3 7 6 8 9 8

5 7 8 1 5 2 9 1 5 7 3 1 5 5 5 7 7 8 9 8 8 0 9 7 0 3 5 8 3 5 5 5

6 5 6 5 2 7 9 3 0 6 9 2 2 5 3 0 9 0 3 9 6 7 7 8 0 0 5 9 6 7 5 5

(12)

共有 N = 96 户, 每户为一 “样品”, 而以上的数字为每户的一个 “特性”, X(s), s =

1, 2, · · · · · · 96. 定概率分布为

ρ (X ′) =

∑N
s=1 δ (X

′ −X(s))

N
=
NX′

N
. (13)

NX = (X出现的次数), N = 96.
此地的 δ-函数的变数只有整数值, 故它的定义是

δ(M) = 1, 如 M = 0,

= 0, 如 M ̸= 0.
(14)
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ρ(X) 可以用以上资料统计

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

N(X)� 9 9 4 11 0 17 12 13 12 9

ρ(X)% 9.37 9.37 4.16 11.46 0 17.71 12.50 13.54 12.50 9.37

(15)

从 ρ(X), 各种平均值可以求得, 如

⟨X⟩ = 4.95,

C0 ≡
〈
(∆X)2

〉
=
〈
X2
〉
− ⟨X⟩2 = 7.94.

(16)

(15), (16) 是从 (12) 统计出来的结果, 至于这些结果有何意义, 还得要多花工夫才能了
解. 例如, 为什么 “4” 这号码在 96 户中竟不出现一次? 同样有趣而且更重要的问题是为
什么其他号码的 ρ(X) 差不多而又有些差别? 第一问题的答案不难找出, 但第二问题却
不是容易回答的.
再看个例子, 从 (12) 这些数字, 定义

Y (s) = X(s)X(s+ 1), s = 1, 2, · · · , N ′. (17)

N ′ = N − 1 = 95, 这些是 (12) 数列中相邻数字的乘积. Y 的平均值是

⟨Y ⟩ = 1

N ′

N ′∑
s=1

X(s)X(s+ 1)

= 24.05.

(18)

现在定义

C1 ≡ ⟨Y ⟩ − ⟨X⟩2 = −0.45,
C1

C0

=
C1

⟨(∆X)2⟩
= −0.057.

(19)

C1 是所谓相邻数字的相干值, 同理, 我们可以定

Ck ≡
1

N ′′

N ′′∑
s=1

X(s)X(s+ k)− ⟨X⟩2,

k = 0, 1, 2, 3, · · · ,

N ′′ = N − k.

(20)

当然 C0 = ⟨(∆X)2⟩. N ′′ 不是 N , 所以 k 必须比 N 小很多, 以求平均值的定义大致一
样. Ck 是 “相关函数”, 是 “距离”k 的函数. 统计结果 C1 比 ⟨(∆X)2⟩ 小很多, (见 (18)、
(19)). 我们把这结果解释成 (12) 中相邻的号码大致 “不相干” 或互相 “独立”. 照我们的
“直觉”, 如果这些数字是 “不规则” 的, 则各 X(s) 会有的高于 ⟨X⟩, 有的低于 ⟨X⟩, 毫无
规则, C1, C2, · · · 都该是零. 在下一章, 我们将对这些概念作有系统的介绍.
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注意, 这些相关函数当然是和号码排列有关, s 本是指定电话用户排列顺序, 并无统
计意义. s 的数值在此是照电话本的排列顺序而定. 这顺序是我们新加的概念, 各 s 之

间的 “距离” 也是照这顺序规定.
我们的目的是要把统计学用来整理分子运动资料, 许多实验都是在度量各种分子运

动变数的平均值. 我们的统计步骤是要以分子运动为根据, 各种概率平均值都必须从分
子运动资料来定义. 时间的顺序, 空间的位置, 是最基本的概念. 各种相关函数, 在讨论
运动的规则性时, 是最重要的工具.
现在我们看一个比较不同的示范例子.
令一垂直平面为 xy 平面. 重力向下, y 轴向上, x轴水平. 一个粒子在这个平面中 x

轴以上运动. x 轴是一硬地板, 粒子掉在地板上就反跳. 假设没有能量损失. 水平运动被
限制在 0 < x < L, 为求简单起见, 把 x = 0 和 x = L 认定为同一点, 如此这个粒子的运
动面成为一个圆柱面, 其周长为 L, 这是所谓周期性的边界限制或 “循环边界”(见图 1).
这粒子的运动, 遵照力学的运动方程式. 这方程式的解, 是这粒子的轨迹. 轨迹非常

简单, 水平运动一直不变绕着圆柱走. 垂直运动是上下不停. 任何性质都可由这个运动
轨迹求出, 观测时间是 0 < t < T .

图 1

我们先问: 粒子的高度分布如何? 这问题并不清楚, 因为 “分布” 必须要有明确的统
计定义, 而我们还没有下这定义. 一般有关运动变数的统计, 多是定时间为统计份量, 因
为实验的结果多是对时间的平均值. 我们现在把粒子花在某段高度的时间, 定义为该段
高度的统计份量. 令

ρ (y′) =
1

T

∫ T

0

dtδ (y′ − y(t)) . (21)

y(t) 是在时刻 t 的高度, ρ(y′) 就是概率的高度分布. (21) 是 (7) 的一个例子. 此地的
“样品集” 是轨迹, 每一时刻 t 有一 “样品”, 即在 t 时粒子的状态. ρ(y′) 很容易计算

(ρ ∝ |dt/dy|, 即 ρ 和垂直速度成反比):

ρ(y) =
1

2
[(h− y)h]−1/2

[
1 +O

( τ
T

)]
, 如 y < h.

= 0, 如 y > h.

(22)
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h 是粒子最高可及的高度, 读者可自己导出 (22). τ 是上下一次的周期

τ =
2py0

mg
, (23)

py0 是在 y = 0 时的垂直动量.
如果 T ≫ τ , 则 O(τ/T ) 可略去. ρ(y) 的积分∫ y2

y1

ρ(y)dy =
T (y1 < y < y2)

T

= P (y1 < y < y2)

(24)

可定义为高度在 y1, y2 间的概率. T (y1 < y < y2) 就是粒子花在这段高度的时间.
高度的相关函数 (和 (20) 的 Ck 相类似)

C (t′) =
1

T

∫ T

0

dty′(t)y′ (t+ t′) ,

y′(t) ≡ y(t)− ⟨y⟩, t′ ≪ T ,
(25)

不难计算出来, (见图 2)

C (t′) =
gτ 2

8

[
4

25
− 2

3
t′′2 +

2

3
t′′3 − 1

6
t′′4
]
,

t′′ = t′/2τ, 其中 0 < t′ < τ.

(25′)

图 2：C(t′) 为一周期函数, 因为 y(t) 是个周期函数.

再看在时间 0 < t < T 内, 地板所受的平均力. 粒子不着地时, 地板不受力. 着地
时, 因为地板很硬, 受力很大. 每落地一次, 粒子动量的改变, 是粒子落地前动量的两倍,
即 2py. 如果每隔一段时间 τ 落地一次, 则第 n 次落地的时刻是 nτ , 地板受力是

W (t) =
∞∑

n=−∞

2py0
δ(t− nτ), (26)
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平均力是

⟨W ⟩ = 1

T

∫ T

0

dtW (t)

= 2py0

N

T
=

2py0

τ

(
1 +O

( τ
T

))
.

(27)

式中 N 是在 0 < t < T 这段时间内落地的次数. O(τ/T ) 这一项, 要看最后一次落地,
和 t = T 中间, 过了多久. 如果 T ≫ τ , 则此项可略去,

⟨W ⟩ = 2py0

τ
= mg, (28)

τ 之值见 (23).
以上的这些例子, 是统计步骤的例子. 概率、分布和平均值的概念, 只是用来整理、

报导已有的资料. 它们并不涉及资料的解释, 并不涉及原理的探求. 这些例子还不足以
说明概率的一般定义和用法. 在下节, 我们转向广泛的讨论.

3. 概率的一般定义

以上的例子? 指出概率是如何从统计得来. 现在我们把概率的定义用最广义的、通
用的, 但可惜是比较抽象的字眼叙述如下. 然后再举些例子.
要定义概率, 需要三样东西: (甲) 样品集、(乙) 分类、(丙) 每类的统计份量. 这些

东西要适合一些条件:
(甲) 样品集: 称之为 E, 必须要有样品, (至少必须要有一个样品).
(乙) 定 “分类” 为一群 E 之子集, 每子集为一类. 分类必须适合以下条件: 如第 R1

为一类, R2 为一类, 则 R1 ∪R2 即二类之综合, 亦是一类. R1 ∩R2, 即二类之重合, 亦为
一类. 还有, 如 R 为一类, 不属于 R 的样品, 亦为一类.

(丙) 每类须予以一统计份量 P (R), 且

P (R) ⩾ 0,

P (R1 ∪R2) = P (R1) + P (R2)− P (R1 ∩R2) ,

P (E) = 1.

最后一个条件 P (E) = 1 只是把统计份量 “标准化” 或 “归一化”. 如果不适合, 我们只须
要把每个 P (R) 除以 P (E) 就适合了. 这定义十分广泛. 凡适合以上各条件的, 就是概
率. 这是数学家的概率定义. 也是现代概率理论的出发点∗. 注意, 这广泛的定义并不提
到统计, 虽然由统计定义的概率总会适合这广泛定义. 在许多概率问题中, 统计意义都
略去不谈, 引为理所当然. 但有时会出毛病. 我们此地的重点是在统计. 因此在应用概率
理论时, 我们还需要时时注意各种定义和结论的统计意义.

∗概率的数学分析, 见杨维哲 “概率论”(1979).
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【例】掷骰子 (其一)
令样品集为 E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 分类为所有 E 的子集. 概率 P (R) 为 R 集内的

样品数除以 6. 这概率的定义并未涉及统计, 不过我们知道它的统计意义. 注意, 此地的
“样品” 不是上节例中的实验记录, 或运动轨迹, 而是抽象的六个可能出现的点数. 我们
可以想像骰子的 36 万次的记录, 按出现的点数分为六组. E 的六个样品为这六组.
【例】掷骰子 (其二)
用同样的 E, 我们改用另一分类 (R,R′, E):

R = {1, 2, 3} R′ = {4, 5, 6},

P (R) = 0.55, P (R′) = 0.45.
(29)

这样的概率定义, 也合乎以上 (甲) (乙) (丙) 条件, 这概率可用到某个歪骰子上. 本例说
明, 分类不必分得很细, 只要适合条件 (乙) 就行. 本例的这群子集, 并不包括上例中的
许多子集如 {1, 3}, {2, 5, 6}, {2} 等.
【例】在所有的整数中, 任取一个, 得偶数之概率是多少? 答案显然是 1/2. 得 10 之

倍数之概率? 答: 1/10.
这些答案是 “理所当然”, 其统计意义是, 从 0 到 N(N 为大数) 约有 N/2 个偶数,

N/10 个 10 之倍数.
【例】在半径为 1 的圆上任画一弦, 弦长小于 1 的概率有多少?
这个问题, 看来简单但无意义, 因为 “任画一弦” 没有 “理所当然” 的统计意义. 如

果画一万根弦, 该如何画? 是平行的, 而均匀的分布在圆内? 还是有均匀分布的角度? 还
是有均匀分布的在圆上的端点? 每一种情形都会导致一个不同的概率. 一般说来, 连续
的样品集都没有 “理所当然” 的统计份量.
现在来看两个特别重要的例子.
【例】轨迹的时间分配.
令 E 为某物体状态空间中轨迹的分布范围, 即活动范围.
现在我们定范围中的各状态为样品, 把状态按某运动变数 X(s), s ∈ E, 之值分类.

如果 R 为一类, 则定义 R 之概率为

P (R) =
TR
T
, (30)

R 是 E 之子集, 即活动范围中的一区域. TR 是轨迹花在 R 内的时间. T 是总观测时间.
【例】和上例一样, 只是定义概率为

P ′(R) =
Γ(R)

Γ(E)
, (30′)

Γ(R) 为 R 之体积, 即 R 内状态总数. Γ(E) 为活动范围内状态之总数.
注意: (30) 是直接以运动轨迹为根据而定. (30′) 并不提及轨迹, (但 E 应该由轨迹

划定). 记得在第五章讲基本假设时, 我们借助于量子力学, 使活动范围成了一个分立而
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非连续的样品集. 如此 Γ(E), Γ(R) 才不会含糊. 当然, 无论状态是连续还是分立, TR 和
T 是不含糊的.
从概率的广泛定义, 可以定出平均值. 令

X0 <X1 < X2 < X3 · · · < Xn,

Rk = {s;Xk−1 < X(s) < Xk} , k = 1, 2, 3, · · · , n
(31)

也就是说凡是 X(s) 在 Xk−1, Xk 之间的样品, 都收集在 Rk 内. X0 该比 X(s) 的极小

值小, Xn 比 X(s) 的极大值大. 令

Xk −Xk−1 = dX, k = 1, 2, · · · , n, (32)

为相当小的数字, 则 X(s) 之平均值 ⟨X⟩ 及分布函数 ρ(X) 是

⟨X⟩ =
n∑

k=1

XkP (Rk) =

∫
dXρ(X)X,

ρ (Xk) dX ≡ P (Rk) .

(33)

【例】用 (30) 为概率定义. 令 X(s) 为一宏观变数. (其值为 N 量级大数). 则

ρ(X) =
1√
2πK

e−(X−X)2/2K (34)

X 和 K 的定义和第六章末节的 A, KA 相同. (34) 即 (6.86). A = X, K = KA.
在此要特别强调: “分类” 是样品集的一群子集, 但不必包括所有的子集, 只要条件

(乙) 适合就可以. (掷骰子第二例己说明这一点). 如果我们把活动范围用宏观变数之值
分类, 则每一类 R 都是范围中的一大区域, 即 Γ(R), Γ(E) 为同数最级 (eN 级) 之大数.
(lnΓ(R), lnΓ(E) 均为 N 量级). 如此, (30) 定义的 P (R) 才可能有明确的平衡意义, 原
因如下:
轨迹是在观测时间内真正出现的状态之集. 轨迹中状态之总数由运动决定. 如果大

约每隔时间 τ , 每分子改变其状态一次, 则轨迹中状态总数约为
NT
τ
, (35)

这和 Γ(E) ∼ eN 比较来, 自然微不足道. 因此, 如果 R 是一个很小的子集, 轨迹很可能
就不经过 R, TR 就是零. 如果碰巧在某时间经过 R, 则 TR ̸= 0. 这样的概率, 对分析平
衡性质, 没有用处. 但如果 R 的体积和 E 相当, 则轨迹花在 R 内的时间才可能和 T 相
当, P (R) 才可能大致不随 T 之增减而异, 而成为一平衡特性. 因此 (30) 所指的分类,
只该包括这种很大的区域.

讨论问题十

1. 一个路灯离地距离为 h. 求地上受光的强度的分布.
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2. 某气体容器壁上有一小孔, 半径为 a, 壁厚为 b. 求漏出气体分子的速度方向的分
布. 讨论 a, b 及平均自由距离大小和答案的关系.

3. 变数的变换.

已知 ρ(x) 分布, 如果 x′ = f(x), x′ 之分布为何?

答:
ρ (x′) = ⟨δ (x′ − f(x))⟩

=

∫
dxρ(x)δ (x′ − f(x))

(36)

注意, 每个 x′ 可能有几个 x 适合 x′ = f(x). 每种情形都要统计进去.

令 r = (x, y), r 的分布在方块 (0 < x < 1, 0 < y < 1) 内为均匀, 即 ρ(x, y) = 1.
求极坐标 (r, θ) 值之分布 ρ(r, θ), ρ(r), ρ(θ).

4. 从电话本中取 100 个号码的最后 4 位数, 叫它们 x1, x2, · · ·xN , N = 100.

(A) 求 ⟨x⟩, ⟨x2⟩.

(B) 求 Ck, k = 0, 1, 2

Ck ≡
1

N − k

N−k∑
s=1

(xs − ⟨x⟩)(xs+k − ⟨x⟩).

(C) 讨论这列数字的随机性.

5. 用袖珍计算机, 算出第二节最后例子的粒子落地点的坐标. 统计落地点的分布. 这
分布自然和 L 及 l 的相对大小有关. l ≡ vxτ , vx 是水平速度, τ 是上下一次的周
期. (见 (23)).
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第十一章 独立和纷乱

独立就是现象与现象之间互不相干因此相互之间没有关连、看不出因果, 即日常所
谓的纷乱、随机. 统计学对这类现象有定量的分析方法. 独立是一个非常重要的现象,它
使许多复杂的问题简化, 但它的来源却不是很清楚. 本章叙述独立的定义, 并举例说明
它的后果. 许多运动变数都有大致互相独立的涨落, 但独立性的检验? 却又不是很简单
的事. 相干值是十分重要的概念. 它指出各变数间不独立的程度. 许多运动变数的相干
值, 可以用散射实验测定. 本章最后一节讨论此类实验.

1. 独立现象、定义和后果

先复习两个定义:
R1, R2 的联合概率:

P (R1 ∩R2) ≡ P (R1, R2) . (1)

在已给条件 R2 下, R1 的概率

P (R1|R2) ≡
P (R1 ∩R2)

P (R2)
. (2)

以 R2 为条件的意思是把 R2 当样品集, 然后在 R2 内分类. 从这些定义, 可以定出变数
X, Y 的 “联合分布”ρ(X,Y ) 及 “条件分布”ρ(X|Y ). 定义步骤和 (10.31), (10.33) 相似.
我们以 (X,Y ) 之值将样品集分类. (见 (10.31)、(10.33)). 令

Rk = {s;Xk−1 < X(s) < Xk} ,

Ql = {s;Yl−1 < Y (s) < Yl} .
(3)

定义

ρ (Xk, Yl) dXdY ≡ P (Rk ∩Ql) ,

ρ(X|Y ) ≡ ρ(X,Y )

ρ(Y )
.

(4)

读者可试证

ρ(X) =

∫
dY ρ(X,Y ). (5)

同理, 我们可以订出更多变数的联合分布, 及条件下的分布.

165
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独立的定义如下:
如果

P (R1, R2) = P (R1)P (R2) ,

或

P (R1|R2) = P (R1) , (6)

则 R1, R2 为 “互相独立”, 即 R2 对 R1“没有影响”.
变数 X, Y 互相独立的定义是

ρ(X,Y ) = ρ(X)ρ(Y ), (7)

或

ρ(X|Y ) = ρ(X).

即 X 的统计资料和 Y 无关. 如果 X, Y 互相独立, 则任何函数 f , g 都合乎

⟨f(X)g(Y )⟩ = ⟨f(X)⟩⟨g(Y )⟩. (8)

令 X, Y 之 “相关函数”, 或 “相关函数” 为

C ≡ ⟨XY ⟩ − ⟨X⟩⟨Y ⟩

= ⟨(X − ⟨X⟩)(Y − ⟨Y ⟩)⟩,
(9)

因此, 如果 X、Y 互相独立, 则 C = 0.
独立是一个现象, 看来简单, 但其由来不很明显. 如果没有这现象, 概率的应用价值

就会大打折扣. 许多概率的应用问题, 都是从某些简单的独立变数, 做些排列组合的计
算, 去求比较复杂的变数的分布或平均值. 独立现象就是混乱, 随机, 纷散的现象. 相关
函数是度量变数之间有多少 “规则” 存在. 我们特别强调, 独立是需要由统计资料验证.
它并非理所当然的. 要检验几个变数是否互相独立, 并非易事, 下节再说. 现在先看些独
立现象的应用例子.
【例】N 个气体分子在体积 V 内. 令 v 为某小区域的体积. n 为区内的分子数. 求

n 的分布 ρ(n).
定义 ni 如下: (i = 1, 2, · · ·N)
如果第 i 个分子在小区内, 则 ni = 1, 否则 ni = 0. 因此

n =
N∑
i=1

ni. (10)

现在假设 1 ni 互相独立. 2 ni = 1 的概率为

p = ⟨ni⟩ =
v

V
. (11)
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从这两个假设得

ρ(n) = pn(1− p)N−n

N
n

 . (12)

(此所谓 “二项分布”).
如果 N、V 都很大, 密度为 N

V
= α, 则 (12) 可简化为

ρ(n) =
(αv)n

n!
e−αv. (13)

(此所谓 “泊松分布”).
【例】在密度为 α 的气体中, 邻近分子间的距离 r 的分布为何？

答:
ρ(r) = 4πr2αe− 4πr3α

3 . (13′)

α4πr2dr 是在 r 和 r + dr 间有一分子之概率.
e− 4πr3α

3 是在 r 之内没有其他分子的概率.
【例】某长链分子 (在水中游动), 由 N 个键连成. 每键长为 l. 假设各键方向为独立

变数, 每键方向分布均匀. 求 ⟨R2⟩, R 为分子首尾相对位置.

R = r1 + r2 + · · ·+ rN ,

|ri| = l,〈
R2
〉
=
∑
i,j

⟨ri · rj⟩ =
∑
i

〈
r2
i

〉
= Nl2,

(14)

√
⟨R2⟩ =

√
Nl 可以看作这分子的大小.

现在看一个比较复杂的例子.
【例】令 u+R 为某晶体中某原子的位置, R 为其平衡位置, 即 ⟨u⟩ = 0. 求 ⟨u2⟩.
u 为基本振动 ϕj 之组合

u =
∑
j

ηjϕj(R), (15)

ϕj(R) =
1√
N

ejeikj ·Rj . (16)

基本振动的幅度是平面波. ej 为振动方向. kj 为其波矢量. N 是原子总数. ηj 是我们
的运动变数. 现在假设各 ηj 互相独立. 则〈

u2
〉
=
∑
j

〈
η2j
〉 ∣∣ϕj

∣∣2 = 1

N
⟨A⟩,

A ≡
∑
i

η2i ,
(17)

A 是一大数. 我们可以用第五、六章的方法去求. 振动哈密顿量是

H =
∑
i

(
p2i
2m

+
mω2

i η
2
i

2

)
. (18)
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m 是原子质量, ωi 为 i 单元的频率. 因为每一频率都为许多单元所共有, 因此我们可以
直接利用 “能量均分” 结果, (假定温度高, 略去量子效应), 得

1

2
NαT =

Nα∑
i=1

1

2
mω2

αη
2
i ,

Aα =

Nα∑
i=1

η2i =
NαT

mω2
α

.

(19)

在此, 我们假设这 Nα 个单元共有大致相同的频率 ωα. 然后再把不同的 α组加起来, 得

A =
∑
α

Aα =
∑
α

NαT

mω2
α

=

∫
dωg(ω) T

mω2
V.

(20)

g(ω) 为振动频率分布, 见第四章 (6.36). 代入 (17), 得〈
u2
〉
=
V

N

∫
dωg(ω) T

mω2
. (21)

读者或许会问: 为什么要加 (19) 这一步, 搞个 Nα 进来?
为什么不直接说: 每个单元〈

1

2
mω2

i η
2
i

〉
=
T

2
, 能量均分

∴
〈
η2i
〉
=

T

mω2
i

,

(22)

不是更简单吗? 如此固然没有错, 但我们在此要对平均值 ⟨· · ·⟩ 的意义特别小心留意.
⟨u2⟩ 的意义是 u2 对时间的平均值. 在第五章讨论能量均分时, 只用了基本假设定熵, 而
后求出 N 个振动单元的哈密顿量, 结果是 NT . N 必须是大数. 这是计算的必要条件.
因此 (22) 中 ⟨· · ·⟩ 符号的意义十分不清楚.

(20) 是应用基本假设的结果, 因为它是个大数. 所以 (17) 右边的取平均值 ⟨· · ·⟩ 没
有作用. 这一点若不清楚, 请复习第六章末节.

(21) 是个十分重要而有趣的结果. 它指出低频率振动对原子的位移颇有影响 (因为
积分中的 1/ω2 ). 如 ω 小, 则 g(ω) ∝ ω2, (见 (6.42)), 正好把 1/ω2 抵消了. 但如果晶
体是在二维空间内 (例如附在一平面上的一层原子), 则 g(ω) ∝ ω. (21) 这积分就出了毛
病. 一般说来, d 维空间的晶体有 g(ω) ∝ ωd−1 结果, (21) 大致是〈

u2
〉
∝ T

θD
λ2

∫ 1

0

dx
x
xd−2,

λ ≡ h√
2πmkθD

.

(23)

θD 是德拜温度, λ 大致是原子在此温度的波长, (23) 用的 g(ω) 是 (6.42) 的推广 (x =

ω/ωD ). 当 d ≤ 2 时, ⟨u2⟩ → ∞, 即低频率振动, 使原子位移扩大到不可收拾. 这结果
以后会详谈, (见第廿九章). 除此以外, 以上结果指出, 原子位移不大, 因为 θD 大致是

300K(见表 (6.1)), λ 大致是 0.5Å 左右.
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2. 独立的检验

上节的各例子, 明显地指出了独立的重要性. 互相独立的变数, 可以个别考虑. 这把
许多复杂的问题, 简化不少. 现在我们来讨论独立现象的一些基本问题.
此地谈的 “独立” 或 “不相干”, 并不是指分离或不相连接. 例如, 有两个单摆互不相

连, 各自摆动. 令其位移各为 X1(t) = cosωt, X2(t) = cos(ωt+ ϕ). 这两单摆照日常的
说法是独立不相干的. 但是, 如果它们有相同的频率, 则 (假定 ⟨X1⟩ = ⟨X2⟩ = 0)

C12 = ⟨X1X2⟩ =
1

T

∫ T

0

dtX1(t)X2(t)

=
1

2
cosϕ+O

(
1

ωT

)
.

(24)

即 X1, X2 不是独立变数 (假设 ϕ ̸= π/2). 因此, 分离、不相连, 或无相互作用, 都不能
保证独立性. 若把上例 “时髦化”, 则是两个雷射光源, 频率相同. 两道光的干涉清晰可
测.
注意 1 我们一向把观测时间 T 看作有限长的时间. T 的长短, 视分析的对象而定.

2 在此我们重申统计为概率和平均值的资料来源. 不同的统计步骤, 决定不同的概率
和平均值. 每种问题都不一样, 需要某种对它合用的统计步骤. 有许多实验是要作多次
观测, 除了每次时间平均之外, 还得来一次总平均. 甚至整个过程还要在几个不同的物
体上重复, 再来一次平均. 无论如何, 只要弄清楚统计步骤, 一切都没问题.
要适合上节所述独立的定义, 是不简单的事. 要检验一群变数是否互相独立, 非常

困难. 事实上, 一般应用并不需要完全的独立性. 也就是说, 即使一群变数并不完全适合
独立性的定义, 许多有用的结果也不会受太大影响.

我们先看个例子, 以说明独立性条件之不易适合.
【例】某样品集为 4 个球, 编号为 S = 1, 2, 3, 4. 分类为所有子集. 概率为子集中球

数除以 4, 令 X, Y , Z 为三个变数, (三种样品性质). 变数各有二值, +1 或 −1, 我们指
定: X 为颜色, +1 为黄, −1 为红. Y 为重量, +1 为重, −1 为轻. Z 为质料, +1 为硬,
−1 为软.
资料列表如下:

特性

球
1 2 3 4

色 X 黄 1 黄 1 红 −1 红 −1
量 Y 重 1 轻 −1 重 1 轻 −1
质 Z 硬 1 软 −1 软 −1 硬 1

显然, 黄红各半, 轻重各半, 硬软各半. 因此,

ρ(X) = ρ(Y ) = ρ(Z) =
1

2
. (25)
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再者, 黄球中有一半是重的, 一半是轻的, 一半硬, 一半软, 红球中亦然. X, Y , Z 两两独
立, 即

ρ(X|Y ) = ρ(X),

ρ(X|Z) = ρ(X),

ρ(Y |Z) = ρ(Y ) 等.

(26)

但是 X, Y , Z 却不是互相独立, 因为

ρ(X|Y, Z) ̸= ρ(X) (27)

又重又硬的只能是黄的? 没有红的, 轻软者也必是黄的.
并且, 黄轻必软, 红轻必硬, 等等. 因此, 虽然任两个变数都互相独立, 三个变数并不

能互相独立.
由此例不难看出, 若有许多变数, 检验独立性质是一大难题. 如果证实了任两变数

互相独立, 并不表示任三变数互相独立. 同理, 验证了三; 不足以知四.
我们要讨论的变数, 自然是有关各分子运动的变数. 由上节诸例子可见一斑. 变数

太多, 要检验其独立性, 真是太困难了. 但是, 这种检验, 并不常需要. 例如, 上节中长链
分子一例, 求 ⟨R2⟩. 只要 ∑

i ̸=j

⟨ri · rj⟩ ≪ Nl2, (28)

则结果 ⟨R2⟩ = Nl2 就可以成立. 也就是说, 只要各两个 ri 独立就行了. 是否每三个独
立, 每四个独立, 并没有关系. 在很多应用中, 每两个独立性检定了, 就够了. 当然, 也有
许多情况要求得多些.
独立现象有一个十分重要的结果, 即中心极限定理, 我们在下一章讲它, 这定理可用

来估计许多变数的独立性.

3. 随机数列

上一章的第 2 节〔见 (10.12)) 曾讨论从电话本中抄下的一列数字. 这列数字是 “随
机数列” 的一个例子. 这类数列, 又称 “不规则数列”, 列中之数曰 “随机数”.
投骰子多次所现的点数, 也是一列随机数. 我们大致知道什么叫随机, 每次投骰子,

都是 “独立事件”. 这一次和上一次, 下一次都 “不相干”. 这样得出的数列是 “随机” 的或
“混乱的”.
我们常把 “随机” 和 “随意” 或 “任意” 或 “不知”“不确定” 混为一谈. 投骰子时是

随意投, 事先不知结果. 这种想法是不对的. 例如, 我们 “任意” 写下的一列数字, 大概都
不够 “不规则”. 如要一列够随机的数列, 我们必需要去查 “随机数表”, 或用计算机程序
求出. 读者想想: 查表, 计算而得的数列, 是再 “确定” 不过了. 任意写的, 反而不合格.
投骰子求出的数列是够随机了. 但请注意: 我们需要骰子为工具. 骰子给出的数列,

不得 “任意” 更改.
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当然, 我们需要对 “随机” 有明确的定义. 用这定义来检验一数列, 决定其 “随机”
的程度. 我们需要以统计为定义之本. 数列必须很长. 定义很简单: 令 X1, X2, X3 · · · .
为某数列. 如果各数互相独立, 则此数列为随机. 互相独立的定义是由统计决定:

令 ⟨f(X)⟩ ≡ 1

N

N+k∑
i=k

f (Xi) (29)

这平均值必须大致不随 N、k 改变. N 为一大数. 假设数列比 N 要长许多. 令

Xi(r) = Xi+r, r = 0, 1, 2, · · · (30)

如果

1

N

N+k∑
i=k

f (Xi) g (Xi+r) ≡ ⟨f(X(0))g(X(r))⟩

= ⟨f(X)⟩⟨g(X)⟩ , r = 1, 2, 3, · · · ,

(31)

则各 X(r) 互相独立, 即数列为随机. f , g 为随便两个函数. 在许多应用, 我们只须
要考虑相关函数

C(r) ≡ ⟨X(r)X(0)⟩ − ⟨X⟩2. (32)

如果 r ̸= 0, C(r) = 0, (33)

则数列可视为随机.
我们 “任意” 写一列数字, 大概不会通过 (31) 或 (33) 的考验. (10.12) 数列大致通

过. (见 (10.19)). 和统计力学有关的数列, 多是时间的函数即物体的各运动变数. 虽不
是一列分立数字, 但随机性仍可定义. 例如 n(t) 为气体中某小区域内的分子数. 我们可
以定义它的时间相关函数:

C(t) ≡ ⟨n(t)n(0)⟩ − ⟨n⟩2

≡ 1

T

∫ T

0

dt′
[
n (t′ + t)n (t′)− ⟨n⟩2

]
,

⟨n⟩ ≡ 1

T

∫ T

0

dt′n (t′) ,

(34)

观测时间 T 须是相当长. 如果 C(t) 只在 t ≤ τ 时非零, 即

C(t) = 0, t≫ τ, (35)

则我们称 τ 为相关时间. 在大于 τ 的时间尺度下, n(t) 为随机, 或先后独立.
根据许多实验的结果, 平衡中物体的各变数, 都有这先后独立的特性. (这特性的由

来, 仍不清楚), 由于电子计算机的发明, 很长的随机数列 (可以百万计) 可以求得, 利用
这些数列, 我们可以模拟分子运动各变数, 以计算平衡性质, 这种计算, 将在第二十二章
讨论.
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4. 散射实验和相关函数的测定

要看某物体的一些运动细节, 我们可以射入一些粒子, (如光、中子、电子等), 测量
被物体散射的粒子的动量、能量及自转的分布. 从测量的结果, 可以推测物体的一些底
细. 散射实验直接测定的是某些相干值, 现在略略复习一点常识.
假定我们用中子照射某物体. 物体的众分子对中子的影响是一个对中子作用的势能

U(x, t). 假定这作用能是
U(x, t) =

∑
i

v (x− ri(t)) , (36)

x是中子的位置, ri(t)是分子 i在时刻 t的位置. 中子和一个分子间的作用能为 v(x−r).
x− r 为中子和分子的相对位置. U(x, t) 为中子和所有分子的作用能. 假定各分子位置
ri(t) 为已知. 略去中子自旋, 中子的波动方程式是

i
∂

∂t
ψ(x, t) = − 1

2m
∇2ψ(x, t) + U(x, t)ψ(x, t), (37)

m 为中子质量. 令 aq(t) 为 ψ 的平面波展开系数:

ψ(x, t) =
∑
q′

aq′(t)e−iε′teiq′·x,

ε′ ≡ q′2

2m
.

(38)

令入射中子的动量为 q，令 t = 0 时

ψ(x, 0) = eiq·x. (39)

假设 U 为非常微弱的势能, 则 (37) 可作

i
∂

∂t
aq′(t) = ⟨q′|U |q⟩ eiωt +O

(
U2
)
, (40)

⟨q′|U |q⟩ =
∫

d3xe−ik·xU(x, t)

≡ Uk(t),

(41)

k ≡ q′ − q,

ω ≡ ε′ − ε = (q′2 − q2)

2m

=
(q + q′) · k

2m
.

(42)

k 是中子因散射而得的动量, ω 为所得的能量. 因此, 在时间 T , 中子动量改变成 q′ 之

幅度为 (40) 之解

aq′(T ) = −i
∫ T

0

dteiωtUk(t), (43)

它的平方除以 T , 为单位时间的散射概率
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P (q → q′) =
|aq′(T )|2

T

=
1

T

∫ T

0

dt1
∫ T

0

dt2eiω(t1−t2)U∗
k (t2)Uk (t1)

≡ P (k, ω),

(44)

P (q → q′) 可以从实验求得. 不同的 q, q′ 值导致不同的 k, ω 值. 从 P (k, ω), 我们可以
求出一些相关函数. 我们先看对 ω 积分的结果.

(甲) 同时相干值

因为

∫ ∞

−∞
dωeiωt = 2πδ(t),

所以 (44) 的 ω 积分是 ∫ ∞

−∞
dωP (k, ω) = 2π

T

∫ T

0

dtU∗
k(t)Uk(t)

≡ 2π ⟨U∗
kUk⟩ .

(45)

注意: 除非特别注明, 尖括号 ⟨· · ·⟩ 指时间平均值. Uk 和分子密度有直接关系, 由 (36)
得

Uk(t) = vkρk(t),

vk =

∫
d3xe−ik·xv(x),

ρk(t) =

∫
d3xe−ik·xρ(x, t),

ρ(x, t) =
∑
i

δ (x− ri(t)) .

(46)

因此, 从 (45) 可得
A ≡ 1

2π |vk|2
∫

dωP (k, ω) = ⟨ρ∗kρk⟩ . (47)

令

⟨ρ∗kρk⟩ ≡ |⟨ρk⟩|
2
+ ⟨ρ∗kρk⟩c ,

⟨ρ(x)ρ (x′)⟩ ≡ ⟨ρ(x)⟩ ⟨ρ (x′)⟩+ ⟨ρ(x)ρ (x′)⟩c ,
(48)

则

A = |⟨ρk⟩|2 +
∫

d3xd3x′e−ik·(x−x′) ⟨ρ(x)ρ (x′)⟩c . (49)

于是,分子密度的涨落的相关函数可以从散射实验求得. 假定 ρ(x)和 ρ(x′)在 |x−x′| ≫
ξ(相关长度) 之外不相干. 再假定 ξ 为一微观尺度, 物体为均匀, 则 (49) 可以简化成

A = V

∫
d3re−ik·r⟨ρ(r)ρ(0)⟩c. (50)

假定 k ̸= 0. V 是物体的体积.
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(乙) 异时相干值
如果不对 ω 积分, 我们可以从 (44) 得到分子密度在不同时间的相干值. 分析如下:

令 t = (t1 + t2) /2, t′ = t1 − t2 得

P (q → q′) =
1

T

∫
dt′eiωt′

∫
dtU∗

k

(
t− t′

2

)
Uk

(
t+

t′

2

)
, (51)

t, t′ 的积分区域见图 1

图 1

在一定的 t′, 求 dt 积分是沿着 45◦ 的斜线, 如图中的 a, b. 令
1

tb − ta

∫ tb

ta

dtU∗
k

(
t− t′

2

)
Uk

(
t+

t′

2

)
≡ |⟨Uk⟩|2 + ⟨U∗

kUk(t
′)⟩c ,

(52)

平均值是在 ta 到 tb 这段时间内的平均值. (52) 的最后一项是 Uk 和它时间 t′ 后之值的

相干值. 现在假设: 如果 t′ 比某相干时间 τ 长很多则这相干值趋于零. 并且, 假设 ⟨Uk⟩
约为一常数. 如果这些假设成立, 则 tb ≈ T , ta ≈ 0. 将 (52) 代入 (51) 得

P (k, ω) = 2πδ(ω) |⟨Uk⟩|2 +
∫

dt′eiωt′ ⟨U∗
kUk (t

′)⟩c . (53)

用 (46), 这式子可化为
1

|vk|2
P (k, ω) =2πδ(ω) |⟨ρk⟩|2

+ V

∫
dtd3rei(ωt−k·r)⟨ρ(r, t)ρ(0, 0)⟩c,

(54)

这是 (49) 的推广. (49) 是此式的 ω 积分. 这些结果把密度的涨落特性和散射率连起来.
相干值是对时间的平均值. 定义非常清楚. 这些结果并不涉及任何热力学概念, 更未涉
及统计力学的基本假设.
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讨论问题十一

1. 令 x1, x2, · · · , xn 为独立变数. 求乘积

y = x1x2...xn (55)

之分布. 假定每个 xi 的分布都是正则, 且 ⟨x2i ⟩ = 1, ⟨xi⟩ = 0.

2. 求

y =

(
1

n

n∑
i=1

x2i

)1/2

(56)

之分布. xi 如上题. (杨维哲, 104 页)

3. 令数列 x1, x2, x3, · · · , 由

xn+1 = 4λxn (1− xn) , n = 1, 2, 3, · · · (57)

计算得来. x1 和 λ 之值须先选定. 试用袖珍计算机求此数列. 取 0 < x1, λ < 1.
在 λ 接近于 1 时, 此数列近乎随机. (进一步分析, 见 Feigenbaum (1978)).

4. 令
xn = sin (2n) , n = 1, 2, · · · (58)

讨论此数列的随机性.

5. 令随机变数 x 在 0 < x < 1 中有均匀分布. 求

t ≡ τ ln1

x
(59)

的分布. τ 是一常数. 答: 1
τ
e−t/τ , 即指数分布.

因此, 我们可以从平均分布的随机数列, 得到一指数分布的随机数列.

6. 正态分布将在第十二章详细讲, 在此先预习一下. 此分布该早已不陌生. 气体分子
速度分布即为正则.

ρ (vx) =
(
2πσ2

)−1/2 e−v2
x/2σ

2

σ2 ≡
〈
v2x
〉
=
T

m
.

(60)

求正态分布 ρ(y) 的

(A) ⟨y2n⟩,

(B)
〈
e−iky

〉
.

7. 从平均分布的数列求正态分布数列.

这不像指数分布一般简单 (见问题 5), 但也不太难. 步骤如下:
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(甲) 取平均分布的随机数 0 < r < 1, 0 < θ < π.

(乙) 令

Z =

[
2ln1

r

]1/2
,

t = σZ cos θ.
(61)

则 t 为正态分布之随机数, ⟨t2⟩ = σ2, ⟨t⟩ = 0.

试导出以上步骤. 注意: r = e−Z2/2, 故 Z 的分布一如二维空间分子的速度分布. t
则是速度在一指定方向之投影. 读者可自创其他方法.

8. 如果 (36) 改成
U(x, t) =

∑
i

v (x− ri(t)) si(t) · σ(t), (62)

即中子自旋 σ 和分子自旋 si 有作用, 则散射率和分子的自旋相关函数关系为何?

注意, 此地 U , σ 都是 2 × 2 矩阵. 中子的波函数有二分量. 散射过程有自旋不变
的, 也有自旋改变的. 分子自旋可看成古典力学变数.

9. 试将第 4 节的内容全用量子力学分析.

10. 试证
(A) P (A1, A2, A3, · · · , An)

= P (A1|A2, A3, · · · , An)P (A2|A3, A4, · · · , An)

· · ·P (An−2|An−1, An)P (An−1|An)P (An) .

(63)

(B) 令 A1 ∪ A2 · · · ∪ An = E. 且各类不相交, 即 Ai ∩ Aj = Aiδij . 试证 (“贝叶斯
定理”):

P (Ai|B) =
P (Ai)P (B|Ai)∑
j P (Aj)P (B|Aj)

. (64)

11. 某考生做答时有概率 (1− p) 的情形是猜, p 的情形是知道如何答, 若是猜, 猜对的
概率是 r, 今设此生答对了, 你想他是不是猜的?

12. 令 yij 为 n × n 矩阵的各目, yij = +1 或 −1, 各有概率 1/2, 各 yij 互相独立. 求
这种矩阵的行列式平方

ξn = [Det(y)]2 (65)

的平均值. 答: ⟨ξn⟩ = n!.

(以上 3 题及解答, 见杨维哲 “概率论” 第 0 章).
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独立性有一个十分重要的结果, 就是 “中心极限定理”. 这定理指出: 如果 N 为一大

数, 则 N 个大致独立的变数之和, 大致作正态分布. 分布之宽度与
√
N 成正比, “大致”

的意思, 当然会仔细讲. 我们用两种方法来推导这定理, 第一种直截了当, 第二种比较转
弯抹角. 第一种见定理之大概, 第二种探其深处. 然后我们举例讨论这定理的应用. 我们
穿插一点有关 “连接值” 的材料, 连接值在一般讨论展开计算法会十分有用. 在这一章
我们用它来分析中心极限定理. 然后用这定理来讨论统计力学的基本假设, 并把这假设
扩充, 使它在原则上和应用上都更趋完整有效.

1. 正态分布

图 1 正态分布 σ = 1

177
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正态分布的定义是

ρ(Y ) =
1√
2πσ2

e−Y 2/2σ2

. (1)

它的一些特性由图 1 可见.
它的特性也可以用各种平均值的表示:〈

Y 2
〉
= σ2,〈

Y 2n
〉
=

(2n)!

2nn!
σ2n,〈

Y 2n+1
〉
= 0, n = 0, 1, 2, · · · .

(2)

这些结果可直接由 (1) 积分得来, 它们也可以用一个十分简单的式子表示:

f(k) =
〈
e−ikY

〉
= e−k2σ2/2,

ρ(Y ) =
1

2π

∫
dkeikY f(k),

(3)

f(k) 是 ρ(Y ) 的 “特性函数”. 把它展开成 k 的级数, 即得 (2).

2. 中心极限定理, 简单说法

令 X1, X2, · · ·XN 为 N 个互相独立的变数. 假设 ⟨Xi⟩ = 0. 令

Y ≡ 1√
N

(X1 +X2 + · · ·+XN ) . (4)

现在来求 Y 的特性函数: 〈
e−ikY

〉
=
〈

e−ik(X1+X2+···+XN )/
√
N
〉

=

〈
N∏
j=1

e−ikXj/
√
N

〉

=
N∏
j=1

〈
e−ikXj/

√
N
〉

= exp
N∑
j=1

Aj(k/
√
N).

(5)

Aj

(
k√
N

)
≡ ln

〈
e−ikXj/

√
N
〉
. (6)

假设 N 为大数, 把 Aj(k/
√
N) 展开, 得

Aj

(
k√
N

)
≈ Aj(0) +

k2

2N
A′′

j (0) +
k3

N
O
(
N−1/2

)
. (7)
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注意: k 的一次项是 0, 因为它和 ⟨Xj⟩ = 0 成正比, 二次项是

A′′
j (0) = −

〈
X2

j

〉
. (8)

这些可以直接由 (6) 得来. 将 (7) 代入 (5), 即得

〈
e−ikY

〉
= exp

{
−1

2
k2σ2 +O

(
1√
N

)}
,

σ2 ≡ 1

N

N∑
j=1

〈
X2

j

〉
.

(9)

这就是 “中心极限定理”, 即 Y 的分布为正则, 因为 (9) 和 (3) 一样, 只要我们略去
O(1/

√
N). 如果 ⟨Xj⟩ ̸= 0 则

⟨Y ⟩ = 1√
N

N∑
j=1

⟨Xj⟩ . (10)

Y − ⟨Y ⟩ 之分布为正则, 把 (9) 的 Y 改为 Y − ⟨Y ⟩ 既可.
即然 Y 之分布为正则,宽 σ,所以 Y /

√
N 之分布亦然. 其宽为 σ/

√
N ,变数 Y /

√
N

Y√
N

=
(X1 +X2 + · · ·+XN )

N
(11)

可以说是 N 个 Xi 的 “平均”, 如果 N 很大, 则 σ/
√
N 很小, 即 “平均” 和这 “平均” 的

平均值

⟨(X1 +X2 + · · ·+XN ) /N⟩ (12)

相差甚微, 即涨落很小. 也就是说, 把 N 个独立变数加起来, 除以 N , 各 Xi 的涨落就大

致抵消掉了. 当然
√
NY = X1 +X2 + · · ·+XN 的分布宽度是

√
Nσ. 把 N 个独立变数

加起来, 涨落之增长是
√
N , 不是 N .

注意: (9) 的 k 不可以太大, 如果 k ≥
√
N , 则 (9) 不成立. 因此, 所谓 Y 的正态分

布, 是限于 Y 的低次方平均值之计算. 现在看些例子.
【例】二项分布

在第十一章 (见 (11.10) 左右的讨论) 我们曾讨论

n =

N∑
i=1

ni,

ni = 0, 或 1,

(13)

的分布, ni = 1 的概率为 p, 且各 ni 互相独立, 结果 n 的分布为二项分布

ρ(n) = pnqN−n

(
N

n

)
q = 1− p.

(14)
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用中心极限定理, 得

ρ(n) ≈ 1√
2πNσ2

e−(n−⟨n⟩)2/2Nσ2 (15)

σ2 =
1

N

N∑
i=1

(〈
n2
i

〉
− ⟨ni⟩2

)
= p(1− p) = pq.

(16)

表 1 示 N = 2500, p = 0.02 的 ρ(n), 大致告诉我们 (14) 和 (15) 有多接近. 注意

⟨n⟩ = 50,

Nσ2 = 49.
(16)

表 1
n (14) (15)
25 0.0000 0.0001

30 0.0006 0.0010

35 0.0052 0.0057

40 0.0212 0.0205

45 0.0460 0.0442

50 0.0569 0.0570

55 0.0424 0.0442

60 0.0199 0.0205

65 0.0061 0.0057

70 0.0013 0.0010

75 0.0002 0.0001

【例】令变数 Xi, i = 1, 2, · · · , N 之分布为

ρ (Xi) =
ai

π (a2i +X2
i )
, (18)

ai 为正值常数. 求各 Xi 之总和之分布.
令总和为

X = X1 +X2 + · · ·+XN . (19)

因为 ⟨X2
i ⟩ 为无穷大, 故中心极限定理不能用. 读者试证: X 之分布为

Na

π (N2a2 +X2)
,

a ≡ 1

N

N∑
i=1

ai.

(20)



3. 高次平均值和连接值 181

3. 高次平均值和连接值

我们先把相干值的定义推广. 先前所定〈
X2
〉
= ⟨X⟩2 +

〈
X2
〉
c
,

即 〈
X2
〉
c
= C ≡

〈
X2
〉
− ⟨X⟩2. (21)

⟨X2⟩c 可叫做二次 “相干值”. 我们再给它多加一个名字, 叫 “连接值”. 不同变数的二次
相干值或连接值 ⟨XiXj⟩c 的定义是

⟨XiXj⟩ = ⟨Xi⟩ ⟨Xj⟩+ ⟨XiXj⟩c . (22)

如果 Xi, Xj 互相独立, 则其相干值为 0, 或连接值为 0. (21) 是 (22) 的特殊情形, i = j

的情况. 再推广, 令

⟨XiXjXk⟩ = ⟨Xi⟩ ⟨Xj⟩ ⟨Xk⟩

+ ⟨XiXj⟩c ⟨Xk⟩+ ⟨XiXk⟩c ⟨Xj⟩

+ ⟨XjXk⟩c ⟨Xi⟩+ ⟨XiXjXk⟩c .

(23)

最后一项是 “三次连接值”.
三次的情形, 比二次复杂多了. 三个中如果有两个不互相独立, 则三个就不是独立

的了. Xi, Xj , Xk 三者之相干, 有来自两两相干者, 除此之外是来自 “纯净” 的三者相干,
是为 “三次连接值”⟨XiXjXk⟩c. 如果 Xi, Xj , Xk 互相独立, 则三者中任两者必互相独立,
即 ⟨XiXj⟩c = ⟨XjXk⟩c = ⟨XkXi⟩c = 0. 不过, 如果任两变数独立, 并不保证三变数互相
独立 (见上一章第 2 节). 因此, 讨论二次以上乘积的平均值, 我们可以把 “相干值” 看成
一些 “连接值” 乘积的组合.
四次连接值 ⟨XiXjXkXl⟩c 可照样定义:

⟨XiXjXkXl⟩ = ⟨Xi⟩ ⟨Xj⟩ ⟨Xk⟩ ⟨Xl⟩

+ ⟨XiXj⟩c ⟨Xk⟩ ⟨Xl⟩+ · · ·

+ ⟨XiXj⟩c ⟨XkXl⟩c + · · ·

+ ⟨XiXjXk⟩c ⟨Xl⟩+ · · ·

+ ⟨XiXjXkXl⟩c .

(24)

上述的特殊情形, 如 (23) (24) 中各变数相等, 则〈
X3
〉
= ⟨X⟩3 + 3

〈
X2
〉
c
⟨X⟩+

〈
X3
〉
c〈

X4
〉
= ⟨X⟩4 + 6

〈
X2
〉
c
⟨X⟩2 + 3

〈
X2
〉2
c

+ 4
〈
X3
〉
c
⟨X⟩+

〈
X4
〉
c
.

(25)
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(22)—(25) 叫做多次平均值的 “连接值展开式”. 这些展开式可以用简图代表 (见图 2).
这些图有助于记忆和分析, 每个连接值都以一组连接起来的点代表, 分离的是各变

数个别的平均值.

图 2 连接值展开式

更高次的平均值的展开式更长, 在下一节我们会讨论合用于所有次数的展开定理.
现在先看看 ⟨X2⟩c 在高次方平均值里的地位. 令 ⟨Xi⟩ = 0(如果 ⟨Xi⟩ ̸= 0, 我们可以把
⟨Xi⟩ 从 Xi 中减去, 则新变数之平均值为 0. 因此, 要求 ⟨Xi⟩ = 0, 算不了什么. ) 在 2n

次平均值的展开式中, 有 An 项只含二次连接值,

An =
(2n)!

2nn!
. (26)

An 这数目自然是把 2n 变数配成对的配法总数. 因此, 如有一个变数 X, 则 ⟨X2n⟩ 的展
开式为 〈

X2n
〉
=

(2n)!

2nn!

〈
X2
〉n
c
+R. (27)

R 中各项, 每项含有至少一个至少三次或四次的连接值, 同理〈
X2n+1

〉
=

(
2n+ 1

3

)
An−1

〈
X3
〉
c

[〈
X2
〉n−1

c
+R′

]
, (28)
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R′ 中每项含有至少一个至少三次或四次的连接值.
读者请注意:

1 各连接值可以写成各平均值之展开式, 把 (21)∼(25) 倒过来解就是. 例如:

⟨XiXj⟩c = ⟨XiXj⟩ − ⟨Xi⟩ ⟨Xj⟩ ,〈
X3
〉
c
=
〈
X3
〉
− 3

〈
X2
〉
⟨X⟩+ 2⟨X⟩3.

(29)

2 如果 Yi 为 Xi 的线性组合, 即

Yi =
∑
j

αijXj , (30a)

αij 为常数, 则
⟨YiYj⟩c =

∑
k,l

αikαjl ⟨XkXl⟩c . (30b)

更高次的亦然, 读者试证之.
� 如果 Y = f(X) 不是 X 的线性组合, 则像 (30b) 这种结果就不成立. 例如:

令 ⟨X⟩ =0; Y = X2.

则
〈
Y 2
〉
c
=
〈
Y 2
〉
− ⟨Y ⟩2

=
〈
X4
〉
−
〈
X2
〉2
,

而
〈
X4
〉
c
=
〈
X4
〉
− 3

〈
X2
〉2
.

所以
〈
Y 2
〉
c
̸=
〈
X4
〉
c
.

(31)

也就是说 ⟨· · ·⟩下这个 c字是要靠变数来定义的. 变数一改,定义也改,只有在 (30a)
线性组合的情形下不改.

4. 连接值展开定理

这定理是

fc(k) ≡ ln
〈
e−ikX

〉
=

∞∑
n=1

(−ik)n

n!
⟨Xn⟩c

=
〈(

e−ikX − 1
)〉

c
.

(32)

fc(k) 可称作 ρ(X) 的 “连接特性函数”.
这定理证明如下:
先把特性函数展开

f(k) ≡
〈
e−ikX

〉
=

∞∑
m=0

(−ik)m

m!
⟨Xm⟩ .

(33)
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再把 ⟨Xm⟩ 写成连接值之组合, 像图 1. 我们画 m 个点, 把这些点分组, 每组内的点连接
起来, 各组间不连, 每一组相连的点为一连接值. 令 mn 为含有 n 点的组数, 即有 m1 组

有一点, m2 组有两点, 等等. 各组点数之和是:

m =
∑
n

nmn. (34)

mn 可以是零, 或正整数. 各 mn 指定了, 仍有许多不同的分组法, 有多少? 有

m!

m1!(1!)m1m2!(2!)m2 · · ·mn!(n!)mn · · ·
. (35)

(注意: 如果 mi = 0 则 0! 定为 1). 这结果很容易了解: m 点有 m! 种排列. 每组中各点
交换, 不产生新组, 故要除以各 n!. 同数各组交换亦不算新的分组, 故除以各 mn!, 因此

⟨Xm⟩ = m!
∑

m1,m2,···

1

m1!

(
⟨X⟩
1!

)m1 1

m2!

(
⟨X2⟩c
2!

)m2

· · · 1

mn!

(
⟨Xn⟩c
n!

)mn

· · · δ (m−m1 − 2m2 − 3m3 − · · · − nmn − · · · ) .
(36)

对 m1, m2, · · · 的合计, 各项必须适合 (34). 将 (36) 代入 (33) 得

f(k) =
〈
e−ikX

〉
=
∑
m

(−ik)m
∑

m1,m2,···

δ (m−m1 − · · · − nmn − · · · )

· 1

m1!m2! · · ·mn! · · ·

(
⟨X⟩
1!

)m1

· · ·
(
⟨Xn⟩c
n!

)mn

· · ·

=
∞∏

n=0

∞∑
mn=0

1

mn!

(
⟨Xn⟩c
n!

)mn

(−ik)nmn

= exp
{

∞∑
n=1

(−ik)n

n!
⟨Xn⟩c

}
= exp {fc(k)} .

(37)

(32) 就由此得证, 这是一个非常重要的结果.
以上这定理可以推广到多变数的展开:

ln
〈

exp
{
−i
∑
α

kαXα

}〉

=

〈
exp

{
−i
∑
α

kαXα

}
− 1

〉
c

.

(38)

读者试证之.
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5. 中心极限定理, 广义说法

现在来看正态分布的各连接值. 各次的平均值 (见 (2)) 可以和 (27), (28) 比较, 或
者用 (2) 和 (32), 得

fc(k) = −
1

2
k2σ2, (39)

即 〈
Y 2
〉
c
= σ2,

⟨Y n⟩c = 0, n = 3, 4, 5, . . . .
(40)

也就是说, 除了二次外, 所有连接值都是 0, 这就是正态分布性质之总结.
现在来讲中心极限定理. 以下的推导是要把这定理的条件和伸缩性尽量说清楚. 令

X1, X2, · · ·XN 为 N 个变数, N 相当大, 且

(甲) ⟨Xi⟩ = 0,

(乙) 1

N

∑
i,j

⟨XiXj⟩c ≡ σ
2 = O(1),

(丙) 1

N

∑
i,j,k

⟨XiXjXk⟩c ≡ µ3 ⩽ O(1),

1

N

∑
j1,··· ,jn

⟨Xj1Xj2 · · ·Xjn⟩c ≡ µn ⩽ O
(
N (n−3)/2

)
,

(41)

令 Y =
1√
N

(X1 + · · · .+Xn) . (42)

〔定理): 如果 (甲) (乙) (丙〉成立, 则

(i) ⟨Y ⟩ = 0,

(ii) ⟨Y 2⟩c = σ2,

(iii) ⟨Y n⟩c ⩽ O
(

1√
N

)
, n = 3, 4, · · · .

(43)

这头两行 (i) (ii) 太明显了. (iii) 是这定理的本身, 我们先看 ⟨Y 3⟩c: 由 (42) 得〈
Y 3
〉
c
=

1

N3/2

∑
i,j,k

⟨XiXjXk⟩c =
µ3√
N
, (44)

n > 3 只是 (44) 的推广:

⟨Y n⟩c =
1

Nn/2

∑
j1,··· ,jn

⟨Xj1Xj2 · · ·Xjn⟩c

=
µn

Nn/2−1
.

(45)

因此, 只要 (41) 成立, (43) 就成立, 定理就这样证明了. 现在仔细看看它的含义:
1 结论 (43) 的含义是: 因为除了 O(1/

√
N), (40) 和 (43) 相同. 所以, Y 的各次

平均值可以由正态分布来计算, 只要 O(1/
√
N) 可略去. 有一个明显的限制, 即高次的
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平均值不能用这结果. 因为 ⟨Y n⟩ 的连接值展开会有很多项, 当项数有
√
N 这样多, 这

O(1/
√
N) 就不能忽略. 因此, Y 的分布可视为 “正则”, 只限于低次平均值之计算.
2 如果 X1, · · ·XN 为互相独立的变数, (41) 即成立. σ2, µn, n = 3, 4, · · · 都是

O(1).
3 如果它们不互相独立, 但每个变数只和至多 m个其他变数相干, 且 m≪ N , 则

(乙) 式计和中至多有 Nm2 项. (丙) 式至多有 Nmn 项, (41) 也成立, 定理也可以用.
4 从一个实用的观点来看, 我们要算的常常只是 Y 的低次方的平均值而已. 因

此, 只要 (41) 的 (甲) (乙) 及 (丙) 中的少数几个 n 成立, 定理就可以用了, 用不着考虑
X1, · · · , XN 是否真独立. 这是这定理所以有用的原因. 我们不苛求, 则它要求得也很
少.
事实上, 要检验一变数是否独立, 是难以做到的事, 如果 N 很大, 则更不用说. 因

此, 我们用中心极限定理时, 都用以上的实用观点, 这就是本章开始时提到的 “大致” 独
立, 和 “大致” 正态分布的意义.

这个定理不但很有实用价值, 而且对一些基本概念, 也可作非常重要的指示. 现在
来看些示范例子.

6. 重复试验和概率的测定

“重复实验” 在许多概率的应用上很重要. 例如, 1/6 为得到骰子上 1 点的概率. 这
1/6 的意思是: N 次重复实验的结果, “约有”N/6 次出现 1 点. 这 “约有” 是什么意思?
照中央极限定理, “约有” 是指 (1/

√
N) 的百分误差. 说的要仔细些: 投 N 次骰子, 令出

现 1 点次数为 Y

Y =
N∑
i=1

ni,

ni = 1, 如果第i次得 1 点,

否则 ni = 0.

(46)

如果 N 很大, 则 Y /N 趋近于 1/6. 如何趋近? 我们把 Y 的试验重复 M 回, (每回投 N

次) 得 M 个 Y 值, Y1, Y2, · · ·YM . 根据中心极限定理, 这些值的分布该是正则, 且 Y /N

的分布宽度该是

σ =
1√
N

(
5

36

)1/2

. (47)

这个值可以由这 M 回试验测定

σ2 ≡

〈(
Y

N
− 1

6

)2
〉

=
1

M

M∑
α=1

(
Yα

N
− 1

6

)2

.

(48)
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也就是说, N 越大, Y /N 越和 1/6 接近. 如果不是越接近, 则 1/6 这数字的意义就成了

问题. 每次投骰子, 都被看成一 “独立事件”. 而一般讲概率, 多假设很多次重复独立实
验, 某事件的 “发生概率” 的定义只能正确到 O(1/

√
N), N 是重复试验的次数. 如果不

重复多次, 则这 “发生概率” 只是一个数学名词而已.
以上的讨论用到了中心极限定理. 由此看来, 概率本身的测定就需要这定理, 而这

定理的导出先要有概率. 因此, 这定理和概率这概念本身是分不开的.
中心极限定理在某些情况下不能用, 那么在这些情况下, 概率本身的定义是否就成

了问题? 我们可用一例子来讨论这问题. 令某变数 Y 的分布为

ρ(Y ) =
1

π (Y 2 + 1)
. (49)

这分布的 ⟨Y 2⟩ 为无穷大, 如果做 N 次试验, 得 Y1, Y2, · · · , YN , 令

Z =
1

N

N∑
i=1

Yi. (50)

根据第 2 节的例子, (见 (18)—(20))Z 的分布和 (49) 一样, 即

ρ(Z) =
1

π (Z2 + 1)
, (51)

和N 无关,也就是说,无论做多少次试验, Y 的平均值都无法测准!这和上面的O(1/
√
N)

完全不同. 如果连 Y 的平均值都无法测定, 概率有何意义?
以上的结果 (51) 确是告诉我们不能用重复实验结果来计算 Y 的平均值. 不过, 用

重复实验来定 ρ(Y ) 仍是可以的, 做 N 次试验, 统计 Y 发生在 a, b 之间的次数 n(a, b):

n(a, b) =
N∑
i=1

ni

ni = 1, 如果 a < Yi < b

否则 = 0.

(52)

n 是 N 个独立变数之和, 且 ⟨n2
i ⟩ < 1 为有限, 所以中央极限定理可用:

n(a, b)

N
=

∫ b

a

dY ρ(Y ) +O

(
1√
N

)
. (53)

从不同的 a, b 值, 及 (53), ρ(Y ) 可以测定. 虽然 ρ(Y ) 测定, 但都不是精确到可以求平
均值 ∫ ∞

−∞
dY ρ(Y )Y (54)

的地步, 因为 Y ≥ N 的概率是 O(1/N), 但对 (54) 的影响是 NO(1/N) = O(1). 这例
子是告诉我们, 如果某变数 X 的 ⟨X2⟩c →∞, 或 ⟨X3⟩c →∞, 则 ⟨X⟩ 的意义也就有了
问题.



188 第十二章 许多独立变数之和

7. 随机运动, 扩散

假想一群粒子, 如花粉, 重分子之类, 游于水中不断地被水分子碰. 令 p 为某粒子的

动量, 则
dp
dt = −αp+ f(t) (55)

是该粒子所受的力, 这力自然是相当复杂. (55) 是一假设, −αp 是摩擦阻力. f 则假设

为随机. (55) 之解为
p(t) =

∫ ∞

0

dt′e−αt′f (t− t′) . (56)

现在假设 f 作快速涨落, ⟨f⟩ = 0, 有相关时间 τ , 且

1

α
≫ τ. (57)

也就是, 在时间 1/α 内, 涨落许多次. 相关时间的意义见上一章末节. 令

C(t) =
1

3
⟨f(t) · f(0)⟩

≡ 1

3T

∫ T

0

dt′f (t′ + t) · f (t′) .

(58)

T 是一段很长的观测时间, T ≫ 1/α . 如果 |t| > τ , 则 C(t) ≈ 0, f 在时间 τ 之外, 是先
后独立. 因为 1/α ≫ τ ; 所以 (56) 指出 p(t) 可以看成是许多独立变数之和. 不同时间
的 f(相隔 τ 以上) 是独立的. 因此, 我们可以用中心极限定理得 px, py, pz 的分布:

ρ(p) =

(
1√
2πσ2

)3

e−p2
x/2σ

2e−p2
y/2σ

2e−p2
z/2σ

2

=
(
2πσ2

)−3/2 e−p2/2σ2

,

(59)

σ2 =
〈
p2x
〉
=
〈
p2y
〉
=
〈
p2z
〉

=

∫ ∞

0

dt′1dt′2e−α(t′1+t′2)C (t′1 − t′2) .
(60)

上式由 (56) 的平方及 (58) 得来. 因为 1/α≫ τ , 上式积分是

〈
p2x
〉
=

∫ ∞

0

dte−2αt

∫ 2t

−2t

dt′′C (t′′)

≈ 1

2α

∫ ∞

−∞
dt′′C (t′′) .

(61)

根据能量均分定理, ⟨p2x⟩ = mT . 因此, 从 (61) 得

α =
1

2Tm

∫ ∞

−∞
dt′′C (t′′) . (62)

这是个十分重要的结果, 它把摩擦系数和液体分子运动造成的涨落连起来了, 是为 “涨
落消耗定理”, 以后再详谈.
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用中心极限定理, 也可以求得粒子位移的分布. 令 v = p/m 为某粒子的速度, 则它
从时刻 t 到 t+ t′ 的位移是

∆r ≡ r (t+ t′)− r(t)

=

∫ t′

0

dt′′v (t′′ + t) .
(62′)

v(t′′) 为一随机的速度, 它的时间相关函数

⟨v (t′)v(0)⟩ =
〈
v2
〉

e−αt′ . (63)

这结果是由 (55) 之解

v (t′ + t) = v(t)e−αt′ +
1

m

∫ t′

0

dt′′e−αt′′f (t′ + t− t′′)

得来. 假设速度 v(t) 和 t 以后的 f 不相干. 如果 (62) 的 t′ 比 1/α 大很多, 则 ∆r 是很

多独立变数之和. 根据中心极限定理, ∆r 的分布是正则:

ρ(∆r) =
1

(2πσ2)
3/2

e−(∆r)2/2σ2

σ2 =
1

3

〈
(∆r)2

〉
.

(64)

σ2 可以由 (62) 及 (63) 得来.

1

3

〈
(∆r)2

〉
=

1

3

∫ t′

0

dt1
∫ t′′

0

dt2 ⟨v (t1) · v (t2)⟩

=
1

3

∫ t′

0

dt1
∫ 2t

−2t

dt′′
〈
v2
〉

e−α|t′′|

≈ 2

3

〈
v2
〉 t′
α
.

(65)

这结果可以写成比较熟知的扩散公式:

ρ (∆r, t′) =
1

(4πDt′)
3/2

e−(∆r)2/4Dt′

D ≡ ⟨v
2⟩

3α
=

T

mα
.

(66)

D 是扩散系数.
以上各量的平均值, 都是对时间的平均. 如果同时观测许多粒子, 则平均值看做是

对这些粒子的平均也是一样. 如果在小区域 d3r′ 内的粒子数为 n(r′)d3r′, 则时间 t 后

这些粒子的位置分布为

n(r, t) =

∫
d3r′ρ (r − r′, t)n (r′) (67)

这 n(r, t) 是扩散方程式
∂

∂t
n(r, t) = D∇2n(r, t) (68)

之解.
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8. 宏观变数的涨落

在第六章, 最后一节, 我们提到, 大值变数分布总是正则分布. (见 (6.86)). 这分布是
指活动范围各状态的统计结果, 这结论只适用于大值 (N 量级) 变数, 这样的正态分布,
是不是可以和中心极限定理扯上关系呢?
现在举例讨论这问题. 把某物体分成两半 1、2. 令

Â(s) = H1 (s1)−H2 (s2) (69)

H1, H2 为两部分的哈密顿量, 这个变数在第六章分析过, (见 (6.84), (6.85) 及讨论) 它
的分布是

Γ(E,A)

Γ(E)
=

1√
2πKA

e−(A−A)2/2KA . (70)

A 是 (6.85) 之解. 在此 A = 0, 因为两部分一样大. KA 的定义是

− 1

KA

=
∂2S

∂A2
= −1

4

(
∂2S1

∂E2
1

+
∂2S2

∂E2
2

)
. (71)

稍加整理, 即得
KA = T 2Cv. (72)

Cv = ∂E/∂T 是物体的热容率.
现在我们直接从分子运动的观点来分析 Â 值的分布. 我们先把 Â 写成能量密度的

积分:
Â(s(t)) =

∫
d3rf(r)ε(r, t) (73)

f(r) = 1, 如果r在第 1 部分

= −1, 如果r在第 2 部分
(74)

ε(r, t) 是能量密度. 例如, 这物体若是一群粒子, 则

s ≡ (r1, r2, · · · , rN ,p1,p2, · · · ,pN ) ,

ε(r, t) =
∑
i

δ (r − ri(t))
p2i (t)

2m

+
1

2

∑
i,j

U (ri(t)− rj(t)) δ

(
r − ri(t) + rj(t)

2

)
.

(75)

p2i /2m 为粒子之动能. U(ri − rj) 为 i, j 间之相互作用能. ri(t), pi(t) 为在时刻 t 的位

置及动量. 因此 (73) 事实上是一大群变数之组合. 组合中每一项都是动量和位置的函
数, 每个变数都是随时刻 t 改变. 现在来求

〈
Â2
〉
c
. 由 (73) 得

〈
Â2
〉
c
=

∫
d3rd3r′f(r)f (r′) ⟨ε(r)ε (r′)⟩c . (75′)
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此地的平均值是观测时间内的平均值:

⟨Â⟩ = 1

T

∫ T

0

dtÂ(s(t)),〈
Â2
〉
c
=

1

T

∫ T

0

dtÂ2(s(t))− ⟨Â⟩2.
(76)

现在假设相离很远的各点的能量密度不相干, 即

⟨ε(r)ε (r′)⟩ = 0, 如果 |r − r′| ≫ ξ (77)

ξ 为相关长度, 为一微观尺度. 再假设物体为均匀, 则

⟨ε(r)ε (r′)⟩c = ⟨ε (r − r′) ε(0)⟩c . (78)

原点 0 可取为物体中央. 由这些假设, 得〈
Â2
〉
c
= V

[∫
d3r′′ ⟨ε (r′′) ε(0)⟩c +O

(
ξ

L

)]
, (79)

V = L3 是物体的总体积. 最后一项是物体表面, 及 1, 2 部分交界面而来的误差. 因为
ξ ≪ L, 所以 (73) 是一群大致独立的变数的组合.

现在引用中心极限定理, 得 Â 值之分布

ρ(Â) =
1√

2πNσ2
exp

{
−(A− ⟨A⟩)2

2Nσ2

}
,

⟨Â⟩ = 0,

σ2 =
V

N

∫
d3r⟨ε(r)ε(0)⟩c.

(80)

这个分布, 是从分子运动观点, 和独立的假设 ξ ≪ L, 得来. 能量密度的相关函数是可以
由实验测定的, 此类测定方法在上章末节说明过.

9. 涨落和基本假设的延伸

现在我们可以用以上的结果, 来对基本假设作更深一层的分析. 这假设是为求熵而
设, 把熵和活动范围的体积连起来. 活动范围包括各不变量容许的状态. 有了熵, 热力学
的各量就可以计算了. 在第六、七、八章, 我们是举了不少例子, 推出了一些计算法则,
来说明这基本假设应用.
简单、方便是这假设的特点. 有了它, 我们不需要详细的分子运动资料, 就可以计算

热力性质.
我们三番五次地强调: 活动范围必须要由运动来决定, 它代表各变数涨落的幅度.

但基本假设并没有指出如何计算涨落的大小. 第五到七章的分析只指出宏观变数的涨落
很小, 并没有明确的定量结论. 不错, 分布 (70) 是从活动范围中的状态统计得来. 它指
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出几乎整个活动范围内的 Â(s) 值都是 A, 百分误差为 O(1/
√
N). 不过正态分布函数

(70) 本身和分子运动的关系并不清楚 (见第六章末节).
在上章末节, 我们指出, 相关函数可以用散射实验测量. 上一节我们讨论了 Â 的涨

落和相关函数的关系. 结论是, 涨落是可以用散射测定. 实验测定的各式平均值, 都是对
时间的平均值. 变数值的分布, 是指时间的分配. (80) 这个分布的意义如下: 令

R = {s;A1 < A(s) < A2} , (81)

即, 所有状态 s, 其 Â(s) 值在 A1, A2 之间者, 都在 R 内. 令 TR 为轨迹花在 R 内的时

间, 则 (80) 的意义是 ∫ A2

A1

dAρ(A) = TR
T
. (82)

T 是总观测时间. 这可以看成一个纯粹由轨迹的时间分配而定的量. 它并未涉及熵和基
本假设.

(70) 这个分布是由活动范围中的区域大小而来. 令 Γ(R) 为 R 的体积, 则∫ A2

A1

dAΓ(E,A)

Γ(E)
=

Γ(R)

Γ(E)
. (83)

这纯粹是区域体积的计算, 并未涉及轨迹和时间的概念.
(80) 的 ρ(A) 和 (70)Γ(E,A)/Γ(E) 显然意义不同, 但形式相同. 同为正态分布. 它

们是不是相等呢? 相等的条件是 KA = Nσ2, “见 (72), (80)”, 即

T 2Cv = V

∫
d3r⟨ε(r)ε(0)⟩c. (84)

这条件是否成立, 可以用热力实验测左边, 用散射实验测右边, 看等不等. 或者用基本假
设计算左边, 用其他方法计算右边, 看看结果是否一样. 且不多谈这些实验和计算的细
节. 它们的结果都是两边相等. 这些结果指出

TR
T

=
Γ(R)

Γ(E)
. (85)

也就是说轨迹花在 R 内的时间, 是和 R 的大小成正比. 注意: R 是由 A 的分类而定, A
是个大值变数. 因此 R 是个大区域. 我们曾提过, R 必须是大区域, TR 才有意义. (见
(10.34)∼(10.35) 讨论).

虽然以上的讨论是用一个特别的例子, 但一般的结论可想而知. R 可以是任何大区
域, 式 (85) 都成立. 这结论可以讲成: “轨迹均匀地分布在活动范围内” 或 “活动范围内
任一状态都有相同的出现概率”. 随便怎么讲都可以, 只是必须记住式 (85) 的 R 必须是

大区域. R 若太小, 则 TR 无意义.
式 (85) 可以看作基本假设的延伸. 它大致告诉我们轨迹是如何分散盘桓在活动范

围中. 现在, 我们不但可以用活动范围来计熵, 及其他热力学坐标 Â 之平均值, 我们还
可以用它来计算 Â 的涨落. Â 之平均值为 O(N). 而其涨落为 O(

√
N). 从 O(N) 到

O(
√
N), 确是非常重要的一步.
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我们再次强调;此地所讲 Â的涨落, 是指 Â随时间的改变, 不是对 Â测量的不精确

度. 一般说来这测不准度是从物体表面来的. 体外, 体内的界限不清, 造成 O(N2/3) 的

观测误差. 物体表面附近的分子数是 O(N2/3). 这误差比涨落 O(N1/2) 要大很多. 两者
绝不可以混为一谈. Â 的平均值的测定和它的涨落的测定, 是用完全不同的方法. 前者
的 O(N2/3) 误差并不表示后者 O(N1/2) 不能测定. 前者是观测时间内的平均值, 是 “不
变部分” 而后者是涨落, 是 “改变” 的部分, 或频率不等于零的部分.

读者大概注意到,以上用作例子的是 Â = H1−H2(见 (69)). 为什么不用 H1+H2 =

H 为例? 原因是 H 为一守恒量. 它的涨落, 是由物体和外界的交界面的作用决定. 如果
交界面是绝热的, H 的涨落就很小. 如果是开放的, 则涨落较大. 我们用 H1 −H2, 可以
避开这问题. H1−H2 不是个守恒量, 能量密度的涨落, 用 H1−H2 来分析比较方便. 用
散射实验分析的是波分量

εk =

∫
d3re−ik·rε(r), (86)

H1 −H2 可以算是 k → 0 而非零的极限, 即 k ∼ 1/L, L 为物体的大小. 如果 k = 0, 则
ε0 = H.
请注意, 涨落的现象, 告诉我们分子, 原子之存在. 也就是说, 物质不是连续的, 而

是由分立的个体组成. 如果是连续的, 则 N 必是无穷大, 涨落 (百分比)O(N1/2)/N =

O(N−1/2) 将是零. N 为有限, 才有涨落. 因为我们用了热常数 = k = 1 的单位, 所以容
易忽略这热常数在各公式中的地位. kT 是一个微观量. 它大致是每一个分子的能量. 如
果物质是连续的, k 必是零. k 之非零, 表示分立个体之存在. 热力学的式子, 是没有 k

的. 但是涉及涨落而又有温度出现的式子, 一定会有 k 出现. 例如 (62) 和 (84)

mα =
1

2kT

∫
dt′C (t′) , (87)

TCv

V
=

1

kT

∫
d3r⟨ε(r)ε(0)⟩c. (88)

式中的 α, m 和相关函数都是和温度无关的概念. TCv/V 是一个宏观量. 剩下的 T 一

定要有 k 相陪, 否则单位就不对了, 相干函数当然是涨落的特性.

讨论问题十二

1. 求二项分布

ρ(n) =

N
n

 pn(1− p)N−n (88)

的连接特性函数

ln
〈
e−ikn

〉
答:

N ln
[
1− p

(
1− e−ik

)]
. (89)
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2. 在上题中, N , n 都很大的情形下, ρ(n) 和正态分布有何不同？

3. 求分布 (18) 的特性函数, 再推出 (20).

4. 连接值展开定理, 对统计力学而言是个极其重要的定理. 令

H = H0 + U

(A) 试证
F = F0 − T ln

〈
e−U/T

〉
0
,

式中 ⟨ ⟩0 的定义是对 e−H0/T 的平均:

⟨A⟩0 =
∑

A
e−H0/T

Z0

, (90)

F0 是由 H0 求得的自由能.

(B) 由连接值展开定理, 试证

F = F0 − T
〈
e−U/T − 1

〉
0c
. (91)

即 U 对 F0 的修正, 是 U/T 的各次连接值.

(C) 令 H0 为某气体动能, U 为相互作用能, 并假设短程相互作用. 试证 F 对 U 的

各展开项都和体积成正比. 这结果若非连接值展开定理, 就极难证明.

提示: 用第九章第 1 节的模型, 把 U 写成

U =
1

2

∫
d3rd3r′ρ(r)ρ (r′)u (r − r′) , (92)

注意

⟨ρ(r)ρ(r′)⟩0 = Zδ (r − r′) . (93)

理想气体的密度在不同地方是不相干的. 先试求 ⟨U⟩0c, ⟨U2⟩0c, 高次项的情形就大
致知道了.

5. 有效能量

令物体的状态为 s = (s1, s2), s1 和 s2 各为物体两部分的状态. 令哈密顿量为

H(s) = H1 (s1) +H2 (s2) +H12 (s1, s2) . (94)

如果某变数 A(s1) 只和 s1 有关, 试证其平均值可以用 “有效能量”H ′
1(s1) 计算, H ′

的定义是

H ′
1 (s1) = H1 (s1)− T ln

〈
e−H12/T

〉
2〈

e−H12/T
〉
2
≡
∑

s2
e−H12/T e−H2/T∑

s2
e−H2/T

.
(95)
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也就是说, H ′
1 是 H1 加上一修正项. 修正的来源是和第 2 部分的作用. 如果 H12

和 H1 的大小相若, 则此修正项不能忽略.

以上求有效能量的步骤, 又是一分类的例子, 也是一投影的例子. (复习第五章末
节, 及第六章第 1 节).

6. 注意, 在上题, s1 在状态空间 (s = (s1, s2) 之集) 中, 代表一区域 R(s1) 即 {s1 固
定, 所有 s2 之集}. 如果第 2 部分有 N2 粒子, N2 为大数, 则此区域为一大区域,
体积为 eN2 级大数:

Γ (R (s1)) = O
(
eN2
)
. (96)

令

P (s1) =
Γ (R (s1))

Γ
. (97)

Γ 为整个物体的活动范围体积. 试讨论 P (s1) 的意义. 它是否可以代表 s1 出现的

概率? 令 N1 为第 1 部分的粒子数, 如 N1 不是大数, P (s1) 的数量级为何? 如 N1

是大数, 又如何?

注意: Γ = O
(
eN1+N2

)
.
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第十三章 相关函数

以上几章, 讨论独立和相干的概念在统计力学中的重要性. 本章的重点在相关函数
的示范例子. 因此, 数学运算稍多一点. 从这些例子, 可以对相干的概念有更结实一点
的认识. 首先我们把上一章讲的响应和涨落的关系再简单地归纳一下, 并定义响应函数.
然后是密度相关函数及响应函数在气体模型中的计算例子,包括稀疏气体,稠密气体 (一
维空间模型), 及费米量子气体. 量子力学带来的一些特别性质, 也略作分析.

1. 响应和涨落

借中心极限定理, 上一章的分析把变数 Â(s) 在活动范围的分布, 及其涨落的相干值
连了起来. 热容率和能量密度涨落的关系是一个重要的示范例子. 热容率是一种 “响应
效率”, 它度量物体对温度改变的一种反应, 现在我们用比较抽象一点的步骤, 导出一般
响应和涨落间的关系. 以下的结果更进一步地指出, 相干值其实也可以看成一大值变数,
它在活动范围中几乎每个地方的值都一样.
假想一物体的哈密顿量为 H, 现在加一外力 λ, 使哈密顿量变成

H − λÂ. (1)

例如 λ 是磁场, Â 是总磁矩, 或 λ 为拉力, Â 为物长. 由于这外力, 引起物体内分子的反
应, 而作若干改变. 这些反应, 可以由各变数的改变测定. 例如, 某变数 B̂ 之值可由平均

值算出

B = ⟨B̂⟩ =
∑

s B̂e−(H−λÂ)/T∑
s e−(H−λÂ)/T

. (2)

B 自然是 λ 的函数, 由上式微分得

χ ≡ ∂B

∂λ
=

1

T
[⟨B̂Â⟩ − ⟨B̂⟩⟨Â⟩]

≡ 1

T
⟨B̂Â⟩c.

(3)

这是所谓 “微分响应率”.
【例】令 Â = B̂ = H, 即哈密顿量本身.

197
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则

H − λÂ ≈ H

(1 + λ)
, (4)

λ 即是温度的增加百分比 (假定 λ≪ 1). 由 (3) 得

T
∂E

∂T
=

1

T

〈
H2
〉
c
,

即

T 2Cv =

∫
d3rd3r′ ⟨ε(r)ε (r′)⟩c

= V

∫
d3r′′ ⟨ε (r′′) ε(0)⟩c .

(5)

这就是 (12.84). ε(r) 为能量密度.
【例】令 λ 为磁场 h, B̂ = Â 为总磁矩 M̂ , 则由 (3) 得

χ =
∂M

∂h
=

1

T

〈
M̂2
〉
c

=
V

T

∫
d3r′′ ⟨m (r′′)m(0)⟩c .

(6)

m(r) 为磁矩密度, χ 是磁响应率, 或磁化率.
由这些结果可见, 相关函数可以看成一种大值变数, 因为它可以由 B 的微分而得,

而 B 是大值变数 B̂ 之值.
现在再倒退一步, 问: 外力 λ 对自由能的影响是什么? 热位能是

F = −T lnZ,

Z =
∑
s

e−(H−λÂ)/T .
(7)

令 Z0 为 Z 在 λ = 0 时之值, 则

Z = Z0

〈
eλÂ/T

〉
0
. (8)

平均值 ⟨. . .⟩ 是指 λ = 0 时的平均值:

⟨B̂⟩0 ≡
∑
s

B̂e−H/T

/∑
s

e−H/T . (9)

现在用上一章的连接值展开定理, (见 12.32) 至 (12.38)), 得

ln
〈

eλÂ/T
〉
0
=
λ

T
⟨Â⟩0 +

λ2

2T 2

〈
Â2
〉
0c
+ · · · . (10)

将 (10) 代入 lnZ, 得

F = −T lnZ0 − T ln
〈

eλÂ/T
〉
0

= F0 − λ⟨Â⟩0 −
λ2

2T

〈
Â2
〉
0c
+ · · · .

(11)
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因此,
−∂F
∂λ

= ⟨Â⟩,

−∂
2F

∂λ2
=

∂

∂λ
⟨Â⟩ = 1

T

〈
Â2
〉
c
,

(12)

等等. (12) 式中未在 ⟨· · ·⟩ 下加注 0, 因为不必, 以上展开可以用任何 λ 值为原点.
因此, 各种平均值, 相干值都可以和自由能的微分扯上关系. 从这观点看来, 既然基

本假设指定了计算熵及自由能的法则, 它也就指定了它们的微分的计算法则. 因此, 基
本假设也就指定了所有平均值和相干值的计算法则.
以上的讨论, 没有考虑到量子力学. 因此, 有些结论可能须要修改. 如果 [Â,H] ̸= 0,

则 (8) 需修正, 因为
e−(H−λÂ)/T ̸= e−H/T eλÂ/T .

这在本章末再讨论. 现在暂不考虑量子力学.
【例】响应函数和相关函数. 这些只是 (3) 的例子而已. 令

B̂ =

∫
d3ra(r)e−ik·r ≡ ak,

Â = B̂∗.

(13)

代入 (3) 得
V Gk ≡

1

T

∫
d3rd3r′ ⟨a(r)a (r′)⟩c e−ik·(r−r′)

=
V

T

∫
d3r′′ ⟨a (r′′) a(0)⟩c e−ik·r′′

≡ V

T
Ck.

(14)

Ck 是能量涨落的相关函数的波分量. Gk 叫做 “响应函数” 的波分量, 它的傅里叶积分,
即 “合波量” 为

G (r − r′) ≡ (2π)−3

∫
d3kG(k)eik·(r−r′). (15)

它的意义是: 如果 λ(r) 代表一个外力分布, 则

⟨a(r)⟩ =
∫

d3r′G (r − r′)λ (r′) . (16)

以上假定 λ 很小, 且 ⟨a⟩ 在 λ = 0 时为零. (这结果可由 ⟨ak⟩ = λkGk 得来). 响应函数
指出因果的关系. λ(r′) 是因, ⟨a(r)⟩ 是果. G(r − r′) 指出由在 r′ 的单位前因在 r 所产

生的后果, 它也可称为 “传播函数”.
【例】以上的结果自然可用在开放分布. 令 Â = B̂ = N̂ , 即分子粒子数, 则 λ 为化

学势 µ 之增加. (3) 的结果即成了

∂N

∂µ
=

1

T

〈
N̂2
〉
c

=
V

T

∫
d3r⟨ρ(r)ρ(0)⟩c.

(17)
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此地 ρ(r) 是分子密度. 注意

∂N

∂µ
= V

∂n

∂µ
= V

∂n/∂p

∂µ/∂p
= V n

∂n

∂p
, (18)

以上用到 n = ∂p/∂µ, n ≡ N/V = ⟨ρ(r)⟩. 因此

n
∂n

∂p
=

1

T

∫
d3r⟨ρ(r)ρ(0)⟩c. (19)

所以, 密度对应力的响应是和密度涨落有关.

2. 密度相关函数

现在来看密度相关函数的求法. 令

n(r|0) ≡ ⟨ρ(r)ρ(0)⟩/n. (20)

这是在 r = 0 放了一个分子时的密度分布, 注意

⟨ρ(r)ρ(0)⟩ = (在 r = 0 有分子之概率)× (0 有分子条件下, 在 r 有分子之概率)

≡ n× n(r|0).
(21)

因此, (20) 可以看作一 “条件概率”.
如果物体是一理想气体, 则

n(r|0) = δ(r) + n. (22)

右第一项是放在 0 的分子的密度, 第二项 n 是其他分子的平均分布.
我们可以把 (22) 应用到 (19) 来求压强和密度的关系. 由 (22), (20), 得

⟨ρ(r)ρ(0)⟩c = nδ(r). (23)

代入 (19), 得
dn
dp =

1

T
. (24)

这当然就是理想气体定律 p = nT .
如果分子间有相互作用能 u(ri − rj), (ri, rj 为分子 i, j 之位置), 则在 r = 0 放一

分子后, 分子的分布不再是 (22), 而是

n(r|0) = ne−u(r)/T + δ(r), (25)

此式在 r 很大时趋近于 n. (23) 现在成了

⟨ρ(r)ρ(0)⟩c = n
[
δ(r) + n

(
e−u(r)/T − 1

)]
. (26)
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这式子只有在气体密度低时是正确的, 因为 (25) 是在势能 u(r) 内理想气体的分布. 如
果密度高, 则必须考虑这些分子的作用. 所以 (26) 的最后一项是低密度下的第一修正
项.
把 (26) 代入 (19), 得

T
∂n

∂p
= 1 + n

∫
d3r

(
e−u(r)/T − 1

)
, (27)

积分后即得

p = nT + n2T

∫
d3r

(
1− e−u(r)/T

)
. (28)

这是理想气体公式加上一修正项, 这修正项将在下一章详细讨论. 此地只说明 (19) 的一
个应用而已.
相关长度 ξ 的定义是: 相关函数在距离大于 ξ 时渐趋于零. 由 (23) 可见, 理想气体

的相关长度是零. 由 (26) 可见, 稀疏的气体, 其分子作用 u(r) 的有效距离就是 ξ. 严格
说来, 不同的相关函数可能会有不同的相关长度. 例如密度相关函数的相干距离就可能
和自旋相关函数的不一样, 但一般说来, 各相关长度大小都差不多.

以上例子是稀疏的气体, 下面看一个一维空间例子, 密度可高可低. 这就是第八章
第 3 节的例子. 现在来求 ⟨ρ(x)ρ(0)⟩. 把一粒子固定在原点, 令右边的第一粒子的位置
为 y1, 第二粒子位置为 y1 + y2, 第 n 粒子位置为 y1 + y2 + · · ·+ yn. 因此,

n(x|0) =δ(x) + ⟨δ (x− y1)⟩+ ⟨δ (x− y1 − y2)⟩

+ · · ·+ ⟨δ (x− y1 − y2 − · · · − yn)⟩+ · · · .
(29)

n(x|0) 的定义是 (20). 各个 yi 是相邻分子间的距离, (29) 专用于 x ≥ 0. 如果 x ≤ 0, 相
似的式子可照样写下. 从 (29) 得

Ck =

∫
dxe−ikx⟨ρ(x)ρ(0)⟩

= n

∫
dxe−ikxn(x|0)

= n

1 + N/2∑
m=1

(
ϕm
k + ϕm

−k

) ,
(30)

ϕk ≡
〈
e−iky

〉
=

1

ζ

∫ ∞

0

dye−(py+u(y))/T e−iky,

ζ ≡
∫ ∞

0

dye−(py+u(y))/T .

(31)

p 是压强. 这 ζ 已在第八章第 3 节讨论过 ((8.35)). u(y) 是相邻分子间的作用能, 以上
假设原点左、右两边都有 N/2 个分子. (30) 中的 ϕm

−k 是由左边的分子供给, 以上并假
定 k ̸= 0.
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(30) 中的和可以求出, 把 N 看成 ∞, 得

Ck = n

(
1

1− ϕk

+
1

1− ϕ−k

− 1

)
= n

1− |ϕk|2

|1− ϕk|2
.

(32)

现在看一个特殊的作用能 u(y), 即硬球作用

u(y) =

∞, y < b,

0, y > b.
(33)

b 是硬球的直径.
将 (33) 代入 (31), 得

ϕk =
p/T

(p/T + ik)
e−ikb

=
1

1 + ik(a− b)
e−ikb,

a ≡ 1

n
.

(34)

以上用到 p(a − b) = T . 这气体一如一理想气体, 只是有效体积是 L −Nb = N(a − b).
从 (34), (32) 得

Ck =
nk2(a− b)2

|1− e−ikb + ik(a− b)|2
. (35)

注意, 这结果和温度无关, 因为 n(y) 并无能量尺度标准. 也就是说, 一群硬球在乱动, 无
论温度是多少, 密度相关函数不会受影响. 如果 a≫ b, 即密度低时, (35) 约是

Ck ≈ n
(
1− 2b

a

)
. (36)

此式合用于 kb ≪ 1. 如果密度很高, 即 a − b 很小, 则在 k 不很大时, (35) 的分母在
k ≈ 2πm/b 时很小, m 为整数

1−e−ikb + ik(a− b)

≈ 1

2
(k′b)

2
+ i
[
2πm

(a
b
− 1
)
+ k′a

]
,

k ≡ 2πm

b
+ k′,

(37)

以上 k′a, 1− a/b, 均视为小量. 因此, (35) 的分母在 k = km 时为零

km ≈
2πm

a
− i4π2m2 (a− b)2

a3
,

m = ±1,±2,±3, · · · .
(38)
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所以 Ck 是一群尖峰, 坐落在 2πm/a, 峰的宽度是 4π2m2a−3(a− b)2. (见图 1), 如果 m

很大, 则 (38) 不合用. 这些尖峰的意义是:

C(x) ≡ ⟨ρ(x)ρ(0)⟩c =
1

2π

∫ ∞

−∞
dkCkeikx (39)

图 1

约是以 a 为周期的函数, 但逐渐随 |x| 减小. (38) 的虚数部分为减小率. 因此, 相关长度
约为

ξ =
a3

4π2(a− b)2
,

因为

C(x) ∼ e−|x|/ξ. (40)

这个例子的目的是指出分子间类似硬球的强斥力, 会造成一段大致周期性的密度分布.
在一般液体中, 这现象早已为实验者所观测到. (见图’2).
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图 2 液态钠在 400oC 的密度相关函数

3. 费米粒子气体

现在来看量子气体中的密度相关情形, 先看费米粒子.
要计算密度相关函数, 最简单的方法是从它的定义着手: 它是一个散射率:

Ck =

∫
d3re−ik·r⟨ρ(r)ρ(0)⟩c (41)

是和散射率成正比. 散射过程是: 一外来粒子射入, 把动量 k 传给物体, 再走掉. 因此,
把一个粒子的动量由 p 变成了 p+ k. 我们知道这散射率必和 fp(1− fp+k) 成正比 (见
第三章):

Ck ∝
2

V

∑
p

fp (1− fp+k) , (42)

右边的 2 是由自旋 1/2 的两态而来. fp 是 p 状态的平均粒子数

fp =
1

e(ε−µ)/T + 1
, (43)

1− fp+k 是 p+ k 状态空着的概率. (42) 的比例常数为 1, 因为当 f 很小时, (高温低密
度时) (42) 就成了已知的理想气体结果 (23).

从 (42) 可以求出
C(r) = ⟨ρ(r)ρ(0)⟩c

=

∫ d3k

(2π)3
Ckeik·r

= nδ(r)− 2|f(r)|2,

(44)
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f(r) ≡ 1

V

∑
p

fpeip·r =
I(r)

2π2r
,

I(r) ≡
∫ ∞

0

dp p sin pr
e(ε−µ)/T + 1

.

(45)

这 I(r) 积分已被人积出∗:

I(r) =
∂

∂r

[
1/2ξ

sinh(r/2ξ) sin (pF r)

]
,

2ξ ≡ pF
mT

,

µ =
p2F
2m

.

(46)

如果, r ≪ ξ, 或 T → 0, 则

I(r) ≈ ∂

∂r

[
1

r
sin pF r

]
,

C(r) ≈ nδ(r)− p4F
2π4r2

[
cos pF r
pF r

− sin pF r
(pF r)

2

]2
.

(47)

这结果的特点是它带有周期性的改变, 周期为 2π/2pF . 这是粒子分布在顶层突然切断
所致, 也可以说是费米粒子的独占性使密度围着原点形成一层层的结构.
在 T → 0, 没有相关长度的存在, 也就是说 C(r) 不是以 e−r/ξ 的形式减弱. 不过

C(r) ∝ 1/r4, r 很大时仍然消失得相当快.
如果 T > 0, 就有了一个相关长度 ξ, (见 (46)) 在 r 很大

C(r) ≈ p2F e−r/ξ

2π4ξ2r2
sin2 pF r,

ξ =
1

pF

(εF
T

)
.

(48)

εF = p2F/2m. 在低温时, ξ 比粒子间距离大很多. 在导出 (48) 的过程中我们假设了
ξ ≫ 1/pF .
现在来看响应函数 G(r), 它和 C(r) 的关系. 由 (14) 得 G = C/T , 只在古典力学

中成立, 在量子力学中不成立, 这一点稍后再讲, 现在直接看一下 G.
G(r) 的意义是: 若加上一个势能 −λδ(r), 则密度的改变为 λG(r) +O(λ2). 现在我

们就加这样一个势能, 再计算密度. 这势能的结果是把粒子的波函数改了. 令气体的体
积为一圆球, 原点在球心. 只有动量 l = 0 的波函数被修改, 因 δ(r) 只影响了原点, 这波
函数是

φ0(r) =
1√
V

sin (pr + δ0)

pr

≈ 1√
V

[
sin pr
pr

+
δ0 cos pr
pr

]
,

δ0 = −
λmp

2π
.

(49)

∗见 Landau and Lifshitz (1980) p.358.
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δ0 读者自己导出.
密度的改变是

λG(r) = 2
∑
p

fp

[
|φ0(r)|2 − |φ0(r)|2λ=0

]
. (50)

右边的 2 是由两自旋态而来. 因此, 由 (50), (49) 稍加整理得

G(r) =
−m
2π2r2

I(2r), (51)

I(2r) 正好是 (45), 但需将 r 改成 2r. 在 r ≪ ξ, 或 T → 0 时, 由 (46) 得

G(r) ≈ −2mp4F
π2

[
cos 2pF r
(2pF r)

3 −
sin 2pF r

(2pF r)
4

]
. (52)

在 T > 0 时, ξ 就很重要, r ≥ ξ 时,

G(r) ≈ −pFme−r/ξ

2π3r2ξ
cos (2pF r) . (53)

因此, C(r) 和 G(r) 虽然有许多共同性质, 如周期性的变化及相关长度, 但它们之间的关
系却不很明显.

4. 量子力学中的响应和相关函数

现在提一下响应和涨落在量子力学中的关系. 我们再从 (2) 开始, B̂、A 和 H 都是

算符, 不一定可以对易, 因此, (3) 不一定对. 现在来求 (2) 对 λ 的展开的一次项, 令

U(β) ≡ eβHe−β(H−λÂ) (54)

则它的微分是
∂U

∂β
= eβH(H −H + λÂ)e−β(H−λÂ),

= λÂ(β)U(β),

Â(β) ≡ eβHÂe−βH .

(55)

积分得

U(β) = 1 + λ

∫ β

0

dτÂ(τ) +O
(
λ2
)
. (56)

(2) 式现在可写作

B =
Tr e−H/TU(1/T )B̂

Tr e−H/TU(1/T )
, (57)

状态空间的统计和
∑

s 现在改写成本征和 Tr. 将 (56) 代入 (57) 得

χ =
∂B

∂λ
=

∫ 1/T

0

dτ [⟨Â(τ)B̂⟩ − ⟨Â⟩⟨B̂⟩]. (58)
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当然, 如果 [Â,H] = 0, 也就是说 Â 如果是守恒量, (58) 和 (3) 就没有两样, (3) 以下的
结论也就跟着成立了.
当然, [Â,H] 在 h̄→ 0 时也趋于零, 即在古典力学中可略去.
令 |s⟩ 为定态, 即 H 的本征态, 则∫ 1/T

0

dτ⟨A(τ)B⟩ = −
∫ dω

2π

S(ω)

ω
, (59)

S(ω) ≡ 2π
(
1− e−ω/T

) 1

Z

∑
s,s′

e−Es/TAss′Bs′sδ (ω − Es′ + Es)

≡
(
1− e−ω/T

)
S′(ω),

Z ≡
∑
s

e−Es/T .

(60)

Es 为能量本征值, Ass′ ≡ ⟨s|A|s′⟩. 读者可自证

⟨AB⟩ =
∫ dω

2π
S′(ω)

=

∫ dω
2π

S(ω)

1− e−ω/T
.

(61)

以上的结果总结如下:
S(ω) 是响应函数的 “频率谱” 而 S′(ω) 是相关函数的频率谱, 只有在低频率时, 即

ω ≪ T 时
1

ω
S(ω) ≈ 1

T
S′(ω). (62)

哈密顿算符 H 不但是代表能量, 而且兼管运动的一切细节. S′(ω) 事实上就是涨落的频

率分布:
S′(ω) =

∫
dteiωt⟨Â(t)B̂⟩,

Â(t) ≡ eiHtÂe−iHt.

(63)

Â(t) 代表 Â 之随时间变化. 因此, 从响应函数的分析, 可以同时分析运动的问题†. ω 一
方面是能量差, 一方面也代表 Â 的运动时间尺度. 在古典力学中, h̄ω 是被看成小得可以
略去的, 即 h̄ω/T → 0.
因此, 响应函数和相关函数之间的关系, 在量子力学中比较复杂. 同理, 自由能的微

分也不能像 (12) 一样简单地写成涨落的相干值.
现在看个简例. 再考虑费米粒子气体的密度涨落. 令

Â =
1√
V
ρk,

B̂ =
1√
V
ρ−k =

1√
V
ρ∗k

(64)

†这种分析技术, 由日人 Matsubara(1955) 及一些俄国人发展出来. 见 Abrikosov 等的著作 (1963).
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(60) 可以用来求 S(ω) 和 S′(ω). 它看来复杂, 其实用起来却不难.
ρ∗k 的作用是把一粒子的动量增加 k, 这在讨论散射实验时讲过, 写得仔细些:

ρ∗k =
∑
p,σ

a∗p+kσapσ, (65)

σ = ±1 是自旋方向, apσ 是消去一个粒子 (动量 p 自旋 σ) 的算符, a∗p+kσ 生出一个粒

子. (65) 就是说: 把在 (p, σ) 状态中的粒子送到 (p+ k, σ) 状态去. 因此, (60) 中的 |s′⟩
和 |s⟩ 不同的地方是 |s⟩ 中的某粒子的动量增加了 k. (60) 中的对 s 求和

1

Z

∑
s′

e−Es/T |⟨s′ |ρ∗k| s⟩|
2
δ (ω − Es′ + Es) (66)

就是对各 |s⟩ 求平均值. 现在考虑 (65) 中的一项 a∗p+kσapσ. 如果 |s⟩ 状态有粒子在
(p, σ) 状态, 且无粒子在 (p+ k, σ) 状态, 则

〈
s′|a∗p+kσapσ|s

〉
是 1, 否则是零. 其为 1 的

概率是 fp(1− fp+k). (66) 中的和就是计算这概率. 因此, (66) 是

fp (1− fp+k) δ (ω − εp+k − εp) . (67)

这只是 (65) 中一项的结果. 要计算 (66), 还得对 p, σ 求和, 注意 Es −Es′ = εp+k − εp,
因为只有一个粒子的动量有改变.
代入 (60), 得

S′(ω) =
2π

V

∑
p

2fp (1− fp+k) δ (ω − εp+k + εp) ,

S(ω) =
2π

V

∑
p

2 (fp − fp+k) δ (ω − εp+k + εp) .

(68)

由于 δ-函数, (68) 里的粒子数有以下关系

fp − fp+k = fp (1− fp+k)
(
1− e−ω/T

)
. (69)

读者试证之.
将 (68) 代入 (61), (59), 即得 (42) 及响应函数

Gk = 2

∫ d3p

(2π)3
fp − fp+k

εp − εp+k

. (70)

这积分不容易做, 我们只看 k 很小的情形, 在这情形

fp − fp+k ≈ −k · v
∂fp
∂εp

,

εp − εp+k ≈ −k · v,

v ≡ ∂εp
∂p

,

Gk ≈ 2

∫ d3p

(2π)3
∂fp
∂εp
≈ mpF

π2
.

(71)
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这结果也可以由 (51) 积分得来

lim
k→0

Gk =

∫
d3rG(r).

用 (45) 来求 I(2r), 这积分很容易, 得 (71).

讨论问题十三

1. 在上两章, 物体各部的独立性, 中心极限定理, 散射实验, 相干函数等概念, 都扯在
一起. 读者应复习一遍. 本章比较着重在计算方面的问题. 读者应导出每一式子.

2. 自由能的展开式 (11) 是一个连接值的级数. 这展开式在上一章问题 4 也讨论过.

令该问题中的作用 u 为

u(r) =
e2

r
,

即粒子带电荷 e.

(A) 求这模型的展开式 (e2 的级数) 的头两项.

(B) 以上 (A) 的答案是否合理? 即求出的自由能是否和体积、粒子数成正比? 如果
“不合理”, 则原因何在?

注意, 在许多计算中, 常含有各种无限大的积分出现. 这些积分常被视为一种数学
上的毛病, 而设法把积分修理或干脆丢掉. 但是这些无限大事实上都是有原因的.
或是模型不合理, 或是极限步骤有问题, 或是某种近似法所使然. 往往这些看来不
合理的结果会带来重要的新发现. 总之, 当你面临一个不合理的结果, 你必须设法
了解它. 无限大的积分不是零, 不可以丢掉.

3. 响应函数代表物体对外力的响应. 当然, 物体中的任一分子对其他分子来说都是一
“外力”, 因此, 响应函数也可以用来分析物体本身的结构. 以下是一个例子.

假想一硬球气体, 令 G0k 为密度响应函数. C0k = G0k/T , C0k 即第 2 节谈的密度
相关函数. 现在假想硬球之间又多加了相互吸引力, 作用能为 −v(r), r 为二球间
的距离, v > 0.

(A) 试证响应函数 Gk 大约是

Gk =
G0k

(1− vkG0k)
. (72)

vk 是 v(r) 的波分量. 这个近似结果和第二十七章的 “平均力” 近似解内容相似.

(B) 如果 vkG0k 趋近于 1, 则 (72) 指出 Gk 变得很大. 注意 G0k = C0k/T , 而 C0k

不随 T 变, (硬球的特性, 见第 2 节的例子). 因此, 当

T → vkC0k
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时, 此物对外力非常敏感, 密度涨落很大, 是一个不稳定的情形. 这可以算是一个
“相变” 现象的雏形.

令硬球的半径为 a, 令
−v(r) = −εθ(b− r). (73)

求 T0 ≡ v0C00, 并讨论此温度的意义. (26) 式可用来计算 C00, 这当然只是一粗略
的近似计算.

4. 试证一维空间模型 (29)—(32) 不可能有不稳定的情形发生, 即 Gk, Ck 都是有限

的. 因此不能有相变现象发生.

5. 试将 (29)—(32) 的结果对密度展开, 用以讨论低密度近似结果 (22)—(28).

6. 最后一节的量子力学计算, 可以在固态物理书籍中找出, 不过读者应自已推导, 不
要依赖书本.
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本篇的六章, 讨论一些稍微复杂一点的应用例子. 这些例子, 是用来把一些熟知的
自然现象, 作一粗略的分析. 以上各篇中的例子, 多是些理想气体. 本篇以下的例子, 大
致以分子间的交互作用为重点, 并介绍磁性、杂质、相平衡现象. 相互作用的分析, 是近
代统计力学的内容. 各种理想气体是初等统计力学的领域. 但是, 相互作用是一非常复
杂的问题, 今天的数学技巧, 仍不足用. 所做到的是一些极其简化的模型和近似的计算
法.
第十四章讨论理想气体定律的修正, 即把分子间相互作用看成一小量, 而求其展开

式的第一项. 这章的讨论, 重点在了解相互作用和碰撞时间对自由能的影响. 第十五章
简单地复习一下相平衡现象. 这现象可以说是相互作用的最奇妙的后果. 第十六章复习
各式磁性现象. 第十七章介绍伊辛模型. 这是一个最简单的模型, 可用来分析许多不同
的现象, 是一个十分重要的工具. 第十八章讨论杂质, 特别强调游动杂质和冻结杂质之
不同. 第十九章讨论静电作用. 这是一个在长距离仍不能忽视的作用, 导致许多奇特的
现象.
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我们讲理想气体时, 分子间的作用, 是看作碰撞的原因, 但碰撞时间长度, 和其他细
节却略去了. 因此, 考虑到的效果, 只是使分子动量不断地改变而已. 事实上, 相互作用
的效果不只如此, 在这一章,我们讨论这些作用和它对理想气体定律 p = TN/V 之影响.
我们只讨论低密度下的第一个修正项, 即 T (N/V )2 的系数 B, 所谓 “第二位力系数”. 先
复习一下分子间的作用能, 再指出它和 B 的关系. 然后引出碰撞逗留时间的概念, 把碰
撞所扮演的角色作更深一层的描述, 对散射理论的一些基本概念, 也稍作讨论.

1. 分子间的作用力

分子间的作用力, 自然要看分子的结构而定. 复杂的分子之间的作用, 十分的复杂,
我们略为复习一下简单分子间的作用.
如果两分子间的距离近到电子层互相接触, 则发生强斥力. 这大致是由于电子为费

米粒子, 互不相容. 如果两分子相距很远, 则会有一点引力. 原因大致是电二极作用. 原
子单独时不会有电二极, (即电子的重心必与原子核重心重合). 但这可以说是一种时间
的平均性质, 电二极是在高速运转, 平均是零. 如有二原子, 则电子仍会互相影响, (由不
同原子组成的分子可以自备二极, 不必其他分子帮忙. ) 相互作用能是和 r−6 成正比. r
是原子或分子间的距离, 这 r−6 可以大致解释如下:
在原点放一个原子. 它有个高速运转的二极 d. 在 r 点的电场是 (略去细节)

E ∼ d

r3
. (1)

如在 r 放另一原子, 则 E 使它的轨道偏向一方, 而产生二极

d′ ∼ E. (2)

因此二原子间产生作用能

U(r) = −d′ ·E ∼ −d′ · d
r3
∼ −d

2

r6
. (3)

虽然 d, d′ 之平均值均为零, 但 d2 之平均非零.
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图 1

短距离的斥力和长距离的引力造成一个如图 1 所示的相互作用能. 其极小处之值为 −ε,
在 r = a. 一般常用所谓 “6—12 势能”∗

U (r) = ε

((a
r

)12
− 2

(a
r

)6)
(4)

来作为近似. 一些例子见表 1, 这样粗略的作用模型, 却有非常广泛的用途, 气体、固体、
液体的许多性质, 都可以相当精确地由它来解释.

表 1 作用能极小值及距离

a(Å) ε(焦耳)
He 2.2 1× 10−22

H2 2.7 4
Ar 3.2 15
N2 3.7 13

CO2 4.5 40

Tabor, (1979) p.29

∗或称 Lenard-Jones 势能.
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2. 理想气体定律之修正

现在来看理想气体公式 p = N
V
T 的修正. 我们只讨论 (N/V )2 项. 我们可以从开放

法则出发. 在第九章, 展开式已列出 (见 (9.3) 至 (9.7)). 在此, 取到 z2 项:

p =
T

V
lnΣ,

TN

V
= z

∂p

∂z
,

(5)

lnΣ = zZ1 + z2
(
Z2 −

1

2
Z2

1

)
,

N

V
=

1

V

[
zZ1 + 2z2

(
Z2 −

1

2
Z2

1

)]
,

(6)

z ≡ eµ/T
h3

(2πmT )3/2 =理想气体密度,

Z1 = V, (7)

Z2 =
1

2

∫
d3r1d3r2e−u(|r1−r2|)/T . (8)

把以上式子整理一下, 消去 z, 即得

p =
N

V
T

(
1 +B

N

V

)
, (9)

B ≡ − 1

V

(
Z2 −

1

2
Z2

1

)
= − 1

2V

∫
d3r1d3r2

[
e−u(|r1−r2|)/T − 1

]
= −1

2

∫
d3r

[
e−u(r)/T − 1

]
.

(10)

因此, 要求 B, 只需要分析一对粒子的作用. (10) 这积分的值大致是 b3, b 是 u(r) 的有

效距离. 由此可见, 以上的展开式是

zb3 ∼ N

V
b3 (11)

的级数. 所谓 “低密度”, 是指在相互作用的有效距离内, 不常有分子, 也就是说, 相互作
用能不常生效.
因为 u(r) 大致是由一个强斥力, 加上一个弱引力形成, (见图 1), 因此

B ≈ 2π

3
a3 +

1

2T

∫ ∞

a

u(r)d3r

≡ v0 −
y

T
.

(12)
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代入 (9) 得

p =
N

V
T

(
1 +

Nv0
V

)
− y

(
N

V

)2

≈ NT

(V −Nv0)
− y

(
N

V

)2

.

(13)

因此, 理想气体公式的修正大致可以看成 1 由于斥力, 分子可以活动的体积从 V 减小

至 (V − Nv0), 2 由于分子间的吸引, 压力减低. 当一个分子往墙上撞, 背后常有人拉
一把, 因此撞得轻一些.

(13) 式就是有名的 “范德瓦尔斯” 方程式, 在讨论相变时会再出现.
B 是所谓 “第二位力系数”. 密度展开常称作 “均功展开”. (9) 式可直接由位力定理

求得, 可作练习用. (见讨论问题)
从气体压强的测量结果、可以推测 B, 进一步利用公式 (10) 大致可定出图 1 的作

用能.

3. 碰撞的逗留时间

以上的分析, 十分简单. 现在从一个不同的观点来看. 虽然比较复杂, 但它把分子运
动的角色, 描述得清楚些.
早在讨论 “细致平衡” 时, 就强调了碰撞之重要性. 理想气体不是指碰撞不发生, 而

是指碰撞发生的时间十分短. 因此, 理想气体公式之修正, 就是由碰撞时间引起. 也就是
说,每个分子的自由时间受到了影响. 以下的分析的结论是 (10)式的 B 是和碰撞的 “逗
留时间” 成正比.
我们先把 z2Z2 改写一下:

z2Z2 =
e−2µ/T

2h6

∫
d3p1d3p2d3r1d3r2e−H/T , (14)

H =
p21
2m

+
p22
2m

+ u (|r1 − r2|)

=
P 2

2M
+

p2

2m′ + u(r),

(15)

d3p1d3r1d3p2d3r2 = d3Rd3Pd3rd3p.

式中的 P 是二粒子的总动量, M = 2m 是总质量. r, p 是重心坐标系中的相对位置及
动量, m′ = m/2,

P = p1 + p2, p = 1
2
(p1 − p2),

R = 1
2
(r1 + r2), r = r1 − r2.

(16)

我们假设 u(r) 和 r 的方向无关. 将 (15) 代入 (14), d3R 和 d3P 的积分不涉及 u(r), 可
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以立即做了, 得

z2Z2 =
e2µ/T
h3

(2πMT )3/2V × V
∫

dεg(ε)e−ε/T ,

V g(ε) ≡ 1

h3

∫
d3rd3p δ

(
ε− p2

2m′ − u(r)
)
.

(17)

g(ε) 自然是粒子轨道的能量分布, 它可以直接由轨道的统计得来. 各轨道可以由其守恒
量加以分类. 守恒量中除了能量 ε 之外, 还有角动量

l =
r × p

h̄
. (18)

图 2 重心坐标系中的粒子轨道

(见图 2). (17) 可作
g(ε) =

1

8π3h̄

∫
2πldldprdε drdΩ. (19)

式中的 pr 是 p 在 r 方向的分量, dΩ 积分是对入射方向的积分. 因为 dε/dpr = vr 是在

r 方向的速度, 所以, vr = dr/dt.

dpr
dε dr = dt

drdr = dt (20)

是时间的微分, (19) 成为

V g(ε) =
1

8π3h̄

∫
2πldl 4π

∫
dt. (21)

如果 u(r) = 0, 则
z2Z2 =

1

2
Z2

1 . (22)
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所以, 将 (21) 代入 (17), 得

z2
(
Z2 −

1

2
Z2

1

)
=

e2µ/T
h3

(2πMT )3/2V

× 1

πh̄

∫ ∞

0

ldl
∫ ∞

0

dε · t′(ε, l)e−ε/T ,

(23)

t′(ε, l) ≡
∫

dt(轨道)−
∫

dt(u = 0轨道)

=逗留时间.

(24)

这也就是图 2 中从 i 到 f 所费的时间减去从 i 到 h 的时间. 图中这轨道的逗留时间显
然是负的, 即跑出来得比没有碰撞还要快. 像图 3 的情形 t′(ε, l) 就是正的.

图 3 同图 2, 只是相互作用力为引力, 粒子 2 的轨道未画出.

以上分析, 总结一下, 是

B =
23/2λ3

πh̄

∫
ldl
∫

dεt′(ε, l)e−ε/T ,

λ ≡ h

(2πmT )1/2
.

(25)

这个结果的意义是: B 和轨道的关系, 只是逗留的时间而已. 这逗留时间是可以从轨道
的自由部分定义. 在图 2 中, 只需测得粒子入圈时间和出圈时间. 至于轨道在圈内的详
情, 则全不必知道, 也就是说, 要计算 B, 我们只需要知道入射前及射出后的资料, 不必
知道作用时的资料.
从第 3 节到此的分析, 有一个重点, 即系数 B 并不必直接涉及分子作用的细节. 它

可以直接以作用前后的各量表示, 虽然 B 是一个统计力学的概念, 而且由 (10) 看来, 它
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是和作用 u(r) 有直接的关联, 但是以上分析的结论是, 统计并不必涉及短距离的细节,
只要 u(r) 有效范围之外的资料就够了. 量子力学的结果更是明显, 波函数 ψ(r) 在小 r

处的细节全不需要. 重要的是在 r 很大时, 自由区域内的 ψ(r). 结合态则可当作一自由
粒子.
以上这些分析的进一步推广, 请参阅文献†.

4. 量子力学结果

用量子力学来计算 B, 步骤和以上的差不多. 有两个要修正的地方. 一是粒子的波
色性或费米性, 这不是很困难的事, 我们不讨论它. 二是 (17) 的 g(ε) 须要用量子力学计

算, 而不用 (17) 这短波近似. 这是个有趣的问题, 讨论如下.
我们把 r 限制在一个半径为 L 的球中. 只有在原点附近, u(r) 才不是零. g(ε) 可以

写成

g(ε) =
∞∑
l=0

(2l + 1)
∑
n

δ (ε− εnl) , (26)

εnl 来自波动方程式 (
− 1

2m′∇
2 + u(r)

)
ψnlm = εnlψnlm,

ψnlm = Ylm(r)ϕln(r),

(27)

之解. 令在边界上的 ϕln 值为零, 以定 εnl. 边界 r = L, 距原点很远. 在 u(r) 的势力范

围外,

ϕln(r) ∼
1

r
sin
(
kr +

lπ

2
+ δl

)
. (28)

k 之值, 决定于 ϕ(L) = 0, 即

kL+
lπ

2
+ δl = nπ, n =整数,

εnl =
k2

2m
,

(29)

δl 是量子散射理论中的 “相位移”. 它的意义简述如下.
我们学初等光学时, 学到 “像” 的概念. 反射镜, 透镜把来自某光源的光反射了, 或

折射了等等. 最方便的分析方法是说反射镜或透镜造成了一个 “像”. 光好像从 “像” 射
出似的, 像位一旦求出, 问题就解决了. 散射理论中的 “相位移”, 有相同的效用. 如果
u(r) = 0, 即粒子不受任何作用, 则 δl = 0, ϕln(r) 可写作入射波和出射波之和, 即 (28)
是

ϕln(r) ∝ −(−1)le−ikr + eikr, (30)

†Dashen, Ma, Bernstein (1969), Dashen and Ma (1971).
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末项为出射波. 右第一项为入射波, 前面的 −(−1)l 和三维空间的几何有关, 我们可以不
要管. 如果 u(r) ̸= 0, 则出射波受影响, (28) 成为

ϕln(r) ∝ −(−1)le−ikr + e2iδleikr, (31)

即 (30) 的第二项多了个 e2iδl 乘数. 因此, 碰撞的结果, 是把出射波的振动相角加了 2δl.
要看粒子如何射出, 我们把动量在 k 附近的波组合起来, 使成一厚度有限的球面波, 再
看这波如何向外移动:

ψ(r, t) ∝
∫

dqA(q)e2iδl(k+q)ei(k+q)re−iε(k+q)t. (32)

以上只考虑出射波, 并把时间因子放进去,

A(q) =

∫
dre−iqra(r),

a(r) =
1

2π

∫
dqeiqrA(q),

(33)

a(r) 是一个比 1/k 宽很多的包络曲线, (见图 4)

图 4

因为 a(r) 很宽, 故 A(q) 很窄, (32) 的指数可以展开, 得

δl(k + q) ≈ δl(k) + q
∂δl
∂k

,

ε(k + q) ≈ 1

2m′ (k + q)2 ≈ ε(k) + k

m′ · q.
(34)

应用 (34) 之近似 (32) 可写成

ψ(r, t) ∝ e2iδl(k)eikr−iε(k)t

∫
dqA(q)eiq(r−vt−r0)

∝ e2iδl(k)eikr−iε(k)ta (r − vt+ r0) ,

(35)

v ≡ k

m′ ,

−r0 ≡ 2
∂δl
∂k

.

(36)

(35) 的解释十分清楚: 出射波以速度 v 向外移动, 它的来源在 r0, 也就是说, “像” 的位
置在 r = r0, 如果 δl = 0, 则来源在原点. 作用能 u(r) 的结果是在 r0 成 “像”.



5. 结合态, 勒文生定理 223

现在回到 (29), 及 (26). 我们要的是 g(ε)− g0(ε). g0(ε) 是 u(r) = 0 时的能量分布,
从 (29) 可得

dn
dε −

(
dn
dε

)
0

=
1

π

dδl
dε . (37)

这 dn/dε 是指在能量间隔 dε 内有多少角动量为 l 的状态. 因此, 由 (29), (37) 得

g(ε)− g0(ε) =
∞∑
l=0

(2l + 1)
1

π

dδl
dε . (38)

从这式子得‡

B = −23/2λ3

∞∑
l=0

(2l + 1)
1

π

∫
dεe−ε/T dδl

dε . (39)

是为量子力学计算的第二位力系数. 此式尚未考虑粒子之波色性. 如果是波色粒子, 则 l

必为偶数. 如果为费米, 则要看粒子之自旋. 如是 1
2
, 二自旋平行, 则 l 必须是奇数, 整个

式子须乘以 3, 如二自旋反向, 则 l 为偶数. 平行和反向的结果加起来才是总系数 B.
现在可以把 (39) 和 (25) 作一比较. 由 (36) 得

2
dδl
dε = 2

dδl
dk

/
dε
dk

= −r0
v

= t′(ε, l).

(40)

r0 是像的位移, 除以速度, 正好就是逗留时间, 也就是说, 射出波看来是迟了 t′. 因此, 除
了 l 该改成 l + 1

2
, 积分该改为计和之外, (25) 和 (39) 是完全一样的.

5. 结合态, 勒文生定理

以上的分析, 没有包括两粒子的结合态. 如果两粒子可结合而成一新分子, 则是一
种化学反应

A+A←→ A2, (41)

A2 的化学势为 2µ, 质量为 2m ≡M , 能量为动能减去结合能 W :

P 2

2M
−W. (42)

这 A2 气体的压强是

p2 = T
e(2µ+W )/T

λ3
2

≈ 23/2Tλ3

(
N

V

)2

eW/T ,

λ2 ≡
h

(2πMT )1/2
=

λ√
2
.

(43)

‡这结果见 Beth and Uhlenbeck (1937).
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要造一个 A2 需要两个 A, 因此, (41) 的反应, 反使总压强减少 p2:

p =
N

V
T − p2

≈ N

V
T

(
1− 23/2

(
N

V

)
λ3eW/T

)
.

(44)

和 (9) 比较一下, 可见结合态 A2 的效果是

B = −23/2λ3eW/T . (45)

碰撞和结合态的效果统统算在一起, 可以写成

g(ε)− g0(ε) =
∞∑
l=0

(2l + 1)

[∑
α

δ (ε+Wlα) +
1

π

dδl
dε

]
. (46)

也就是 (38) 式加上结合态 lα. 当然, 如果某个 l 没有结合态, δ(ε+Wlα) 就不存在. (25)
也没有包括结合态的影响, 也该修正.
我们顺便提一下散射理论中的一个有趣的定理, 即 “勒文生定理”§

nl =
1

π
[δl(0)− δl(∞)] . (47)

式中 nl 是角动量为 l 的结合态数目. 在这是低能和高能相位移之差. 这定理把散射实
验的结果, 即 δl 和结合态扯到一起, 看来十分玄妙. 但是, 从统计的观点来看, 这定理的
意义十分明显. 说明如下.
令 gl(ε) 为角动量为 l 的诸状态时能量分布, 则

gl(ε)− g0l(ε) = (2l + 1)

[∑
α

δ (ε+Wlα) +
1

π

dδl
dε

]
. (48)

是角动量为 l 的形像总数, 即整个角动量为 l 的状态空间的总体积, 应该和相互作用
u(r) 无关. 作用的功效只是把各状态的能量改变一下, 把波函数重新组和, 但不会改变
状态的总数. 因此 ∫ ∞

−∞
dε [gl(ε)− g0l(ε)] = 0. (49)

(48) 右边的积分就是

(2l + 1)

[
nl +

1

π
(δ(∞)− δ(0))

]
. (50)

由 (49), (50) 即得 (47). (读者注意, 一般的情形下, 虽然 (49) 成立, 但若是把各 l 项加

起来, 就不一定对了, 原因是级数不一定收敛. )

§Levinson 定理, 见量子力学书籍.
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讨论问题十四

1. 试证 “位力定理”, (从牛顿定律开始):

N∑
i=1

⟨ri · F i⟩+ 2K = 0. (51)

ri 是第 i 个粒子的位置, F i 是它所受之力, K 是总动能, ⟨· · ·⟩ 是长时间的平均值,
共有 N 个粒子.

2. 某气体的体积为 V , 哈密顿量为

H =
N∑
i=1

p2i
2m

+
1

2

∑
i,j

U (|ri − rj |) . (52)

(A) 用 “位力定理” 证明:

如果 U = 0, 则 pV =
2

3
K. (53)

(B) 令 U 之有效距离为 a, 即

U(r) = 0, r > a. (54)

试证: 如果 a→ 0, 则即使 U(r), r < a, 很大, pV 仍然大约是 2
3
K.

(C) 如果 α ≡ Na3/V ≪ 1, 求第二位力系数 B:

pV = NT

(
1 +

(
N

V

)
B +O

(
α2
))

. (55)

从 (51) 开始. 再利用上章的相关函数得
∑

i ⟨ri · F i⟩.

3. 某金属内有固定的杂原子, 电子和杂原子的作用能为 U(r), r 为电子和一杂原子间
的距离. 令电子散射的相位移为 δl.

(A) 求此杂质引起的热容率改变. (提示: 热容率只和 g(ε) 有关), 假定杂原子的密
度很低.

(B)如果杂原子是硬球,半径为 a,试将 (A)的结果算出. 考虑 kFa≪ 1和 kFa≫ 1

两特殊情形. kF 是顶层电子的动量.

在 kFa≫ 1 的情形下, 答案很容易求, 不必经过 δl, 只须考虑杂质所占的体积.

4. 高次位力系数, 比较复杂. 展开式须从第十二章的问题 4 做起. 有关这一方面的书
籍很多, 例如 Brout and Carruthers (1963) 的第 1 章. 读者可自修.
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第十五章 相平衡

一般说来, 在一定的环境下, 例如在一定的温度、压强、磁场下, 物系的性质, 如密
度、熵、磁矩方向等, 都有一定的值. (微小的涨落不计). 但在某些特殊环境下, 有些性
质却不一定, 而可以有两个或更多的值. 例如在 100oC, 一大气压下, 水可呈气态 (密度
小) 或液态 (密度大). 再如一磁铁, 如无外加磁场, 则其磁矩不一定, 而可指任一方向.
在这些特殊环境下, 蒸汽和水可以共存, 磁铁的磁矩可以有一半朝东, 一半朝西. 这样的
现象曰相平衡, 这是一极为广泛, 极其困难的题目, 也是近代统计力学中最引人注意的一
部门. 这一章只将最基本的一些常识和概念作一简介.

1. 气态和液态

一般原子之间的作用力, 在短距离时为强斥力, 在较长距离有弱引力, (见图 1). 因
此, 各原子大致是一些略相吸引的硬球. 温度很低时, F = E − TS 之极小值决定于 E,
故呈晶体, 使 E 小. 高温时, F 决定于 −TS, 故呈气态, S 大也. 液体出现在中间温度,
一方面原子间距离和 a 相近 (见图 1), 一方面位置不定, 熵亦不小. 液体中原子的详细
运动情形非常复杂, 有短时间晶状排列, 也有滑动、转动、振动等运动. 其详情视原子或
分子的结构和其他性质而异, 将不在此地讨论.

图 1

227
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现在, 讲一点二相共存的简单常识. 当二相共存时, 例如一瓶水和水上的蒸汽, 这物
体就不是一均匀的物体, 因为水和蒸汽的密度不同. 不过水这一部分是均匀的. 同样, 蒸
汽的一部分也是均匀的. 这两部分可看作两个物体, 在定温定压的环境中. 既然分子可
以自由地从一物系到另一物系, 故在平衡状态下, 分子的化学势在水中和在蒸汽中是一
样的,

µ1(T, p) = µ2(T, p). (1)

乍看起来, µ1, µ2 的意义很明显,但细看却有问题,要费些周章才能说清楚,现在且就 (1)
谈些简单的结论. 把这些周章延到末节再说.

(1) 可以说是在 (T, p) 平面上一条曲线的定义. 只有在这曲线上的点才适合 (1) 这
条件. 这曲线可称为态 1 和态 2 之分界线, (见图 2) 气态, 液态的分界线之终点曰 “临界
点”. 此点以上就没有气液之别了, 同理, 若是要有三相共存, 则 (T, p) 需合乎

µ1(T, p) = µ2(T, p) = µ3(T, p). (2)

这 (T, p) 可看作 (1, 2), (2, 3), (3, 1) 三条分界线的交点, 即 “三相点”.
气态部分, 曰蒸汽. 平衡的气压曰 “饱和蒸汽压”. 现在复习几个名词, 及常识.

图 2

(甲) 潜热:
潜热 q 是把一分子从一态送到另一态所需的能量, 令

ε1 =
E1

N1

, ε2 =
E2

N2

,

v1 =
V1

N1

, v2 =
V2

N2

,

s1 =
S1

N1

, s2 =
S2

N2

.

(3)
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要把一分子从态 2 送到态 1, 不但需要能量 ε1 − ε2, 还要对压力做功 p(v1 − v2). 因此

q = (ε1 − ε2) + p (v1 − v2) . (4)

因为 µ1 − µ2 = 0, 且 µ1,2 = ε1,2 − Ts1,2 + pv1,2, 故

(ε1 − ε2)− T (s1 − s2) + p (v1 − v2) = 0.

即

q = T (s1 − s2). (5)

潜热是可以直接测量的, 因此, 二相的熵差可以直接测量.
(乙) 交界线方程式
沿着交界线 µ1(T, p) = µ2(T, p) 取微分, 得 dµ1 = dµ2,

即 − s1dT + v1dp = −s2dT + v2dp, (6)

因为 dµ = −sdT + vdp. 整理之, 得

dp
dT =

s1 − s2
v1 − v2

=
q

T (v1 − v2)
. (7)

q 是由 (5) 而来, 这就是 1, 2 两态的交界方程式. 此式至为重要, 因为 q, T , v1, v2, 都是
可以直接测量的, 因此整个交界线可以用积分算出. 如二相之一是气体, 则交界线曰 “蒸
汽压曲线”.∗

现在来用 (7) 看气态和固态在极低温度的交界线, 以此作为一简单的应用例子. 令
1 指气态, 2 指固态, 温度既低, 气压亦低, 故可将气体作理想气体看. 固体密度较气体大
得多, 故

v1 − v2 ≈ v1. (8)

因为 pv1 = T , 故
dp
dT =

qp

T 2
. (9)

现在

q = ε1 − ε2 + p (v1 − v2)

≈ ε1 − ε2 + T ≈ ε1 − ε2.
(10)

ε1 − ε2 为将一分子踢出固体的能量. 固体外气压甚低, T 很小, 可以略去. 因此, 如
ε1 − ε2 大致不随 T 改, (9) 立即可以解出, 得固体的饱和蒸汽压.

p ∝ e−(ε1−ε2)/T . (11)

这自然是意料中事.
(丙) 蒸发率

∗(7) 式亦称 Clausius-Claypeyron 方程式.
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每单位面积的液面, 每秒有多少分子蒸发? 现在来估计一下这蒸发率. 令液体和其
蒸汽呈平衡状态. 则蒸发率等于气体分子进入液体的速率. 假设蒸汽很稀, 可当作一理
想气体, 则每秒每平方厘米气体分子, 撞上液面的有

nvz = n

∫∞
0

dpz (pz/m) e−βp2
z/2m∫∞

−∞ dpze−βp2
z/2m

=
nT√
2πmT

. (12)

式中 n 是气体密度, vz 是垂直于液面的平均速度. 有些撞上液面后不留下, 却立即回升.
因此真正进入液体的只有 (12) 的一部分, 0 < α < 1, 这 α 可称作 “胶着系数”. 既然进
去的等于出来的, 故

蒸发率 = α
p√

2πmT
. (13)

这 α 之值要看详细运动情形, 液面结构等等. p 是饱和蒸汽压 = nT .
现在调回头来说, 即使蒸汽不饱和, (13) 仍然该是对的. 因为蒸发率和有多少分子

进来不会有太大关系. 只要把 T 当作液体的温度就行了, 饱和气压可当作一温度的已知
函数. 当然, 蒸汽不饱和, 液体蒸出的多, 进来的少, 过一会儿就干了.
蒸发和沸腾不一样. 如一气泡在液体中出现后, 能支持住不缩小, 这种温度就叫沸

点, 气泡中的压强是饱和蒸汽压. 因此, 当饱和蒸汽压等于液体压强时, (即外加压强, 且
常是一大气压) 再加热就造成沸腾.

2. 水珠的消长

以上的讨论着重于二相的共存, 对二相之间的分界面未作任何考虑. 如在分界面的
分子, 比在液中、气中的少很多, 则可以略去不计. 但有时没有少很多, 则不能略去. 例
如一个小水珠, 其表面上的分子对整个水珠的性质影响颇大. 水珠的成长是凝结现象的
第一步, 这是一门大学问, 在讨论雨、露、霜、雾时不可少, 气象学者们在这方面下了不
少工夫, 现在我们把水珠消长的最基本概念提一下.
水珠所处的环境, 是一个定温、定压, 而且是开放的环境. 我们定义自由能 Λ 为

Λ(p, T,N) = G(p, T,N)− µN. (14)

N 为水珠内的分子数, µ 是环境的化学势, 即水蒸汽的化学势, G 为水珠的定温定压势
能. 在平衡时, Λ 的极小在

∂Λ

∂N
= 0处, 即 µ =

∂G

∂N
. (15)

如果 N 是一大数, 则 G(N) 该是

G(N) = Ng +N2/3η + · · · . (16)

略去的是比 N2/3 次数低的各项. 如果 N ≫ N2/3, 而略去 N2/3, 即略去分界面, 则 G

必须是 µ′N , µ′(T, p) 是液体的化学势. 因此, g = µ′. 第二项的来源是水珠表面张力. 在
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表面的分子数和 N2/3 的成正比, 只要表面够平. 这些分子有一边没有其他分子作邻居,
少了吸引力, 因此少了负的作用能, 故表面积越大, 能量越高. η 因此和表面张力 α 成正

比. (此 α 与 (13) 之 α 无关) ηN2/3 = α4πr2, 所以

α =
η

4π

(
4π

3
n′
)2/3

, (17)

n′ 是液体的密度, r 是水珠半径. 注意, 我们在此并没有对这水珠作确切的定义. 水珠
的 “表面” 并非一确定的几何面, 那些分子在 “水珠内”, 那些算是在 “水珠外”, 并没有
明确的定义. 所谓水珠的表面, 只是一大略的内外分界. 在 (16) 中, 略去的项并无太
大意义, 因为 N 之值本身的意义有限. (大致说来, N 的意义只限于 ±

√
N 之内, 注意

√
N < N2/3).
将 (16) 代入 (14), 得

Λ(N) ≈ (µ′ − µ)N +N2/3η. (18)

图 3 示 Λ(N). 最后一项总是随 N 而增的, (µ′ − µ)N 这项可要看 µ′ 和 µ 那个大些, 如
果 µ′ > µ, 则 Λ(N) 一直是随 N 而增, 如果 µ′ < µ, 则先增而后落, µ 是水珠四周水蒸
汽的化学势, µ′ 是在同一温度, 压强下液体的化学势, µ 和 µ′ 可以用蒸汽的压强 p 和饱

和蒸汽压 p′ 表示. 把蒸汽当作一理想气体, 则

p = eβµ z
λ3
, (19)

z

λ3
≡
∫ d3p

(2π)3
e−βp2/2m

∑
α

e−βεα (20)

(20) 中的 α 是指水分子内部结构的形态, 从 (19) 得

µ = T
(
lnp− ln

(
z/λ3

))
,

µ′ = T
(
lnp′ − ln

(
z/λ3

))
,

µ− µ′ = T ln (p/p′) ≡ T lns.

(21)

式中的 s = p/p′ 称为 “饱和度”, 注意 p′ 是当水和蒸汽平衡时的蒸汽压, 即饱和气压. 如
果水珠四周的气压 p 比 p′ 小, 即 s < 1, 则为 “未饱和”. 如 s > 1, 则为 “过饱和”, 过饱
和则 µ′ < µ. 当 N 够大时, Λ(µ) 会落下 (见图 3). N 趋向 Λ(N) 低处, 则 N 将无限制

增加, 即水珠越长越大. 如未饱和, 则 N 不会增大, 水珠将消失. 当然最重要的一个特点
是在过饱和蒸汽中, 水珠的体积, 如是小于临界体积 Nc, (见图 3), 也不免趋于消失的方
向. 因此, 若非先有些大于临界体积的水珠, 蒸汽就不会凝成水. Nc 可由 (18) 微分求出,
得

N1/3
c =

2η

3T lns . (22)
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图 3

因为饱和度 s 是以其对数 lns 方式出现, 所以它对 N 的影响不太大, s 加个几倍对
Nc 不会发生大作用. 在 T ∼ 273K, s ∼ 250% 时, Nc ∼ 300, 相当于半径约 13Å 的水珠,
虽然这临界体积并不大, 但事实上在水蒸汽中要三百个分子靠碰撞而聚合却不容易. 据
实验 s ∼ 500% 的过饱和蒸汽都不会凝结. 这当然是指纯水蒸汽而言, 如果汽中有杂质,
如灰尘、水粒, 各种带电的粒子, 如离子等, 则凝结在 s 稍大于 1 就可以很快发生. 杂质
成了凝结的中心, 水珠在各粒子上开始形成. 有关这一方面的常识, 读者可以从气象学
书籍中得到, 许多十分有趣的问题, 如雾、露、霜、雪、雨点的运动, 人造雨的技术等, 都
在气象学中.

3. 潜热和分子作用能

在第 1 节提到, 固态和气态间的潜热, 即 “升华热”, 和把一原子踢出固体的能量相
近. (见 (10)). 这能量当然和图 1 这条曲线有关. 固体中, 原子间的距离大约是 a, 一对
原子间的作用能约为 −ε. 因此, 要踢出一个原子, 必须拆散 n 对原子, 假定每原子有 n

个邻居. 因此, 升华热是

q =
1

2
nε. (23)

这是因为 N 个原子间只能有 1/2Nn 对邻居. fcc(面心方) 及 hcp(六角密集) 的晶体, 都
有 n = 12 即 q = 6ε, 表 1 是一些此类晶体的升华热及 ε 的数字. ε 可以由计算, 或气体
的性质求得. (见第十五章)

表 1



4. 熔解, 林德曼公式 233

晶体 升华热实验 q(103J/mole) 计算 (23) ε(焦耳)
He 0.08 0.33 0.9× 10−22

Ne 1.3 1.7 4.8
Ar 7.3 5.9 16.5
Kr 10.0 9.0 25

Tabor(1979) p.152.

表 1 中的分子, 都是球形, 图 1 的作用能最可靠. 此表中所谓 “实验” 值, 其实是熔
解热及蒸发热之和. 升华热不容易直接测定. 熔解热和蒸发热大致是由固态经液态而至
于气态所需的能量, 应该和升华热相去不远. 表 1 中的数字, 只是大略的数字. 但确指出
分子间的作用能和升华热的关系. 氦是一个例外, 原因是氦原子很轻, 有大幅的零点振
动, 它的晶体原子间距离不是在图 1 的极小左右, 而分散到更大的值.
晶体密度和气体的差很多, 但和液体的差不多. 因此, 可以想见熔解热应比升华热

小很多, 而蒸发热和升华热差不多. 事实上是如此, 一般的熔解热只有升华热的三十分
之一至十分之一间.

4. 熔解, 林德曼公式

固体熔成液体, 是一个非常复杂的现象, 固体的原子作一定的排列. 温度升高, 则原
子振动幅度加大, 而且会产生结构上的缺陷. 温度升到熔点, 则整个结构 “瓦解”, 成了液
体. 熔点温度和压强有关, 可用交界线方程式 (7) 决定. 如果固态体积小于液态, 则加压
使熔点上升 (即比较不易熔). 如果固态体积较液态小, 则加压使熔点降低, 冰和水是最
重要的例子.
因为固态和液态的密度相差很小, 图 1 的作用能曲线, 对于熔解的了解, 就无甚帮

助, 因为熔解前后的 r 都是在 a 附近. 但是, 有人用十分简略的假设, 得到一个熔点和作
用能的关系, 有意料不到的好结果. 这是所谓林德曼公式†. 我们略提一下.
假定: 晶体中分子的振幅大到某一程度, 晶体即熔解, 振幅和温度有关, 由能量均分

定律得
1

2
K
〈
(r − a)2

〉
=

1

2
T. (24)

K 是作用能曲线在最低点的二次微分. 照假定, 振幅到 αa 时, 晶体熔解, 即

Ka2α2 = T0. (25)

T0 为熔点温度. K 是可以直接由弹性系数决定. 立方晶体的杨氏系数 E 和 K 的关系

是 K = Ea. 因此,

T0 = E
α2

nk
. (26)

†Lindemann 公式, 见固态物理书籍.
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n = 1/a3 是晶体的密度, k 是热常数, (一向设为 k = 1 者)E, n 都可以直接测定, 现在
要凑一个 α 值, 使 (26) 尽量和测得的熔解温度符合. 表 2 是一些结果, (26) 的成绩可以
说是惊人. 所取 α = 1/10 指出, 振幅不需要很大, 晶体就熔了.

表 2 林德曼公式计算的熔点，α2 = 1/100

T0(26) 式 T0 实验

铅 400K 600K
银 1100 1270
铁 1800 1800
钨 4200 3650
盐 1200 1070
水晶 1900 2000
取自 Tabor(1979) p.246.

因此, 要了解熔解的道理, 必须要了解为什么 (26) 如此成功.

5. µ1, µ2 的定义

以上的讨论主要是复习有关气液共存的一些现象, 现在来澄清一点基本概念上的问
题, 也就是在 (1) 下提到的问题. 在 (1) 中, µ1 和 µ2 的定义并不清楚. 乍看起来, µ2 是

气体的化学势, µ1 是液体的化学势, 但统计力学的基本假设只容许一个 µ, 也就是吉布
斯自由能 G(T, p), 除以 N :

e−G(T,p)/T =
∑
s

e−(H(s)+pV (s))/T ,

µ =
G

N
.

(27)

从 (27) 看来, G 的计算并未提到气态或液态或共存. 在一定的温度压强下, 只有一个 G,
也只有一个 µ, 那里来的两个 µ1, µ2 呢? 现在来把以上 µ1, µ2 的意义仔细检讨一下.

在一定压强下, (1) 的意思说我们可以找到两条曲线 µ1(T ) 和 µ2(T ) 的交点. 由这
交点定气液共存的温度. 也就是假定 µ2(T ) 在 T (P ) 以下 (至少在 T (p) 附近) 仍有意
义, µ1(T ) 在 T (p) 以上也仍有意义. 否则谈何交点? 不过 µ1(T ) 在 T (p) 以上, 及 µ2(T )

在 T (p) 以下的意义是什么呢? 从统计力学的基本假设看来, 是无意义的, 因为 (27) 明
白的指出, 只有一个 µ(T ), 即一条曲线. 我们应该把 (1) 和图 4 看作图 5 的情形. 即只
有一条曲线. 在 T (p), 曲线的斜率为不连续. 图 4 中 “不该有” 的部分去掉, 即得图 5.
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图 4

现在的问题是, (27) 看来是一个 T , p 的连续函数, 也看不出它会导致不连续的斜
率, 计和中的每一项, 即每一统计份量

图 5

e−(H+pV )/T (28)

都是 T 和 p 的平滑, 可微分多次的函数, 不连续的斜率何从来起? 这个数学问题自然是
极其重要. 如果 (27) 中的合计中的项数为有限, 则当然不会有任何不连续性发生, 但是
分子粒子数 N 为大数, 当此数趋向无限大, 连续性即成问题. 杨、李指出 N → ∞ 时,
不连续性可能发生, 只要 N 够大, µ(T ) 的曲线的斜率看来就是不连续的了. 此后这方面
的文献甚多, 读者可自阅参考资料‡.

‡Yang and Lee (1952), Griffiths (1972).
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虽然图 5 中的曲线和 T (p) 的意义已是大致清楚, 但图 4 中的 µ1, µ2 的延伸部分,
也并非无意义. 在 T (p) 之下, 仍可以有气体存在, 即过冷气体 (即过饱和蒸汽). 在 T (p)

之上, 亦可有液体存在, 即过热液体, 只是这些过冷过热的东西, 是暂稳. 加以扰动, 则气
化或凝结. 用来观测高能量带电粒子的 “云室”和 “气泡室”即是用过冷蒸汽和过热液体
作成. 粒子过处, 蒸汽凝成小水珠, 液体呈现小气泡. 我们在第 2 节讨论水珠时, 并未遭
遇任何困难, 只是时间长短, 成为一重要问题. 直接用基本假设 (27) 来做计算, 常会失
去暂稳态的性质, 而暂稳态往往是代表性的特征.

最后, 我们提一下名词上的问题. 因为, 如图 5, 自由能的一次微分不连续, 所以像
气液间的相变被称为 “一级相变”. 如果某种相变中, 二次微分不连续, 如热容率

C = T
∂S

∂T
= −T ∂

2G

∂T 2
, (29)

则这种相变应叫做 “二级”. 事实上一般所指的二级相变是像由顺磁性到铁磁性, 由氦液
到超流氦之类的改变, 这些改变都不该叫做 “二级”, 因为在改变发生时的温度, (即临界
温度), 热容率是无限大, 只有在某些近似计算下 (平均力计算), C 才是有限而不连续.
这 “一级”, “二级” 的名称, 不必重视.

讨论问题十五

1. 液体的蒸汽压曲线, 亦大致适合 (9). 实验指出在 99◦C 和 101◦C 的水蒸汽压是
733.7 及 788.0mm(汞柱高). 试用 (9) 求水的蒸发潜热.

(水的蒸发潜热在 100oC 是每克分子 9717 卡).

2. 实验结果指出, 许多液体的蒸发熵 (蒸发潜热除以温度) 在沸点时 (一大气压下) 都
几乎相同. 见表 3, (取自 Zemansky (1957) p.322 Trouton’s Rule). 这些结果, 该如
何解释?

表 3
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Tb L ∆S

Ne 27.2 415 15.3
Ar 87.3 1560 17.9
Kr 120 2158 18.0
Xe 165 3021 18.3
Rn 211 3920 18.6
F2 85.0 1562 18.4
CI2 239 4878 20.4
HCl 188 3860 20.5
HBr 206 4210 20.4
HI 238 4724 19.9
N2 77.3 1330 17.2
O2 90.2 1630 18.1
NO 121 3293 27.1
N2O 373 9717 26.0
CS2 319 6400 20.0
SO2 263 5955 22.6
H2S 213 4463 21.0
N2O 185 3956 21.4
NH3 240 5581 23.3
CH4 112 1955 17.5
CF4 145 3010 20.7
CCl4 350 7140 20.4
CH2O 254 5850 23.0
CF2Cl2 243 4850 20.0
CHCl3 334 6970 20.8
C2N2 252 5576 22.1
C2H6 185 3517 19.1
C6H6 353 7350 20.8

(C2H5)2O 307 6470 21.1
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Tb L ∆S

Li 1599 30800 19.3
Na 1156 21800 18.8
K 1030 18600 18.1
Rb 985 17100 17.4
Cs 986 15700 15.9
Hg 630 14100 22.4
Ga 2540 62000 24.4
In 2273 51600 22.7
Cd 1040 23900 22.9

Tb =沸点温度(K), L =蒸发热 (卡 / 克分子), ∆S = L/T .

3. 由表 3 的结果及 (9), 试证 (
dT
T

)/(
dp
p

)
≈ 0.1.

dp 为压强改变, dT 为 dp 引起的沸点温度的改变.

4. 某液体的沸点在一山顶上为 95◦C, 在山下为 105◦C, 其潜热为 1000 卡 / 克分子,
求山高.

5. 讨论二维、和一维空间中水珠之消长. (即推广第 2 节的讨论).

6. 在气液共存的状态下, ∂p/∂V = 0, 即总体积可变而压强不改.

第十三章的公式 (13.19) 在这情形下的意义如何？试分析之.

7. 在临界温度 Tc 以上, 无气体和液体之分. 在 Tc 之上, ∂p/∂V < 0. 在接近 Tc 的温

度, −∂p/∂V 很小. 试讨论在临界温度附近的中子或光子的散射实验.
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从我们的祖宗黄帝到现在, 磁性一直是一个研究和应用的对象. 在近代的统计力学
和许多自然科学的领域中, 磁性占了极重要的地位. 磁性的作用, 大略可分两类: 一是外
加磁场和个别电子或原子的作用, 二是各电子或原子之间的作用. 如果第二类作用较弱,
问题就比较简单. 一般的顺磁性和电子轨道引起的反磁性, 都属此类. 如果第二类作用
很强, 则问题就十分复杂, 因为我们需要考虑许多单元的集体行为. 铁磁性, 反铁磁性等,
都是属于这第二类作用的问题. 当然, 第二类的问题也必须考虑外加磁场. 本章讨论顺
磁性的问题和电子轨道的反磁性, 最后复习一下相互作用的成因.

1. 顺磁性

令 s1, s2 . . . sN 为 N 个自旋单元, 每单元来自一电子, 或一原子、一核子等. 令哈密
顿量为

H = H0 − h ·M ,

M = gµB

∑
i

si.
(1)

gµB 是磁二极和自旋之比, 如果自旋为电子自旋, 则

g = 2,

µB =
e

2mc
= 9.27× 10−18 erg /kG

= 6.72× 10−2 K/kG.

(2)

m 是电子质量, kG ≡ 一千 “高斯”. (1) 式中的 H0 是其他能量, 即所有不含 h 的能量.
现在假定 H0 不含 si.
假定 s = 1/2. 每个单元有两个状态, 即顺着 h 或与 h 相反, 自由能十分容易求:

e−F/T =
∑
s

e−H/T

=
(

eh′/T + e−h′/T
)N

e−F0/T ,

F = F0 −NT ln
(
2 cosh h

′

T

)
.

(3)

239
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F0 是 H0 部分供给的自由能,
h′ ≡ 1

2
gµBh. (4)

由微分可得熵及其他各量:

S = −
(
∂F

∂T

)
h

= S0 +N

[
ln
(
2 cosh h

′

T

)
− h′

T
tanh h

′

T

]
, (5)

M = −
(
∂F

∂h

)
T

=
1

2
gµBN tanh h

′

T
, (6)

E = E0 − hM, (7)

F ′ ≡ E0 − TS ≡ F + hM. (8)

式中 M 是沿着 h 方向的总磁矩, F ′ 的意义等下就讲. E0, S0 是由 H0 计算而得的能量

和熵.
注意此地的自由能 F 是在一定磁场下的自由能, 包括了各自转在磁场内的势能, 即

−h ·M . 磁矩 M 是看作一变数, 而非不变量. 这一点我们用气体的情形比较一下可说
得更清楚. 在第七章, 我们谈自由能定义时指出: “能量”E 是内能, 不包括外加压强引起
的势能, 如果包括, 则能量和亥姆霍兹自由能 E 和 F 就改成定压量即

E → A = E + pV,

F → G = F + pV.
(9)

pV 是外加压强 p 产生的势能.
热力学第一定律中的 “功”, 是专对内能而言, 即

đW = −pdV,

p = −
(
∂E

∂V

)
S

= −
(
∂F

∂V

)
T

.
(10)

但是在 A, G 中, p 是不变量, 而 V 是运动变数, 其平衡值是

V =

(
∂A

∂p

)
S

=

(
∂G

∂p

)
T

. (11)

前面 (1)、(3) 和 (7), 都包括和 h 作用的势能. 因此, E0 和 F ′ 相当于 (9) 中的 E, F ,
不包括势能 −hM , (−hM 相当于 pV ):

đW = hdM,

h =

(
∂E0

∂M

)
S

=

(
∂F ′

∂M

)
T

,
(12)

而 (10) 的 A, G 相当于 (7), (3) 的 E, F :

M = −
(
∂E

∂h

)
S

= −
(
∂F

∂h

)
T

. (13)
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F 是定磁场, 定温自由能, 而 F ′ 是定磁矩定温自由能.
一般说来, 任何磁性物体的自由能 F 可视为 M 和 T 的函数, 而 F = F ′ − hM 视

为 h 和 T 的函数:
dF ′ = −SdT + hdM,

dF = −SdT −Mdh.
(14)

这并不限于顺磁性.
现在提一下 “绝热去磁” 冷却法, 或 “核子冷却” 法. 这是一个低温实验重要的成就.

所谓冷却, 就是要吸热. 低温实验中, 我们尽量把要观测的物体中的能量吸出来. 也就是
要把它环境的温度降低. 所谓低温环境, 就是很会吸热的环境. 要吸热必须要很容易动.
在低温, 一般物质都成了固体, 振动在 10−2K 以下可以说是停止了. 唯一还可以动的只
有核子的自旋, 它们之间的相互作用能非常之小∗. 在 1K 时它们还可以自由翻身. “绝
热去磁” 法, 就是用这种运动来吸热, 这方法的理论如下. 图 1 是熵在不同磁场下的曲线
(5). (S0 不计). 如果 h = 0, 则 S/N = ln2. 图中 h2 < h1, 磁场越高, S 越低, 因为磁场
限制了自旋的活动范围.
冷却的步骤如下: 先加高磁场, 使自旋排列起来, (见图 1, 由 A 到 B), 然后逐渐把

磁场减小, 同时保持绝热. 绝热过程中熵不变, 因此, 磁场减小, 温度也降低了, 是为绝热
去磁的冷却法.

图 1

注意, 当磁场降低时, 总磁矩 M 并没有变. 熵只是 M 的函数, (5) 可以写成

S =
1

2
N

[
(1 +m)ln 2

1 +m
+ (1−m)ln 2

1−m

]
,

m ≡M/N.

(15)

熵没变, M 也没变. 磁场低, 则自旋容易翻身, 容易翻身的意思就是低温, 因为能量容易
进来, 也就是容易吸取体外的热.

∗一对核子自旋相距 10−8cm 时的磁二极作用能大约为 10−6K.
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图 1 中的过程 A → B → C 可以再往下重复, 到 D, 或再重复. 当然可以用其他不
同大小的磁场.
以上的理论很简单, 做起实验却又是一回事. 平衡须要够长的时间来定义. 在观测

时间内, 每个自旋必须有很多次的变动. 自旋的变动要靠它和其他自旋和环境的作用.
我们一方面要求这些作用强, 使自旋不断地改变, 以达成平衡, 缩短观测时间, 一方面又
要这些作用弱, 使作用能不影响到自旋的自由. 真是 “又要马儿好, 又要马儿不吃草”, 实
验者面临的难题, 可以想见. 约在十五年前, 有人用金属中的核子自旋来做成这种实验,
达到低于 10−4K 的温度†. 用金属的原因是自由电子在极低的温度下仍能活动. 在低温,
可以活动的电子粒子数是和 T 成正比, 即热容率和 T 成正比, 虽然这很小, 但比起晶体
振动的 T 3 热容率要强多了. 核子自旋和电子有一点点作用. 靠电子的来往疏通, 核子自
旋可达平衡. 观测时间往往要一星期.

2. 磁化率

“磁化率” 或 “磁响应率” 的定义是

χ =
∂M

∂h
, (16)

一般都指 h→ 0 时的情形, 即 χ =M/h, 上一节的模型的磁化效率由 (6) 可知:

χ =
1

4

N (gµB)
2

T
(17)

这个和温度成反比的结果是很普遍的现象, 一般称作 “居里定律”‡. 在第十三章 (见
(13.6)), 我们指出

χ =
1

T

〈
M2
〉
c
. (18)

如果各自旋为独立, 则

〈
M2
〉
c
=

1

3

〈(∑
i

si

)2〉
c

(µBg)
2

=
1

3
Ns(s+ 1) (µBg)

2
.

(19)

式中的 1/3 是因为 M 的意思是沿 h 方向的磁矩, 即 ⟨M2⟩ = 1
3
⟨M ·M⟩. 如果 s = 1

2
,

则得 (17). 注意, (18) 假设了 [M ,H] = 0, 即M 为守恒量, 或略去量子效应.
现在来看一个费米粒子群体的磁化率, 例如金属电子, 或 He3. 我们只考虑电子自

旋, 不考虑其轨道引起的磁性.
在 T = 0 时, 粒子状态在费米能量 (顶层能量)εF 以下客满, 层外全空. 每一动量有

两状态, 自旋向上或向下. 因此, 在 T = 0 时, 自旋全被锁住了, 一半向下, 一半向上. 在
†Osgood and Gookind(1967), Dundon and Gookind (1974).
‡居里夫人之夫所发现.
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T > 0 时, 顶层外有些外层粒子, 内有些空子. 这些粒子, 空子的自旋可以活动, 可以造
成磁响应. 这些粒子、空子的粒子数是和 T 成正比, 因此, χ 在低温时是一常数, 因为
(18) 分母也是 T . 要计算这常数很简单, 令 N± 为自旋朝上朝下的粒子数, 则

M =
1

2
gµB (N+ −N−) ,〈

M2
〉
c
=

1

4
(gµB)

2 [〈
N2

+

〉
c
+
〈
N2

−
〉
c

]
,

(20)

⟨N+N−⟩c = 0, 因为 N+, N− 不相干.

现在再用第十三章的关系 (见 (13.17)):

〈
N2

±
〉
c
= T

∂N±

∂µ
=

1

2
T
∂N

∂µ
(21)

在低温 ∂N/∂µ 即是态密度 (见 (4.14)):

V g(0) = V
mpF
π2

, (22)

也就是说, 费米能量, 即 µ, 增加 dµ, 占满的状态数就增加 dN = V g(0)dµ. 由 (18)、
(20)、(21) 得

χ =
1

4
(gµB)

2 ∂N

∂µ
=
V

4
(gµB)

2 mpF
π2

. (23)

注意: 在高温,
〈
N2

±
〉
c
= N±, 则 χ 又回到 (17). (23) 是所谓泡利§磁化率.

实验测得 He3 的磁化率远比 (23) 的大 (He3 的 gµB 必须用 He3 核子的值). 原因
是原子间的作用. He3 液体实在不是理想气体. 由于互斥, ⟨N+N−⟩c < 0, 因而把 ⟨M2⟩c
加大不少.

3. 带电粒子的反磁性

带电粒子在磁场中会走圆圈轨道. 这圆圈会产生和外加磁场反向的磁矩, 造成反磁
性. 但这样的看法并不可靠, 图 2 示一些轨道, 磁场向下, (假定电荷为正), 圆圈轨道的
磁矩向上, 现在我们在气体中任取一区域, (图 2 的虚线内). 完全在区内的轨道造成向上
的磁矩, 但靠边的轨道却造成反时针的电流, 形成向下的磁矩.

§发现独占定律的那位泡利, Pauli.
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图 2

图 3

我们可以证明在区内的总磁矩为零, 如下: 一个轨道的磁矩是和

σ ≡ 1

2

∮
r × dr (24)

成正比. 积分是沿着轨道做, 如果轨道是一整圈, 则 σ 是圈内面积. 现在假定磁场指向
−z 方向, 轨道都在 x, y 平面内, z 方向的运动略去. 如果一轨道在图 2 区内, 则

σ = πa2. (25)
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σ 方向指向 z, a 是圈圈的半径. 如果轨道有一部分在区外, 就比较麻烦, 令 R 为圆心的

位置, 则
r ≡ R+ r′,

σ =
1

2
R×

∫
dr′ +

1

2

∫
r′ × dr′.

(26)

图 3 是图 2 中右边的轨道的放大图. (26) 右第一项的积分是∫
dr′ =矢量 AB = −2a sin θŷ. (27)

ŷ 为 Y 方向的单位矢量. 凡是中心在距边界 ±a 之内的轨道, 都不全在区内, 这样的轨
道在 dR 长的一段边界内有

n(2adR) (28)

个. n 是粒子密度 (粒子数 / 面积), 因此, 这些靠边的轨道的总磁矩是, 由 (27), (28),

2andR1

2
R× (−2a⟨sin θ⟩)ŷ

= −πa2n
2
R× dR,

(29)

⟨sin θ⟩ = 1

2

∫ π

0

sin θd(cos θ) = π

4
. (30)

式中的 dR 是沿着边界反时针方向. (26) 的最后一项略去了, 因为它最后供给的磁矩只
是和边界长成正比, 而 (29) 是和面积成正比. 将 (29) 沿边界积分, 得

−πa2n
2

∮
R× dR = −πa2nA. (31)

A 是区域面积方向朝 z. (31) 的大小正好是与在区内完整轨道的总磁矩相同, 不过方向
相反. 因此, 整个区内的磁矩为零.
以上的分析足以证明轨道不能产生总磁矩, 这是古典力学的结果. 其实, 磁场只能

改变粒子运动方向, 不能改变其能量. 自由能只和能量有关, 因此, 不是磁场的函数. 既
非磁场的函数, 微分必为零, 即总磁矩为零.

M = −∂F
∂h

= 0. (32)

如果把量子力学考虑进去, 则情形又稍有不同, 量子力学计算的结果是: 粒子状态的
能量分布受到了磁场的影响, 因此, 自由能也受影响, 磁矩因而不是零. 这个结果是非常
的重要¶. 我们只略提一下重点. 为求简明, 只考虑 xy 平面运动, 磁场在 z 方向.

由量子力学的波动方程式可解得单粒子的能量:

εn =

(
n+

1

2

)
ω, n = 0, 1, 2, 3, · · ·

ω ≡ eh

mc
,

(33)

¶朗道 (Landau) 反磁性理论, 见任何固态物理教科书.
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h 是磁场, (h̄ = 1), c 是光速, ω 是粒子的转动频率. 因此, 本来 p2/2m 的能量, 成了简
谐振动的能量, 粒子状态的能量分布成了

L2g(ε) =
∑
n

Wnδ (ε− εn) (34)

L2 是物体的面积, Wn 是能量 εn 的统计份量, 在没有磁场时 εn 和 εn+1 间的状态数是

L2

∫ εn+1

εn

dεg0(ε) ≈ L2ωg0 (εn) , (35)

g0(ε) 是在无磁场时的态密度. ε 从 0 算起. 以上假设了 g0(ε) 在这段能量中大致不变,
所以

g(ε) ≈ g0(ε)ω
∞∑

n=0

δ

(
ε−

(
n+

1

2

)
ω

)
. (36)

本来在 εn 和 εn+1 之间的状态, 全挤到同一能量了.
有了 g(ε), 自由能和其他平衡性质就可以计算了. 自由电子的自由能是

1

L2
Ω = −T

∫ ∞

0

dεg(ε)ln
(
1 + e−(ε−µ)/T

)
. (37)

注意, g(ε) 的积分和 g0(ε) 的积分只差在: 一个是分立点的和, 一个是连续积分, 如果 ω

很小, 则所差有限. 图 4 指出积分与和之不同. 任一积分可写成∫ ∞

0

R(ε)dε ≈
∞∑

n=0

R

((
n+

1

2

)
ω

)
− ω2

24

(
dR
dε

)
ε=0

+O
(
ω3
)
. (38)

图 4

只要 R(ε) 相当平滑, 且积分为有限. (38) 的和是图 4 中诸方块的面积, 方块的高是
R
((
n+ 1

2

)
ω
)
, 读者可自导出 (38). 因此, 只有在端点 ε = 0 的值和 ω 有关. 所以, (37)
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是

1

L2
Ω− 1

L2
Ω0 =

−ω2

24
T

d
dε
[
g0(ε)ln

(
1 + e−(ε−µ)/T

)]
ε=0

=
ω2m

24π

eµ/T
1 + eµ/T

(39)

注意, g0(ε) = m/π 是个常数. Ω0 是 ω = 0 时的自由能.
如果气体密度很低, 则 eµ/T 很小, (39) 约是

1

L2
(Ω− Ω0) ≈

ω2m

24π
eµ/T . (40)

理想气体的密度是

n = 2eµ/T
∫ d2p

(2π)2
e−p2/2mT =

mT

π
eµ/T . (41)

由 (40), (41) 得总磁矩

M = −∂Ω
∂h

= −N µ2
Bh

3T

ω = 2µBh.

(42)

因此, 粒子的轨道仍是有一点反磁性. 但这纯是量子效应. 这结果也合用于三维空间, 因
为理想气体的 z 方向运动是独立的.
如果气体密度很高且 µ = εF ≫ T , 则 (39) 成了

1

L2
(Ω− Ω0) ≈

(µBh)
2
m

6π
,

M ≈ −N µ2
Bh

3εF
.

(43)

这结果只合用于二维空间, 因为在三维空间, 高密度的费米气体的各方向运动不是独立
的.
在高密度时, 如果 T 很小, 即 ω/T ≫ 1, 显然 (39), (43) 是一定不对的, 因为积分函

数不能看成光滑曲线. 在 ε = µ 附近, 在低温时总是有快速改变发生, 例如图 5 的 R(ε).
方块的面积, 和曲线下的面积可以大不相同, 当 ω 增大时, 5ω 会向右移, (5, 6) 间的方块
面积减少. 要待 (4, 5) 间的方块移过来才增大, 但再移又减少. 因而成了一种周期性的
改变. 温度越低, 这种改变越明显. 注意, 每当 (n + 1

2
)ω 经过 µ, 方块面积就大改一次,

即在

n+
1

2
=
µ

ω
. (44)

时. 因此, 变化是 1/ω 的周期性函数, 这是在固态物理中的一非常重要的研究题目, 在此
不多谈. 注意, ω 的展开式, 显然不成立, 无论 ω 多小, 这种周期性的变化都存在. ω 的
级数是无法形容这样的变化. 因此, 我们再回头来检讨一下 (38). 这是一个数学问题.
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图 5

一个函数 R(ε) 的积分和图 4中方块面积到底差多少?(38)是直接了当的对 ω 展开,
但以上 (44) 的结果稍令人不安. 现在把 (36) 写成

g(ε)

g0(ε)
=

∞∑
n=0

δ

(
ε

ω
− 1

2
− n

)
≡ q

(
ε

ω
− 1

2

)
, (45)

q(x) ≡
∞∑

k=−∞

e2πikx. (46)

(46) 是周期为 1 的 δ-函数, 我们只管 ε > 0. 因此, 任一函数之和可以写成

ω
∞∑

n=0

R

((
n+

1

2

)
ω

)
= ω

∫ ∞

0

dxR(xω)q
(
x− 1

2

)

=
∞∑

k=−∞

ω

∫ ∞

0

dxR(xω)e2πik(x− 1
2)

=

∞∑
k=−∞

Rk(−1)k,

(47)

Rk ≡
∫ ∞

0

dεR(ε)e2πikε/ω. (48)

R(ε) 的积分即是 R0, 因此,

ω

∞∑
n=0

R

((
n+

1

2

)
ω

)
−
∫ ∞

0

dεR(ε)

=
∞∑
k=1

(Rk +R−k) (−1)k
(49)

此所谓 “泊松求和公式” 之一例. 如果这 k 级数收敛得快, 则非常有用. 看两个例子:
【例】R(ε) = e−ε/T , 则

Rk +R−k =
2ω2/T

(ω/T )2 + (2πk)2
, (50)
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无甚奇特之处, 级数收敛.
【例】R(ε) = e−ε2/2σ2

/
√
2πσ, 则

Rk +R−k = e− 1
2 (2πµσ)

2/ω2

. (51)

这式子就很奇怪了,它不能用 ω 的级数展开,在 ω = 0时,每一次微分都是零,如用 (38),
则得零. 但 (49) 的 k 级数却收敛得很快. 这例子给我们一个教训: 有些看来天衣无缝的
展开式, 却是靠不住的.
注意, R(ε) 如果在 ε = µ 有任何不连续性, 或快速改变, (48) 立即会有

e2πikµ/ω

出现, 即有 1/ω 的周期函数出现.

4. 自旋的相互作用

现在复习一下自旋间的相互作用, 最重要的是短距离的 “交换作用” 和长程的磁二
极作用. 在固体中, 由于晶体结构、杂质等因素, 各式作用名目繁多. 这些作用可以引起
磁性的千变万化. 在此主要讨论交换作用.

(甲) 短距离的交换作用
这是电子自旋间最强的作用. 大致说来, 它是电子间的静电斥力, 和电子的费米性

所引起, 费米性即是波函数的反对称性. 设想二电子, 其波函数可作

ψ(1, 2) = ϕ (r1, r2)χ (s1, s2) . (52)

r1, r2 为电子位置, s1, s2 为自旋方向. 电子为费米粒子, 所以

ψ(1, 2) = −ψ(2, 1). (53)

现在已知: 如自旋同向, 则 χ (s1, s2) = χ (s2, s1), 如反向则 χ (s1, s2) = −χ (s2, s1), 因
此,

同向则: ϕ (r1, r2) = −ϕ (r2, r1) ,

反向则: ϕ (r1, r2) = ϕ (r2, r1) .
(54)

所以, 在 r1 = r2 时, 同向的 ϕ 必须是 0, 而反向的 ϕ 不必. r1 = r2 是指二电子在一

起的情形, 因此, 自旋同向则二电子不常接近, 不常接近则静电斥力引起的势能小. 因此,
自旋同向时的能量较低. 自旋反向时, 电子比较相近, 故电能大, 以上这堆话的结论可以
用下式表示

有效作用能 = −Js1 · s2, (55)

J 是一个常数. 我们来做一个十分粗略的计算: 假定两个氢原子核固定在两点 O 和 R,
令

ϕ1(r) = ϕ(r),

ϕ2(r) = ϕ(r −R).
(56)
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ϕ(r) 为氢原子的 1s 波函数, 略去电子间的静电作用, 则波函数为 (52)

ϕ± (r1, r2) =
1√
2
(ϕ1 (r1)ϕ2 (r2)± ϕ1 (r2)ϕ2 (r1)) , (57)

自旋同向则用 ϕ−, 反向则用 ϕ+. 在这近似计算下, ϕ+, ϕ− 的能量相同. 现在加上电子
间的静电作用

u (r1 − r2) =
e2

|r1 − r2|
. (58)

用一次近似计算, 得

E± = ⟨ϕ±|u|ϕ±⟩ =
∫

d3r1d3r2 |ϕ1 (r1)ϕ2 (r2)|2
e2

|r1 − r2|
± J

2
,

J

2
≡
∫

d3r1d3r2ϕ1 (r2)ϕ2 (r1)ϕ1 (r1)ϕ2 (r2)
e2

|r1 − r2|
.

(59)

ϕ+ 和 ϕ− 之能量之差为 E+−E− = J , 也就是说自旋同向的能量较反向低了 J , (55) 的
含义就是如此. 注意

s1 · s2 =
1

4
如果 s1, s2 同向,

= −3

4
如果反向.

(60)

J 是一个短程作用, 因为 ϕ1(r1)ϕ2(r1) 要 ϕ1, ϕ2 在 r1 同时不等于 0 才不等于 0. 也就
是要靠 ϕ1, ϕ2 的重叠. 但 ϕ1 中心在 r = 0, ϕ2 中心在 r = R

ϕ1(r) ∼
1

r
e−r/a,

ϕ2(r) ∼
1

|r −R|
e−|r−R|/a.

(61)

a 是氢原子半径, 因此, 如果 R≫ a, 则 J → 0. 如果 R ≤ a 左右, 则 J 很强.
以上粗略的分析, 大致指出 (55) 是怎么来的. (55) 的含意是两个电子形态的能差.

奇怪的是, J 和电子的磁性,竟是毫无关系,自旋之介入,是由于波函数的交换对称性,而
能差之来源是电子间的静电作用. 整个物体对外加磁场的反应, 可以说是被 J 左右. 因
此, 虽然每个电子是一个磁二极, 但左右磁性的不是这个磁二极的磁性.
自旋间有效作用能的计算,当然不是如此简单,连 (55)的基本概念都不是完全清楚.

我们的目的是要把电子自旋的运动拿出来讨论, 把所有其他的运动的总效果放在一个有
效作用强度 J 里面. 这 J 的责任可是太大了一点. 如果有三个自旋, 有效作用是否可以
写成

−J12s1 · s2 − J23s2 · s3 − J31s3 · s1? (62)

答案是否定的, 没这么好事‖. 唯一的希望是 (62) 是一个近似. 当然, 最保险的做法是把
所有电子的运动直接解了, 自旋问题自然解决, 用不着谈有效作用能, 但这做法太困难.
如果我们只对自旋有兴趣, 不计较其他, 则由有效作用着手, 仍是比较方便的途径.

‖有关 J 的理论, 可参考 Mattis(1965).
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目前磁学中最常用的模型之一就是以 (55) 为准, 把自旋总能量写成

H = −1

2

∑
i,j

Jijsi · sj − h ·
∑
i

mi,

mi = gµBsi.

(63)

(63) 中的 Jij 是自旋 i, j 间的 “交换作用” 能量. (63) 即所谓 “矢量模型”, 或 “海森堡”
模型. 用量子力学分析, 各 si 是算符, H 也是. 我们假定 (63) 为正确, 求得一些结果后,
再和实验比较, 而后定 J 之值以求和实验符合, 或者用计算求 J , 再用以推测实验. 总
之, (63) 是一个分析的工具. 对某些情形 (63) 可能很适用. 对其他可能需要修正, 譬如
说加一些别的项, 如

Jijksi · sj × sk (64)

之类. si 不一定是一个电子的自旋, 而可以是一个原子的总自旋. Jij 也不一定是正值.
(乙) 长程磁二极作用.
两个磁二极 m1, m2 相矩 r, 则作用能是

m1 ·m2

r3
− 3 (m1 · r) (m2 · r)

r5
(65)

这个作用能, 虽然比交换作用要弱许多, 但它是长程作用. 如果诸自旋有集体排列现象,
则这作用就不可忽略了.
相互作用的后果, 是非常的不容易分析. 无论是自旋间的作用, 或是分子间的引力

和斥力, 只要一牵涉到许多单元的相干问题, 我们的普通分析能力就不够用了. 我们尽
量把模型简化, 但即使最简单的模型也是十分困难的题目, 下一章我们介绍伊辛模型.
目的之一是对磁性作一粗略的了解.

讨论问题十六

1. 体积为 V 的容器, 内有 N 个粒子的稀薄气体, 器壁上有 N ′(N ′ ≪ N) 个单元, 每
个单元有二种状态, 能量为 ±h, h 正比于外加磁场, 起始温度为 T . 假设气体分子
和单元之间有能量交流.

(A) 将磁场慢慢的关掉, 求温度的改变 ∆T , 假设没有热能损失.

(B) 若磁场突然关掉, 求 ∆T .

2. 压强冷却法

将液体的He3绝热加压,使成固体,则温度下降. 这冷却法原理由彭末软恰 (Pomer-
anchuk) 指出, 故亦常以他名字称之. 以下为说明原理的步骤, 读者试讨论之.

(A) 求低温 He3 的熵, 用一费米气体模型. 费米能量约为 5K.

(B) 固体的 He3 的熵在低温几乎全来自 He3 的自旋. 在 10−3K 以下, He3 呈反铁
磁性, 各自旋有冻结现象.
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把液态的熵和固态的熵画在同一图上, 同为 T 的函数.

(C) 由以上简图解释加压冷却的原理.

3. 磁化率和自旋的相关函数有关. (19) 是自旋互不相干的结果. 假想一模型, 有 N

个自旋 1/2, si, i = 1, 2, · · ·N .

(A) 如果 si, si+1, i = 1, 3, 5, · · · 总是平行的, 而 si, si+2 不相干, 求磁化率.

(B) 如果 si 和 si+1, i = 1, 3, 5, · · · 总是方向相反, 则磁化率如何?

讨论金属电子自旋的相干情形, 并和 “反铁磁性” 物体比较. 反铁磁物体的自旋是
作周期性的排列. 例如在立方晶格上, 每自旋和它六个近邻自旋方向相反.

这一题和第 2 题当然是有关系的.

4. 将自由能 (37) 直接写成

Ω = −T
∑
n

Wnln
(
1 + e−(εn−µ)/T

)
. (66)

然后对 h 微分, 得

M = −∂Ω
∂h

=
∑
n

Wn

(
−∂εn
∂h

)
fn+T

∑
n

∂Wn

∂h
ln
(
1 + e−(εn−µ)/T

)
fn ≡

1

e(εn−µ)/T + 1
.

(67)

(67) 右第一项可解释成各电子的圆形轨道为磁矩, (把每一个 n 看成一轨道). 第二
项该如何解释? 先复习 (54) 至 (31) 的讨论.

5. 一个电子在磁场中的哈密顿量可以写成

H =
1

2m

(
p+

e

c
A
)2

=
1

2m

[
p2x + (py +mωx)

2
]
.

(68)

此地的磁场 h 是和 (x, y) 平面垂直. 我们略去 Z 方向的运动. A = hx, 指向 y 方

向, ω = eh/mc.

(A) 由古典力学方程式, 试证电子轨道是一圆圈. 圆心在 (x0, y0), 且

py = −mωx0. (69)

是一不变量.

(B) 令 x− x0 = x′, 则 (67) 可写成

H =
1

2m

(
p2x +m2ω2x′2

)
. (70)
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从量子力学来看, [H, py] = 0, 故 py 为一不变量, (70) 是一简谐振动的能量算符,
其本征值为 (33). 读者试求 g(ε). 本题大致是 “朗道反磁性论” 的主要内容.
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第十七章 伊辛模型

最简单的变数有二值 (如果只有一值, 就不可能变), 这种变数可称为 “伊辛” 变数.
这二值可指定为 +1 和 −1, 一如易经的阴、阳. 最简单的群体模型是一群伊辛变数, 这
样的模型我们统称之为伊辛模型. 这类模型, 在近代统计力学中用途非常之广. 虽然和
真实物体相去甚远, 但它却能描述许多现象的大致原理. 古人作易经就是企图用最简单
的模型来分析一些自然现象. 虽然我们在此不谈易经但精神和目的是一样;看 “万物”的
现象如何用 “阴阳动” 来解释. 在这一章, 我们介绍最简单的伊辛磁铁模型, 一维空间的
解, 及二维空间的铁磁性证明. 再提一下其他内容相同的的伊辛模型. 本章提到的, 都是
有关相变现象的模型. 伊辛模型在这一方面最受注目, 但其用途不止于相变.

1. 伊辛磁铁, 一维空间

近代物理中的伊辛模型是由磁铁模型开始. 令 sr(r = 1, 2, · · ·N) 为 N 个伊辛变数,
其值 ±1 代表两个磁针方向. 每个 sr 是一个运动单元. 它们的哈密顿量是

H(s) = −J
N−1∑
r=1

srsr+1 − h
N∑
r=1

sr. (1)

这是一个一维空间的磁铁模型. 相邻的单元, (或称 “自旋”), 有相互作用. h 是 “外加磁
场”∗.

这模型没有任何有关运动的内容. 也就是说, 它没有指出 sr 如何因时而异. 不像气
体模型和量子力学模型, 能量函数或算符可以决定运动方程式. 此地 sr 的运动须要另外

指定. 现在我们只假设各 sr 不断地改变, 使基本假设成立.
这模型的平衡性质可由定温法则求出. 我们先看 h = 0 时之解.
如果温度 T = 0, 则所有 sr 都为 +1 或都为 −1, 使 H 为极小, 其值为

E(T = 0) = −J(N − 1). (2)

如果 T > 0, 则有些 sr 为 +1, 有些为 −1. +1 和 −1 分界处做 “分界点”(见图 1). 在
T = 0 时, 没有分界点. 在低温时, 分界点很少. 每个分界点的能量是 2J . 这模型成了一

∗这是德国人 lsing 的论文题目. 其后凡是此模型的推广多被称为 “Ising 模型”.

255
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个分界点气体的模型. 分界点粒子数非守恒量, 故其化学势为 0. 每个 r 和 r+ 1 之间只

能有一个分界点, 所以我们可以用费米粒子的结果:

N ′

N
=

1

e2J/T + 1
,

1

N
[E(T )− E(0)] =

2J

e2J/T + 1
.

(3)

N ′ 是分界点的粒子数. 以上假设 N,N ′ ≫ 1. 读者可自计算其他量.
因为 N ′/N ̸= 0. (除非 T = 0), 所以 sr 没有作单方向的排列, 总磁矩 M 因而是

0:
M

N
=

1

N

N∑
r=1

sr = 0. (4)

也就是说, 这模型没有铁磁性 (除非 T = 0), 这是个相当普遍的结果. 一般一维空间的
模型不会有铁磁性. 这结论是指很长的物体, 即

N ≫ ξ ≡ e2J/T . (5)

ξ 是两分界点间的平均距离. 如果 N 比 ξ 要小, 则各 sr 都是一样了, 这物体可以看作
磁铁. 在一定的温度下, 只要物体够长, 铁磁性会因分界点之出现而消失.

图 1

现在来看 h ̸= 0 的情形. 图 1 指出: 各分界点把物体分成许多段, 每段中的单元同
值. 令 y1, y2, y3, · · · 为各段长度, 即 yi 为第 i 段中的单元数. 因此, 哈密顿量 (1) 可写
成

H (y1, y2, · · · ) = 2JN ′ + h (y1 − y2 + y3 − y4 · · · − yN ′) (6)

这能量是由零点能量算起, 假定第一段中的 sr 为 +1, 第二段的为 −1, 等等, 并假定 N ′

为偶数. 2JN ′ 为 N ′ 个分界点的能量. 总长为各段长之和

N = y1 + y2 + · · ·+ yN ′ , (7)

这可以看作分界点气体之体积. 我们可以用定温定压法则来决定各平衡性质. 这和第十
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章最后一例相同. 令

G(p, T ) = −T lnZ ′,

Z ′ =
∑

y1,··· ,yN

exp{−(H + pN)/T}. (8)

将 (6) 代入 (8), 得

Z ′ = e−2JN ′/T

[
∞∑
y=1

e−y(p+h)/T

]N ′/2 [ ∞∑
y=1

e−y(p−h)/T

]N ′/2

, (9)

G(p, T ) = 2N ′J +
1

2
N ′T

[
ln
(
e(p+h)/T − 1

)
+ ln

(
e(p−h)/T − 1

)]
.

(10)

压强 p 和分界点粒子数 N ′ 可以由

∂G

∂p
= N,

∂G

∂N ′ = 0.

(11)

决定. 结果是
N =

1

2
N ′
[

1

1− e−(p+h)/T
+

1

1− e−(p−h)/T

]
,

e−4J/T =
(
e(p+h)/T − 1

) (
e(p−h)/T − 1

)
.

(12)

从这两式, 可以解出 N ′ 和 p. 注意, p 是分界点的 “压强”, 就是使各个 y 减小之力. 温
度越高, p 越大. 磁场 h 对单元为 +1 各段是一张力, 使 y 加大, 对单元 −1 者为压强.
由 (12) 的第二式可得

ep/T = cosh h

T
±
√

cosh 2h

T
− 1 + e−4J/T . (13)

根号前的符号必须为正, 方能使压强 p 有意义. 把 (13) 代入 (12) 的第一式即得 N ′.
在 h 很小时, 总磁矩及磁化率是

M = −
(
∂G

∂h

)
p,T,N

=
hN ′

T

e−p/T

(1− e−p/T )
2 ,

(14)

χ =
M

h
=
N

T
e2J/T =

N

T
ξ. (15)

如果各单元为独立, 则 χ = N/T . 现在多了一个 ξ. 这是各单元维持一致方向的平均距
离.
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2. 二维空间, 伊辛铁磁性的证明

一维空间的例子是最简单的. 二维空间以上的伊辛模型就不容易解了. 但是, 若要
证明伊辛磁铁 (在二维以上空间) 有铁磁性, 却不很难. 证明铁磁性, 即是证明在没有磁
场而且温度不必是零的情形下, 磁矩之平均值非零. 现在来作此一证明.
二维空间的模型定义如下. 假想一围棋盘格子. 每格点 i 上有一个单元 si. 哈密顿

量是

H(s) = −1

2

∑
i,j

Jijsisj − h
∑
i

si, (16)

Jij = J 如i, j相邻,

= 0 如i, j不相邻.

每一点和四点相邻. 我们先简单说明铁磁性为什么会发生, 再循理作严格证明.
上节讲的分界点概念, 可以推广到二维空间. 图 2 示一些单元之值, (+1 或 −1, 简

作 +, −).

图 2

凡相邻而反向的单元之间, 都有一分界点. 这些点可以连成 “分界线”, 划出区域来.
这分界线的长度, 可以由线上的点数计算. 总磁矩是正区面积减去负区面积. 要产生分
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界线, 必须要花能量. 在 T = 0 时, 全体方向一致, 没有分界线. 假设方向为正. 把温度
加到 T , 则负区会发生. 如果某负区的界线长为 L, 则能量为 2JL, 因为每分界点的能量
为 2J . 因此, 这负区的产生概率约为

e−2JL/T . (17)

假设 h = 0, L 至少是 4. 因此, 只要温度够低, 大的负值不易发生, 因此多数单元为正,
总磁矩为正, 是为铁磁性.
这和一维空间的情形不一样. 在一维空间, 只要分界点的密度非零, 就有正区和负

区, 各区大小可以不再花能量而改变. 因此平均起来正和负的单元一样多. 在二维空间,
虽然分界线的密度非零, 但温度低时负区不易扩张, 因为扩张须要更长的分界线. 三维
空间结果也相似, 分界线成了分界面. 在低温下, 除了些小区域之外, 所有的单元方向都
一致.
现在把以上的话, 用严谨的数学步骤重说一遍†.
任取一单元 s1. 令 s1 为 +1, −1 之概率各为 p+, p−. 则

⟨s1⟩ = p+ − p−. (18)

现在要证明, 只要 T 够小, 则 ⟨s1⟩ ̸= 0.
假设棋盘四周边上的单元都固定为 +1. 我们来证明 p− 比 p+ 小.
如果 s1 是 −1, 则它一定是被一圈, 或三圈, 或五圈, ...... 分界线围绕着. 圈数必为

单数. (如果围了两圈或四, 六, ...... 圈, 则 s1 必是 +1. 如果没有圈子围它, 自然是 +1.
)
如果把 s1 和最内圈里的单元改成 +1, 则少了一圈, 成了一个 s1 = +1 的状态. 因

此, 任一个 s1 = −1 的状态的概率可以写成

e−2JL/T e−2JL′/T

Z
(19)

L 是最内圈的长度, L′ 是所有其他分界线的总长, 包括其他各处的分界线. Z 是总份量.
(19) 只是一个状态之概率. 要求 p−, 我们先计算在其他圈子固定下, 有多少状态其

内圈长为 L:
g(L) =内圈长为 L 的状态数. (20)

这 g(L) 自然是要看其他分界线的位置. 其他分界线占住的地方是不可以再画圈子的.
但是, 如果我们忽视其他分界线, 计算所有绕 s1 一圈的状态数, 则我们就多算了. 因此,
在其他分界线固定的条件下, s1 为 −1 之概率一定比(∑

L

g(L)e−2JL/T

)
e−2JL′/T /Z (21)

†内容和皮尔斯 (Peierls, (1936). ) 的证明相同, 细节稍有改变.
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要小. 式中 g(L) 的计算忽略其他分界线之存在. 现在我们把其他分界线的各状态加起
来. (21)括号外的就是一个 s1 = +1的状态的概率, 因为最内圈去了之后 s1 就成了 +1.
因此, 加起来就成了 p+. 结果是

p− <

(∑
L

g(L)e−2JL/T

)
p+. (22)

g(L) 指绕着 s1 画一圈分界线有多少画法. 从任一点开始画, 每多画一单位有三种画法,
即除了上一步的方向, 其他三方向都可以走. 画 L 单位, 即走 L 步, 有 4 × 3L−1 个画

法, 4 是因为第一步有四个方向可走. 我们要求在 L 步后回到原处, 因此, 真正的总数比
4 × 3L−1 小. 再者, 从圈上任一点开始都可以, 左右旋方向也一样, 因此, 4 × 3L−1 太夸

大了些, 应除以 2L. 我们可以说

g(L) <
4

2L
3L−1

(
L

4

)2

(23)

绝无问题. 式中 (L/4)2 是分界线所能包括的最大面积, 即以 L/4 为边的正方形面积. 因
为 s1 可以在圈内任一点, 故 g(L) 必须有面积这一因子. 将 (23) 代入 (22), 得

p− <
∞∑

L=4

L

8
3L−1e−2JL/T . (24)

注意: 最短的一圈是 L = 4, 且 L 必为双数.
(22) 尾的 p+ 略去了, 因为 p+ < 1. (24) 的级数很容易计算, 把单数项也加入, 以求

简单, 得
p− <

5

24

e−4α

(1− e−α)
,

α ≡ 2J

T
− ln3,

(25)

⟨s1⟩ = 1− 2p− > 1− 5

12

e−4α

(1− e−α)
. (26)

当 T = J 时, e−α 已小于 1/2, 因此, 如 T < J , 以上的结论是

⟨s1⟩ >
91

96
. (27)

证明完毕.
在以上的证明, 我们假设在边界上的单元为 +1. 如果不作任何假设, 则 ⟨s1⟩ 必是

零, 因为这模型在 h = 0 时有 +− 对称性, 即

H(s) = H(−s). (28)

铁磁性的意思是: 只要一点点的偏向力量就可以造成 ⟨s1⟩ ̸= 0. 边界只是总体的很小一
部分. 以上的证明还可以改良, 使这 si 定为 +1 的部分更缩小些. 用一很小的磁场来指
定方向亦可.
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以上的证明, 可以立刻推广到三维或三维以上的空间. 读者试证之.
二维空间的模型已被解出‡, 只是数学过程太烦难, 不在此讨论. 以下是一些结果.

(见图 3)

图 3a, 热容率

图 3b, 能量

图 3c, 磁矩. 虚线为平均力解结果 (见第二十七章, 平均力解的 Tc 为 4J).

‡Onsager(1944).
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sinh 2J

Tc

= 1,

Tc = 2.269J,

(29)

h = 0, T < Tc 的总磁矩是
§

M = N
cosh2 2J/T

sinh4 2J/T

[
sinh2(2J/T )− 1

]1/8
. (30)

在低温, M/N 几乎就是 1. 在接近 Tc 时,

M

N
∝ (Tc − T )1/8 . (30′)

3. 其它伊辛模型

以上的磁铁模型, 稍为改头换面一下, 就变成了别种物体的模型. 因此, 很多不同的
现象, 可以用同一模型分析, 使我们了解这些不同现象的相同地方. 现在举几个例子.
(甲) 伊辛反铁磁体模型
如果把 (16) 的 J 改成 −J(J > 0), 则相邻单元相反时能量较低. 在低温时, 相邻单

元反向, 这模型成了反铁磁模型.
当 h = 0 时, 如果把每隔一格的 si 改成 −si, 则相邻单元和以前一样, 因为又多了

一个负号, 把刚才改 −J 的负号消了. 因此, 如果 h = 0, J 是正是负, 不会影响到自由
能. 计算自由能时, 每个 si 的正负二值都要加进去的. 由以上两节的结果可知, 一维空
间的伊辛反铁磁模型, 没有反铁磁性, 二维空间有.
如果 h ̸= 0, 则铁磁模型和反铁磁模型就不同了. 需要重新分析.

(乙) 合金模型
令 si = 1 代表在 i 点有一个原子 A, si = −1 代表在 i 点有一个原子 B. 令 εAA,

εBB, εAB 为相邻原子间的作用能. 这就是一个 “合金” 的模型. 这模型可以化成一个伊
辛磁铁模型. 一对相邻原子 ij 的能量可写成

εij = −Jsisj −
1

z
h (si + sj) +K,

H =
1

2

∑
i,j

εij .
(31)

z 是每单元的邻居数.
如果二原子都是 A, 则 εij = εAA, si = sj = 1, 即

−J − 2h

z
+K = εAA. (32)

§Yang(1952).
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同理,

−J +
2h

z
+K = εBB,

J +K = εAB.

(33)

由 (32), (33) 解 J , h, K 得

J =
1

2
εAB −

1

4
(εAA + εBB) ,

K =
1

2
εAB +

1

4
(εAA + εBB) ,

h =
z

4
(εBB − εAA) .

(34)

用 (34), 则 (16) 就成了一合金模型. 在温度够低时, A 原子聚到一起, B 和 B 聚到一起,
形成相平衡, (假定 J > 0). 如果 J < 0, 则低温时 A、B 原子会作交互排列, 和反铁磁
相似.
(丙) 伊辛格子气体模型
令 si = 1 代表在 i 处有一分子, si = −1 代表在 i 处没有分子. 同一地方不能有两

个或更多的分子. 令相邻分子之作用能为 −ε, 再把相邻两点的能量写成 (31), 则

−J − 2h

z
+K = −ε, si = sj = 1,

−J + 2h
z
+K = 0, si = sj = −1,

J +K = 0, si = 1, sj = −1.

(35)

解之得

J =
1

4
ε,

h =
z

4
ε.

(36)

因此, (16) 也是一个气体模型. −ε 代表气体分子间的引力. 格子的限制代表一种斥力,
使每格只能有一分子. 只要温度够低, 这模型可有两态. 高密度, 即 ⟨si⟩ > 0, “液态”, 和
低密度, ⟨si⟩ < 0, “气态”.
以上的例子指出, 许多不同的现象可用同一模型分析.
以上只是三个最简单的例子. 还有数不清的伊辛模型. 不均匀的作用, 不规则的作

用, 长程作用, 等等. 分析的现象包括变态、杂质、边界, 等等. 以后我们会讲一些.
虽然伊辛模型用途很广, 但有许多现象是不能用它来分析的. 例如有球形对称的问

题, 自旋波, 等等. 自旋是一矢量, 而易形变数没有角度的概念在里面. 因此, 在用伊辛模
型分析某种现象时¶, 必须先了解模型先天上受到的限制.

¶伊辛模型颇有一些物理、化学、数学的人才问津. 文献太多. 最近 Fisher(1981) 的简介内列举了一些. 若要搜集资料,
可由此着手.
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讨论问题十七

1. 一维空间的模型, 多可用所谓 “转移矩阵” 法, 只要相互作用限于近邻. 令

H =
N∑
i=1

K (si, si+1) ,

sN+1 = s1.

(37)

K 可以是 si, si+1 的任何函数.

(A) 试证:
Z =

∑
s1,s2,··· ,sN

e−H/T = Tr
(
QN
)
, (38)

矩阵 Q 的定义是

Qαβ ≡ e−K(α,β)/T , (39)

是为 “转移矩阵”.

(B) 试证
F = −T lnZ = Nλ. (40)

λ 是 K 的最低本征值, 即 eλ/T 是 Q 的最大本征值. N 的大数.

(C) 用转移矩阵法, 解模型 (1), 先证明

Q =

(
e(J+h)/T e−J/T

e−J/T e(J−h)/T

)
, (41)

2. 以上的 si 不必限于二值. 如果 si 有 n 值, 则 Q 为 n×n 矩阵. 读者试解 n = 3 的

情形, 即 si = 1, 0,−1, 能量仍为 (1).

3. 令某量子力学模型有 n 个形态, 其哈密顿算符为一个 n× n 的方阵 K. 如果 ψ(0)

为在时刻 t = 0 时的形态矢量, 则在时刻 t 之形态为

ψ(t) = e−iKtψ(0). (42)

由此可见, 一维空间统计力学的问题和量子力学的求零点能量类似. (42) 的 K 有

如 (39) 的 K, 它相当于 −N/T , e−iKt 相当于 (38) 的 QN . 此地 N 是空间的长

度, 而 t 是量子力学的时间. 因此, 伊辛模型 (1) 相当于量子力学的一个自旋 1/2

模型:
K = a+ b · σ. (43)

b 是 “磁场”, a 为一常数. σ 为自旋 1/2 算符. 试求 a, b 和 j, h 的关系.

4. 试将第 2 节的证明推广到三维空间伊辛模型.
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5. 如果 2 维空间伊辛模型的温度很低, T ≪ Tc, 且有一很小的正磁场 h, 则大多数单
元都是 +1. 在某时刻忽然把磁场反过来, 成 −h. 试讨论以后的运动情况. (提示:
参考第十五章 “水珠的消长” 一节).
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第十八章 杂质和运动

不同的分子混在一物体中, 可曰 “杂”. 溶液、合金都是例子. 就杂原子的运动情况
来分, 可分成两类, 一为 “走动”, 如水中溶的氧. 一为 “固定”, 如钢铁中的锰. 这运动情
况和物体的平衡性质大有关系. 本章强调这两种情况之不同, 统计力学的分析亦大不相
同. 溶液中的溶质分子, 一如气体有渗透压, 固体中的杂原子, 固定不动, 就和气体的行
为完全不同了. 走不动自然就谈不上渗透了. 无论其位置分布是混乱或规则, 不动和动
就是不一样, 不可混为一谈. 混乱而凝固的物体曰 “非晶体” 或 “玻璃体”. 非晶体中的分
子运动常有不同的时间尺度. 无法把动和不动作明显的划分. 本章举例略提一下非晶体
的特征.

1. 溶液和渗透压

渗透压是溶质分子运动产生的压强. 这压强可以用 “半透膜” 来观测, 半透膜让溶
剂分子透过, 却不让溶质分子通过.

图 1

图 1 画的是一个半透膜, 把液体分成两半. 右半有溶质, 左半没有. 两边的压强用活
塞维持住. 右边的溶质分子去不了左边, 而溶剂分子却可以来往左右, 不受半透膜影响.
右边比左边高出的压强叫做渗透压. 图 1 的压强也可以用重力来维持, 如图 2 所示, U
形管中间为半透膜. 左右两个活塞一样重. 右边就要多加一些重量才能保持平衡, 所加
的重量就可以就用适量的溶液来代替, 即

p′ = ρgh. (1)

267
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图 2

ρ 是溶液的质量密度. 其实把两边的活塞都拿掉也没关系, 因此, 左边的液面看来是被推
上去了. 由 (1) 可见, 渗透压是非常容易测定的.

如果溶液很稀, 则溶质分子就很像一个理想气体. 其压强是

p′ = n′T, (2)

n′ 为溶质分子密度.

2. 有效作用能

我们现在来仔细分析溶质分子在溶剂 (以下简称 “水”) 中的作用. 假定有 N 个水

分子, N ′ 个溶质分子. 令哈密顿量为

H = H0 +H1. (3)

H0 包括水分子的动能, 水分子间的作用能及溶质分子的动能. H1 是溶质分子之间及其

与水分子之作用能:

H1 =
N∑

k=1

N ′∑
i=1

u (rk − r′
i) +

1

2

N ′∑
i,j=1

v
(
r′
i − r′

j

)
. (4)

r′
i 为各溶质分子之位置, rk 为水分子位置. u, v 为一对分子间之作用能.
总自由能 F (N,V,N ′, V ′, T ) 可以用定温法则计算

e−F/T =
∑
s′

∑
s

e−[H0(s)+H1(s,s′)]/T ,

s ≡ (r1, r2, · · · , rN ) , s′ ≡ (r′
1, r

′
2, · · · , r′

N ) .

(5)
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式中的 s, s′ 指水分子及溶质分子之坐标. V , V ′ 为水分子, 溶质分子所占之体积, V ′ 为

V 之一部分. 分子的动能部分可以立即积分算出, 和 V , V ′ 无关, 我们不再管它. (5) 的
和可以分两步做, 先做 s 再做 s′

e−F/T = e−F0/T
∑
s′

e−W(s′)/T ,

e−F0/T ≡
∑
s

e−H0(s)/T ,
(6)

e−F0/T−W(s′,T)/T ≡
∑
s

e−[H0(s)+H1(s,s′)]/T . (7)

F0 是略去 H1 时的自由能. W (s′, T ) 是溶质分子的 “有效作用能”. 它是在各 s′ 固

定时的自由能. 这又是一个分类统计的例子, 是在一定的 s′ 下, 统计水分子状态 s 而得.
W 代表一种作用能, 是由水分子运动, 溶质自己之间的作用, 溶质和水之间的作用综合
而得. 这有效作用能是一个非常重要的概念, 当我们要把物体的某一部分, (如此地的溶
质分子), 拿出来单独考虑时, 这一部分和它的环境间的作用, 有时十分强, 必须考虑进
去. 用这有效作用能的概念, 我们可以把环境看成一 “介质”. 其功用是使这当事的一部
分的作用能有适当的修正, 然后我们可以把介质忘了. 这种做法是十分常见的, 例如, 在
物质中的静电作用. 外加电荷被物质分子影响的结果, 可以用一介电系数表示. 外加电
荷除以介电系数就是其 “有效电荷”. 以有效电荷为电荷, 即可把介质忘了. 这是一个十
分方便的处理方法.
必须要特别留意的是: “有效作用能”是为某一种用途而定,不能作别的用. 例如,此

地的 W (s′, T ), 是用来分析平衡现象, 不能直接用来分析分子的运动. 当然, 它可能对分
析分子运动有所帮助. 但它本身不是一个哈密顿量, 即不能用它的微分求分子运动方程
式.
当然, 我们也可以定义水分子之间的有效作用能. 由于溶质分子的介入, 水分子之

间的作用受了影响, 可以用有效作用能代表.
(7) 也可以写成一个平均值:

e−W/T =
〈
e−H1/T

〉
0

≡
∑

s e−H0/T e−H1/T∑
s e−H0/T

,
(8)

也就是对水分子运动的平均值, 溶质分子不动. 注意, W 不是 H1 的平均值, 而是一个相
当复杂的计算过程.

W = −T ln
〈
e−H1/T

〉
0
. (9)

3. 低密度情形

有效作用能的计算自然是不容易的. 但在特殊情形下, 近似的计算可以适用. 我们
来看稀密度的情形.
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密度稀则各溶质分子多半时间是分开的, 其间相互作用 v 可以略去, 但和水的作用
u 不能略去, (见 (4)). 但水分子之间的作用为短程. 如果溶质分子间的距离够大, 则各
不相干, (8) 的计算可以简化如下:

〈
e−H1/T

〉
0
≈

N∗∏
i=1

〈
exp

(
− 1

T

∑
k

u (rk − r′
i)

)〉
0

, (10)

即 (4) 的末项略去, 右第一项的各 ri 为独立.
再者, 水为均匀, (10) 中的平均值不因 r′

i 而异. 所以在这近似下,

W ≈ −TN ′ln
〈

exp
(
− 1

T

∑
k

u (rk)

)〉
0

≡ N ′f ′. (11)

f ′ 和 r′ 无关. 将 (11) 代入 (6), 得

∑
s′

e−w/T = e−N ′f ′/T V
N ′

N ′!

F = F0 +N ′f ′ − TN ′
(

lnV
′

N ′ + 1

)
.

(12)

这结果指出, 每溶质分子有自由能 f ′, 除此之外, 它的平衡性质一如理想气体分子. 渗透
压是

p′ = − ∂F
∂V ′ =

TN ′

V ′ , (13)

因为 F0 非 V ′ 之函数, f ′ 是 T 的函数. (13) 和 (2) 是同一回事. 我们的重要结论是: 无
论水分子和溶质分子之间的作用有多强, 只要溶质分子密度够低, 渗透压就是 (13).

在低密度时, 溶质和水的作用效果, 全包括在 f ′ 里了. 现在用个例子说明 f ′ 之重

要性.
【例】水面上溶质的气压为 p, 求水中溶质的密度 N ′/V ′.
溶质分子可以自由出入水面, 因此化学势 µ 在水面上下一样, 水面以上的气体可视

为理想气体, 所以化学势是
µ = T ln

(
λ3p

T

)
,

λ ≡ h√
2πmT

.

(14)

水面下的化学势可以由 (12) 求得

µ =
∂F

∂N ′ = T ln
(
λ3N

′

V ′

)
+ f ′. (15)

注意 (12) 的 F0 中包括了溶质动能所供给的各项. 事实上在水中溶质除了能量 f ′ 之外

和理想气体一样. 由 (14), (15) 得

N ′

V ′ =
p

T
e−f ′/T . (16)



4. 走动杂质和固定杂质 271

因此, 如果知道 f ′ 和 p, 就可以算出在水中溶质的密度.
如果溶质密度不是很低, 则必须予 (10) 以修正. 结果是除了 f ′ 之外, 还有溶质分子

之间的有效相互作用能. 这一点在下节会更清楚.

4. 走动杂质和固定杂质

以上讲的溶液中的溶质, 是游动杂质, 在观测时间内, 溶质分子不断地跑来跑去.
如果杂质分子不跑来跑去, 而固定在一位置, 则为固定杂质, 或 “冻结” 杂质. 在固

体内的杂质多是固定不动的. 在粘性高的液体内, 杂质也可以不动. 动或不动, 是一个时
间尺度的问题. 杂质的行动, 可用扩散来描述. 在时间 t 内扩散之距离约为

l ∼ (Dt)1/2 (17)

(见第十二章第九节), D 是扩散系数. 如果 n 是杂质密度, 则 n−1/3 为平均距离, 令 T
为观测时间, 则杂质在

T ≫ 1

Dn2/3
, 为游动

T ≪ 1

Dn2/3
, 为固定.

(18)

在固体中, 一般杂原子的扩散系数遵循以下实验结果

D = D0e−E/T (19)

图 3 示碳原子在铁中的扩散系数. D0 = 0.02cm2/sec, E = 0.87eV.

图 3. (取自 Kittel(1966)p.569)
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(19) 式中的指数显示: 杂原子要走一步, 必须要越过一个能量为 E 的屏障. 它的四
周被其他原子围住, 要挤一步很不容易. D 对温度极为敏感, 由 (19) 可见. 一般的 E 都

在 1 至 2eV 左右, 即 104K 左右. 在低温时, D 是微不足道, 杂质除了作小幅度振动外,
是不走动的. 在许多情形下, 只有在固体将要熔解的温度, 杂原子才能走动.

在应用基本假设时, 走动杂质和固定杂质是两个完全不同的情形. 前者一如以上各
节的溶液, 杂原子的坐标不断地改变, 一如气体分子. 后者每个杂原子位置都是一个不
变量, 一如固体原子. 无论杂原子的位置分布是如何的混乱, 或是如何的有规则, 它们每
人的位置都是不变量. 这一点非常重要. 现在来看一个例子.

图 4

国 4 示一棋盘, 放满了两种原子, 正电子 (黑) 及负子 (白). N+, N− 为这两种原子

之粒子数. 令同种原子间之作用能为 −J , 异种之间为 J , 作用限于相邻原子.
现在假定 N− ≪ N+, 即负子很少, 可视为 “杂原子”. 如果 N− = 0, 即没有负子, 则

总能量为 − 1
2
NzJ , 此地 z = 4, 是每原子的邻居数目. N 为总原子数, 即棋盘上状态数.

现在把一个正电子换成负的, 则能量的增加为 2Jz. 因此, 如果负子密度非常小, 则哈密
顿量为

H0 = −
1

2
NzJ + 2JzN−. (20)

但如果有负子相邻, 则 (20) 须要修改. 每一对相邻的负子, 要多加 −4J 的能量, 因此,
哈密顿量为

H = H0 +H1,

H1 =
1

2

N−∑
i,j=1

u (|Ri −Rj |) ,
(21)
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Ri, i = 1, 2, · · · , N− 为负子的位置,

u(0) =∞,

u(1) = −4J,

u(r) = 0, 如 r > 1.

相邻原子之距离为 1. 这当然就是第十六章尾的伊辛气体模型. 正电子看成一个介质, 或
“溶剂”, 负子为 “溶质”. 不过我们现在要讨论的是这些原子是否走动的问题.
一个原子要走动, 必须和一个邻居交换状态. 交换状态需要被 “推一把”. 在一般晶

体中, 这是一个相当复杂的过程. 各原子是在不断地做小幅度振动. 如果刚好西邻向南
移了一点, 自己向北移了一点, 而东邻正好向西推一把, 则挤向西邻状态的机会就大些
(见图 5). 这种过程本身就是一门研究专题.

图 5

在此我们只假定此种过程之存在, 并假定过程本身很快. 即不发生则已, 一发生就
很快结束. 我们只考虑发生前后状态, 过程中的状态略去了.
如果负子时常走动, 则这问题和溶液问题相同, 只是原子的位置被限制在分立的棋

盘目上. 在这简单的模型里, (20) 的 2Jz 即是 (12) 式中的 f ′. 在上一节我们并未讨论
杂质原子间的作用. 在此, (21) 式的 H1 有十分重要的效果. 由上一章伊辛模型的讨论
可知, 在低温时, 负子会聚到一起去, 即和正电子分开, 以降低能量. 现在来看一点简单
的计算, 令 F 为定温自由能, 则

F = −T lnZ

Z ≡ 1

N−!

∑
R1

· · ·
∑
RN−

e−H/T (23)

如果略去 J/T , 则结果是理想气体:

F ≈ F0 = H0 − TS0,

S0 = N−ln
(
N

N−
+ 1

)
.

(24)

如果负子浓度低, 则可用低密度的展开法 (见第十四章, 第 1 节). 我们只写下答案, 细节
读者自己计算:

F = F0 + F1,

F1 = −
TN2

−v

2N

(
e3J/T − 1

)
+
TN2

−

2N
.

(25)
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以上假设温度不太低, 负子不聚在一起. 任一负子, 它的某邻居为负子的概率是

p−(T ) =
N−

N
e3J/T . (26)

(23)—(26) 是负子走动的结果.
如果负子不动, 则情形大不相同. 每个 Ri 都是不变量, 无状态之改变. 因此自由能

是

F ′ (R1, · · · ,RN−

)
= H, (27)

如此而已. H 是由 (21)、(20) 定义, F ′ 之值要看各负子的位置, 这些位置是事先定好的,
例如, 由高温度冷却下来. 但是这些位置和冷却过程有关, 不同的冷法, 负子的位置分布
就不一样了. 一旦各 Ri 被冻住, 它们就不再受温度改变的影响, (只要不再热到又开始
动的温度), 因此对熵, 对热容率都不影响. 注意, 无论负子的分布是如何混乱, 熵都不受
影响, 因为没有运动. (27) 和 (24), (25) 可以说是非常不同. 杂原子对物性的影响, 和杂
原子的走动与否, 关系实在太大.
在特殊情形下, (27) 的 F ′ 可以简化, 例如, 这物体是在某高温 T . 突然冷却下来,

(是所谓 “淬冷”), 而在 T0, 负子是可以走动. 如此, 负子的分布是反映冷却之前 T = T0

时的分布. 在那时, 每负子的邻居中平均有 zp−(T0) 个负子. (p− 见 (26)). 因此, F ′, 即
H 之值为

F ′ (R1, · · · ,RN−

)
= −1

2
NzJ + 2JzN− −

1

2
N−z(3J)

N−

N
e3J/T0 . (28)

注意, (28) 并非 F ′ 的 “平均值”. F ′ 并无涨落, 没有什么好平均的, 平均每个负子有多少
负邻居, 是一项统计数字, 由 N− 个负子位置统计得来. 我们假设这平均值是 zp−(T0).
简言之, 杂原子如不断地走动, 则状态空间中的轨迹就有个活动范围, Ri 的改变幅

度越大, 范围也越大. 如果不动, 则活动范围只是一点.
活动范围须由运动决定. 以上不是第一个例子. 在第八章讲氢分子时, 就已再三强

调过.
以上讨论两种情形, “走动” 和 “固定”. 如果时间尺度是在这两者之间怎么办? 即走

不太远又不完全固定. 这种情形就很麻烦了, 观测时间的长短, 及运动的细节都必须考
虑进去. 也说是说, 问题不再是 “平衡” 的问题, 而是 “不平衡” 的问题了.
有许多物体中, 时间尺度没有明显的划分, 而是有长有短. 无论观测时间是多长, 都

无法直接使用基本假设, 这种情形是最头痛的了, 在 “非晶态” 中常发生. 下节对非晶态
作一简介.

5. 非晶态

上一节讨论的重点, 在 “动” 和 “不动” 的分别. 至于杂原子有多少, 倒是不重要. 在
上个例子中, 如果正、负原子数目差不多, 结果会复杂一些, 但基本概念完全一样. 如果
数目差不多, “杂质” 这名词就不甚妥当, 必须叫这模型 “混合体”, 如果各原子是固定的
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且分布混乱, 我们称之为 “非晶体”, 或 “混凝态”, 混乱而凝固也. 或称之为 “不规则物
体”.

“非晶” 这个概念, 并不须要有不同种的分子相混. 同种的分子也可以有混乱而凝固
的结构. 凡是有不规则的冻结结构, 都可称为 “非晶”. 玻璃就是一个例子, 冰也是一个例
子.
自然界的固体, 很少不是非晶体, 不是有冻结的杂质, 就是有不规则的结构. 在今天

的材料学中, 非晶体是一主要部门. 用统计力学仔细分析非晶体, 还是最近十年的事, 理
论尚在草创阶段.
以下用一个例子, 说明一些和非晶态有关的概念.
近年来 “非晶磁体” 是一相当受重视的研究题目. 锰铜合金是一个最常分析的非晶

磁体. 它是在铜中熔入少许锰原子, 再冷到低温. 锰原子的最外围电子和铜的自由电子
混到一起去了, 剩下锰离子就固定不能动了. 它带有自旋 5/2, 这自旋和金属电子的自旋
作用, 微妙地影响了金属电子的运动, 是所谓 “近藤” 问题. 这问题我们不谈, 由于锰离
子和金属电子的作用, 使两个锰离子自旋 (以下简称自旋) 发生了相互作用. 也就是说自
旋 1 影响电子, 电子再影响自旋 2. 这相互作用大约是

J (R12) s1 · s2,

J(R) = A

[
cos 2pFR
(2pFR)

3 −
sin 2pFR

(2pFR)
4

]
.

(29)

这式子合用于锰原子密度低, 温度低的情况. 式中的 pF 是铜的自由电子的顶层动量,
R12 是自旋 1, 2 间的距离. A 是一常数

A ∼ K2

εF

(pFa
2

)6 1

2π3
, (30)

K 是自旋和自由电子自旋的作用能. a 约是晶格的大小, εF 是自由电子费米能量. 这相
互作用 (29) 是所谓 RKKY 作用∗, 这作用最重要的特点是随 R 变号. 这个特点来自电
子自旋的相干函数, J(R) 大致和这相关函数成正比, 因为 s1, s2 的作用, 全靠自由电子
的来往于其间. 这以 π/pF 为周期的涨落, 是由于自由电子分布, 在顶层的突然切断. (见
第十三章).
因为 pF 很大, 且锰原子的位置分布是混乱的, 所以各自旋间的相互作用 J(Rij) 有

些正有些负, 成了一种随机的作用. 注意, 各锰原子的位置是固定的, 因此各 J(Rij) 也

是固定的. 一般的实验在 T ≤ 20K, 锰的成分约在 10% 以下.
实验者的兴趣, 不是锰的混乱分布, 而是这分布引起的混乱自旋作用. 温度高时, 这

些自旋形成一个顺磁体, 各自旋可以自由改变方向. 但当温度降低过某温度 T0 时, 有些
自旋就开始冻结, 温度再降, 冻结得越多. 自旋的冻结方向是随机的, 总磁矩是零. 这是
自旋的 “非晶态” 或称 “自旋玻璃态”.

∗Ruderman, Kittel, Kasuya, Yoshida(RKKY) 作用. 详细推导见 Mattis(1965), p.193-198.
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这种非晶态有许多有趣的性质. 最重要的是它的 “顽磁性”, 即用磁场将它磁化, 但
除去磁场后, 磁矩 M 并不立即消失, 而作极缓慢的减退:

M(t)−M(0) ∼ −aT ln(t/τ) (31)

a 是一常数, τ 是一微观时间尺度. 不但是磁矩, 其他量也是作此种对数式的改变, 此种
改变, 显示着不同的运动时间尺度的存在, 即有些变数变得快, 有些太慢, 在观测时间内
可算是冻结, 有些在中间. 这不但是非晶磁体的特性, 也是许多非晶体的特性. 要了解非
晶体, 免不了要牵涉到不平衡的问题. 因此, 我们在讨论运动时再分析.

讨论问题十八

1. 某溶液中, 溶质之渗透压为 p′. 试证溶液的蒸气压 p+∆p 比纯溶剂的蒸气压 p 要

低,
∆p = −ρg

ρ
p′ (32)

ρ 是溶液质量密度, ρg 是溶剂的蒸汽质量密度. 以上假设溶质的蒸气压非常低.

提示: 图 6 示一 O 形管, 有半透膜隔成两边. 由两边液面的压力差及液面高度差可
得 (32). 溶质蒸气压太低, 没时间把溶质分子由上管送到左边去.

图 6

2. 计算海水中食盐的渗透压.

如果用半透膜, 可把海水升高多少? 读者会发现一相当大的数目.
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3. 河口发电构想: 图 7 示河口筑两道水坝. 淡水在坝底发电, 再由半透膜入海. (从海
洋学家 J. Issacs 听来). 试讨论此构想的可行性.

图 7

4. 复习讨论问题十二, 5, 并和本章第 2 节比较.

5. 一维空间的伊辛模型

H = −J
N−1∑
i=1

sisi+1 − h
N∑
i=1

si (33)

可转换成另一相似模型, 步骤如下:

(甲) 令 s1, s3, s5 · · · 为物体之一部分 (1)

s2, s4, · · · 为另一部分 (2).

试写下求 H ′
1 的式子. H ′

1 是 (1) 部分的有效作用能.

(乙) 令

s′1 = s1, s′2 = s3, s′3 = s5 . . . . (34)

把 H ′
1 写成

H ′
1 = −J ′

N ′−1∑
i=1

s′is
′
i+1 − h′

N∑
i=1

s′i + F0,

N ′ =
1

2
N,

(35)

(假定 N 为偶数). 求 J ′, h′ 及 F0. 假设 h = 0.
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答:
h′ = 0

J ′ =
1

2
T ln

(
cosh 2J

T

)
,

F0 = −
1

4
NT ln

(
4 cosh 2J

T

)
.

(36)

这模型十分简单, H ′ 和 H 有相同的结构.

6. 在上题, 若 h ̸= 0, 求 h′, J ′, F0.

7. 令 N = 2m, 上题模型 H 在重复转换 m 次之后, 即成一常数, 即自由能 F . 求 F .
假定 2J/T ≤ 1.

8. 假定某一维空间伊辛磁铁模型为

H = −J
N−1∑
i=1

sisi+1 (1− λni) . (37)

ni = 0 或 1, λ 为一常数. ni 可以看成一杂原子粒子数, 即如有一杂原子介于 si 和

si+1 之间, 则作用减弱. 令

N ′ =
N∑
i=1

ni.

(A) 如杂原子的位置不定, 跑来跑去, 求自由能, 熵, 热容率及磁响应.

(B) 如杂原子不动, 且分布散乱, 求以上各量.
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静电作用在短距离很强, 在长距离虽比较弱, 但同时可以和很多粒子作用, 因此它不
能用简单的展开法来分析. 本章用一些例子来指出静电作用的特色, 重点在长距离的作
用. 分析方法是由各粒子对某一定电荷的响应着手, 再讨论 “屏蔽现象”. 讨论的例子包
括离子气体和离子溶液, 金属电子, 并简单介绍二维空间电子晶体的实验. 最后, 我们讨
论一抽象的二维空间电荷气体, 电荷间作用能是 q2lnr, q 是电荷, r 是二电荷间距离. 这
气体在某温度 T0 以上为离子气体, 在 T0 以下, 正负离子配成双而成电二极分子, 这模
型在近年统计力学中相当重要, 它的主要特性可以用非常简单的分析来解释.

1. 短距离和长距离都重要

静电作用能, 是和两作用荷间的距离成反比. 它没有一个特别的距离尺度. 令 ei 为

粒子 i 的电荷, 则一群粒子的静电势能是

U =
1

2

∑
i,j

eiej
rij

. (1)

因为没有一特别尺度, 我们可以把这物体缩小或放大, 即令 rij = λr′ij , 则 U 在新的尺度

中就只多了个 1/λ 乘数而已. 如果 U 是负的, 则各粒子会跑到一点去, U → −∞. 如果
U 是正的, 则电荷会四散到无穷远去, 以减低能量. 很显然, 其他效应必须存在, 单靠静
电作用是无法形成稳定的物体.
在第九章, 我们略略提到, 若要有 “宏观极限”或 “热力学极限”的成立, 必要条件有
(甲) 总电荷为零, 即

∑
i ei = 0.

(乙) 量子力学的动能.
(丙) 至少有一种电荷 (正或负皆可) 是由费米粒子所载.

条件 (甲) 是指未抵消的电荷会散去 (到物体表面, 如果表面有法子留它). 条件 (乙) 可
以避免所有粒子都集中到一点去. 量子论的要求是: 粒子的位置越受限制, 动能越高, 即

动能 ∼ h̄2

mr2
(2)

r = 位置的限制尺度. 因此 r 太小时, (2) 会比势能 e2/r 大. 条件 (乙) 还不够, 还要有
独占定律来帮忙, 这是条件 (丙). (见第九章第 2 节)

279
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因此, 讨论静电作用时, 必须和其他效应一同讨论, 或用近似法避开上述的不稳定
性. 在统计力学中, 和静电作用直接有关的问题很多. 在这些问题中, 静电作用的主要特
色是长距离的作用. 由于 1/r 在 r 很大时仍是可观, 一个粒子可以同时和许多粒子作用,
以下诸节的讨论的重点也是这长距离作用.

2. 离子气体和溶液

假定有 N 个粒子带正电 e, N 个带负电 −e, 势能为 (1), 现在不考虑量子力学. 假
定粒子间的距离很近时, 含有某种斥力使它们不致于无限制的接近.
现在来看粒子密度的相关函数, 再考虑自由能, 我们照第十三章的方法去做 (见第

十三章第 2 节). 先在原点放一正电 e, 看看别的粒子如何分布.
令 n±(r) 为正电子 (带正电者) 及负子的密度. 令 ϕ(r) 为电位. 则

n±(r) = ne∓eϕ(r)/T

≈ ∓neϕ(r)
T

+ n.
(3)

n 是正电子-负子的平均密度.
ϕ(r) 和电荷密度 e(n+ − n−) 的关系是

−∇2ϕ(r) = 4πe (n+(r)− n−(r)) . (4)

将 (3) 代入 (4), 得

∇2ϕ =
ϕ

b2
,

1

b2
≡ 8πe2n

T
,

(5)

解:
ϕ(r) =

e

r
e−r/b.

如果没有其他粒子, 单单一个电荷放在原点, 产生的电位是 e/r. 因此, 其他的粒子的效
果是把远处的电位减弱. 现在多了一个尺度 b, 所谓 “屏蔽层厚度”. 在原点四周, 有一层
电荷, 密度是

e (n+ − n−) = −
∇2ϕ

4π

= − e

4πb2r
e−r/b.

(6)

这是 “屏蔽层”, (6) 的对 4πr2dr 的积分是 −e. 所以, 放在原点的 +e 被遮住了, 在距离
b 之外, 它的影响趋向零. 温度越高, b 越长, (5) 越正确. 注意, 由 (5) 得

8πe2n1/3

T
=

1

(b3n)
2/3

(7)
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左边约是作用能 e2/r 和动能 T 之比, (r∼ 粒子距离 ∼n−1/3). 右边分母是在屏蔽层中
的粒子数的 2/3 次方. 因此, 以上的近似计算是在 b2n 很大时有效, 但仍然是在低密度
有效.
以上的 n±(r) 是一 “条件分布”, 条件是在原点有一正电 e. 因此, 照第十三章的写

法, 应该是 n±(r|0+)(见 13.20). 从 n±(r), 密度相关函数即可求得:

⟨ρ±(r)ρ+(0)⟩c = ∓
e2n2

rT
e−r/b. (8)

由此可见, 这气体的相关长度为 b. 本来静电作用没有距离尺度, b 这尺度是由密度、温
度和电荷组合而成 (见 (5)).
从 (8) 可以算出作用能 (1):

U =
V

2

∫
d3r

e2

r
⟨(ρ+(r)− ρ−(r)) (ρ+(0)− ρ−(0))⟩

= −V T

8πb3
= −e

2

b
N

= −V (8π)1/2e3n3/2

√
T

.

(9)

从这结果可以求出热容率, 自由能等量. 注意

U ∝ − N
3/2

√
V T

, E = E0 + U. (10)

读者试证
∂E

∂T
= CV = C0V −

1

2

U

T
,

S = S0 +
1

3

U

T
,

F = F0 +
2

3
U,

p = p0 +
1

3

U

V
,

µ = µ0 +
U

N
.

(11)

带 0 的符号是指 e = 0 时的量.
如果这些粒子是某溶液中的溶质, 如盐水中的 Na+, Cl−, 以上结果可以直接应用.

唯一要修正的是电荷. 在水中, 由于水分子有电二极, 离子的电荷会被遮掉一部分. 以上
的 e2 须除以介电系数 ε. 在水中, ε = 88, (11) 的各量成了离子的性质. p 成了渗透压
(见第十八章).
在水中, 因为 ε = 88 相当大, 离子间的静电作用减弱了不少. 作用能和动能之比是

(7), 如果要 (7) 很小, 则

n≪ (kT )3

8π (e2/ε)
3 . (12)
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以上把热常数 k 写出来了. 把数字代入, kT = 1.38 × 10−16 × 300 erg, e2 = (4.8 ×
10−10)2erg · cm, ε = 88, 得

n≪ 1.6× 1020/cm3. (13)

这条件并不很苛刻, 一克分子量的容质有 6.23× 1023 个分子.
这一节的分析本是为离子溶液而作, 是所谓 “德拜–休克尔” 理论.∗

3. 金属电子

上节的分析步骤, 也可以用到金属电子上, 主要的不同点是
1 金属中的正电 (即核子) 大致是不动的.
2 电子的密度很高, εF ≫ T , 而且静电作用能 e2/r ∼ e2pF 比 T 也大很多. 因此

讨论静电作用时, 温度可以先不管.
作用能和动能之比是

α ≡ e2

εF r
=

2me2

pF
∼ n−1/3

a
,

a ≡ h̄2

me2
.

(14)

因此, 这个比值约是电子间的距离 n−1/3(n 是密度), 除以 “波耳半径”a, (即氢原子半径
0.53Å). 这比值不是小数目, 因此, 金属电子的静电作用不弱, 在以下的分析, 仍然假装
作用很弱, 以求计算方便. 所得的结果因而不甚精确.

我们又在原点放一个电荷 e, 看看各电子如何应付. (核子不动, 不反应).
令 ϕ(r) 为电位. 静电公式是

−∇2ϕ = −4πen′(r). (15)

n′ 是电子密度减掉 N/V , N 是总电子数, V 是体积. 我们现在把不动的正电看作均匀
分布的正电, 其总值正好把电子总电荷抵消. n′(r) 是电子在势能 −eϕ(r) 内的密度分布
(减去 N/V ). 令 εF 为顶层电子的动能, 则

εF + (−eϕ(r)) = µ, (16)

即势能加动能得费米能量, 在 T = 0 时, 这就是化学势. 假设 ϕ(r) 是一个 r 的平缓函

数. 计算电子状态的能量分布, 即能位密度, 可以用短波近似:(见 (3.12)),

g(ε) =
1

V h3

∫
d3rd3pδ

(
ε− p2

2m
+ eϕ(r)

)
=

1

V

∫
d3rg0(ε+ eϕ(r)).

(17)

∗Debye-Huckel 理论, 更详细的分析, 请阅物理化学书籍.
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g0(ε) 是 ϕ = 0 时的态密度. g0(ε+ eϕ) 可以解释成在 r 处的态密度. 能量标准降了 eϕ,
这是因为势能 −eϕ 的缘故.

现在假设 eϕ(r) 很小, 在 r 处的电子密度是

n′(r) + n =

∫ µ

0

dεg0(ε+ eϕ)

≈
∫ µ

0

dε
[
g0(ε) + eϕ

∂g0
∂ε

]
,

n′(r) = eϕg0(µ) = eϕ
mpF
π2

.

(18)

g0(µ) 即第四章的 g(0). 将 (18) 代入 (15), 得

∇2ϕ =
ϕ

b2
,

1

b2
≡ 4e2mpF

π
=

2αp2F
π

=
6πe2n

εF
,

ϕ(r) =
e

r
e−r/b.

(19)

这结果和 (5) 自然颇有类似之处. α 是 (14) 的比值.

以上的分析, 假设 α 很小, 但一般的金属的 α 都不小, 因此, 以上的结果只告诉我
们静电屏蔽现象很强, 静电作用的有效距离很短.

4. 电子晶体

如果电子密度非常小, 以致于

εF ≪ T ≪ e2

r
, (20)

则量子力学可以不计, 这群体在低温时该成一晶体. 注意, 我们假设有正电作均匀的分
布 (如果不是均匀的分布, 而是一般固体中的晶体排列, 则完全是另一问题). 只有电子
可以动, 这均匀的正电分布全属虚构, 在三维空间中没有这样的东西. 但是, 在实验室内,
可以用其他效应来制造这均匀正电的效果. 在二维空间, 这均匀正电可以说是成功地造
成了. 现在把有关的实验略提一下.
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图 1

图一示实验大致情况. 一个平底锅中装了氦液, 温度非常低, (0.5K 左右) 在液面上
洒了一些电子, 这些电子是观测对象. 锅底加了一些正电, 一方面把电子往下拉, 一方面
造成一个均匀正电的效果.
电子进不了液内, 因为被氦原子挡住. 液面对电子有点吸引力, 使电子靠在液面上.

电子很轻, 它的波动性使它略在液面之上.† 因为温度很底, 氦蒸气压可以略去, 液面上
空可算是真空, 液面上的电子成了一个二维空间里的群体. 电子可以在液面上运动, 相
互作用是它们之间的静电斥力. 没有杂质. 电子密度可以控制 (从 105 至 108/cm2). 这
真是和理论中的群体很相近了. 当然, 液面仍是会有振动, 会稍稍影响到电子运动.
如果温度够低, 这些电子就会排成一个晶体. 这晶体又该如何用实验证实呢? 答案

是由晶体的振动. 晶体的振动频率和它的结构有关. 实验的步骤是: 在垂直方向多加一
微弱的振动电场, 也就是周期性地把电子往液面上按. 这样按就会引起氦液的表面波动,
这表面波动就会把电子摇晃起来. 如果表面波动的频率和波长, 正好和晶体的某一基本
振动的相同, 则会引起共振, 将振动电场的能量吸收了. 从共振的频率, 可以推断晶体的
存在.
有关这一方面的理论和实验, 近来非常多, 读者有兴趣可自己去阅读‡.

5. 二维空间的电荷气体模型

现在来讲另一二维空间的 “电荷” 群体, 或 “漩涡” 群体, 我们在学静电学时, 总会
讲二维空间的公式

−∇2ϕ = 2πqδ(r). (21)

ϕ 是一个电荷放在原点所造成的电位:

ϕ(r) = −qln(r/a). (22)
†电子和液面的结合能是 0.7 × 10−3eV, 平均位置在液面上 100Å.
‡可以从 Grimes and Adams(1979) 一文着手.
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a 是一个常数. 在流体力学中, 如有一强度为 q 的漩涡在原点, 则 ϕ(r) 是流速位, 即 ∇ϕ
是流速.
我们现在考虑一群这样的电荷, 它们之间的作用能定为

H = −1

2

∑
i,j

qiqj ln
(rij
a

)
,

∑
i

qi = 0,
(23)

并令 rij 不得小于 a. rij 是 i 和 j 荷之间的距离. qi = +q, 或 −q. 这群体当然不是上节
讲的电子群体. 上节的是 e2/r 相互作用. 如果我们把 (21) 称作 “静电” 方程式, 则 (23)
也可以名正言顺地叫 “电荷” 群体了. (23) 这模型在近年来颇被重视, 因为它和一些其
他的二维空间模型, 如磁性, 超流性、熔解等, 有密切的关系. 这许多模型的分析, 是由
柯斯特立次、陶勒士开始, 现在一般以此二人名字称之.§

这 ln(r/a) 的相互作用, 自然是长程作用, 不但是长程, 而且随 r 变大. 这样强的作
用, 使第 2, 3 节的分析方法难以胜任. 柯、陶两人的贡献是将这模型的主要特性抓住了.
这特性是: 如果温度低, 正电子 (载 q 者) 和负子 (载 −q 者) 会配成对, 形成一个 “分
子”, 或 “电二极”. 如果温度高过某温度 Tc, 则这些分子就拆散了, 各走各的, 这特性可
以大致了解如下.
用第 2 节的想法开始, 在原点放一正电子. 这正电子会产生电位 ϕ(r), 我们现在问:

有没有屏蔽现象?(屏蔽是指完全屏蔽, 即第 2, 3 节那种) 如果在 r 很大时,

ϕ(r) −→ −q
ε

ln(r/a), (24)

ε 为一常数, 即介电系数, 则我们说没有自由电荷, 只有电二极, 即正负都配成了双. 如
果在 r →∞ 时, 1/ε 趋向 0, 则我们说有屏蔽现象. (q/ε 是没有遮掉的电荷) 图 2a 画了
一个圆圈, 半径 r′. 圆心为原点, 放着 q. q/ε 是圆圈内的总电荷, 如果分子小, (即配偶间
距离小) 则不会造成屏蔽, 因为二极同在圈内, 不会改变圈内电荷. 在圆圈边界的二极或
会跨在边界上, 但这些只造成一有限的 ε. 如果要造成屏蔽, 必须要有很多比 r 还大的分

子, 这些大分子, 一端在圈内, 一端远在别处, 如这些大分子太多, 则圈内就一如多一些
独身的正电子或负子, 它们的 “另一半” 离开太远了. 由第 2、3 节的经验, 这些独身的
会造成屏蔽现象. 现在来估计一下这些大分子的粒子数.
令分子的二极间距离为 r′, 它的概率分布是

f (r′) ∝ e+qϕ(r′)/T ∼ e−(q
2/T)ln(r′/a)

=

(
r′

a

)−q2/T

.
(25)

因此, 比 r 大的分子的粒子数密度是∫ ∞

r

dr′2πr′f (r′) . (26)

§Kosterlitz and Thouless (1973), Kosterlitz (1973).
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图 2. 小分子可视为电二极, 但大分子, 如 11′, 22′, 就和独行自由电荷差不多.

在圈内有一端的大分子个数约是

∼ πr2
∫ ∞

r

dr′2πr′
(
r′

a

)−q2/T

∼ r4−q2/T .

(27)

如果这结果在 r →∞ 时趋于 0, 则没有屏蔽, 否则就有. 因此, 在

T < T0 =
q2

4
, (28)

时, 没有屏蔽, 即正负子配成双, 以上的分析, 还需要修正一下. 在 (25), ϕ 用的是
q2lnr/a, 但由于二极间可能有别的分子, 这 ϕ必须修正, 不过这修正在温度不接近 T0 时

不会很重要.
现在来算一下 T < T0 时的介电系数 ε, 假定每分子都比 r 小很多. 图 2b 画了

一分子, 负子在圈内, 正电子在外. 我们要计算此类跨界分子放在圈内的总电荷. 假定
r′ ≪ r, 则角度 θ 的概率分布约为

eqEr′ cos θ/T∫ π

0
dθeqEr′ cos θ/T ≈

1

π

(
1 +

qEr′ cos θ
T

)
. (29)

E 是在 r 处的电场, 并假定 E 很弱. 假定分子的位置分布为均匀, 密度为 n, 则图 2b 中
的距离 AB, 平均分布在 0 和 r′ cos(θ) 之间, 即分布在沿界宽度为 r′ cos(θ) 的环中, 此
环的面积是 2πrr′ cos(θ). 所以在圈内的多余电荷为

n(−q)× 2πr × r′ cos θ. (30)
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如果 cos θ 是负的, 则表示正电在圈内, 负的在外. 对 r′, θ 取平均值, 由 (29), 得圈内总
荷

−2πrEn
〈
r′2
〉 q2
2T

+ q =
q

ε
. (31)

由 “高斯定理”, 知 2πrE = 2πq/ε. 因此,

ε = 1 +
πn ⟨r′2⟩ q2

T
. (32)

r′2 的平均值可以由 (25) 求得:

〈
r′2
〉
=

∫∞
0
f (r′) r′3dr′∫∞

0
f (r′) r′dr′

= a2
[
1− (2T/q2)

1− (4T/q2)

]
= a2

[
1− (T/2T0)

1− (T/T0)

]
.

(33)

当 T 接近 T0 时, 此式不合用.
如果温度高, 则第 1, 2 节的方法可以用. 读者试证, 在 r 很大时

ϕ(r) ∼ q√
r/b

e−r/b

1

b2
≡ 4πnq2

T
.

(34)

这和 (5) 很像. 这是一个离子气体的性质, 以上的结果 (32), (33), (34) 大致把这模型的
主要特性澄清了. 这些都是非常简单的结果, 不需要任何复杂的分析.
如果要知道 T 在 T0 附近的性质, 则需要比此处稍微复杂一点的计算.
读者可参考文献.¶

讨论问题十九

1. 原子的 “统计模型”, (即 “托马斯–费米” 模型).

重原子有许多电子, 其密度可以用 (15)–(17) 求出. 核子在原点, 电位 ϕ(r) 及电子

密度 n(r) 都有球面对称性.

(A) 求 n(r) 和 µ, ϕ(r) 的关系. (n(r) 和 (µ− eϕ)3/2 成正比).

(B) 由 (15) 得 ϕ 的微分方程式.

(C) 加入条件
Z =

∫
d3rn(r). (35)

以求 µ, Ze 是核子电荷.

以上的各方程式, 并不易解, 可用数值解.
¶Young(1979), 此文比柯、陶二人的文章清楚些.
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2. 金属表面模型.

把金属中的核子想成平均分布的正电, 在 x < 0, 密度 N
V

, 在 x > 0, 密度为 0, 试用
上题的方法, 求 n(x), 即电子密度分布. 在 x → −∞ 时, n(x) → N/V . 在 x = 0

左右, n(x) 比较复杂, 这就是金属表面在 x→∞, n(x)→ 0.

图 3

3. 电荷 q 位于一绝缘体之外, (见图 3), 求电荷所受之力. 绝缘体的介电系数为 ε.

提示: 假想绝缘体内有一虚像电荷.

q′ = −q ε− 1

ε+ 1
. (36)

4. 由上题的结果, 求一电子在 x 的势能 U(x).

(A) 写下在此势能中的波动方程式. 假定电子不能进入绝缘体.

(B) 解之得电子的能量及波函数.

(C) 将 He4 液体的 ε 值代入, 求电子的零点能量, 及其平均位置.

5. 复习讨论问题 7.11, 此题指出在 T < q2/2 时, Z 不存在.

注意, q2/2 是 2T0, (见 (28)), 不是 T0. 不过, 如果限定粒子间距离不得小于 a, 则
Z 在低温亦无问题 (见 (23)).

6. 上题的内容是, 在 T < 2T0 时, 正负电荷已是在一种束缚状态之下.

(A) 令电荷 q 在原点, −q 在 r. 令 T < 2T0. 试证 r 为有限之概率为 1, 也就是说,
此二电荷是在结合态.

(B) 试证在 T0 < T < 2T0 时, 介电系数 ε 不存在. 即虽然是在结合态, 但 ⟨r2⟩ →
∞. 这一点由 (33) 看来, 十分明显. 因此, 在 T0 至 2T0 这一段温度, 一对正负电
荷, 分开得相当远. 因此别的电荷会介入其中. 因此以上 r 为有限的结论就靠不住

了. 这一段温度的分析十分复杂.
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7. 在 3 维空间, 电荷气体没有像 T0 这种临界温度. 在低温, 正、负电荷会结合在一
起, 在高温成离子气体. 从结合的分子气体到离子气体是一个连续的改变.

(A) 令电荷 qiqj 间的作用为

U(r) =
qiqj
r
, r > a,

=∞, r ⩽ a,

qi = ±e.

(37)

令粒子平均密度为 n. 假定 na3 ≪ 1. 什么样的情形可看作离子气体? 试作粗略分
析.

(B) 令正电荷为核子, 负为电子. 把量子力学考虑进去. 试分析电离程度, (即有多
少原子被电离), 和温度、压强的关系.

(C) 从以上结果, 讨论离子溶液, 及第 2 节的结论.
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第五篇

变动
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基本假设是一个十分有效的分析工具. 它并不直接讨论分子运动. 分子运动的功效
只是使这假设成立而已. 但我们一直强调, 这假设在不同的情况下, 内容亦不同, 必须依
照运动情况决定. 归根结底, 分子运动决定一切. 这一篇的讨论, 以运动为重点, 但目的
是对平衡态作更进一步的认识. 玻耳兹曼的气体运动方程式 (第二十章) 是一个十分重
要的题目. 我们在此用它来讨论几个小幅度变动的现象, 如声波及热传导. 第二十一章
讨论扩散方程式, 重点在暂稳态. 这两章是一连串的例子. 这些讨论使我们从缓慢变化
的现象体会平衡的意义. 第二十二章讨论直接分子运动来求平衡性质的方法. 这些方法
是电子计算机问世以后的产物, 是近代物理的一大成就, 不但是计算工具, 而且使我们对
统计力学的最基本意义有更深的了解.
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第二十章 气体运动方程式

平衡性质, 在基本假设的分析下, 可以解释得十分圆满, 不平衡的性质, 却没有这样
的有效的分析工具, 不平衡现象的理论, 可以说还在草创阶段. 气体运动方程式, 或称
“玻耳兹曼” 方程式, 是一个少有的有用工具. 在这一章中我们举例说明它的一些用法.
这个方程式, 很干净俐落地把随机碰撞的效果放在一边, 把规则的运动效果放在另一边.
规则的运动是平缓的, 碰撞是快速的. 玻耳兹曼方程式巳经把这快速的, 随机的碰撞平
均了. 因此, 这方程式中的时间空间尺度都要比分子接触时间、分子大小要大很多. 本
章的主要内容是一些例子, 用这些例子来说明运动方程式的含义和一些用法. 例子包括
电离振动, 零点声波, 杂质散射, 声波的传播和消失. 最后提一下 H 定理.

1. 流动和碰撞

气体运动方程式, 一般称 “玻耳兹曼” 方程式, 是讨论理想气体运动的基本工具. 群
体运动极其复杂, 即使理想气体都不例外. 玻耳兹曼方程式和他的求熵基本假设, 可以
说是前无古人, 后无来者的杰作之一.

这方程式可以由直觉写下, 如果要从牛顿定律或别的力学定律求出, 却是千难万难.
以下就是一个简单的说法, 把这方程式凑出来.

令 f(r,p, t) 为一群粒子在时刻 t 的分布函数. 这是在六维 (r,p) 空间内的分布. 假
定分子数为守恒量, 则守恒方程式是

∂f

∂t
+

∂

∂r
· (vf) + ∂

∂p
· (maf) = 0. (1)

v 是 p/m, 即流速, a 是加速度. (v,ma) 是在 (r,p) 空间的流速, (1) 是一般三维空间
粒子守恒公式

∂ρ

∂t
+∇ · vρ = 0 (2)

的推广. ρ 是粒子密度. (1), (2) 假设粒子不会忽然从一点跳到别处去, 只是平缓地流着.
如果把碰撞考虑进去, 则粒子的动量会突然作大幅改变, (1) 就不对了. (粒子位置仍无
法作大幅跳动). 现在加上一修正项, 把 (1) 改成

∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
+ F · ∂f

∂p
=

(
∂f

∂t

)
c

. (3)

295
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F = ma 是每粒子所受的外力, 右边是由碰撞引起的修正项, 是每秒钟有多少粒子被撞
进 (p, r), 减去有多少从 (p, r) 碰到别处去:(

∂f

∂t

)
c

=

∫
(f ′′f ′′′ − ff ′)Rd3p′d3p′′d3p′′′,

R ∝ δ (p+ p′ − p′′ − p′′′) δ (ε+ ε′ − ε′′ − ε′′′) ,
(4)

R 是二粒子反应 p+ p′ ←→ p′′ + p′′′ 的反应率, 它含有动量、能量守恒的 δ 函数,

f ≡ f(r,p, t),

f ′ ≡ f (r,p′, t) ,

f ′′ ≡ f (r,p′′, t) ,

f ′′′ ≡ f (r,p′′′, t) .

(5)

在第三章讨论细致平衡时曾指出正向反应和反向的 R 是一样的. 如果是费米粒子, 且密
度大, 则 (4) 中的 f ′′f ′′′ − ff ′ 要改成

f ′′f ′′′(1− f) (1− f ′)− ff ′ (1− f ′′) (1− f ′′′) . (6)

这些如不清楚, 请复习第三章第 2 节. f 是每个粒子的粒子数. 在 d3pd3r 中有

d3pd3r/h3 个状态, 即
fd3pd3r

h3

是在 d3pd3r 内的粒子数. 如果 f ≪ 1, 即量子效应可以略去, 则可以把 1/h3 包括在 f

的定义中.
在平衡状况下, 碰撞不会改变 f , 因此 (4) 或 (6) 是零. 从此可得平衡粒子分布. (见

第三章). 注意, 只要 f 是粒子能量 ε 的函数, f(r,p) = f(ε),

ε ≡ p2

2m
+ u(r),

(
F = −∂u

∂r

)
. (7)

即 f(r,p) = f(ε(r,p)), 则 (3) 的左边就是零. 如要使右边消失, 则 f(ε) 必须是特别的

函数, 如 e−α−βε 使 (4) 消失, 1/(eα+βε + 1) 使 (6) 消失.
注意, (∂f/∂t)c 是和平衡性质无关的. 玻耳兹曼方程式可用来计算任何性质, 包括

平衡性质, 但在平衡性质的答案中, R 不该出现. 如果 F 纯是外力, 则平衡性质即理想
气体性质. 不过我们可以把 F 看成 f 的函数而把相互作用的效果考虑进去一部分.

(3) 式的左边形容缓慢的运动, 右边是随机, 快速碰撞的效果. 在一体积 d3r, 时间
dt 内, (∂f/∂t)cdtd3pd3r 必须是一大数. 每个碰撞是看成一瞬时的事件, 发生于一点.
我们先看些 (∂f/∂t)c = 0 的例子, 再看 (∂f/∂t)c 不是零的例子.
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2. 没有碰撞的情形, 离子振动

我们从最简单的例子开始, 假定 F = 0, 且无碰撞, 则
∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
= 0. (8)

这方程的解是

f(r,p, t) = ϕ(r − vt,p), (9)

ϕ(r,p) 是在 t = 0 时的分布. 一粒子在时刻 t 如位置是 r, 则在 t = 0 时是 r − vt.
【例】某气体在 t = 0 时集中在原点, 温度为 T , 求以后的密度分布 n(r, t).

n(r, t) =

∫
d3pf(r,p, t)

=

∫
d3pϕ(r − vt,p),

ϕ(r,p) =
N

(2πmT )3/2
e−p2/2mT δ(r).

(10)

因此,
n(r, t) =

(m
t

)3 N

(2πmT )3/2
e− mr2

2Tt2 . (11)

气体散开, 因为各分子速度不同.
【例】电离振动 (平面)
现在看一个比较复杂的例子, 即上一章讲的平面上的电子 (见上一章第 4 节), 只是

现在假设电子成一很稀的气体. 令 n′(r, t) 为电子密度分布减去平均密度 N/L2, L2 为

平面面积, 则
F (r, t) = e∇ϕ,

∂f

∂t
+ v · ∇f + F · ∂f

∂p
= 0,

ϕ(r, t) = −
∫

d2r′
e

|r − r′|
n′ (r′, t) .

(12)

现在假定

f = f0 + f ′e−iωt+ik·r

f0 ≡
n

(2πmT )
e−p2/2mT ,

f ′ ≪ f0,

(13)

其他各量 ϕ, n′ 也是平面波, 并且是很小的量. 从 (12), (13) 得

−i(ω − k · v)f ′ + i
2πe2n′

k

k · vf0
T

= 0. (14)

注意 ∫
d2r

1

r
e−ik·r =

2π

k
,

∂f0
∂p

= −v f0
T
.

(15)
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由 (14) 得 ∫
d2pf ′ = n′ = n′ 2πe

2

k

∫
d2p

k · vf0/T
ω − k · v

. (16)

因此, 振动的条件是

1 =
2πe2

k

∫
d2p

k · vf0/T
ω − k · v

(17)

在 k
ω
很小时, 将右边对 k·v

ω
展开, 得

1 =
2πe2

k

∫
d2p

(k · v)2

ω2

f0
T

+ . . .

≈ 2πe2n

m
· k
ω2
,

(18)

ω2 =
2πe2n

m
k. (19)

因此, 振动频率和
√
k 成正比, 还有 O(k3/2)的虚数项, 代表衰减率. 在 k 很小时 k/ω 的

确很小, k/ω 的展开因此行得通.

(19) 这结果不只合用于平面上的电子气体, 也合用于平面上的电子晶体. 以上没有
考虑碰撞, 但是即使有碰撞, (19) 仍然成立, (19) 可以直接由流体力学公式求出. (见讨
论问题 1, 2, 3). (19) 的特点是: 它的来源是电子间的静电作用, 这作用产生很强的回复
力量, 和固体的弹性力相似.

注意, (12) 式的力 F 是一种 “平均力”. 由于粒子的运动, 粒子受的力会作快速改变,
而 (12) 的 F 没有包括这种改变, 它只包括了缓慢的 n′(r, t) 的改变, t 的尺度比碰撞的
时间尺度要长很多. 当然, (∂f/∂t)c 的目的是将碰撞的效果考虑进去, 但并未把粒子密
度的相干考虑进去.

3. 零点声波

用上例的方法, 可以解释费米粒子气体的 “零点声波” 现象. 这种声波相当于上例
的电离振动, 不过作用是短程作用. 在实验室中, 不带电的、费米粒子物体, 只有在低温
的 He3 液体符合 T/εF ≪ 1 的条件. (He3 液体在常压下的 pF 约是 10−8cm−1, εF 约为
5K, 相互作用很强, 但其性质和自由粒子仍很相像. 这是俄人朗道的分析结果). 零点声
波是在 T/εF 很小时才能发生的现像.
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现在仍照 (12) 的做法, (12), (13) 现在改成

F = −∇ϕ,
∂f

∂t
+ v ·∇f + F · ∂f

∂p
= 0,

ϕ =

∫
d3r′u (r − r′)n′ (r′, t) ,

f = f0 + f ′e−iωt+ik·r,

f0 =
1

(eεp/T + 1)
,

εp ≡
p2

2m
− εF .

(20)

u(r)是二粒子间的相互作用能, r 是二粒子相对位置. 现在假定 T → 0, 则 f0 = θ(−εp),
(14), (15) 成了

(ω − k · v)f ′ − n′ukk · vδ (εp) = 0,∫
d3ru(r)e−ik·r = uk,

(21)

∂f0
∂p

= −vδ (εp) . (22)

(16), (17) 也是依样画葫芦, 得

n′ = 2

∫ d3p

(2π)3
f ′

1 = 2uk

∫ d3p

(2π)3
k · v

ω − k · v
δ (εp)

= ukg(0)

∫ dΩ
4π

kvF cos θ
ω − kvF cos θ ,

dΩ ≡ 2π sin θdθ.

(23)

g(0) = mpF/π
2 是在顶层的态密度. (见第三、四章). (23) 的积分很简单, 得

1 = ukg(0)

[
1

2
lns+ 1

s− 1
− 1

]
,

ω = vF sk.

(24)

振动频率可以由此式解出, 在作用不强时, 即 ukg(0) 很小时, s 和 1 很近:

1

ukg(0)
≈ 1

2
ln 2

s− 1
,

s ≈ 1 + 2e−2/ukg(0).

(25)

波速是 svF , 和 vF 很近. 这个振动就是 “零点声波”∗.
∗更详细的讨论, 见 Lifshitz and Pitaevskii(1980).
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这零点声波和 “普通的” 声波有何不同? 固体的声波, 是籍原子间的作用力传播, 即
是一种弹性波, 和这零点声波相似. 晶体中的声子 (见第六章), 可以叫做零点声波, 也是
“普通” 的声波.
如果我们用 “普通” 声波公式

c2 =
∂p

∂n
. (26)

来计算费米粒子气体在 T → 0 时的音速 c, 则得, (见第四章第 1 节的零点压强公式),

c =
vF√
3
. (27)

这结果当然和 (24), (25) 不同, 仔细分析一下, 就会发现这 “普通声波” 是外层电子和顶
层下的空子气体里的声波, 也就是说, 在低温时, 费米粒子群体可以看成一稀疏的空子加
外电子的气体, 这气体中的声波有速度 vF/

√
3. 这声波和第六章讲的 “第二声波” 很像.

第二声波是在晶体中的声子气体中的声波, 速度是

c2 =
c0√
3
. (28)

c0 是声子速度. 这和 (27) 来自同一原理, 即由碰撞来传播.
因此, 我们最好不要理会 “第二”, “普通”, (一般称 “普通” 为 “第一”), 等名词, 直接

去了解振动原理. 这些名词的科学价值有限.
零点声波是由相互作用 u(r)促成, 即使没有碰撞, 这声波仍可以传播. 像 (27), (28)

所指的声波, 又是如何给碰撞传播呢？靠碰撞传播的意思是: 如无碰撞, 则不能传播, 读
者看了第 5 节后, 就知道这句话的含义.

4. 碰撞和扩散

现在来看碰撞的功效, 这是非常复杂的问题. 因此, 我们暂时不谈声波和粒子间的
碰撞, 而先看一个比较简单的问题, 即粒子和固定的杂质间的碰撞.
假定有很多杂原子, 固定在某金属中, 自由电子的运动方程式是 (3), 碰撞项是(

∂f

∂t

)
c

=
1

4π

∫
dΩ′γ (f ′ − f) ,

f ′ ≡ f (r,p′, t) ,

p′ = p.

(29)

p 和 p′ 只是方向不同. dΩ′ 是对 p′ 方向的积分, γ 是散射率, 和杂质密度成正比, 我们
假设 γ 不是散射角的函数, 而只是一常数. 注意

f (1− f ′)− f ′(1− f) = f − f ′. (30)

(29) 比 (4) 要简单不少.
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假定 f 和平衡分布 f0 差不多, 而且所差是一长波的平面波:

f ≡ f0 + f1 =
[
1 + ψ(p, t)eik·r

]
f0,

ψ ≪ 1.
(31)

带入 (3), (29) 得
∂ψ

∂t
= − (K1 +K)ψ,

K1 ≡ ik · v, v ≡ p

m
,

(32)

−Kψ ≡ γ

4π

∫
dΩ′ (ψ′ − ψ) ,

ψ′ ≡ ψ (p′, t) .

(33)

因为我们假设粒子的能量不因碰撞而改变, 因此只有 p 的方向是一变数, 其大小 p 是一

常数. ψ 可以看作方向 p̂ 的函数.
现在用线性空间的技巧来解 (32). 集所有 p̂ 的函数为空间. 二函数 ϕ, ψ 之内乘积

定为

(ψ, ϕ) ≡ 1

4π

∫
dΩψ(p̂)ϕ(p̂)

= (ϕ, ψ).

(34)

现在要求 K1 +K 的本征值 γα 及本征矢量 ψα:

(K1 +K)ψα = γαψα. (35)

(32) 之解是
ψ =

∑
α

aα(t)ψα,

aα(t) = aα(0)e−γαt.

(36)

因为我们假定 k 很小, K1 可以用展开式考虑, 我们先求 K 的本征量. 很明显, 由 (33)
可见

ψ00 = 1, γ00 = 0, 即 Kψ00 = 0, (37)

是一解, 而且, 任何积分为 0 的 ψ0α 都是 K 的本征矢量, 本征值为 γ:

Kψ0α = γψ0α,

(ψ00, ψ0α) =

∫ dΩ
4π

ψ0α = 0,

ψ0α =
√
4πYlm, α = (l,m), l ̸= 0.

(38)

也就是说, K 只有两个本征值, 0 和 γ. 0 的本征矢量是 1. 而 γ 的有无限多个本征矢量.
现在求对 K1 的展开, 即对 k 的展开, 本征值的一次项是零, 因为 K1 是和 v = p/m

成正比, 而 ψ2
0α 有 ±p 的对称性. 所以

γ1α = (ψ0α,K1ψ0α) = 0. (39)
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下一步是看二次项, 由初等量子力学的经验, γ0 的二次修正项可以立即写下:

γ20 =
∑
α ̸=0

(ψ00,K1ψ0α)
2

0− γα0
. (40)

这合计中唯一非零的项来自 ϕ0α =
√
4πY10 =

√
3 cos θ. θ 是 k 和 p 之夹角,(

ψ00,K1

√
3 cos θ

)
=
i
√
3

4π

∫
dΩkv cos2 θ

=
i√
3
kv.

(41)

代入 (40), 得

γ0 = γ20 = −
k2v2

3γ
≡ −Dk2,

γα = γ +O
(
k2
)
, α ̸= 0.

(42)

如果 k 很小, γα, α ̸= 0, 几乎就是 γ, 我们不必管它的 O(k2) 项, 但是 O(k2) 是 γ0 的全

部, 非管不可. (36) 因此是

ψ ≈ a0(0)e−Dk2t +
∑
α

aα(0)e−γt,

D =
v2

3γ
≡ v2τ

3
.

(43)

1/γ 是平均自由时间 τ . 因此, D 是和 τ 成正比. (43) 的最后一项消失得快. τ = 1/γ 是

它的时间尺度. 但右边第一项, 在 k 很小时, 消失得十分慢. 这自然是粒子数守恒的结
果. 在 k = 0 时, 这一项代表总粒子数的改变. 一旦改了, 就不会因碰撞而消失, 由 (31),
(43) 可见, 如果 t≫ τ , 则 f1 适合扩散公式

∂

∂t
f1 = D∇2f1. (44)

此地的 f1 代表一群能量相同的粒子. 因为我们假定杂质不动, 粒子碰撞前后的能量不会
变, 因此, 每个粒子的能量都是不变量.
以上的分析指出扩散和碰撞的关系. 我们没有考虑杂质的振动、晶体的振动或电子

间的碰撞. 这全是为了简化计算. 现在这分析步骤已大致说清楚. 我们可以用它来看比
较复杂的情形.

5. 碰撞和声波, 黏性和热传导

现在用运动方程式 (3), (4) 来仔细分析碰撞和声波的关系, 这纯是理想气体的分析,
略去作用能, 只考虑碰撞.
现在把 f 写成

f = f0 + f1 =
[
1 + ψ(p, t)eik·r

]
f0(p). (45)
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f0 见 (13). 假定 ψ ≪ 1, 将 (45) 代入 (1), (4) 得

∂ψ

∂t
= − (K1 +K)ψ,

K1 ≡ ik · v,
(46)

Kψ ≡
∫

d3p′d3p′′d3p′′′f ′
0R (ψ + ψ′ − ψ′′ − ψ′′′) , (47)

f ′
0 ≡ f0 (p′) ,

ψ′ ≡ ψ (p′, t)

ψ′′ ≡ ψ (p′′, t) , 等.

(48)

现在用上节的技巧来解 (46), 集所有 p 之函数为空间. 二矢量 ψ, ϕ 之内乘积定为

(ϕ, ψ) ≡
∫

d3pf0(p)ϕ(p)ψ(p)

= (ψ, ϕ).

(49)

如能求得 K1 +K 的本征值 γα 及本征矢量 ψα, 即

(K1 +K)ψα = γαψα. (50)

则 (46) 之解是
ψ =

∑
α

aα(t)ψα,

aα(t) =aα(0)e−γαt.

(51)

因此, 须要求 ψα 及 γα. K1 很简单, 但 K 很复杂, K 的本征值大小可由 (ψ,Kψ)估计:

(ψ,Kψ) =
1

4

∫
d3pd3p′d3p′′d3p′′′f0f

′
0R (ψ + ψ′ − ψ′′ − ψ′′′)

2
. (52)

这式子由 (47) 代 (49) 中之 ϕ 得来, 注意能量和动量的守恒, (见 (4)R 内的 δ 函数). 由
(52) 可见, K 之本征值没有负的. (读者试证 (ψ,Kϕ) = (ϕ,Kψ)). R 是碰撞率, 故 K

的本征值大致和 1/τ 相若, τ 是平均自由时间.
现在要考虑的是长波运动, 即 k 很小. 我们把 γα, ψα 对 K1 展开:

γα = γ0α + γ1α + . . . ,

ψα = ψ0α + ψ1α + . . . ,

Kψ0α = γ0αψ0α,

(53)

γ1α = O(k),

γ2α = O
(
k2
)
, 等等.

(54)
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如果每个 γ0α 都和 1/τ 相若, 则不会有长时间的振动了, K 的最大特点是: 由于粒子数、
能量、动量的守恒, (见 (4) 的 δ 函数), K 有五个本征矢量, 其本征值为零:

ψ00 =
1√
A0

,

ψ0i =
pi√
Ai

, i = 1, 2, 3,

ψ04 =
ε− ε√
A4

.

(55)

Kψ0α = 0,

(ψ0α, ψ0β) = δαβ, α, β = 0, 1, 2, 3, 4.
(56)

以上
√
Aα, ε 是常数, 使 (56) 成立:

A0 = n,

A1,2,3 = n
〈
p2i
〉
= nmT,

A4 = n
〈
(ε− ε)2

〉
=

3

2
nT 2,

ε ≡ ⟨ε⟩ = 3

2
T.

(57)

平均值 ⟨· · ·⟩ 是对 f0 的平均值, 这五个 γ0α = 0, α = 0, 1, · · · 4, 是最低的本征值了. 现
在要看 γ1α, α = 0, 1, · · · 4. 这 γ1α 就是 5× 5 矩阵

K1αβ ≡ (ψ0α,K1ψ0β) (58)

的本征值. 令 k 的方向为第 3 方向, 则

K1 = ik · v =
ikp3
m

. (59)

显然 K1αβ = 0, α, β = 1, 2, 因为 p1, p2 和 p3 是垂直的方向. 所以此二方向的 γ1 为零.
其他三个 ψ0α, α = 0, 3, 4, 造成一 3× 3 矩阵

K1 = ik


0 u0 0

u0 0 u4

0 u4 0

 ,

u0 =
1

m

(
A3

A0

)1/2

=

(
T

m

)1/2

,

u4 =
2

3

(
A4

A3

)1/2

=

(
2T

3m

)1/2

.

(60)

K1 之本征值是

0, ± ikc,

c ≡
√
u20 + u24 =

(
5T

3m

)1/2

.
(61)
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因此, 除了 γ1± = ±ikc 之外, 其他三个 γ1α 都是零, 下一次项 γ2α 就比较麻烦了,

γ2α =
∑
β>4

K2
1αβ

−γ0β
. (62)

这计算需要知道 K 的其他本征值及矢量. 因此必须用到 R 的细节. 因为 γ0β ∼ 1/τ ,
k1 ∼ ikv, 因此, 大致

γ2α ∼ k2v2τ ∼
k2τT

m
. (63)

我们在此不企图计算 (62), 且以 (63) 为粗略答案, 总结如下

γ± = ±ick +D3k
2,

γ1,2 = D1k
2,

γ4 = D4k
2,

γβ ∼ 1/τ, β > 4,

D1,3,4 ∼ v2τ ∼
τT

m
.

(64)

ψ± 造成周期性运动, 是向 ±k 方向传播的声波

f1 ∝ e−γ±teik·r = eik·r±ickt−D3k
2t,

则
∂2

∂t2
f1 = c2∇2f −D3

∂

∂t
∇2f1. (65)

D3k
2 是消失率, 因为 D3 ∝ τ , 故 τ 越大, 消失得越快. 如无碰撞, 则 τ →∞, 则无声波.

这就是说声波靠碰撞来传播. 这结果相当明显, 如无碰撞, 则粒子走直线, 不会有波动产
生. ψ± 是 ψ00, ψ03, ψ04 的组和, 因此是粒子密度振动, 能量振动和动量 (沿 k 方向) 振
动的组和.

ψ1,2 是粒子动量 (垂直于 k) 的变化, 是一种 “切动” 或 “扭动”. D1 和黏性成正比.
如

f1 ∝ ψ1,2eik·r−γ1,2t ∼ eik·r−D1k
2t,

则
∂

∂t
f1 = D1∇2f1. (66)

ψ4 是能量的变化, 也带一点粒子密度变化, 如

f1 ∝ ψ4eik·r−γ4t ∼ eik·r−D4k
2t,

则
∂

∂t
f1 = D4∇2f1, (67)
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这是热扩散或传导, 以上 (65)—(67) 中写下的微分方程式, 都可以看作 (64) 的另一种表
达方式. (64) 总结了理想气体的声波, 黏性和导热性质. 各系数原则上都可以用 (62) 计
算.
以上分析指出, 像 (65)—(67) 这类的方程式, 其时间尺度必须比 τ 大很多, 且空间

尺度比平均自由距离 l 大很多:
kv ≪ 1

τ
,

1

k
≫ τv = l.

(68)

更进一步的分析, 请阅文献†.
现在把这节的结果和上两节的比较一下. 这一节的分析, 是把碰撞看成主要部分,

在 (46), K 看成大值, K1 看成小量. 虽然结果是以 K = 0 的空间为主, 但如没有 K, 本
节的展开就无法成立. 这是一个以 kv/(1/τ) = kl 为小量的展开. 在 2, 3 两节没有考虑
碰撞, 而考虑了由粒子密度改变引起的力.
这一节是讲的理想气体. 但同样的分析可用于费米的高密度气体, 结论也相似. 但

有一个很大的不同点, 在低温的费米气体, 空子和外层粒子的粒子数是和 T 成正比, 不
是常数. 因此, 在低温时粒子间没有什么碰到的机会. 即使碰到了还要受独占定律的限
制. 不是空的状态, 粒子不许去. 也就是说, 两个粒子相遇的机会是和 T 成正比, 它们的
能量约是 T . 如果要碰撞, 撞后的总能量是 T , 各人的能量也必是 T , 不可以一个比 T

大很多一个比 T 小很多. 因此比 T 小很多的地方不许去. 所以撞后的状态也受限制. 因
此,

1

τ
∝ T 2 (69)

因此, 当 T → 0 时, 就无法用碰撞来传播声波. 只有零点声波可以传播了, 它用不着碰
撞.

6. H–定理

我们略提一下玻耳兹曼的 H 定理,这定理说,根据他的方程式 (3),且 (∂f/∂t)c ̸= 0,
则

H ≡
∫

d3pd3rf ln
(
1

f

)
(70)

必随时间增加. 这定理的证明很简单. 其实在上一节已经证了八九分. 在上节, 我们指出
算符 K 的本征值全是正的. (见 (52)). 这已经证明了 f1 ≡ f − f0 会趋于零, 即 f 会趋

向 f0, 而 H 在 f = f0 时为极大值. (这也很容易证明). 虽然这证明只限于很小的 f1, 但
已经把要点指出了.
读者立即会指出 H 即是熵 (只差一常数). 我们在此提醒一句: 如果碰撞频繁, H 是

熵, 否则不是.
†可从 Forster(1975) 着手.
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注意, 即使没有碰撞, 也可能会渐趋向 f0. 一个开始时不均匀的分布因为粒子速度
不同, 会渐渐变成均匀. 例如在 t = 0 时, 如

f(r,p, 0) = f0(p)
(
1 + aeik·r

)
,

则

f(r,p, t) = f0(p)
(
1 + aeik·re−ikvt

)
. (71)

在 t 很大时, 最后一项对 p 的任何积分都趋向于零, 因为它的改变周期趋向于 ∞, 说 f

趋向于 f0 并没有错. 但我们不能说 H(f) 趋向 H(f0), 即熵并未增加. 照我们的看法,
若要用 H 作熵, 必须要有碰撞, 使粒子的动量不断地改变. 如无碰撞, H 就不是熵, 因为
在动量空间里, 即 (p1,p2, · · ·pN ) 的 3N 维空间里, 轨迹只是一点, 唯有碰撞, 才能使轨
迹分散开来, 如无碰撞, 每个 pi 都是不变量, H 自然不是熵. 注意, 第 4 节讲的那种碰
撞, 也不能使 H 成为熵, 因为它不能改变粒子的能量.
当然, 把 (71) 代入 (70) 再求 dH/dt, 我们会发现 dH/dt = 0(如果没有碰撞). 这是

因为 (71) 的最后一项虽然快速改变, 但仍能使 dH/dt 消失.
在第二十三章, 我们讲 “重聚现象” 时, 会再讨论碰撞和熵的问题. 这现象大略指出

粒子分散开了, 熵不一定增加, 在第二十四章, 我们会仔细讨论如何用运动轨迹来计算
熵. 这些都是十分重要的问题.

讨论问题二十

1. 电离振动在每本离子气体、固态物理的书中都会谈到.

假定正电荷不动, 电子作小幅振动.

(A) 试从流体力学公式导出

∂n′

∂t
+ n∇ · v = 0,

m
∂v

∂t
= −eE,

∇ ·E = −4πen′.

(72)

以上 n 是平均密度, n′ 是电子密度的改变, v 是流速. 讨论 (72) 的可靠限度, 注意
碰撞的作用.

(B) 解 (72), 求振动频率, 得

ωp =

(
4πe2n

m

)1/2

. (73)

2. 上题只合用于 3 维空间. 试将 (72) 修改, 使能合用于平面的情形, 并导出 (19). 再
用第 2 节的方法, 求 3 维空间的结果.
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3. 如果在 (72) 的第 2 式加上一项 ∇p, 即压强梯度, (A) 试证

∂2n′

∂t2
+ ω2

pn
′ − 1

m

∂p

∂n
∇2n′ = 0, (74)

并解之.

(B) 将 (17) 用到 3 维空间情形, 并对 k 展开, 留下头两项. 将所得结果和 (74) 的
结果比较.

4. 试证离子气体的介电系数为

ε =
1(

1− ω2
p/ω

2
) . (75)

ε 的定义是: 如有一外加电荷分布 qeikr−iωt. 则物体中产生一电势分布

4πq

k2ε
eik·r−iωt (77)

以上假设 q 为小量.

5. 一高速带电粒子在一金属表面上空飞过, 速度和表面平行, 距离表面 x. 试讨论金
属内电子的反应. 本题可以和上章第 3 题联想, 试证金属表面可有频率为

√
2ωp 的

振动存在. (详细讨论见 Ruduick(1967)).

6. 读者须仔细导出第 4. 5. 节的计算, 以体会碰撞的意义, 并和第 3 节作一比较.

试将第 5 节的计算推广到低温费米粒子的情形.

7. 证实 (61) 的 c2 即是理想气体的 1
m

(
∂p
∂n

)
s
, 即绝热压缩系数.
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长时间的改变, 是短时间改变的累积. 累积的结果, 往往和短时间运动的一些细节
大致无关. 因此, 我们常可以把这些细节简化, 以避免繁杂的计算, 而有关长时间运动的
结论并不受什么影响. 扩散方程及其各推广式就是这种简化了的分析工具. 这些方程式
是非常粗略的模型, 效力相当有限. 但如果我们只要求粗略的答案, 这些方程式就非常
有用. 本章的重点不在它们的理论基础, 而在一些简单的应用, 多数的例子和暂稳态有
关. 屏障的翻越问题是暂稳态的分析重点.
这些方程式本身就是有趣的数学问题, 数学家已有群尽的分析, 巧妙的解法. 从物

理的观点看来, 这些方程式到底多粗略? 如何去改进? 仍是未解决的问题. 也就是说, 我
们仍无法从更基本的原理 (牛顿定律, 量子力学) 来了解这些方程式. 在特殊情形下, 可
以有略深入的了解, 例如在上一章, 我们用玻耳兹曼方程式引出扩散. 但一般说来, 群体
的运动的了解, 仍在起头的阶段. 此类方程式几乎是仅有的方便可用者, 知其可用, 而不
知其所以然.

1. 简单的应用例子

在第十二章,我们已经从随机运动方程式推出了扩散方程式. (见 (12.55)至 (12.68)).
扩散方程式可以看成中心极限定理的结果. 这一节谈这方程式的一些简单的性质及应用
例子. 第 4 节再复习它和随机运动的关系.
扩散方程式可以写成一粒子数守恒公式:

∂ρ

∂t
= −∇ · J ,

J = rF ρ−D∇ρ.
(1)

ρ 是一群粒子的粒子数密度分布, J 为粒子数流量, F 为每粒子所受的外力, D 为扩散
系数. 流量有两项, 一是由扩散产生, 和密度的梯度成正比但方向相反, 另一项和外力成
正比, r 为比例常数. D 和 r 都看作已知的性质, 或可以测定, 或可以由其他理论计算.
它们都是温度的函数, 是粒子所处的环境的特性. r 的意义是一摩擦系数, 如不管 D, 则

J = rF ρ. (2)

309
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即流量和 F 成正比, rF 是流速. 如果粒子是半径为 a 的小球而在一流体介质中, 则

r =
1

6πaη
. (3)

η 是流体的黏度. r 和 D 之间有密切的关系. 因为, 在平衡时, J = 0. 令 F = −∇U , U
为外力势能, 则

−r(∇U)ρ−D∇ρ = 0,

ρ ∝ e−(r/D)U .
(4)

在平衡时, ρ 应该和 e−U/T 成正比, 因此

r

D
=

1

T
. (5)

这是个十分重要的结果, 在第十二章已求出过, (见 (12.66)). 也就是第三章的细致平衡
条件. 现在看些例子.
【例】某电子器材的效果可以用图 1 的 U(x) 表示. 电子在 0 和 b 之间受力 −F , 在

b 点受很大的向右的力:

图 1

U(x) = xF, 0 < x < b,

= 0 , 其他 x.
(6)

这是一个简单的 “二极管” 模型. 电子向右流受力小, 向左则受力大.
在平衡时, 没有电流. 如果加一电场 E, 电流为何?
加了电场, 则 U(x) 成了

U ′(x) ≡ U(x)− exE. (7)
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由 (1), (5) 得

J = D

(
−∂U

′

∂x

ρ

T
− ∂ρ

∂x

)
= −De−U ′/T ∂

∂x

(
ρeU ′/T

)
.

(8)

电流稳定后, J , ρ 不再改变. J 不是 x 的函数. ρ 在 (0, b) 之外亦为常数. 因此, 由 (8)
积分得

J = ρD
(
1− e−eEb/T

)/∫ b

0

dxeU ′/T

≈ ρDF

T
e−bF/T

(
eeEb/T − 1

)
.

(9)

以上假定 eE ≪ F , Eb 是跨过 (0, b) 的电势差. 虽然 E = 0 时无电流, 但在 eEb ≫ T

时, E 向右电子可以畅行, E 向左则电流很小. (见图 2)

图 2

【例】翻越屏障

图 3

U(x) 如图 3 所示, 起一 “屏障”. 假定在屏障左边 ρ ̸= 0, 而在屏障右边 ρ = 0, 并假
定屏障相当高, Uc ≡ U(c) ≫ T . 慢慢会有粒子翻过屏障, 掉到右边去. 这向右的流量是
多少?
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因为流量很小, 左边情况大致一定. 故 J , ρ(0) 均大约不变, ρ(b) ≈ 0. 用上例的步
骤立即可得

J =
ρ(0)D∫ b

0
dxeU(x)/T

. (10)

将 U(x) 在 x = c 附近展开.

U(x) ≈ Uc −
1

2
α(x− c)2, (11)

代入 (10) 得

J ≈ ρ(0)D e−Uc/T√
2πT/α

. (12)

屏障的高度 Uc 必是一决定性的因素. 注意, (9) 式中的 e−bF/T 也来自同一原因.√
T/α ≡ a 是在 Uc − T 处屏障的宽 (见图 3). 最难越过的是最高处, 其他地方相形

之下都算不了什么.

图 4

【例】图 4 示一二维空间的屏障, 一个区域四周被很高的 U(r) 包围. 在东北方向有
一略低之处, 形成一山口, 或 “鞍点”. 区内粒子密度为 ρ, 求流出区外的速率.
要走出去, 必须翻过屏障. 由上例的经验可知, 最重要的因素是出去的路上的最高

点. 显然由山口走出是一条困难最少的路, 因为走别的路须要翻过更高的山. 把 x 轴穿

过山口, 则 (12) 可以用. 粒子流出率约是

J ≈ ρD
√
αβ

(2πT )
e−Uc/T ,

α ≡ −
(
∂2U

∂x2

)
c

,

β ≡
(
∂2U

∂y2

)
c

.

(13)

以上 c 是指山口处的值. ρ 是区内密度.
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2. 暂稳态

以上的例子是暂稳态的例子. 在图 3 左边的粒子, 或是在图 4 区内的粒子, 都是在
暂稳态. 如果屏障高, 它们可以很久不跑掉. 这个时间尺度大致是

τ = τ0eΛ/T (14)

Λ = Uc 是必须翻越的屏障高度. (此地用符号 Λ 因为它像个屏障). τ0 是一个和 Λ 没有

什么关系的时间尺度. 我们可以就把它看成在屏障低时的时间尺度. Λ/T 是最重要的因

素. τ0 相形之下就没有太大作用了.
(14) 可以用来估计一般暂稳态的寿命.
【例】直立的蛋可以维持多久?
在端阳节, 或任何一天, 有耐心的人可以把蛋站起来. 站立的蛋是在一暂稳态, 现在

来估计一下这暂稳态的屏障高度 Λ. 蛋之所以能直立, 是因为它的重量把它压在桌面上,
造成一个很小的接触面, 从重心向下的垂直线穿过此接触面. 要把这推倒, 重心必须先
略为升高. 令 a 为接触面半径, h 为重心高度. θ 为蛋轴和垂直线的夹角, θ 很小时, 重
心之升高为

∆h ≈ aθ + h(cos θ − 1)

≈ aθ − 1

2
hθ2.

(15)

这式子假设接触的是个坚硬的平面. aθ 是接触面中心的升高, − 1
2
hθ2 是重心到接触面中

心的高度的改变. 这假设并不太正确. 正确的分析必须考虑到蛋壳的弹性, 壳面的粗糙
度, 蛋白蛋黄的流动等.
由 (15) 得蛋的势能 (图 5),

U(θ) ≈ mg∆h. (16)

图 5
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它的极大值在 θ = a/h, 即

Λ =
mga2

2h
. (17)

一个蛋约重 30 克, 假定 a ∼ 0.03cm, h ∼ 1.5cm, 则 Λ ∼ 10erg. 在室温

Λ

T
∼ 1015. (18)

根据 (14), 不管 τ0 多小, eΛ/T 使 τ 大得不成话. 也就是说, 单靠分子在平衡态的运动,
不足以使蛋跌倒. 在这种情形下, Λ 是一宏观量, 而 T 是一分子运动的能量. 要把蛋推
倒, 某一分子的能量要有 10erg, 因此, 要分析蛋的站立时间, 必须考虑别的因素, 例如它
的腐化, 室内的微风等, 这是以上分析的结论.
一般说来, (14) 的用途是在 Λ/T 不是太大但又不太小的情形. 如果 Λ/T 很大则表

示更复杂的过程必须考虑.

3. 转换成波动方程式

以上例子的重点在流量 J , 现在来细看 (1) 的时间微分一面. 最方便的分析方法, 是
把 (1) 改写成量子力学的波动方程式的样子, 再用我们量子力学的经验来分析. (1) 式的
∇ · J 中, 有 ∇ρ 项, 而波动方程式无此一项. 此一次微分不是一对称的算符, 颇不方便.
现在想法子把它去掉, 令

ρ(r) ≡ ψ0(r)ψ(r), (19)

ψ2
0(r) ≡ e−U(r)/T (20)

代入 (1), 稍加整理, 得
∂ψ

∂t
=−Kψ

K =−D
[
∇2 +W (r)

]
,

W (r) ≡− 1

ψ0

∇2ψ0.

(21)

(21) 除了一些小节之外, 和量子力学公式一样. K 一如哈密顿算符. K 之 “基态” 为 ψ0,
能量为零:

Kψ0 = 0. (22)

量子力学的技巧, 可以立刻采用.
【例】U(x) = α2x2, 解扩散方程式.
由 (20) 得

ψ0(x) = exp
(
−1

2
α2x2/T

)
(23)
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这当然就是简谐运动的基态波函数. K 的其他本征函数自然就是简谐运动的其他本征

函数. 用不着多说, (1) 之解是

ρ(x, t) = ψ0(x)ψ(x, t),

ψ(x, t) =
∞∑

n=1

Anψn(x)e−rnt +A0ψ0(x),

rn =
2nDα2

T
,

ψn(x) =

√
2

T
Hn(αx)e−

1
2α

2x2/T ,

(24)

An 是常数, 视 t = 0 时的密度而定.
【例】解硬壁盒子内的扩散方程式

U(x) = 0, 0 < x < L

=∞, 其他 x
(25)

此例的用义是提醒读者边界条件之重要, 扩散方程式在硬壁处的条件是

J⊥ = 0, (26)

⊥ 指和壁垂直的方向. 这和 ψ = 0 的条件大不相同, 因此, 此题之解是

ρ(x, t) =
N

L
+

∞∑
n=1

Anψn(x)e−rnt,

ψn(x) = cos nπ
L
x, rn = D

n2

L2
. (27)

N 是总粒子数.

4. 扩散方程式的推导

以上讲的 ρ(r) 是粒子在 r 空间的分布, 其实 r 不必是位置, 任何变数都可以.
ρ(r)/N 是变数 r 的概率分布. 概率的定义是由 N 个粒子的资料统计而得, 即样品集为
(r1, r2, · · · rN ). N 也不必一定是粒子数. N 可以是重复实验的次数, ri 是第 i 次实验

的结果.
我们复习一下第十二章的结果, 现在考虑由随机速度 v(t) 产生的位移, 并导出位移

的分布.
从时刻 t′ 开始, 在时间 ∆t 内之位移是

∆x =

∫ ∆t

0

dt′′v (t′ + t′′) . (28)
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如果 v 的相关时间很短, 比 ∆t 短很多, 则中心极限定理指出, ∆x 的分布 p(∆x) 为正

则, 且
⟨∆x⟩ = ⟨v⟩∆t,

σ2 ≡
〈
(∆x)2

〉
c
= ∆t

∫ ∞

−∞
dt′′ ⟨v (t′′ + t′) v (t′)⟩c

(29)

x(t) 的分布可以由 x(t′) 的分布得来,

x(t) = x (t′) + ∆x,

t ≡ t′ +∆t

ρ(x, t) =

∫
d(∆x)p(∆x)ρ (x′, t′) ,

(30)

p(∆x) =
1√
2πσ2

exp
{
− 1

2σ2
(∆x− ⟨v⟩∆t)2

}
. (31)

由直接微分, 可以证实 p(∆x) 适合以下方程式

∂p

∂∆t
= ⟨v⟩ ∂p

∂(∆x)
+

σ2

2∆t

∂2p

∂(∆x)2
(32)

因为 ∆t = t− t′, ∆x = x− x′, 所以, 从 (30) 得
∂ρ

∂t
=

∫
dx′ ∂p

∂(∆t)
ρ (x′, t′)

=

∫
dx′
[
⟨v⟩ ∂p

∂(∆x)
+

σ2

2∆t

∂2p

∂(∆x)2

]
ρ (x′, t′)

=
∂

∂x

∫
dx′⟨v⟩p(∆x)ρ (x′, t′)

+
∂2

∂x2

∫
dx′ σ

2

2∆t
p(∆x)ρ (x′, t′) .

(33)

现在假定 ∆t 不很大, x, x′ 相近, σ2, ⟨v⟩ 可视为不随 x′ 改变. 如此, (32) 成为

∂ρ

∂t
=

∂

∂x
⟨v⟩ρ+ 1

2

∂2

∂x2
σ2

∆t
ρ. (34)

以上的步骤和第十二章 ((12.55) 至 (12.68)) 的大致相同. 此地把 ⟨v⟩ ̸= 0 的情形考虑进

去, 并允许 ⟨v⟩, σ2/(∆t) 为 x, t 的平缓函数. 如果变数不止一个, 以上的推导可以推广,
并不困难. 令 xα, α = 1, 2, · · · 为变数, 则

∂ρ

∂t
= −

∑
α

∂

∂xα
Jα,

Jα = −⟨∆xα⟩
∆t

ρ− 1

2

∑
β

∂

∂xβ

(
⟨∆xα∆xβ⟩c

∆t
ρ

)
.

(35)

(34), (35) 和 (1) 的关系已是十分清楚. 这些结果, 全靠中心极限定理得来. 如果这定理
不合用, 则它们就没有什么意义了. (35) 即是所谓 “福克—普朗克” 方程式. 它也就是扩
散方程式 (1), 写得稍微仔细一点, 并指出如何从随机运动的细节来分析 D 和 rF .



4. 扩散方程式的推导 317

(35) 式中的 xα 是有连续值的变数. 如果是分立值的变数, 则扩散方程式的面目需
要改换一番. 举例说明如下.
令 si = ±1, i = 1, 2, · · ·N , 伊辛变数 si, 为最简单的变数, si 的改变必是突然的改

变. 令 ρ+, ρ− 各为状态 +1 和 −1 的粒子数或概率, 则
dρ+
dt = −r−+ρ+ + r+−ρ−,

dρ−
dt = r−+ρ+ − r+−ρ−.

(36)

dtr−+ 是在时间 dt 内 si 由 +1 变到 −1 的概率, dtr+− 为由 −1 变成 +1 之概率. r+−,
r−+ 是反应率, 在平衡时, ρ± 不变, 所以

r−+

r+−
=
ρ−
ρ+
. (37)

如果变数有许多值, 则 (36) 的推广是
dρα
dt = −

∑
β

(rβαρα − rαβρβ) . (38)

α, β 为变数各值的编号, 即各状态的名字.
如果有外力使 α 状态的能量为 εα, 则平衡时

ρα ∝ e−εα/T . (39)

因此, 各反应率 rαβ 须适合
rαβ
rβα

= e−(εα−εβ)/T . (40)

这也就是第三章讲的细致平衡条件.
(1), (35), (38) 这些方程式, 都是分子运动的一些粗略模型. 它们把运动的来源看成

一随机的 “骚动”, 或不定时的突变. 这些骚动或突变必须适合某些条件, 最重要的是独
立性, 及细致平衡条件. 此类模型虽然粗略, 但是非常可贵. 一则因为它们大致抓住了一
些分子运动的特点, 再则更细致的分析往往过份复杂.
【例】消去高能位

令 si 有三值 +1, 0, −1. 能量各为 (见图 6)ε+, 0, −ε−. 并令 ε± ≫ T . si 不能从
+1 直接变成 −1, r+− = r−+ = 0.
我们先得定义各反应率, 这些反应率必须适合细致平衡条件 (40). 我们用最简单的

模型: rαβ = 1, 如果 εα < εβ, 而 rαβ = e−(εα−εβ)/T , 如果 εα > εβ, 即能量减少的反应率
为 1, 增加者为 e−ε/T , ε 为反应所需的能量. 如此则

dρ±
dt = −λ±ρ± + ρ0.

dρ0
dt = −2ρ0 + λ+ρ+ + λ−ρ−,

λ± ≡ e−ε±/T .

(41)
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0 是个高能状态, ±1 为低能状态. 在高能位的时间短而在低位者长. 因此, 我们可将 ρ0

的方程式解了, 假装 ρ± 不变:

图 6

ρ0(t) =

∫ t

−∞
dt′e−2(t−t′) [λ+ρ+ (t′) + λ−ρ− (t′)]

≈ 1

2
λ+ρ+(t) +

1

2
λ−ρ−(t).

(42)

代入 (36) 第一式得
dρ±
dt = −1

2
λ±ρ± +

1

2
λ∓ρ∓. (43)

这就和 (36) 一样了. 高能状态 0 已消去, 也就是说, 在讨论慢动作时, + 和 − 两个状态
的概率变化可由 (43) 决定, 不必考虑 0.
一般说来, 如果不止有三个状态, 但仍有两个特别低能的状态, 且被高能状态隔开,

则 (43) 也成立, 只是 λ± 更复杂些.
注意, λ± = e−ε±/T 正是和 (12) 一样的由屏障引起的因子. 凡是翻越屏障的反应,

其反应率都有这种因子.

5. 二态小集团模型

非晶物体, 像玻璃、岩石, 及第十八章提到的非晶磁体之类, 都有十分复杂的结构.
不过, 在某些特殊情况之下, 这些复杂的群体的低温性质, 可以用 “二态集团模型” 来解
释. 这模型假设物体大致是冻结住的, 只有一小部分, 分散在物体各部的特别分子或自
旋, 比较容易活动. 每个活动单元是一小集团, 由几个分子或自旋结成. 每一集团的最低
能的两个形态, 在低温时最重要. 这二态模型只考虑这两态. 假定两态之间有屏障, 如此
形态改变甚慢.
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每个小集团的特性是由此二态之能差 ε 及二态间之屏障高度 Λ 决定. 图 7 的垂直
方向是能量, 水平方向指小集团的状态空间. 从 + 态到 − 态必须翻过高度为 Λ 的屏障.

图 7

小集团很多, 各有不同的 Λ, ε. 假定集团数目够大, 我们可以统计 Λ, ε 的分布, 并
用 (38) 之类的方程式讨论二态之概率 ρ±. 假定

dρ+
dt = −1

τ
ρ+ +

1

τ
e−ε/Tρ−,

dρ−
dt =

1

τ
ρ+ −

1

τ
e−ε/Tρ−;

(44)

1

τ
≡ 1

τ0
e−Λ/T . (45)

1/τ0 是一常数, 约是高温时的反应率. 从这方程式之解和 ε, Λ 的分布, 可以推测各种性
质.
读者可能有点不耐烦了. 左一个假设右一个假定, 到底这些集团是什么? Λ 和 ε 又

是怎么分布? 现在用个简单模型来大致澄清一下.
令 H 为一伊辛磁体模型的能量

H = −
∑
i,j

Jijsisj , (46)

si = ±1, i = 1, 2 · · · · · ·N . 作用能 Jij 或正或负, 或大或小, 各不相同, 但不因时而异.
各 Jij 之值成一分布, 令分布为常态, 且限于相邻的单元, 即各 si 占在一棋盘格子上, 不
相邻的单元无相互作用. si 的运动是遵照以下规则: 如果 si 变号会使总能增加, 则反应
率是 e−∆E/T , ∆E 是增加能量. 如变号会使能量减少, 则反应率为 1. 这也就是上节例
子中用的规则, 也是下一章要仔细讨论的.
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这模型已被仔细分析过∗. 低温性质大致可用小集团模型解释. 在低温, 各个 si 大

多冻结, 成了一个 “不规则磁体”, 或 “非晶磁体”, si 有的冻在 +1, 有的冻在 −1, 要改变
si, 需要能量 2|hi|, hi 是邻居在 si 处产生的磁场.

hi =
∑
j

Jijsj . (47)

在低温时, hi 小的单元会动. hi 大就冻住了. 有的 hi 虽不小, 但 si 和一相邻的单元都

翻个身时, 能量增加不多, 甚至减少. 如果 s1, s2 都变, 则能量增加为

ε = 2 |h1|+ 2 |h2| − 4 |J12| . (48)

这可由 (47) 得来. 两个都变, 则 J12 不生作用. 如果 J12 很强, 则 h1, h2 虽大, 但 ε 可

以很小, 甚至成了负的. 不过, 单元的运动是一个一个变, 不可以两个一同变. 因此, 能量
必先增加 2|h1| 或 2|h2|, 再下降, 一如图 7. 令 |h1| < |h2|, ε > 0, 则先翻 s1 再翻 s2 的

屏障较低:
Λ = 2 |h1| − ε. (49)

ε 由 (48) 定义. 这是一个 “二元集团”. 二元集团和多元集团的分析也差不多. Λ, ε 的分
布则要靠直接统计.
这个例子大致说明小集团的由来, 给读者一点 “实在感”. 现在回到 (44), 看看这集

团模型的结论.
(44) 的解非常的简单. 令 ρ+ + ρ− = 1, 则

dρ+
dt = −1

τ
ρ+
(
1 + e−ε/T

)
+

1

τ
e−ε/T ,

ρ+(t) = f + e−rt (ρ+(0)− f) ,
(50)

f ≡ 1

(eε/T + 1)

r ≡ 1

τ0
e−Λ/T

(
1 + e−ε/T

)
.

(51)

ρ+(0) 为 t = 0 时的 + 状态被占的概率, 其值要看这物体是如何做成的. 现在估计一下
能量的变化, 以说明这解的应用.
总能量是

E(t) =

∫
dεdΛN(ε,Λ)ρ′+(0)εe−rt +常数,

ρ′+(0) ≡ ρ+(0)− f
(52)

N(ε,Λ) 是各集团的 ε, Λ 分布. r 由 (51) 定义, rt 可写成

rt = e− (Λ−x)/T ,

x ≡ T ln
(
t

τ ′

)
,

τ ′ ≡ τ0
(1 + e−ε/T )

≈ τ0.

(53)

∗详细分析见 Dasgupta, Ma, and Hu(1979)).
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τ ′ 和 τ0 差不多, 只要 ε > 0. 显然 Λ 积分的结果是 x 的函数, τ ′ 只是以 lnτ ′ 出现于 x,
因此把 τ ′ 看成 τ0 亦可. 如果 ε < 0, 且 |ε|/T 很大, 则 r 就不小了, e−rt 可以略去. 我
们现在把 ε < 0 情形略去, 由 (52) 得

E(t) =

∫ ∞

0

dΛg(Λ)e−rt +常数,

g(Λ) =

∫ ∞

0

dεN(ε,Λ)ρ′+(0)ε.

(54)

e−rt 这函数, (见图 8), 在 Λ≫ x 时约为 1, 在 Λ≪ x 约为零, 即

e−rt = exp
(
−e− (Λ−x)/T

)
−→ 1,

(Λ− x)
T

> 0,

−→ 0,
(Λ− x)
T

< 0.

(55)

图 8
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图 9

从 0到 1, 转变区宽约为 T . 如 T 很小, 即 g(Λ), 在 Λ变到 Λ+T 时, 改变不多, 则

e−rt ≈ θ(Λ− x) (56)

也就是说, 一个小集团的 Λ 如大于 x = T lnt/τ0, 则小集团来不及改变, 冻住了. 如
Λ < x, 则它有足够时间改变, 解冻了. 注意, 时间是以 lnt 出现. 将 (56) 代入 (54) 得

E(t) ≈
∫ ∞

x

dΛg(Λ) +常数. (57)

只要 g(Λ) 不是太怪异的函数, E(t) 就会是一个 x 的平缓, 下降的函数 (见图 9). 也就
是说, E 随 T lnt 逐渐下降, 这是非常慢的改变. 不只是能量, 其他性质亦然. 如磁矩, 一
旦由磁场造成, 则不因磁场之消失而消失. 而慢慢地以 T lnt/τ0 方式减弱. 这种现象, 对
研究古岩石磁性的人, 一向是非常熟悉的. 近来非晶磁体的研究, 亦得力于此类分析.

这小集团模型是极其粗略的. 做了不少的假设. 集团的重叠, 相互作用都未考虑. 集
团如果很大, 则只看两态是不够的. 但以上的结论, 即对数式的 T lnt/τ0 改变, 是相当简
单的结果, 对模型的很多细节不是很敏感. 说穿了, 这结果就是, r = 1

τ0
e−Λ/T 的化身. 只

要有屏障高度 Λ 的分布, 就会有对数式的改变出现. 至于二态、三态之别, 甚至有没有
小集团, 大概都无关紧要. 这集团模型, 只大致告诉我们 Λ 的分布的来源的一种.
类似的量子力学模型, 早在玻璃的理论中出现. 请自参阅文献†.

†见 Anderson, Halperin and Varma(1972).
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讨论问题二十一

1. 设想有一面镜子, 直径远小于分子的平均自由径, 用一根细丝悬于温度 T , 压强为
p 的稀薄气体中. 试证镜子感受到的力矩为 −ζω, 且

ζ =
2mvpI

σT

v =
√

8T/πm, I 为转动惯量, σ 为镜子的单位面积质量, m 为气体分子的质量, ω
为旋转角速度.

2. 有一表面光滑的球在温度为 T 的稀薄气体内作等速度运动. 球的半径大于气体分
子的半径, 但小于气体分子的平均自由程. 假设球与气体分子之间为弹性碰撞, 求
球所受到的阻力.

3. 试证在球面上的扩散方程式为

∂ρ

∂t
=

D

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂ρ

∂θ

)
+

D

sin2 θ

∂2ρ

∂ϕ2
. (58)

ρ(θ, ϕ) 为在球面上的分布函数. (θ, ϕ) 为普通极坐标. 读者必须注意, (58) 的右手
边不能写成

∂2ρ

∂θ2
+
∂2ρ

∂ϕ2

扩散的来源是随机的动力. 在 (58), 我们假定此力的方向分布均匀, 且在球面上到
处一样.

4. 试由 (35) 导出 (58).

5. 一圆管, 长 L, 截面积 A, 以角速度 ω 绕一端转, 转轴与管垂直. 管内有稀溶液, 有
N 溶质分子. 温度为 T , 转轴处的压强为 p. 假定每溶质分子的体积为 v, 质量为
m, 溶剂为水.

(A) 求溶质密度分布 n(r), r 为分子至轴的距离. 特别留意 m/v 值的影响.

(B) 求熵及其他热力性质.

(C) 如果在时刻 t = 0 时, 所有的溶质都集中在转轴的一端, 分析密度分布 n(r, t)

在以后的改变情形, 估计趋向平衡分布所需的时间.

6. 某些大分子可看作小棍子, 长 l, 半径为 a, l ≫ a, 这些分子溶在某溶剂中. 溶剂黏
性系数为 η.

在时刻 t = 0时,这些棍子都指向同一方向. 求此后的方向分布. (提示:利用 (58)).

7. 某岩石中有许多小磁矩 mi, i = 1, 2, 3, . . . · · ·N , m2
i = m2 =常数, 能量为

H = −
∑
i

(
hi cos θi +Ai cos2 θi

)
. (59)
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各个 Ai, hi 都不一样, 其分布为

p (hi) =
1√
2πb2

e−h2
i /2b

2

,

p (Ai) =
θ (Ai)

a
e−Ai/a.

(60)

假定 a ≫ b. Ai, hi 形容各磁矩所接触的环境. θi 为 mi 和某一定方向的夹角. 各
磁矩不断地被其环境中的骚动影响, 作随机运动.

假定在时刻 t = 0 时所有的 θi = 0. 试求此段总磁矩的变化. 假定 T ≪ a.

读者应先认清这模型中各量的意义, 将模型简化. 这是一个暂稳态的模型. Ai 项使

mi 大致偏向两个方向, 即 θi = 0 或 π.
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电子计算机的问世, 对统计力学有极其深远的影响, 不但使较复杂的计算问题得以
解决, 而且在基本概念上也有重大的贡献. 本章略述两种计算方法, 一是 “分子动力学方
法”, 即解运动方程式, 把所有分子的位置、速度统统算出来. 二是 “随机模拟”, 这是把
运动方程式用随机数列取代, 专用来求平衡性质, 亦称 “蒙特卡罗” 法. 本章主要讲第二
种.
分子运动解的计算, 是不折不扣的 “数值实验”, 把运动轨迹算出来, 再作各种观测.

随机模拟也演出轨迹来, 只是用一个随机的运动模型, 而不用牛顿定律. 它也可以算是
一种数值实验. 这些数值实验有什么好处呢? 第一, 这些计算, 不用近似. 一旦模型定了,
计算就定了, 一切结果, 你可以看成该模型的 “实验结果”. (当然, 实验步骤必须正确, 观
测时间的长短, 模型的大小等都必须考虑. ) 这比我们用纸用笔的理论分析要强, 用不着
再一个假设, 再一个近似, 东丢一项, 西切半个积分. 因此, 计算的结果可以和真正实验
比较, 以决定模型的正确性, 并可以和理论分析比较, 以决定各近似, 假设的正确性. 第
二, 这些计算, 算出了每个分子在每个时刻的一切运动细节. 这些资料, 在真正的实验中
是无法测得的. 当然, 数值实验比较容易控制, 用不着担心样品的纯化, 低温系统漏热等
问题.
由于这些好处, 数值实验已成为十分普遍的工具. 此类计算既是 “实验”, 则非自己

动手不能领略其要义. 各种程式的设计, 全属经验, 少见于书刊, 也难解释. 本章所谈, 仅
是一些原则上的问题, 为读者略作心理准备而已.
这些计算, 除了是很有用的工具之外, 更能加深我们对统计力学的认识, 使基本概念

更清楚, 这一方面的讨论, 将占去本章许多篇幅.

1. 分子动力学方法

这个方法的原理十分简单, 把分子运动方程式 (牛顿定律) 交给计算机去解就是了.
在计算机发明之前, 要解三个分子以上的运动方程式, 是不可思议的事, 更别谈什么

群体运动. 因此, 统计力学的学者有根本放弃分子运动者, 即不承认运动轨迹的物理意
义, 因为不可能解得出来. 这种想法使统计力学走向抽象化, 纯数学化的路. 直到今天,
传统的统计力学仍以抽象的概率来作平衡态的定义, 而不愿涉及轨迹的讨论.
计算机问世之后, 对分子运动有兴趣的人立刻用它来解运动方程式, 看看平衡现象

325
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是否出现. 大师费米及门人乌兰解了一些振动方程式, 发现平衡不了, 因而引起了注目.
逐渐地, 更多人用更进步的机器来解运动方程式, 来对平衡作根本的了解. 费米、乌兰的
困难是振动单元太少, 多放几个, 平衡现象就不难出现. 在今天, 用计算机解群体运动方
程式已是统计力学的一部门. 每个计算考虑以千计的粒子, 作百万次的碰撞.
这种计算是一种实验, 由计算机把一群体在某时间内的轨迹算出来. 每分子在每一

时刻的位置、速度都算出来了. 任何有关此群体在这一段时间内的资料都可以从这轨迹
整理出来, 各平衡性质可以由这时间内的各平均值得来. 温度可以由每粒子的平均动能
得来, 这种 “数值实验” 比真正的实验要容易控制, 而且可以作任何观测, 大尺度, 小尺
度, 平衡不平衡, 都可以.
当然, 这种计算和真的实验仍有很大的区别:
(甲) 几千个粒子的群体, 比宏观物体小得太多. 百万碰撞的时间比宏观时间短得多.
(乙) 无法考虑量子力学, 解群体的量子波动方程式仍非今天的计算机所能办到.
这两个弱点看来是难以克服的. 但由于物体各部的独立性, (甲) 并不很严重, 对平

衡性质的分析而言, 只要考虑比相干长度 ξ 大很多的模型, 观测时间比相关时间 τ 长很

多就行. 如果 ξ 够小, 则用不着考虑很多粒子, τ 够短则不必有很长的时间. ξ, τ 的长短
要看情形. 照现有的计算成绩看来, 一千个粒子的模型在一般情形下足够, 时间也足够.
在特殊情形下, 如临界点附近, ξ, τ 都很大, 就需要更大的模型, 往往超出今天计算机的
能力. 弱点 (乙) 比较严重, 许多重要的问题都不能脱离量子力学. 例如金属电子, 超流
体等. 这使计算的应用范围大受限制, 虽然, 这计算仍有很大的应用范围, 很多现象, 如
熔解、结晶, 及一些重原子、分子的群体性质, 大多和量子力学无关.
从基本概念的角度看来, 此类计算的成功有深远的意义. 它确定了力学方程式, 即

牛顿定律的地位, 也就是说, 一切热力现象, 一切统计力学的概念, 归根结底都得以力学
为本. 平衡是一种特别的运动状况, 必须遵守力学的定律. 运动的轨迹代表一切有关运
动的资料, 任何概念, 任何量, 都必须能用这资料表示, 从这些资料计算. 有些热力学概
念, 没有明显的力学意义. 这些是和熵有关的量. 轨迹和熵的关系, 是一个十分重要的题
目. 在第二十五章, 我们将作详细讨论, 并指出一个由轨迹直接定熵的方法.

解运动方程式是一个复杂的计算, 有许多题目并不要求运动的真实性. 因此, 我们
可以用比较简化的运动模型代替牛顿定律. 随机模拟就是一个简化的运动模型.

2. 随机数列

随机模拟是用随机数列决定运动, 不用牛顿定律, 随机数列的作用就是产生随机的
动力.
在第十, 至十二章, 我们曾谈到随机数列, 这是一连串的数目字, 适合一些条件 (见

第十一章第 3 节). 现在的计算机, 多附有产生随机数列的程式, 最普通的是平均分布在
0 和 1 之间的随机数列, 以后提到随机数列, 就是指这种, 除非另外指明.

制造随机数列的程序, 就是一个快速的骰子, 此类程序, 是经验的结果. 目前并没有
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理论说如何的程序会算出较合标准的数列. 注意, 程序是个完全硬性规定的步骤, 一如
牛顿定律. 造出来的数列为什么会随机? 这问题和我们的基本问题很像: 为什么牛顿定
律会造出随机的分子运动? 答案都不知道.
随机数列可以说是概率的定义工具. 如果没有这种快速产生的数列, 则概率这概念

就无法成为有用的计算工具. 今天的很多科学研究都依赖随机数列, 这岂是三、四十年
前所能预料?
有了随机数程序, 我们可以放心去 “任取一数”, 或 “任取三者之一” 等, 作 “任意”

的选择. 例如, 要在 1, 2, 3 中任取一数, 怎么取? 我们叫计算机程序算一随机数 x. 如果
x 小于 1/3 则取 1, 在 1/3, 2/3 之间, 则取 2, 大于 2/3 则取 3. (我们已假定 x 之概率

分布是在 0, 1 之间的均匀分布). 如要以概率 p1 取 1, p2 取 2, p3 取 3, 如何取? 答案是,
x < p1, 则取 1, p1 < x < p1 + p2, 则取 2, p1 + p2 < x, 则取 3.
注意: 这种 “任取” 如只行一两次, 则是毫无意义的, 必须要重复很多次, 概率才有

意义.

3. 蒙特卡洛模拟方法

我们把随机模拟的计算法则, 看作一随机运动模型. 计算的步骤, 视模型而定. 现在
用伊辛模型为例, 来说明其原理.
令哈密顿量为

H(s) = −1

2

∑
i,j

Jijsisj . (1)

si = ±1, i = 1, 2, · · ·N . 模拟步骤如下:
1 先任取一组 si 的值.
2 任取一 si. 计算 hi, 及 ∆E

hi ≡
∑
j

Jijsj ,

∆E ≡ 2sihi

(2)

3 如果 ∆E ≤ 0, 则把 si 改成 −si, 如果 ∆E > 0, 则以 e−∆E/T 的概率将 si 改成

−si, (即取随机数 x, 如 x < e−∆E/T , 则改 si, 否则不改).
4 再做 2

这模拟步骤可谓简单. 1 是决定起始状态, 任何状态都可以, 2 是挑一个单元来翻.
3 是要决定到底翻不翻. ∆E 是 si 翻后的能量改变, hi 是邻居在 si 处造成的 “磁场”.
如果能量减少, 则改 si 成 −si, 如能量增加, 则改成 −si 的概率是 e−∆E/T . 这个法则
适合细致平衡的要求, 即 si → −si 的概率和 (同一 hi 下的)−si → si 的概率之比是

e2sihi/T , 所以
P (si|hi)
P (−si|hi)

= e2sihi/T . (3)
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P (si|hi) 是在 hi 一定的条件概率. 每做一次 2 和 3 , 时间就增加 1 单位. 做了许多次
后, (3) 中的概率就有足够的样品来定义了, 一次又一次地重复, 就演出了一连串的状态,
即一条轨迹.
令 s(t) ≡ [(s1(t), s2(t), . . . , sN (t)] 为在时刻 t之状态, 则任何量 Â(s)的平均值可以

求得

⟨Â⟩ = 1

T

t0+T∑
t=t0

A(s(t)). (4)

T 是一相当大的数目, t0 之前的状态不用. 原因是, 开始的一些状态, 可能和 “典型的”
平衡态下看到的相差太远. t = 0 的形象是乱取的, 因此需要等一段时间, 以 “达到平衡”.
这些问题就在下节再谈. 现在先看看另一个运动模型.
令 si 在时间 dt 内改变之概率为 dtWi,

Wi =
e−sihi/T

cosh (hi/T )
(5)

这也是一个运动模型. 注意:
Wi (si)

Wi (−si)
= e−2sihi/T , (6)

即这模型也适合细致平衡的要求. 用这模型模拟, 也很简单. 令

Ω ≡
∑
i

Wi. (7)

从时刻 t 算起, 过了时间 t′ 后, 毫无动静的概率是 e−Ωt′ . 因此在 t′ 内不变而在其后 dt′

内 s′ 改变的概率是

e−Ωt′Widt′, (8)

依照 (5), (7), (8) 模拟步骤是
1 从时刻 t 的状态, 计算 Wi 和 Ω.
2 取两个随机数, x, y. 令

t′ =
−lnx
Ω

, (9)

并令新时刻为 t+ t′.
3 把 (0, 1) 这段区间分成 N 段, 每段长 Wi/Ω, i = 1, 2, · · ·N . 如果 y 落在第 j

段, 则将 sj 改成 −sj . 现在回到 1 .
这个模拟步骤比上一个复杂一些, 上个步骤每一步任取一单元, 再决定翻不翻它, 这

个步骤每次决定静止的时间, 再决定翻那一个单元. 平均值的计算亦稍有不同:

⟨Â(s)⟩ = 1

T

k0+n∑
k=k0

t′kA (s (tk)) ,

T =

k0+n∑
k=k0

t′k.

(10)

t′k 是第 k 次改变前的静止时间长度, s(tk) 如在这时间内的形象. 在时间 T 内, 共有 n

次改变.
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上节的模拟步骤, 有十分明显的含义. 各单元按随机的, 各处不相干的原动力震撼
着. 各单元因此而运动. 但也受到其他单元的影响. 因此各单元可能不是互相独立的.
影响限于邻近的单元, 即相互作用非零者. 因此, 远方的单元大概是不相干的. 因此, 这
步骤是十分合理的运动模型.
这步骤并不提到基本假设,唯一和热力学扯上关系的地方是在改变概率中的 e−∆E/T

因子. 温度是这样跑进来的. 在第三章, 细致平衡的讨论限于理想气体. 在此各单元有相
互作用, 因此情形比较复杂, 需要多讨论一下.
在此 si 的改变是在一定的 hi 之下, 也就是说 si 的环境决定 si 的改变率. 细致平

衡条件是在同一环境下, si ←→ −si 的正反方向的概率相等. 由此得 (3). (3) 可以稍加
推广, 只要 sj 的邻居 si(即 Jij 非零者) 一定, hi 就定了, 所以

P (si, s
′
i, s

′′
i , . . .)

P (−si, s′i, s′′i , . . .)
= e2sihi/T . (11)

s′i, s
′′
i , . . .包括所有和 si有相互作用者,也可以包括更多单元,由 (11)可得 (3). P (si, s

′
i · · · · · · )

是联立概率.
如果 si, s

′
i, s

′′
i , . . . 包括了所有的单元, 则 (11) 的结论十分明显, 即

P (s1, s2, . . . , sN ) ∝ e−H(s)/T . (12)

这样的说法时常被看成平衡的证明. 不过, 这说法是有漏洞的. 我们曾一再强调, 概
率的定义, 需要有足够的样品作为统计资料的来源. 此地的样品, 就是轨迹中的状态,
即演出之状态. 以上的诸概率, 必须由这些状态来定义. 如果 N 不是个小数目, 则
P (s1 · · · · · · sN ) 的定义需要许多状态, 即 ∼ 2N 个. 如果 N = 100, 即使轨迹中有一千万
个状态, 仍距 2100 甚远. (12) 只是一个数学结论, 即对无限长轨迹的结论. 不过这个 “无
限长” 是没有物理意义的. (11) 只合用于较少数的单元, 如 P (s1, s2, . . . s10) 之类, 注意
(s1, · · · sN ) 代表状态空间中的一点, 而 (s1, · · · s10) 代表此空间的一区域. 而这区域是由
s1 · · · s10 之值划定, 域中共有 2N−10 个点, 这是一个很大的区域. (s1, s2, s3) 代表一个

有 2N−3 点的区域. 这种大区域的概率是有物理意义的, 因为轨迹在其中花的时间可以
够长, 够用来计算概率. 这些在第十章末尾曾讨论过. 读者可复习一下. 基本假设分析下
的平衡, 并不涉及 (12) 这单状态概率的概念, 只涉及大区域的体积. 而平衡性质是由大
区域决定的. 在讨论基本假设及概率的诸章中, 我们已说了很多. 在做数值模拟计算时,
这些抽象的讨论结果, 就变得很明显. 读者最好能有机会做一点此类计算.
读者大概会问: 可不可以用模拟来计算自由能? 配分函数也可以写成一平均值:

e−F/T = Z =
∑
s

e−H/T ,

〈
eH/T

〉
=

1

Z

∑
s

e−H/T eH/T =
2N

Z
,
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Z =
2N

⟨eH/T ⟩
. (13)

把 eH/T 的时间平均值算出, 则 Z 和 F 就有了. 不过这办不到, 除非 N 很小. H 是 N

级大数. eH/T 是特大数, 其改变也是特大, 除非用无限长的时间, (13) 是没有用的. 这
“无限长” 的时间是指比 eN 级特大数更长的时间, 如果要算 F = E − TS, 只有直接求
E = ⟨H⟩ 和熵 S, 从轨迹求熵是第二十五章的主题.
在第六章我们提过, 在活动范围中几乎所有的状态都有相同的宏观性质, 如 A(s) 为

一宏观变数, 则在活动范围中绝大多数的 s 的 A(s) 值都一样:

A(s) = ⟨A(s)⟩
(
1 +O

(
1√
N

))
. (14)

因此, 看来只要任取一状态 s 就知道 ⟨A⟩ 了, 何必模拟?
事实上, 要在活动范围中任取一点颇不容易. 活动范围是很大, 体积是

Γ = eS . (15)

如果 S ∼ 0.5ln2N , 则 Γ ∼ 20.5N , 但这 Γ 比整个状态空间又小得太多.
Γ

2N
∼ 2−0.5N . (16)

如果 N = 100, 则这比值已小得不成话. 因此如果在状态空间中任取一点, 想要碰到活
动范围中, 是毫无希望的. (因此, 用 (12) 作概率, 再用普通的随机积分法来计算平均值,
也是行不通的). 要进活动范围, 只有让这物体的运动, 逐渐把状态带进去.
在第 1 节提过, 计算中的 N , 或 100, 或 1000 仍不是 1020, 我们要从这种不太大的

N 来推测热力性质, 岂非妄想? 情形不这么糟. 宏观物体有各部独立的性质, 只要模型
比相关长度大很多就够了. 这模型可以看成一大物体中的一部分. 当然, 边界成了一个
重要的考虑问题. N 不很大, 则 N−1/3, N−1/2 都不是很小的数字. 一般的计算, 常用循
环边界, 即无边界的模型. 这作法相当成功.

由于 N 非宏观大数, 许多结论 (如 (14) 式的结论) 都得重新考虑过. 模拟法至今仍
是在累积经验的阶段, 还没有很稳固的理论基础.
模拟乃运动模型之解, 故应用不限于平衡. (随机模拟在长一点的时间尺度下, 也可

以算是十分逼真的运动模型) 对暂稳态的分析, 模拟法是十分理想的工具. 暂稳态在短
时间内是平衡态, 时间一长, 改变就出现. 除了暂稳态之外, 凡在统计力学的基本假设不
太管用的情形下, 模拟法就是一个可贵甚至唯一可靠的工具. 许多不平衡的问题, 如结
晶, 熔解等, 都已由模拟法分析, 获得十分有趣的结果.∗.

讨论问题二十二

1. 复习问题十一, 5, 7.
∗阅读文献, 可由 Binder (1979), Berne (1977), Abraham (1979) 开始.
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2. 数值模拟有许多实际困难. 主要是模型太小, 模拟时间太短. 但是许多有趣的问题,
偏偏是相关时间或相关长度长的问题. 因此, 读者在阅读文献时, 或自己做模拟计
算时, 必须特别小心. 常常因为对结果没有正确的解释, 而导致不正确的结论. 试
用伊辛模型为例, 讨论在低温时 h = 0 和 h ̸= 0 的时间问题.

3. 试讨论在 N , V 不太大时, 第七章的各计算法则有何不同.

4. 试讨论模型的边界问题.

5. 第 3节讲的是定温环境下的运动. 试设计定能随机模拟步骤,及限能模拟步骤. (参
考第 3 题).

6. 设计随机模拟步骤, 彷一气体的运动. 注意, 分子的动能可以不管, 每一步只把一
分子挪一小距离, 再计算能量差. 假定有定温环境.

7. 如果要模仿定压环境, 该如何办? 定压则体积也成了运动变数. 如果用循环边界,
要改变体积, 就不很容易.

有一个法子, 是把分子的位置写成 bri, i = 1, 2, · · ·N . 然后把 (b, r1, r2, · · · rN ) 空

间看成此物体的状态空间, 用

H (br1, . . . , brN ) + pb3L3

来作模拟. L3 是固定的体积, p 是压强, ri 是限制在 L3 的体积内. 试设计模拟程
序, 并讨论此法的得失.

8. 第七章的每一法则, 都有一个随机模拟步骤. 读者自己去设计程序. 特别记住第 3
题的讨论.

9. 低温的随机模拟, 演出的是能量低的各状态. 如果温度很低, 则零点 (即基态), 就
会常出现. 因此, 一面模拟, 一面温度逐渐降低, 就可以演出零点, 求出哈密顿量
H(s) 的极小值. 因此, 随机模拟法可以用来作一般求极小值的工具, 不只是做统计
力学题目. H(s) 可以是任何函数, s 是任何变数. 例如, s 代表某人环球旅行的一
个路程, H(s) 是该路程的费用. 路程必须经过某些地方. 如要决定最省钱的路程,
可用随机模拟法. 先想好一个改变 s 的步骤, 再模拟. 先用高温, 再逐渐降低温度.

(这种求极小的方法, 在工业方面已大有用处, 得力于物理学家 S. Kirkpatrick 等的
研究).

这方法有许多困难, 视题目而异. 读者试讨论暂稳态的问题, 即演出的可能是一暂
稳态, 而非基态.

随机模拟法还有许多不同的用途. 读者自己可多作设计.
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第六篇

溯源
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以上诸篇, 对统计力学的概念和应用, 大略作了一个介绍. 读者到此已非初学. 现在
我们再回头分析一些基本概念, 用比较深入、有经验的眼光来看本书开始时的一些题目.
第二十三章讨论热力学的三大定律, 推敲它们的含义. 第二十四章例举几个 “重聚

现象”, 扫除一些对熵的误解. 这些现象本身都是极其有趣的. 第二十五章介绍直接从运
动轨迹求熵的一个方法, 使统计力学的所有基本概念都和分子运动啣接上. 第二十六章
略述有待解决的一些原则上的难题.
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本章重新讨论第二章的热力学基本概念, 把时间尺度的角色作更进一步的说明, 把
基本假设和热力学的关系作一总结, 包括热力学第三定律. 我们先讨论熵为什么在绝热
过程前后不变, 再讨论熵的增加问题. 事实上熵之为极大是基本假设的一部分, 也就是
说, 基本假设可以说是已经假设了第二定律. 最后我们讨论第三定律, 及可逆过程扮演
的角色. 一般第三定律的 “违反” 是因为不可逆过程的介入.

1. 绝热过程

热力学第一定律, 一方面是重申能量守恒定律, 一方面也把能量分成两种, 一是功
能, 一是热能. 在第二章已谈过一些. 功和热之分, 是要靠绝热过程来定义. 现在再来看
绝热过程.

令某物体的哈密顿量为 H(s, L), s 指物体的状态, L 为一不变量, 例如, 某气体在一
容器中, 容器壁对气体分子的影响, 可以用一个势能 U 代表.

H =动能+分子间相互作用+
N∑
i=1

U (ri) . (1)

U(r) 的图形见图 1, 在 y, z 方向也类似. 接近器壁处, U 增高, 代表壁对分子的斥力. 在
x 靠近 L 处,

U(r) = v(L− x), (2)

即势能是分子状态和墙壁间距离之函数. 在此 L 看成一个不变量. 或一个 “参数”.
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图 1

如果这气体的环境是绝热, 则总能量即是 (1), 没有和外界交换能量, U 为固定的函
数. 在这情形下, H(s, L) 为守恒量, 即

∂

∂t
H(s(t), L) = 0. (3)

现在我们将 L 改变, 即把一壁移动, 从 L 以等速移到 L +∆L, 假定费时 T , 移动之后,
能量的改变是

∆E =

∫ T

0

dtdHdt =

∫ T

0

dt∂H
∂L

dL
dt

=
∆L

T

∫ T

0

dt∂H
∂L

= ∆L

〈
∂H

∂L

〉
,

(4)

〈
∂H

∂L

〉
≡ 1

T

∫ T

0

dt∂H
∂L

. (5)

注意 dL/dt = ∆L/T , 以上用到 (3), 即若 L 不变, 能量亦不变. 能量之改变是由 L 之

改变引起. (4), (5) 的平均值, 是过程时间内的平均值, 如果 ∆L 很小, 则 (5) 中 H(s, L)

的 L 可视为不变. 结论是: 绝热过程能量之改变是

dE =

〈
∂H

∂L

〉
dL. (6)

⟨∂H/∂L⟩ 为时间平均值. 以上纯是力学结果, 和热力学, 统计力学的基本假设无关.
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由 (2) 式, 得

∂H

∂L
=
∑
i

∂U (ri)

∂L
= −

∑
i

∂v

∂xi〈
∂H

∂L

〉
dL = −pdV

p ≡ 1

A

〈
−
∑
i

∂v

∂xi

〉
, dV ≡ AdL.

(7)

A 是容器在 y, z 方向的切面积, −∂v/∂xi 为器壁加在分子 i 上之力. (6), (7) 当然是第
二章例举绝热过程之一.

如果过程时间 T 比物体内分子运动相关时间长, 则 ⟨∂H/∂L⟩ 是一平衡性质 (假定
在过程前物体是在平衡态). T 不能太长, 太长则不能绝热. 因此, T 一方面要比相关时
间长, 但从宏观观点 T 必须很短.

注意, 千万不要把这绝热过程和量子力学中的 “平缓过程” 混为一谈∗. 我们在此澄
清一下. 在量子力学中, 哈密顿算符 H 可以是某参数 λ 的函数. 因此, 各能量 En(λ) 也

是 λ 的函数, n 是定态的量子数. 如果将 λ 缓慢的改变, 则有如下结果:

(甲) 各能量保持原来的格局, 只要把 λ(t) 代入即可, 即各能量是 En(λ(t)),

(乙) 如果开始时形态是 n, 则一直留在 n 态. 这是量子力学的 “平缓过程定理”, 条
件是过程时间 T 必须很长

T ≫ h̄

∆E
(8)

∆E 是两相邻 En 之差. 这个定理, 合用于任何孤立物体, 当然也合用于此地讲的绝热物
体. 从 (甲), (乙) 结果可以立刻得到 (6). 但是这定理的条件 (8) 是不合用于宏观的物
体. 如果把 (8) 用到宏观物体, 则 ∆E 非常之小, T 必须大于 e1020 . (即轨迹走过活动范
围中每一状态所需之总时间). 即

∆E ∼ E

Γ(E)

T ≫ h̄Γ(E)

E
∼ eN .

(9)

这当然是个无理的要求. 因此, 量子力学的这条定理, 根本不能用来解释热力学的绝热
过程. 绝热过程的要求是 T 大于涨落的相干时间, 这是一个很小的时间, 和 (9) 扯不上
关系.

我们现在可以把功能定为由宏观时间尺度的变动而来的, 即改变时间为宏观者. 由
微观运动而引起的能量改变定为热.

∗在英文书中, 此二者用同一字 adiabatic, 因而常引起误解, 用中文者, 不该犯此错误.
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2. 绝热过程和熵

以上分析并没有涉及熵的概念. 现在我们来看熵的改变和绝热过程的关系, 从基本
假设开始. 我们用第七章的 “限能法则” 计熵, (见 (7.27)):

S(E,L) = ln
∑
s

θ(E −H(s, L)). (10)

用这法则的原因纯粹是为了方便. 将 (10) 微分, 得

dS =

(
∂S

∂E

)
L

dE +

(
∂S

∂L

)
E

dL,

(
∂S

∂L

)
E

= −
∑

s δ(E −H)∂H
∂L∑

s θ(E −H)

= −
∑

s δ(E −H)∂H
∂L∑

s δ(E −H)
·
∑

s δ(E −H)∑
s θ(E −H)

.

(11)

最后一行的最后一个因子就是 (∂S/∂E)L. 另一因子正是由定能法则计算的平均值〈
∂H

∂L

〉
. (12)

因此

dS =

(
∂S

∂E

)
L

[
dE −

〈
∂H

∂L

〉
dL
]
, (13)

∂H/∂L 为宏观变数. (12) 这平均值, 应该和时间平均值 (5) 一样. 这是以上诸讨论的结
果. 如果基本假设成立, 这结果就成立. 现在, 由 (6)可见, 如果 dL, dE 是由一个绝热过
程造成, 则 dS = 0. 这是个极其重要的结果, 由基本假设和力学结果 (6) 直接推出. 基
本假设并不提过程, (6) 亦不涉及熵. 在第二章, 熵这个概念是由绝热过程推出. 由以上
结果可见, 热力学和统计力学的基本假设, 可以说是吻合得十分完美.
经 (13) 可得 〈

∂H

∂L

〉
=

(
∂E

∂L

)
S

(14)

即 “力” 是能量对位移的微分, 只是要把熵定住. (13) 可以写成更熟悉的方式:

dE = TdS +

〈
∂H

∂L

〉
dL,

1

T
≡
(
∂S

∂E

)
L

.

(15)

3. 热力学第二定律

热力学第二定律, 是超出平衡性质之外的定律. 它指出熵的改变方向. 如果提到改
变, 当然就不只是谈平衡态而已.
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首先, 请务必注意: 熵的定义, 需要一段观测时间 T . 熵是由状态空间中的轨迹在这
时间中的分布范围, 即活动范围, 来定义. 熵没有瞬时的意义.
因此, 要谈 “某时刻的” 熵, 我们必须用一个比 T 更长的时间尺度. 举个例子, 图 2

的气体分两部分, 中间的壁上有小洞. 开始时右边为真空, 气体慢慢漏到右边.
定义熵的观测时间 T 必须符合条件

图 3

T ≫ τ. (16)

τ 是分子的平均自由时间. 要谈熵的改变率 dS/dt, 这 dt 必须比 T 大. 也就是说漏气率
必须小: ∣∣∣∣ 1N1

dN1

dt

∣∣∣∣≪ 1

T
(17)

N1 是左边分子粒子数. 在时间 T 内, N1 可看成不变, 熵可计出. 如果漏得太快, 则熵在
过程中是无法定义的.
当然, 我们可以讨论在漏之前 (洞未开) 的熵和漏到两边分子一样多之后的熵, 不谈

漏气过程中之熵, 因为漏前、漏后, 都有足够的时间来定义熵.
根据第二定律, 绝热环境下的物体, 熵不会减少. 从基本假设来看, 这个定律的解释

相当明显. 基本假设说: 熵是 Γ 的对数, Γ 是活动范围内的状态总数, 活动范围包括所有
不变量所容许的状态. 也就是说, 熵已经被假设成极大了, 因为能包括的都包括了.
或许在短时间内, 活动范围因时间不足而受限制, 但时间一长, 所容许的范围就大

了. 以上漏气的例子就是一示范. 由于洞小, 在短时间内分子被限在一边, 但在长时间
内, 分子可以到另一边去, 因此范围大了, 熵也大了. 当然在两边粒子数相等时, 有没有
洞都无所谓了. (见 “分类综合” 的讨论, 第六章). 因此, 熵的有增无减, 是基本假设的一
部分. 上一节的讨论指出, 绝热过程前后熵不变. 因此, 对物体作功或对外作功不能使熵
减少. 当然以上讲的绝热过程, 是慢动作的过程. 如果动作很快, 比分子相关时间更快,
这样的改变, 会不会使熵减少? 这问题是超出基本假设之外, 不能用它回答. 谁有如此快
的动作, 能把高能的分子和低能的分开? 至少现在没人或机器能做到, 但要证明可不可
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能做到却也困难. 文献中有证明这是不可能做到的. 这些证明事实上是假设连物体带机
器一同都在平衡态, 即把基本假设用到物体加上机器. 这当然会得到熵不减的结果, 因
为基本假设已假设了这结果. 我们看一个例子.
假想在图 2 的洞内装一对飞轮, (见图 3). 各轮上打一小洞. 飞轮以高速运转.

图 3a, 挖了小洞的飞轮

图 3b, 飞轮装在图 2 中间的隔板孔内

假定开始时右室是空的, 左室中高速分子比较容易通过轮上小洞. 如果速度 v 够大,
即

v > aω

a 是小洞宽, ω 是飞轮角速度, 则射入第一洞就可以穿过第二洞. 如 v < aω, 则通过第一
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洞就过不了第二洞. 当然, 碰壁多次之后仍有机会钻过.
乍看起来, 这对飞轮可以使高速分子通行, 低速分子被挡在一边. 因此右边的温度

就比左边高了, 违反了第二定律, 其实不然.
开始时, 右边的分子确是速度高, 但是飞轮不断地被分子撞击﹒飞轮之间也积了不

少分子. 因此, 左右两边的能量可以由传导交流, 时间一久, 左右两室, 连同飞轮的温度
都一样. 以上假定了基本假设的正确性, (即假定各处温度相同). 一旦用了这基本假设,
第二定律就不会被违反. 无论是多精巧的机器, 都不能例外.
因此, 若证明了基本假设, 就证明了第二定律.

4. 热力学第三定律

这定律的内容是: 在温度 T 趋近于零时, 熵也趋近于零†.
从运动的概念来看, 这定律指出在 T → 0 时, 运动停止 (量子力学的 “零点运动” 除

外). 说得更仔细些, 在 T → 0 时, 状态改变也趋于停止. 因为改变停止, 活动范围缩小,
熵也趋于零. 因此, 从这运动观点来看, 这定律是十分容易解释的.
从热力学的观点来看, 这定律使熵有了绝对的定义. 在热力学中, 只有熵之差的定

义. 二平衡态 1, 2 的熵差为

S2 − S1 =

∫ 2

1

(
đQ
T

)
=

∫ 2

1

dT
(
C

T

)
C =

đQ
dT =热容率

(18)

đQ 为所加之热, 积分是沿着由 1 到 2 的可逆过程做的. 因此, 熵的定义, 差了一个积分
常数. 这常数的选择, 在第二至五章谈过.
因为我们已对统计力学十分熟悉, 对这常数的决定不觉得稀奇. 下面是个标准例子,

说明第三定律的内容.
如果原子 A 和原子 B 可以结合成分子 AB. 在极高的温度下, AB 的气体会成了

A, B 的混合气体, 熵是
SAB = SA + SB +N ln2. (19)

N ln2 是 “混合熵”, N 是 A 的粒子数, 也是 B 的粒子数. 高温的熵和 T = 0 的熵之差

可由 (18) 测定:

SA(T ) =

∫ T

0

dT ′CA (T ′)

T ′ + SA(0),

SB(T ) =

∫ T

0

dT ′CB (T ′)

T ′ + SB(0),

SAB(T ) =

∫ T

0

dT ′CAB (T ′)

T ′ + SAB(0),

(20)

†这是 Nernst 在 1905 年的假设.
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式中 CA, CB, CAB 为 A, B, 及 AB 的热容率. 在相变过程中, 必须另加潜热项. 这三种
热容率和各潜热都可以由实验测定. (19) 是热力学的结果 (见第二章). 因此, 一旦选定
了常数 SA(0) 和 SB(0), 则 SAB(0) 就定了. 同理, 如可合成化合物 A2B3, AB4 等, 则它
们的熵的未定常数也可由 SA(0), SB(0) 决定. 显然, 只要把每个元素物质的熵定了, 所
有的化合物的熵也定了. 再进一步: 每个元素都是由电子, 核子构成, 核子由中子质子构
成, 则如纯中子物体, 质子物体, 电子物体的熵中的常数定了, 一切物体的熵的常数也定
了. 很明显: 熵的定义中, 该有一个基本常数, 和物体结构无关的常数. 第三定律把所有
的 S(0) 设为零. 这个选择和第三章, 第 3 节的选择实在是同一回事. 这个选择并没有什
么选择的余地. 第三定律被发现时 (1905), 统计力学尚未诞生.

照以上的结论任何物体的熵, 从 T = 0 到高温, 都可以由热容率的测定而求出, 即

S(T ) =

∫ T

0

dT ′ C

T ′ (21)

加上相变时的潜热项. 在高温气态时, 熵的计算很简单, 即理想气体的熵, 加上一点修正.
现在, 我们可以用实验来鉴定 (21) 是否和高温的理论相符合. 事实上在这些统计力学结
果未出世之前, 已有人用第三定律, 及 (21) 求出了理想气体的熵‡, 和以后的统计力学结
果相符, 并发现常数中有普朗克常数出现. 即时的普朗克常数 h 才诞生不久.
现在再回到 (19), (20) 的讨论. 把 T = 0 时的熵设为零, 则 (20) 的三个积分必须在

T 很大时适合 (19). 这是一个十分苛刻的结论. 有很多实验可以做, 注意, A、B 分开,
或是化合成 AB, 是它们不同的存在形态. (20) 表示这些不同形态下的热容率间有关系
存在. 把这结论推广一点: 如果一种分子, 可以形成不同的结构, 则在不同结构下的热容
率之间也有关系存在.
许多元素的固态, 可以有不同的结构. 在一般的观测时间内, 这些结构都是平衡态.

(如果时间是无限长, 则只有一种结构是稳定, 其他是暂稳态). 它们的热容率都可以测
出. 一个最常提起的例子是锡. 金属锡泠到 T0 = 292K 以下成暂稳, 称之为 “白态”. 稳
定的结构是一种半导体, “灰态”. 在温度 T0, 灰、白态可以共存, 一如水的气液共存. 灰
态吸热可成白态. 在 T0 之下, 白态是暂稳, 但在一般观测时间下改变得太少, 因此适合
我们的平衡定义. 因此, 白态的熵在 T0 是

S1 (T0) =

∫ T0

0

dT C1(T )

T
. (22)

C1 是白态的热容率. S1 也可以由灰态热容率 C2 积分而得:

S1 (T0) =

∫ T0

0

dT
C2(T )

T
+
L

T0

, (23)

L 是由灰变白的潜热. (22), (23) 必须相等, 这就是 C1, C2 间的关系.
在以上的讨论, 我们对 T → 0 这极限没有小心定义. 在实验室制造低温是一门大学

问. 要多低的温度下熵才是零? 这自然要看物体内运动的能量尺度. 当温度小于所有的
‡在 1911 年 Sackur, 1912 年 Tetrode 做出.
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运动能量尺度, 则可以算是零度. 在固体中, 能量最小的运动是核子自旋的改变. 如果温
度比这能量高, 则核子自旋仍可以有熵. 如果核子自旋的运动和其他运动、物质结构无
关, 则可以略去不管. 例如在以上锡的例子中, 核子自旋和灰态白态没有什么关系. 只要
温度不是太低, 每个核子有熵 ln(2I + 1), I 是核子自旋. 这虽不是零, 但因核子数不变,
它不会影响以上的结果, (即 (22), (23) 各加 N ln(2I + 1), 不影响 C1, C2 间的关系). 如
果温度低到各核子间相互作用能时, C1, C2 当然也会受到核子运动的影响. T → 0 的意

义是温度比这相互作用能还低. 这时所有的运动都停止了.
注意, 以上所说的熵趋于零是指

lim
T→0

lim
N→∞

S(T )

N
−→ 0, (24)

即每分子的熵趋于零. 能量尺度是指每分子的能量尺度.

5. 非晶态和第三定律

大约三十年前, 有些化学家, 用实验测定很多较复杂的固体的热容率, 例如冰, 及一
些由分子 (即不是单原子固体)构成的固体. 后来又有玻璃的热容率实验. 这些实验结果
都很明显地违反了热力学第三定律. 也就是说, 令 S(T ) 在高温气态时为已知, (气体的
统计力学结果), 则实验结果

S(0) ≡ S(T )−
∫ T

0

dT C(T )
T

(25)

不等于零, (总是大于零). 有关这些实验, 见参考书.§

其实, 这些实验, 并没有真正违反了第三定律, 因为熵的定义 (18) 要求可逆过程积
分, 而这些实验中的过程免不了渗入了不可逆成分. 从这观点来看, 是实验不合定律的
条件, 并非定律不对. 从运动的观点来看, 在 T → 0, 运动停止, 熵也趋于零. 第三定律
不会被违反. 这些实验的解释如下.
在低温, 冰, 玻璃一类的物质是 “非晶体”(见第十七章), 有许多不同的时间尺度. 有

些运动变数作快速改变, 有些作缓慢改变. 并且这些时间尺度对温度很敏感. 温度降低
一些, 一些动得快的变数, 就冻结了. 温度升高时, 一些变数就 “解冻”. 从高温冷下, 可
以冻结成不同的结构. 虽然在大尺度下, 不同的结构看来都一样, 但在小尺度下, 却是不
一样. 因此, 解冻之后再冻结, 很难回到原来的冻结结构, 所以过程是不可逆的.
当温度增加时, 本来可以动的变数增加了改变幅度. 除此之外, 本来在同一观测时

间内不变的, 现在也动了. 因此不难想见

dS > đQ
T
. (26)

如果没有时间的限制, 则 dS = dQ/T . 根据 (26), (25) 式定义的 S(0) 一定是大于零的.
§Wilks(1961).
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注意, 如果某物体的零点, 或基态, 是简并的, 即有许多最低能状态, 且简并数的对
数和 N 成正比, 则 S(0)/N 就不是零. 这和以上讲的非晶性质毫无关系. 最简单的例子
是 N 个没有交互作用的自旋 I, 它们的熵是 N ln(2I +1), 不管温度是多低. 还有许多模
型, 其基态的熵非零. 但自然界中的物体内很难有绝无作用者.

到此读者会问, 如果免不了要牵涉到不可逆过程, 那末熵就不能用热容率来测定.
熵到底该如何定义呢? (26) 中的 dS 又是什么? 根据基本假设, 熵是由状态空间中的活
动范围体积所定. 但如果时间尺度不很清楚, 这范围可以定吗? 这些问题, 必须从运动轨
迹的分析求解答. 见第二十五章.

讨论问题二十三

1. 如果 (11)—(13) 中的 ⟨∂H/∂L⟩ 和 (5), (6) 中的时间平均值相同, 则绝热过程下熵
不变. 过程时间 T 如比相干时间大很多, 则以上结论成立.

在气体中, 相关时间是看作平均自由时间, 但是, 第二十章的例子指出, 声波、扩散
现象使某些相关时间加长不少. 例如, 长波振动可以迟迟不消失.

现在考虑第 1 节的过程 (见图 1), 把 L 以等速移到 L+∆L. 费时 T .

(A) 写下流体力学公式, 以讨论这过程引起的运动.

(B) 这些公式是微分方程式, L 的改变是边界的改变, 也可看成一参数的改变. 现
在这问题就很像量子力学中的缓慢过程问题. 微分方程式相当於单粒子波动方程
式.

(C) ∆L/T 应该多小才不致于激起振动.

(D) 如果分子的平均自由距离比 L 大, 以上的讨论和结论又如何？

2. 复习第八章第 2 节, 氢分子气体的分析. 只考虑分子转动.

(A) 用热容率积分求 T → 0 时的熵. 试证

S(0) = N1ln3. (27)

N1 是自旋为 1 的分子粒子数.

(B) H2 分子的真正基态是自旋为零的. 因此由热容率积分求出的熵, 可能和真正
的基态无关. 这该是非常明显. 读者自己举几个其他例子.

3. 某物体由 N 单元 si, i = 1, 2, . . . , N 组成. 哈密顿量为

H = −
∑
i

sihi +
∑
i

(
1− s2i

)
Λi, (28)

每单元有三个形态, si = +1, 0,−1. hi, Λi 为固定, 但在每个单元有不同的值, 其分
布为

p(h) =
1√
2πb2

exp
(
−h2/2b2

)
,
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p(Λ) =
1

a
e−Λ/a. (29)

假定 a≫ h. 这模型和问题二十一, 6 差不多.

假定有以下运动规则:

如果 Λi > T lnt, 则 si 不能变.

如果 Λi < T lnt, 则 si 可以变动.

t 为常数, 可以看成观测时间.

(A) 如果 T ≫ a, 求总能量、热容率和熵.

(B) 将此物体逐渐冷却, 每一段时间 t, 温度下降 a/n. 令 n = 100, 令 b = a/10. 从
T = 2a 开始, 试求出各量和 T 的关系并作图. 注意: 如果 si 不能动, 则其熵为零.

(C) 用 (B) 的热容率 dE/dT 积分来求熵, 并和 (B) 直接求出的熵作一比较. 就此
讨论热力学第三定律.
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第二十四章 重聚现象

熵的来源是随机的运动. 我们一直反复地强调运动的重要性. 不规则的排列, 散乱
的分布, 如不随时而变, 则都和熵没有关系, 一定要有运动才行. 我们已举了不少的例
子, 指出活动范围和熵必须由运动来决定. 在这一章, 我们叙述三个颇富戏剧性的实验,
即 “自旋重聚”, “粘液瓶” 实验, 及 “离子重聚” 实验, 前者是韩氏∗的核子自旋共振的实

验. 他把自旋的相对进动方向倒转, 使散乱了的自旋又重聚. “粘液瓶” 是把分散在粘液
中的颜色重聚起来, 是一个非常简单的教室示范实验. 韩氏用它来解释他的自旋重聚实
验. (据他说, 这示范不是他首创, 但我以为至少他可居推广之功). 韩氏实验之后, 有更
多类似实验, 包括 “离子重聚”†. 韩氏的目的, 不是讨论熵. 以后有人做类似的实验, 也
不是为了讨论熵. 此类实验, 在文献中称为 “回响” 现象. 实验的技术和结果, 都是极有
趣, 极有价值. 我们的目的, 是进一步阐明熵的意义. 我们先仔细讲粘液瓶示范, 这是教
室示范, 十分简单. 再分析这示范的原理. 然后再略提一下自旋重聚及离子重聚实验. 这
两个实验, 都不是教室内可做, 理论也复杂. 在此地所述, 不是原来文献中所述, 而是简
化过, 为求阐明原理的假想实验, 使读者可以大致了解实验的意义.

1. 黏液瓶示范

这个示范十分简单. 任何学校都可以做. 瓶子的构造是: 两个同轴圆筒 (透明塑胶或
玻璃制), 外筒固定, 内筒可用一把手推转, (见图 1). 内外筒之间盛粘液, 玉米浆即可. 没
有玉米浆, 可以用太白粉加水搅拌煑成. 粘液必须透明. 越粘越好. 内外筒之间之距离约
一厘米, 外筒直径约 10 厘米. 大一点或小一点都没关系.

∗Hahn(1950).
†Malmberg 等 (1968), O’Neil and Gould(1968).
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图 1

用一小烧杯, 将一些粘液和少许颜料调匀. (颜料可用食物颜料, 或原子笔心挤出的
墨汁, 其他颜料大概也可以). 颜料分子均匀地分散在小烧杯的粘液里. 只需要一点点颜
料即可, 看得出颜色就行了.

示范步骤如下:

(甲) 将小烧杯中的有色粘液用玻璃管吸一点, 再伸入瓶中. (瓶子盖上面必须有个
洞, 使玻璃管可以出入). 再把有色粘液徐徐吹入已装好的无色粘液中, 边吹边将吹管上
提, 使色液成一条线.

(乙) 将把手朝一方向推几圈, 贴靠内筒的分子被带动, 而靠外筒的不动. 近内筒的
被推得较远, 近外筒的较不远. 因此, 这条色线里的颜料分子就被分散开了. 推上一两
圈, 颜色已不见, 再推上十来圈, 颜料分子已分散到每一个角度. 在这时, 任何实验都可
以鉴定颜料分子的混乱分布, 和理想气体相似, 只是不像气体分子一样的运动.

(丙) 将把手朝反方向推同样圈数, 那条色线即重新出现. 这时可见学生们脸上惊讶
的表情. 颜料分子又重新聚合到原来的地方了. 若不是亲眼看到, 并自己推把手, 真是难
以相信.

这个现象之所以令人惊讶, 当然是颜料分子之从分散而重聚. 一般对熵的解释是
“混乱” 的程度, 热力学第二定律是指 “越来越混乱” 之必然性. 此地示范的重聚现象, 显
然和第二定律不符. 有人的解释是: 颜料分子重聚时, 熵从瓶子经过把手一直流到示范
者的手臂里去了. 这类解释是由于对熵的误解, 是经不起考验的. 手臂推把手, 无论往那
一方向推, 都是做功, 和瓶子里的颜料分子的排列无关.

事实上, 这重聚现象和第二定律并无抵触之处.
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2. 示范的分析

我们先叙述一个不正确的分析, 再讲正确的分析.
不正确的分析是: 当颜料在未放入瓶中时, 每个颜料分子的位置之 “不确定” 程度是

色线的体积 V0, 概率分布为 1/V0, 所以有熵

S0 = ln
(
V N
0

N !

)
+Nσ

= N ln (V0/N) +N +Nσ,

(1)

N 是颜料分子数, N/V0 是小烧杯中颜料分子的密度. σ 是由于每分子小幅度振动引起
的熵.
当把手被推了好些圈之后, 颜料分子位置的概率分布是 1/V , V 是瓶内粘液之体积,

因此, 熵是

S = ln
(
V N

N !

)
+Nσ

= N ln(V /N) +N +Nσ,

即

S − S0 = N ln (V /V0) . (2)

这是分散后熵之增加. 看来这分析很合理. 但显然有毛病, 因为推回后颜料分子又回到
V0. 熵又减少了. 违反了第二定律. (如果熵流入了手臂, 这股热流不难感觉到). 以上的
分析的毛病是在对熵的误解. 在定义熵时, 活动范围、概率分布, 是要由运动幅度来决
定. V0, V 和颜料分子的运动幅度没有关系. 因此 (1) 、(2) 都不对.
我们再次强调: 熵和观测的 “不确定” 扯不上关系, 更和观测者的 “知识” 或 “无知”

扯不上关系. 如果用这些概念来作熵的定义, 就自然地导致 (1), (2) 的错误结果. 现在来
看正确的分析.
这重聚现象事实上毫不值得惊讶. 每个颜料分子, 除了作极小幅度的振动之外, 是

静止的, 绝不像气体分子似的跑来跑去. 在数小时的观测时间内, 是不会有扩散现象发
生, 示范中所有的时间尺度是我们眼睛的暂留时间, 约 1/10 秒左右. 在这种时间尺度下,
熵是小幅振动的熵, 和颜料分子在液中的分布无关. 因此, 将把手推几圈, 只稍微把整个
物系稍稍弄热了一点. 由于摩擦, 无论朝那方向推, 粘液, 颜料分子振动都稍稍大一点,
熵稍稍增加一点. 这些和分子分布扯不上关系. 因此, 熵只是 Nσ, 和 V0, V 无关.
我们还可以这样看: 因为颜料分子很少, (在小烧杯内就十分稀了), 因此每个颜料

分子的四周上下都是粘液分子. 因为它不动, 它的坐标和环境是不变的, (小幅度振动除
外), 一如固体中被困住的杂分子. 因此, 熵只可能和颜料分子的总数有关, 不会和它们
的位置有关. 这一点, 在讲冻结杂质时, 已经分析过.
因此, 在我们示范观测时间内, 熵在颜料分子重聚时和在分散时一样. (略去摩擦所

生之热). 分散或相聚, 在这时间尺度下, 都是平衡态. 颜料分子的位置为不变量. “分散
态” 和 “相聚态” 有同样的熵. 这和第二定律毫无抵触之处.
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数日之后, 颜料分子会散开一些, 不能再推回原处了. 这时, 熵增加了吗? 答案当然
是没有. 刚才的结论是: 熵和颜料分子的位置分布无关. 数日后再看时所用的时间尺度
仍是 “看” 的尺度, 即 1/10 秒到几分钟.
如果瓶中不是粘液, 而是粘性极低的流体, 则颜料分子将迅速地运动. (1), (2) 也就

没错了. 重要的时间尺度是
τ ∼ l2

D
,

l =

(
V

N

)1/3

.

(3)

D 是颜料分子扩散系数, l 是颜料分子间的距离. 改变粘性就改变 D, 也就改变了时间
尺度. 这个示范粘液的 D 非常小, 以至于 τ 可达十天左右, 超出平衡态的观测时间. 如
果不用玉米浆而用水, 则 τ 比观测时间小很多, (1)、(2) 就合用了.
注意: 扩散不但和液体的粘性有关, 也和颜料分子的大小, 形状有关. 以上的示范,

该选用大分子颜料. 一般食物颜料好像效果都好. 当然, 最重要的是粘液本身必须够粘,
使粘液分子本身不扩散.

3. 自旋重聚实验

在此略提一下韩氏实验的原理. 读者可阅其论文以了解细节. 在固定的磁场内, 磁
二极 m 会作 “进动”. 进动方程式是

dm
dt = λh×m (4)

图 2

λ 为一常数, h 是磁场 (见图 2). λh 为进动角速度. 实验可用水中氢核子的自旋磁
二极.
如果我们用一个转动的坐标系, 转速为 λh, 则在这坐标系内, m 是不动的. 近代的

技巧, 已经可以在这动坐标系内做许多实验. 韩氏的实验步骤大致是:
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(甲) 用磁场 h(沿 z 方向) 将一试管水中的 H 核子磁二极朝 h 方向排列. (见图
3(甲)).
磁场是稍稍有点不均匀. 物体各部分的磁场稍有不同. 令 h0 为平均值.

图 3

(乙) 在转速为 λh0 的坐标系中, 在 y 方向加一磁场使各 m 进动到 x 方向, 然后立
即把磁场关掉. 这种闪电式的磁场, 可以说是一掌把 m 从 z 方向打到 x 方向, 转 90◦.
(图 3(b)).

(丙) 因为各处磁场稍有不同, 在转动坐标系中, 各处自旋的进动速率也稍有不同.
过了相当时间 t 后, 各处自旋方向都不一样了, 成了混乱分布. 总磁矩为零, 量不出了.
图 3(c) 中的箭头, 代表各自旋方向, 平面图上画了其中两个自旋, 及进动速度, 快的在
前, 慢的在后.



354 第二十四章 重聚现象

(丁) 再用 (乙) 的方法, 在 y 方向来个闪电式的磁场, 不过这一回磁场留长一倍时
间, 使所有的自旋都进动 180◦. 如此整个图 3 (c) 的一盘子箭头完全翻个身, 一如把烧饼
翻面. 图 3(d) 指出 (c) 中的两箭头翻了身之后的模样. 注意, 翻身之后, 进动方向未改,
但以前慢的在后, 快的在前, 现在是快的在后, 慢的在前.

也就是说, 所有的相对角度全变了号. 如此, 过了时间 t 后, 各自又重聚了. 总磁矩
又重现, 可以测得. 是为自旋重聚, 或 “自旋回响”.
最后一步相当于粘液实验中的反向回推, 其他步骤也是异曲同工.
注意, 这实验中自旋方向分散的来源是不均匀的磁场, 是由磁铁产生. 虽然是不均

匀, 但却不因时而变, 因此, 各自旋的进动速度虽稍有不同, 但都是一定的. 因此, 虽然各
自旋方向有混乱的分布, 但没有混乱的运动, 因此没有熵的增加, 或减少.

4. 离子气体电荷重聚

和以上实验类似的有不少. 最有趣的大概是离子气体里的电荷重聚现象. 这现象比
较复杂, 此地只略提一下原理.
在一个极稀疏的气体中, 平均自由时间很长, 观测时间若是比这时间短, 则碰撞就不

会发生. 我们曾多番指出, 没有碰撞, 分子动量就不变, 也就不能供给熵了.
虽然没有碰撞, 但由于各粒子速度不同, 任何不均匀的密度分布, 在很短时间内会消

失. 此所谓 “朗道阻尼现象”. 例如, 在时刻 t = 0 时, 若有分布

f(r,v, t = 0) = f0
(
1 + αeik·r

)
(5)

f0(v) 为均匀平衡分布, α 为一小常数, 则以后的分布是

f(r,v, t) = f(r − vt,v, 0)

= f0
(
1 + αeik·(r−vt)

)
.

(6)

在 t 很大时, e−ik·vt 随 v 改变得很快, 如果对 v 积分, 就等于没有一样. 粒子的密度可
由 (6) 积分, 得

n(r, t) = n0 + αeik·r
∫

d3vf0(v)e−ik·vt

= n0

(
1 + αeik·re− 1

2k
2t2T/m

)
.

(7)

即不均匀部分在时间 1/kv 后消失. v ∼
√
T/m 为平均速度.

这个离子重聚实验指出, 虽然不均匀分布消失, 但仍可以 “重新出现”, 只是出现方
式不甚直接而已. 也就是说, 即使 t 很大, e−ik·vt, 仍有其效果, 不能略去. 这个效果是利
用离子气体的电荷测出. 大致步骤如下:

(甲)在时刻 t = 0加一不均匀电场 ∝ eik·r 于离子气体, 造成不均匀的粒子分布 (5).
关掉电场, 其后分布为 (6). 不均匀的电荷分布在时间 1/kv 后消失.
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(乙) 在时刻 t = t′ 加另一不均匀电场 ∝ e−ik′·r, 再关掉. 因此, 分布又多了一项

f0(v)α
′e−ik′·(r−v(t−t′)). (8)

电场关掉后 1/kv, 密度又恢复了均匀. 但是这并非全解, 而只是和外加电场成正比的项,
即一次项. 还有高次项. 二次项中有和 αα′ 成正比者, (以 (6) 代 (8) 中的 f0(v) 即得):

f0(v)αα
′ exp

[
i
(
k − k′) · (r − vt)− ik′ · vt′

]
. (9)

因此, 如果把 k′ 和 k 定在同一方向, 则在时刻

t =
k′

k′ − k
t′ (10)

(9) 式指数中含 v 的各项相消, 得

f0(v)αα
′ei(k−k′)·r. (11)

它的对 v 积分不是零. 如果 k′, k 取得很相近, 则 (10) 式的 t 可以比 1/kv 大很多. 在
这时候 (11) 造成一个不均匀的密度, 这个不均匀的电荷密度可以测得, 是为一种特别的
重聚现象. 也就是说, 在 (6)、(8) 中的不均匀项看来都消失后, 它们的干涉效果却带来
一个不均匀的密度分布, 重申它们之不可忽略.

因此, 不均匀密度之消失, 不能看作熵之增加, 它的重现, 不能解释成熵的减少. 在
这实验的时间尺度下, 粒子之间无碰撞. 在动量空间里, 状态不变, 即粒子动量无涨落,
亦不供给熵. 第二定律也没有被违反.

讨论问题二十四

1. 试从状态空间观点, 分析黏液瓶示范. 令 (r1, r2, . . . , rN ) ≡ R 为颜料分子位置.

(A) 在开始时, R 的活动范围在什么地方?

(B) 分子被分散了之后, 活动范围的位置, 形状, 大小有何改变?

(C) 重聚之后又如何?

2. 离子气体重聚现象比较复杂, 但也可以从状态空间观点来分析. 读者试试.
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第二十五章 从运动轨迹求熵

如果我们知道在观测时间内每一分子的详细运动经过, 则物体的任何性质都可以求
出. 很多平衡的性质都是在观测时间内的平均值, 如压强、磁化强度、能量等. 虽然一
般常见物体都太复杂, 但是简单的模型, 有上百上千粒子或自旋单元的, 已可以用计算机
分析, (见第二十一章). 现在我们要讨论的问题是: 熵, 是不是也可以从这群体运动经过
的资料中算出来? 这问题的回答应该是 “可以”. 既然整个运动过程都知道了, 还有什么
物理性质不能算的? 但是, 熵是和能量、压强, 这些量不一样, 它不是某一量的时间平均
值. 在力学和电磁学中, 没有熵这个概念, 不过, 如果熵的测定须要超出整个运动资料之
外, 那熵这个概念必须超出科学之外了. 现在, 要解决的问题是一个实际计算方法的问
题, 要设计一套方法, 一步步地从运动经过的资料, 把熵算出来. 我们在此讨论一个特别
简单的方法, 曰 “巧合法”. 更好的方法一定存在, 只是有待发现而已.

读者或许会问, 为什么要讨论这个由运动资料求熵的问题? 讨论这问题有两个目的:
第一个目的是原则上的. 从第五章开始, 我们就一直反复说明熵和运动的关系. 许多例
子的目的是指出熵的定义必须以运动为本. 但是这些例子都是十分简单的例子. 那些量
是不变量, 那些量是不断地改变, 都非常清楚. 应用基本假设时, 只把改变的各运动变数
当成变数, 不变的当成常数. 形象空间中的活动范围, 是各常数所容许的所有状态之集.
然而, 这种变和不变的划分, 不一定总是如此清楚. 尤其是分析 “非晶” 物体时, 在未把
题目解出之前, 完全不知道那些量是不变, 那些量是改变. 无论如何, 活动范围的决定,
归根结底, 必须由轨迹定义.
第二个目的是实用, 一套从运动求熵的方法, 可以用来分析各式模型, 尤其是一些和

暂稳状态有关的.
玻耳兹曼公式是

S = lnΓ(E),

式中 S 是熵, E 是物体的总能量. Γ(E) 是活动范围 Ω 的体积, 这区域中, 每个状态的能
量都是 E. 本章的讨论仍是以此式为出发点. 我们的最基本立场是: Γ(E) 须由轨迹本身

来划定. “巧合法” 是由轨迹计算 Γ(E) 的一个程序.
我们先说明 “巧合法” 的原理, 再以伊辛模型为例, 说明计算步骤.
读者请注意, 本章的计算方法及技巧, 都是在草创阶段. 结果亦属初步. 把这些草创
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初步的东西拼入本书的原因, 主要是因为以轨迹定熵的想法十分重要而尚不普及.∗

1. 巧合次数和区域大小

图 1

从巧合次数求熵的基本原理非常简单. 今借图 1 说明, 图示一群黑点零乱地散布在
棋盘上的一区域. 散布的区域 Ω, 显然是个铜钱形, 这区域 Ω 的面积 Γ 是 π(a2 − b2) 个
格子, 在这 Γ 个格子中, 只有少数个格子有黑点, 大多数是空的. 如果我们没有这张图,
只知道棋盘上每个格子内的点数, 那这面积就不是这么容易求出了. 但是, 如果我们晓
得这些黑点是在 Ω 中作完全不规则的, 完全散乱的分布, 则 Ω 的大小 Γ 可以估计. 方法
如下:
令黑点总数为 n, Ω 中格子数为 Γ. 因为在 Ω 中分布是散乱的, 虽然 Γ 比 n 大很多,

但仍会有些格子中占着两个黑点以上. 任取一对黑点, 这两点落在同一格子内的概率是
1/Γ, 我叫它 “巧合率”R = 1/Γ. 取 Nt 对黑点, 则 “巧合次数”Nc 是 NtR. Nt 最多可以

有 1
2
n(n− 1). 因此, 如果巧合次数测出了, 则 Γ 可以求出

Γ =
1

R
=
Nt

Nc

. (1)

这个测 Γ 的方法, 可称作 “巧合法”. 这法子很简单, 它用不着考虑分布区域的形状, 或
其他几何性质. 这法子可以用来求熵, 每个棋盘格子可以想作一状态, 每个黑点可想作

∗本章材料出自研究报告, 见马上庚 (1981), Ma(1981a).
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轨迹中的一状态. 用巧合法求熵, 就是从轨迹中挑出 Nt 对状态来, 每对相同的状态, 算
一次巧合. 如有 Nc 次巧合, 则巧合率可照 (1) 算出, 熵可用

S = ln(1/R) (2)

算出, 这就是巧合计熵法的基本原理.
不过, 如要实际的应用, 还得先解决若干问题, 澄清一些细节. 我们先得复习一下轨

迹和熵的重要性质, 再定解决方针.
以上我们假定分布在 Ω 中的点是完全散乱的, 也就是有平均的概率分布. 我们现在

把这条件放松一些, 以包括不平均分布的情形. 我们把轨迹中的诸状态分成组, 令每一
组 λ 占去的时间为 Tλ, 概率为

Pλ =
Tλ
T
. (3)

T 为总观测时间. 现在假定每一组 λ 中的各状态是平均地分散在一区域 Ωλ 中, 令 Γλ

为 Ωλ 的体积, Rλ 为此区域中求得之巧合率, 现在定熵为 ln(1/R) 之平均值

S =
∑
λ

Pλln
(

1

Rλ

)
, (4)

是为 (2) 之推广式. Rλ 为先任取 λ 组中一状态, 再任取一状态而得巧合之概率

Rλ =
Pλ

Γλ

, (5)

Pλ 是得 λ 组中任一位形之概率, 而且恰巧选得先定之位形之概率为 1/Γλ. 令 Ntλ, Ncλ

为在 λ 组内所取之比较次数及所得之巧合次数, 则

S =
∑
λ

Pλln
(
Γλ

Pλ

)
,

Γλ =
Ntλ

Ncλ

.

(6)

至于如何分组, 则要看应用情况. 例如, 由于和环境的能量交易, 物体的总能量不保持一
定, 则 λ 可用来指名不同的能量.

有两点要留意: 1 巧合法的用途在求 Γλ. 而概率 Pλ 在普通的数值状态计算中可直

接由 Tλ, (3) 求得, 或由其他方法获得. 2 分组不能分得太细, 细分的极端是每一状态
成一组, (4) 变成

S = −
∑
s

pslnps (7)

此地 s 是指名各状态. 但是如要测定 ps, 我们必须测定轨迹在 s 状态的时间 Ts. 这时间
无法测定, 除非状态之总数很小使 Ts 相当长. 常言统计力学和资讯论相同, 这一点我们
要澄清一下. 在资讯理论中, (7) 是一基本公式, s 指名符号, ps 为其在使用中 (文字) 出
现的概率, S 用来度量这些符号可以确定多少消息. 各符号相当于统计力学中物体之各
状态, 符号在文字中出现相当于轨迹. 在资讯论中, 符号之总数很小, 每个符号在使用中
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出现很多很多次, 所以每个 ps 都可以正确地测出. 在统计力学中, 情形完全不同. s 之
总数很大而轨迹短. 在一轨迹中, 只有一极小部分的状态出现. 因此, 一般情形下, 每一
组 λ 必须包括很多 s 才能使 Pλ 为可测之量, 因此从直接测定的观点来看, (7) 在资讯论
中为一实用的定义, 而在统计力学中并无直接用途, 不合为熵之定义. 如果就 (7) 而以资
讯论来讨论统计力学, 则有失重点.

2. 物体各部之独立性

这巧合法可以用较少数的点来测定一个很大区域的体积, 即 n ≪ Γ. 但是, 这法子
显然是有其限度的. 刚才提过 Nt 最多不过

1
2
n(n− 1), 所以

Nc ≤
1

2

n2

Γ
. (8)

巧合次数 Nc 必须相当大. 即 Nc ≫ 1, Γ 才是个有意义的数字, 因此 n 不能太小, 即

n ≥
√
2Γ. (9)

因此, 轨迹必须很长, 因为须要测定的 Γ 总是非常大的. 由 N 个单元构成的群体, 它的
Γ 是以 N 的指数式增大

Γ = eS ,

S ∝ N.
(10)

但是轨迹之长度 n 是和 N 及观测时间 T 成正比

n ∼ N
(
T
τ

)
(12)

即物体的状态在时间 T 内改变了 n 次. τ 是每一单元改变一次所需的时间, 如果 N 很

大, T 在合理范围内, 则 (9) 是一个不能满足的要求. 这确是一个困难, 但这困难并不是
太严重. Γ 之以 N 之指数式增大, 是由于物体各部大致互相独立. (见第十二章). 这是
说, 间隔远各部的分子运动是互不相干的. 如果 A(x1) 是在 x1 的某运动变数, B(x2) 是

在 x2 的一变数, 且 |x1 − x2| ≫ ξ, 则

⟨A (x1)B (x2)⟩ − ⟨A (x1)⟩ ⟨B (x2)⟩ = 0 (13)

此地 ⟨· · ·⟩ 是在观测时间内之平均值, ξ 是 “相关长度”. 物体如比 ξ 大很多, 则是由许多
大致互相独立的部分组成. 每一部分都比 ξ 大. 总熵是各部分熵之和. 各部分的总数是
和 N 成正比, 所以 S ∝ N 而 Γ 随 N 之指数式增大, 因此, 只要 ξ 够小, 这 “巧合法”
可以用来求物体各部分的熵.
如果一物体有两个独立部分, A 和 B, 则巧合率 R 是 RARB. 因为巧合在 A 内发

生也同时在 B 内发生的概率是两分别发生概率之积, 因此

S = ln
[

1

RARB

]
= SA + SB

(14)
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独立巧合率相乘和熵相加的特性是并行的, 如果把一物体分成大致独立的部分, 则

S =
∑
A

SA +
∑
A,B

SAB. (15)

式中 SA 是 A 部分的熵. 如果 A 和 B 相邻, 则不完全互相独立而需要 SAB 作为修正.
SAB 可以从 SA, SB 和 SA+B 求得

SAB = SA+B − SA − SB (16)

式中 SA+B 是由 A 和 B 合成的熵. 各部的独立性, 使总体的各性质可以由小部分 (比 ξ

大些) 的性质推测. 就因为这一点, 一般的数值演象模型可以用来推断许多群体性质, 即
使这些模型只用上几百或更少个运动单元. 这些模型虽小, 但只要比相关长度 ξ 大些就

够了. 用更大的模型, 只把各部独立性显示得更清楚而已. 当然, ξ 的大小要看讨论的问
题而定, 如果 ξ 很大 (例如在临界现象问题中) 则直接的演象模型在今天的计算能力内
是不管用的. 此地讨论的巧合法, 也只能实用在 ξ 较小的情形.

3. 相关时间

“巧合法” 须要检验不相干的各状态. 虽然轨迹并非一列完全散乱的点, 但相隔长时
间发生的各状态是独立不相干的. 如果 A 为某运动变数在某时刻之值, B(t) 为某变数

在时刻 t 之后之值, 且 t≫ τ , 则

⟨AB(t)⟩ − ⟨A⟩⟨B⟩ = 0. (17)

τ 是 “相关时间”, 如果观测时间比 τ 大很多, 我们可以选择相隔 τ 以上的状态来比较.
(17) 指出相隔时间久的运动间的独立性, (13) 指出相隔距离远运动间的独立性. 这些特
性是此地计算的必须条件, 在此地的讨论中, 我们只假定这些条件成立, 而不深究其来
历.
基本原理的陈述到此为止. 当然还有许多原则上和实际运算的问题, 我们希望在以

下讨论计算步骤时大致予以澄清.

4. 计算过程

现在, 我们把上述的巧合法用来计算伊辛模型的熵, 列出实际计算步骤, 当作一示范
例子. 计算有两个阶段, 第一是演算出一段轨迹, 第二是求巧合次数. 第一段即是普通的
演象计算, 其结果是第二段的输入资料. 我们主要的讨论是在第二段, 为求明确, 我们先
把第一段交代清楚. (演象原理, 及细节, 见第二十章).

(甲) 伊辛运动模型
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这模型的状态是由 N 个单元 s1, . . . , sN 之值确定. 每个单元之值是 +1 或 −1, 它
的改变依照以下的运动规则:从任一时刻 t的状态, 我们可算出每个单元的改变率 (单位
时间内的改变概率):

Wi =
e−sihi/T

cosh (hi/T )
. (18)

此处 T 是此物系的温度, hi 是加在 si 上的引力

hi = h+
∑
j

Jijsj , (19)

h 是外加力或 “磁场”, 末后一项是各单元加在 i 单元的总力, Jij 是单元 i 和 j 之间的

作用强度, 是已知且不变. 现在运动规则已完全确定了.
轨迹是由以上概率, 及计算机内的随机数程式演出. 细节请看第二十二章, 第 3 节.
随机数之参与, 并不是必要. 在此用一随机演象模型, 纯是为了方便. 由轨迹求熵的

原则, 合用于任何轨迹, 唯一的条件是长时间、长距离外的独立性. 这种独立性也就是平
衡的特性.

(乙) 计数程式
这程式是要把轨迹中的几个状态记录下来, 然后一对对抽出来比较, 看有多少次巧

合.
以下所叙述的程式是一个简单而效率不高的程式, 目的是阐明 “巧合法” 的原理.
这程式不直接记录轨迹中的状态, 而只把一连串变值单元的名字 i1, i2, . . . , in 记下

来. 要比较两个状态, 只须考虑这两形象发生时刻之间的改变. 例如, 要比较 i2 前的状

态 A 和 i10 后的状态 B, 我们算一下 i1, i2, . . . , i10 这名单中有几个出现单数次的单元.
一个单元如改值双数次, 就等于不改. 改值单数次的单元总数, 叫做 A, B 之 “差别”, 如
无差别, 则 A 和 B 为同一状态, 于是我们得到一巧合. 以下再谈一些细节.

(丙) 能量和形像的有效体积
这模型是一个定温物系,能量有其涨落,所以须要把状态按能量 E 分组,计算 Γ(E),

P (E), 并用 (6) 求熵:

S =
∑
E

P (E)ln
[
Γ(E)

P (E)

]
. (20)

E 组之概率可由演象程式供给,
P (E) =

T (E)

T
. (21)

T (E) 是能量 E 出现的时间, T 是整个轨迹的总时间, 因此出现的能量也必须记录下来.
为求增加巧合次数, 我们可以把巧合的定义放马虎一点. 比较一对状态时, 只要它

们的差别不超过 m, 且能量相同, 就算是巧合. m是一个小整数, 如 0, 1或 2. 如 m = 0,
则巧合的定义和先前的一样. 令 Vs 为状态 s 的 “有效体积”, 也就是和 s 差别不超过 m

的状态的总数. 也就是说, 如果 s′ 和 s 之差别不超过 m, 并和 s 有相同能量, s′ 就算在
这体积内 (如 m = 0, 则 Vs = 1) 计算巧合率时, 比较次数必须照 Vs 斟酌修正. Vs 必须

在演象程式中算出, 并记录下来备用. 没有其他东西要记录了.
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(丁) 程序的限度
以上所述的程序可以用来计算多大的熵? 一次分析多少单元? 答案自然要看是用在

那个问题上. 不过我们现在可以粗略地估计一下一般的限度. 如果轨迹有 n 个状态, 分
成 k 组, 每组中的 n/k 个状态有差不多一样的能量, 于是每组中的巧合次数约为

Nc(E) ∼ 1

2

(n
k

)2 v

Γ(E)
(22)

式中 v 大约是一般 Vs 之值. Nc 越大, 求他的 Γ(E) 越准, 如果要求 Nc(E) ≥ 25 则可以

量出的熵最大限度是

S ∼ ln
( v
k2

)
+ ln

(
n2

50

)
(23)

为增大此限度, 可以把 v 加大, k 减小, 但实际上是否可以办到, 则要看是什么题目了.
如果 v 够大, (23) 右第一项不很重要, 则出现的状态的总数 n 可以决定 (23). 如果
n ∼ 106, 则 S ∼ 23, 即使 n 大很多, S 也不会大很多. 如 n 只有 1000, S 也不会小很多.
这当然是因为对数随 n 的变化很小. 如果每单元有熵 0.5 则这程式可以测量 N ∼ 40 个

单元. 因此, 这程式的应用, 只限于很小的物体, 或者可以分成大致独立小部分的物体.
当然这要求限制了程式的应用范围, 但并非太严重, 可用范围仍相当广.
以上的程式, 己被用来计算 “非晶磁体” 模型的熵†.
当然以上的程式可以改良的地方甚多, 最重要的是如何选择运动单元并分组, 使不

相关的单元分在不同组里. 如此, 巧合计数法可以发挥最大的效用.

5. 暂稳态的熵

许多暂稳物体, 都有大小悬殊的时间尺度, 例如在 H2 气体中, H2 的自旋 (1 或 0)
很少会因碰撞而改变, 所以其相关时间很长. 分子速度的相关时间, 即平均自由时间, 却
很短. 因此只要观测时间长度是在这长短尺度之间, 平衡性质就十分明确. 长的不必管,
只要注意短的. (见第八章).
但许多物体中, 长的短的时间尺度没有明显的分野, 而是从长到短, 样样都有. 这种

头痛的尺度分布, 常在 “非晶” 物质中出现. 状态空间被高低不一的屏障隔成许多区域,
低的易过, 高的难越. 因此, 轨迹分布的区域, 要看观测时间的长度了, 熵的值亦然. 我们
可以大致估计一下熵如何随这时间长度而异. 越过一个高度 Λ 的屏障, 约需时

t ∼ τ0eΛ/T . (24)

式中 τ0 是一短时间尺度, 即无屏障时的相关时间. 当 t≫ τ0, 高于

Λc ∼ T ln
(
t

τ0

)
(25)

之屏障实在是过不了, 而低于 Λc 的可以轻易越过, 因此, 熵之值大致是以观测时间之对
数而改变. 这种改变很小, 尤其是在低温. 熵的意义仍不含糊.

†Ma and Payne(1981).
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6. 热力学第三定律

在热力学中, 两平衡态, 1 和 2, 的熵之差是

S2 − S1 =

∫ 2

1

dT
T

đQ
dT . (26)

1 和 2 必须由可逆过程相连. đQ/dT 是在此过程中, 一步步用实验测定的热容率. 除了
一积分常数外, (26) 可作熵的实验定义. 这常数可以用高温气态的熵来决定, (用理想气
体理论), 或令 T = 0 时的熵为零, (热力学第三定律, 见第二十三章).
一般模型的热容率, 可以用数值模拟算出. 再用 (26), 我们可以算出熵. 因此, 轨迹

和熵可以连上. 不过, 这个计算是和以上讨论的完全不一样. 它必须要一连串其他平衡
态的轨迹, 不只是观测下平衡态的轨迹, 所以不合乎由观测下轨迹求熵的要求.
在 (26) 式中, 1 和 2 之间的过程必须要是可逆的. 否则 (26) 的意义就不清楚了. 这

个条件相当苛刻. 不可逆的情形是: 当温度加高再降回原来温度, 而轨迹从一区域转到
了另一区域, 不回到原来的区域. 有时, 不可逆的现象不十分明显. 例如, 玻璃可以有许
多不同的结构. 加温再冷却后, 结构就变了. 不过, 这不同的结构常有相同的大尺度性
质, 很难察觉不可逆现象的发生.
当然, 不管可逆不可逆, (26) 可以用来作熵的定义. 这个定义, 是一般讨论玻璃所用

的.
我们由高温的熵来定 (26) 所做的积分常数. 如果在高温和 T = 0 之间有不可逆情

形发生, 则积分所得之熵在 T = 0就可能不是零, 违反了热力学第三定律. 这是所谓 “冻
结熵”. 由轨迹求出的熵是不会违反第三定律的, 因为它直接度量轨迹在状态空间里的活
动范围. 当 T → 0, 运动停止, 这范围就缩小到一点了. 这运动停止的情况, 是第三定律
的基本含义.
所以, 若有不可逆的情形发生, 则在某些温度下, 此地所定义的轨迹熵会与 (26) 定

义之比热熵有差异. 这差异可用来作不可逆程度的一种度量. 注意, 如加热 đQ 则比热
熵之改变 dS′ 为

dS′ =
đQ
T

(27)

这即是 dS′ 的定义 (26). 但是, 轨迹熵之改变 dS 就可能大些

dS ⩾ đQ
T

(28)

因为加热过程可能是不可逆.
注意, 在去热时, 即 dS < 0 时, 熵之降低比 đQ/T 要多, 即 (28) 的反向过程. 这是

因为温度降低, 时间尺度也改变, 轨迹被限制之故. 但这并未违反热力学第二定律. 如果
去热时熵降低得多了些, 但加热时熵又增加得多了些. 因此无法用这多降之熵把热转成
功能.
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讨论问题二十五

1. 一群点在平面上, 或任何连续空间中的分布, 都可以用巧合法测量它的散乱程度.
由图 1 可见, Γ 是和格子数成正比, (见 (1)), 和一格子大小 v 成反比. 令 S(v) =

lnΓ(v).

(A)以 S(v)为 ln(1/v)的函数作图. 如分布完全散乱, 该得何种图形?(答:直线, 斜
率为 1).

(B) 用此法考验一随机数例. 从计算机取 (0, 1) 平均分布数列.

(C) 用此法考验数列

Xm = sin (2m) , m = 1, 2, 3, . . . . (29)

注意, 如果有 n 个点, 有格子 i = 1, 2 · · ·M , 格子 i 中有 ni 个点, 则 (1) 的 Nt 和

Nc 是

Nt =
1

2
n(n− 1)

Nc =
1

2

M∑
i=1

ni (ni − 1) .
(30)

注意, 在 (29), 2m 事实上只是 2m 除以 2π 的余数, 这些余数, 照我们的直觉, 该是
平均分布在 0 和 2π 之间, 因此, (29) 的各 xm 不会作平均分布.

复习问题十一, 3, 4.

2. 从纯粹牛顿力学观点来看, 状态空间是一连续性的空间. 因此, 如无量子力学, 熵
必须由画格子来定义. 因此, 熵的值和格子大小有关. 但如格子取在适当范围之内,
使熵和格子大小成上题所说的直线关系, 则熵的定义不含糊, 试讨论此问题. 注意,
由此可见, 牛顿力学至少须在某一尺度内, 造成先后独立的轨迹, 使一群散乱的点
得以取出.

3. 第 4 节讲的一些细节, 只是用来示范, 而不是很有效率的方法. 计算机专家们有不
少比较数目字的方法. 例如, 有一列数字 Ai, i = 1, 2 · · ·n. 有所谓 “排列程序”, 把
这些数字依大小排列起来. 相同的数字, 因而在排成后相邻. 此类程序, 所费时间
约和 nlnn 成正比.

(A) 如何把物体的状态表成一数字?

(B) 如何用排列程序求巧合率?

试讨论各细节.

4. 另有一种方法, 可以用从轨迹求熵. 其推导如下. 令 si, i = 1, 2, . . . N 为运动变数,
P (s1, s2, · · · sN ) 为这些变数的联立概率. 把熵写成

SN = −
∑
s1

∑
s2

. . .
∑
sN

P lnP. (31)
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(A) 令
P (s1, s2, . . . , sN ) = p (s1|s2, . . . , sN )P (s2, . . . , sN ) (32)

p (s1|s2, · · · · · · sN )为 (s2, · · · · · · sN )一定下 s1的概率, P (s2 · · · · · · sN )为 (s2, · · · · · · sN )

的联立概率.

试证

SN = −
∑
s1

∑
s2

. . .
∑
sN

P (s1, s2, . . . , sN ) lnp (s1|s2, . . . , sN ) + SN−1. (33)

SN−1 是 (s2, · · · · · · sN ) 的熵.

如果 s1 只和邻近的少数单元 s2, · · · sm 有关, 则

p (s1|s2, . . . , sN ) = p (s1|s2, . . . , sm) , m≪ N. (34)

(B) 令 P (s1, s2, · · · sm) 为少数 m 单元的联立概率.

试证

S =−
∑
s1

. . .
∑
sm

p (s1, s2, . . . , sm) lnp (s1|s2, . . . , sm)

−
∑
s2

. . .
∑
sm

p (s2, s3, . . . , s
′
m) lnp (s2|s3, . . . , s′m) + SN−2.

(35)

(C) 以上每一步分出一单元. 最后 S 中的每一项都只含条件概率, 只和邻近的少数
单元有关. 如果这些条件概率可以从轨迹求出, 则 S 就可以算出.

试把 (A), (B) 步骤用到一维空间的伊辛模型.

(D) 试分析二维空间伊辛模型. 如果每个条件概率是四个邻居形象一定下的概率,
则此法就可以说是非常理想. 但可惜免不了少了几个邻居. 因此, 条件概率反而得
包括距离较远的单元, 免不了涉及相关长度内的许多单元.

(E) 试讨论此法之优点与缺点. 这方法用途甚广, 原先并非用来分析数值模拟的,
文献中的推导亦和以上的不大一样, 读者可参考 Kikuchi (1955), Alexandrowiez
(1975), Meirovitch (1977).

5. 试将本章所定的熵, 用到上一章粘液瓶示范的分析上. 颜料分子的轨迹是什么? 如
何定巧合率?

从上章问题 l 开始.

6. 物体各部分之大致独立, 为定义熵的必要条件. 不过这些 “部分” 并不一定是要按
照位置来分. 只要可以把 N 个变数分成 m组, m = O(N), 各组大致独立, 就行了.

(A) 讨论理想气体的情形. (提示: 按动量分).

(B) 讨论晶体振动情形.
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统计力学的发展很奇怪. 在序中提过, 它是一门 “头重脚轻” 的学问. 从基本假设出
发, 主要是向上发展. 物理、化学、材料等各行的专家, 把它应用到各种模型上, 成功地
解释了不少现象. 数学家把它美化、抽象化,用严密的证明导出它的一些后果. 向下的发
展, 就比较差了. 物理学家们对基本假设的根源, 虽有兴趣, 但不很热衷, 这问题太难了.
物理学家本来没有逃避难题的习惯, 大概感于应用的成就, 看轻了了解根源的重要.

于是这向下探源的工作, 虽本是物理学家的事, 却交到一些大数学家手中. 只可惜数学
家喜欢的是漂亮的数学, 有时会把物理的一些要求忽略了.

事实上, 基本假设的了解, 不只是一个物理问题. 也是对所有随机现象的了解. 如何
从规则的运动定律, 导致随机的结果? 这是一个很普遍的问题.
原理方面是一难题, 应用方面, 也并非容易. 虽然应用相当成功, 但是大多计算都用

不一定可靠的近似法. 照以上诸篇的经验, 一旦相互作用不能略去, 则问题变得非常困
难. 这困难和对基本假设的难题, 大概是分不开的.
在这一章, 我们先总结一下本书对基本假设的看法, 也就是对统计力学的基础的看

法. 再讨论 “遍历性”、“系综”、“混合性” 之类的概念. 然后对传统的一些看法作一检讨
和批评. 轨迹的 “不稳性”, 在本章也略作介绍.
这一章的讨论, 不能算是对统计力学现状的客观描述, 而是本作者的一些主观意见.

这些主见, 在以上诸章已反复说过多次. 此地再总结一下.

1. 基本假设

现在先复习一下基本假设在以上各篇的讲法. 我们把运动变数分成两类; 一为不变
者, 即在观测时间内不变者, 二为快速变动者, 即在此时间内不断地改变者. 然后我们定
义 “活动范围” 为所有变动变数所包括的状态之集, 即合乎不变者条件下, (即不变者为
定值) 所有状态之集. 以上诸篇再三强调; 不变者是在观测时间内的不变者, 视时间长短
而异, 在许多情形下, 那些变, 那些不变, 并非显而易见. 活动范围的严格定义, 不免要用
到详细运动轨迹.
令 Γ 为活动范围之体积, 即范围内状态之总数. 基本假设是: 熵为 Γ 之对数

S = lnΓ. (1)

367
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这假设还要加上以下的条件才有用, 这条件是

S = O(N), 即 Γ = O
(
eN
)
. (2)

N 是粒子数或变数的总数. 从 (1), (2) 整个热力学可以推出, 所有的平衡性质可以算出.
这是第二篇的结论, 也是第二十三章的讨论内容. 注意, 条件 (2) 极为重要, 没有它, 就
没有热力学. 在第四篇以下, 我们把这条件看成各运动变数的大致独立性. 因此, (2) 就
是独立性的假设. 在讨论中心极限定理时 (第十二章, 及在第六章末), 我们指出, 大值变
数 (O(N) 变数) 的时间平均值和它在活动范围中的平均值相同. 再者, 大值变数的涨落,
循正态分布, 为 O(

√
N). 这个结论也可以写成

P (R) ≡ T (R)
T

=
Γ(R)

Γ
, (3)

T 是总观测时间, R 是一子集, 其体积为 Γ(R) 且大小和 Γ 相若:

Γ(R) = O
(
eN
)
. (4)

T (R) 为轨迹在 R 内的逗留时间. 这些也是 (2) 的结果. (见第十二章)P (R) 可以解释成
状态在 R 内的概率. 注意, (T 为有限时间, 绝不能看成 O(eN ) 的大数. R 必须是大子
集, 否则 (3) 无意义, (见第十二章第 9 节). 大值变数的涨落, 和自由能的微分有直接的
关系, (见第十三章). 此地 “大值变数” 指物体各部变数之和, 如总磁矩是各部磁矩之和.
其平均值可能是零. 此类变数也包括了像∫

d3rρ(r)e−ik·r

这样的变数, 它是密度乘 e−ik·r 之和. 总之, 上述的基本假设, 足以用来分析所有热力和
散射实验.
总而言之, (1) 是一个了不起的大胆假设, 它把微观运动变数经 Γ 和热力学的熵连

了起来. 从推理的观点来看, (2) 是这假设的根本. 要了解统计力学, 必须了解 (2).
现在我们先提一下 “遍历性” 和 “系综”, 这是统计力学发展过程中两个重要的概念.

2. 遍历性和系综

上述基本假设, 并不是一个过分苛刻的要求, 因为我们只讨论大值变数, 及大区域.
读者须注意, 在文献中, 这基本假设以各种不同的方式出现, 内容亦常不同. 玻耳兹曼写
下这假设时, 他的想法是: 轨迹会经过活动范围中的每一状态, 即有 “遍历性”, 因此无限
长时间平均等于范围平均. 这想法是错的, 因为这无限长的时间必须比 O(eN ) 长很多,
而一般观测时间为 O(1). 要使任何一变数的时间平均等于其范围平均, 是一苛刻的要
求. 本书说法并不作此要求, 而只要求大值变数的时间平均等于其范围平均. 这要求不
苛刻, 因为大值变数之值, 在活动范围中几乎到处一样, 轨迹不必经过每一状态, 即不必
“遍历”.
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轨迹的遍历性, 一直是力学中的一大问题∗. 许多数学家致力于证明某些模型的遍历
性. 只可惜成果对统计力学还没有很大的帮助.
读者请注意, 文献中名词的定义并不统一. “遍历” 一词在不同的文章内可有不同的

含义. 有些地方它的意义如上述. 有些地方, 它指轨迹 “大致” 经过每一点. 有些人则称
基本假设成立的情形为 “遍历”, 凡基本假设不合用为 “不遍历”, 真是一团糟. 读者必须
要了解当时意义, 以免受害.
玻耳兹曼的 “遍历” 说, 立刻被人攻击, 他的一整套理论, 包括 H 定理, 也都被人怀

疑. 大概因此他忧愤而终.
玻耳兹曼以后的统计力学, 教吉布斯打扮了一下, 成为今天的一般说法, 也就是所谓

“系综” 说.
系综说是把一物体的平衡态想成一 “系综”, 即无限多个结构相同的物体. 每物体的

状态都是状态空间中的一点. 这些点分布在状态空间内, 可想成一 “理想气体”, (每一点
为一 “分子”, 需要至少 ∼ eN 个 “分子” 来定义分布).
平衡态的性质, 是这系综的平均性质. 这种抽象的看法, 有很多好处, 因为我们对一

团气体的流动、分布有相当强的直觉. 吉布斯因这想法, 推出了不少有用的公式, (相当
于第七章的计算法则), 和应用结果. 系综也成了传统的基本概念.
不过这系综只是一个抽象的东西. 事实上是只有一个物体, 没有无限多个. 这一点

吉布斯本人在他书中也指出, 但今天却常被忽略. 系综这概念, 只是数学概念, 它并不能
解决玻耳兹曼假设的问题. 如果玻耳兹曼的 “遍历” 被斥为不合事实, 那这系综更是不
合事实了. 系综说的内容和玻耳兹曼假设相同, 它把系综分散在活动范围. 系综平均即
活动范围平均.
吉布斯之后, 许多学者企图把这系综概念更抽象化, 或赋于更实在的意义. 今天, 最

普遍的想法是以系综表示实验者对物体的知识†, 或 “不确定程度”. 这种不确定的程度是
看成一种 “事前概率”, 也就是说, 在观测之前, 物体状态有一个概率分布. 对这种看法,
在以上诸篇已批评了不少, (尤其是在第二十四章). 在下一节我们再把这种看法和本书
的看法作一比较, 并作一检讨. 在此我们先提一下系综观点的一些常识.
系综即是状态空间中的一团云雾, 它的密度可用一分布函数 ρ 表之. 现在假想状态

空间是一 6N 维空间, 物体是 N 个粒子, 其运动遵守牛顿定律. 吉布斯讨论 ρ 的改变,
并把熵定义为

SG = −
∫
ρlnρdΓ, (5)

此地的 ρ 适合归一条件
∫
ρdΓ = 1. (5) 的积分范围是整个状态空间.

系综中的每一系的运动都遵守牛顿定律, 走出一条轨迹来. 各系走出的轨迹不会相
交, (如相交, 则表示同一起始状态可导致不同的运动轨迹). 读者在学力学时, 必曾学过
“刘维定理”,即沿着轨迹,密度 ρ不变. 现在在状态空间中划定一区域 R(0),并令域中每
点都照力学定律走动. 这些点在一段时间 t 后成了另一区域 R(t). 根据刘维定理, R(0)

∗见 Arnold (1968), 杨维哲 (1978) 第六章, 及其他 “Ergodic Theory” 方面的书.
†见 Tolman (1962).
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和 R(t) 的体积是一样的, 只是区域的形状会改变. 从这些结果可证明吉布斯的熵 (5) 是
个不变量. 显然 (5) 不能用来讨论熵的增加现象. 许多人设法解释、修补这个 “熵不变”
的不合理结论. 读者不难想见, 如果 R(0) 是个超球似的区域, 在长时间后, R(t) 就会像
变形虫一般地走了样, 再拉成了细长的面线状物, 蜿延曲折地纠成一堆. 如果在 t = 0 时

ρ 只在 R(0) 内非零, 则在时刻 t, ρ 只在这种面线中非零. (5) 是这面球或面线的体积,
并不代表这堆面线的混乱程度. 我们不讨论 (5) 的修补, 因为它是建立在一个不正确的
概念上. 平衡态本来就不是一个瞬时概念, 熵自然是须要一段时间来定义. 这一点从本
书一开始就强调. 系综概念企图用无限多个物系的瞬时性质来代表平衡, 是一个不合理
的做法. 这一点在第 5 节再仔细讨论.

3. 混合性和独立性

近代研究统计力学根源的学者, 多致力于 “混合性” 的分析. 所谓混合性, 即指上节
的 “面线”R(t) 均匀地分布在活动范围中, 如果 t→∞. 即

lim
t→∞

Γ (R(t) ∩R′)

Γ
=

Γ(R(0))

Γ
· Γ (R′)

Γ
(6)

R 是活动范围的任一子集, Γ 是活动范围的总体积, Γ(R′) 是 R′ 的体积. 也就是说 R(t)

在 R′ 内的体积, 和 R′ 的体积成正比.
混合性比起遍历性来, 要合理些. 它的要求是任一区域 R(0) 都会演化成一团平均

分布在整个活动范围里的细丝. 这混合性的分析是一复杂的数学问题, 本作者是门外汉.
有关这方面的书籍, 最近有一些‡.
混合性的理论, 可以说是现在普遍被接受的看法. 它比玻耳兹曼、吉布斯时的思想

进步, 但仍可以说是由吉布斯理论演化而来.
现在把本书的看法改写成一个和混合性有点相似的式子, 再作总检讨. 本书的看法

是: 基本假设即是一独立性的假设, 也就是相关时间及相关长度的假设.
在第 1 节我们指出独立性 (2) 是基本假设的根本. 从上一章轨迹求熵的讨论可见,

活动范围必须由轨迹来定义,来了解,而独立性是用轨迹定义熵的必要性质. 这独立性是
长时间外和长距离外的独立. 也就是说: 有相关时间 τ 和相关长度 ξ. 如果 |t1 − t2| ≫ τ

或 |r1 − r2| ≫ ξ, 则

⟨A (r1, t1)B (r2, t2)⟩

≡ 1

T

∫ T

0

dtA (r1, t+ t1)B (r2, t+ t2)

−→ ⟨A (r1)⟩ ⟨B (r2)⟩ ,

(7)

平均值是在观测时间 T 内的时间平均, T 可以有相当伸缩性, 即 T 的改变不影响平均
值. A, B 是在 r1, r2 附近的 “局部” 运动变数. “附近” 是指比 ξ 小的距离. “局部” 即
是只和少数运动变数有关.

‡参考 Sinai (1977), Krylov (1979).
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如果能从力学定律推导出 (7), 则活动范围可定, (2) 亦成立, 整个基本假设就建立
了. 以上并没有提供从 (7) 得 (2) 的数学步骤. 这些步骤, 恐怕不是太容易的, 或许需要
些其他条件. 但主要的一步是要了解 (7), 即要了解独立性如何从力学产生.

此地所谓的独立性 (7) 和混合性 (6) 有何不同? 现在看一个简单的例子.

假想两个一维空间模型: (甲) 粒子被限在硬壁盒子中, 位置是 0 < x < L. (乙) 粒
子被一弹簧紧住, 而作简谐运动, 令其频率为 ω. 现在看看此二模型的 “混合性” 如何.

图 1(a) 中的黑饼区域, 经过一段长时间后, 变成图 1(b) 中的黑面条形区域. 时间越
久, 这些面条越细越密. 黑区的总面积不变, 只是把这黑饼拉成细丝而已. 显然这些细丝
均匀地分布在

a < |p| < b , 0 < x < L. (8)

的区域中 ∆p = b− a 是黑饼的直径. 这均匀的分布在 t≫ τ 时发生

τ ≡ ∆p

mL
, (9)

m 是粒子的质量. 我们可以说这模型是有混合性的.

模型 (乙) 不大一样. 图 1(c) 中的黑饼会沿着椭圆轨道走, 形状会稍变, 但不会被抽
成丝. 无论时间多长, 像图 1(b) 那样的情形不会发生. (见图 1(d)). 因此, 这模型没有混
合性.

因此, 从混合性的分析来看, 这两模型完全不同.

但是, 从独立性的观点来看, 此二模型没有什么不同. 即二者均无独立性. 二者都是
周期性的运动, 都没有纷乱现象发生.

本书的观点不把起始的状态看成一群点集, 而只考虑一个起始状态. 模型 (甲) 的运
动周期由 |p| 决定, 是一个常数.
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图 1

以上的例子自然过份简单. 且不论在一般复杂的模型中 (6) 和 (7) 是否大不相同,
至少这例子指出基本观点的不同.

4. 概率和实验

今天的文献中, “概率” 常指和吉布斯的 “系综” 一样的东西. 讨论平衡, 讨论熵的增
加, 总不免以概率分布的演化为对象, 看看这概率如何从一起始的分布 (或 “事前概率”),
逐渐分散开来, 布满整个活动范围. 相关时间的概念, 是指这概率分散开来所需要的时
间.
本作者以为, 这 “概率” 的意义, 非常不清楚. 现在我们且不谈量子力学. 统计力学

的概念应合用于古典力学. 如果不先把古典力学的情形弄清楚, 量子情形大概也弄不清.
一种说法是: 这概率是代表观测者的知识. 他对物体知道得越多, 则概率分布越集
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中. 这种说法显然不合适. 物体的运动, 和观测者的心理状态不该有关系. 照这说法, 不
同的人看同样的物体时, 就必须说这些人的知识完全一样. 这说法难以接受.
另一说法是: 这概率代表实验的结果, 代表实验量出的知识. 这表面上看来比上一

说法合理, “实验” 这名词给人一种客观的印象. 但这说法和上一说法大同小异. 问题是:
什么实验?要做多少实验才够?或曰:“宏观实验”、“可能做到的实验”. 这答案不对的. 从
固定杂质的讨论, 及二十四章的重聚现象的分析可见, 有时每一杂原子的位置都得算是
已知. 这是可能做到的实验吗?
统计力学文献中讨论的 “实验”, 往往和真的实验没有什么关系. 例如, “正则系综”

代表确定的温度, 实验者可以确定能量到 O(1/
√
N) 的精确度. 其他大值变数也可测准

到 O(1/
√
N) 精确度. 事实上, N ∼ 1022, 故 N−1/2 ∼ 10−11. 没有什么实验可做到如此

高的精确度, 且不论总能量该如何测定. 再者, 如果 “概率” 趋于零, 则解释成 “不会发
生”, 或 “实验看不到”. 这也不合事实. 例如, 任何暂稳态, 其 “概率” 都趋近于零, 包括
钻石. 今天的实验室中的物体, 大半是在暂稳态中.
文献中的一大弱点, 就是把活动范围, 或平衡态的概率分布, 看作理所当然的为已

知. 哈密顿量 H 一定, 平衡概率就很简单地定了, 即所有能量为一定值 E 的状态有相同

的概率. 这种看法, 可以说是研究气体留下来的习惯. (本书已再次说明, 活动范围的决
定, 不是这样简单, 而要看真正的轨迹如何分布). 这习惯对分析统计力学的根源, 是一
大障碍.
本作者认为, 吉布斯的系综及概率, 和力学扯不上关系, 对统计力学而言, 是不必要

且不合事实的概念. 这些概念, 虽可以用来帮助我们作抽象的分析, 但对探讨统计力学
的根源来说, 是无关的. 如要对这根源有正确的分析, 必先摆脱这种系综概率想法的控
制.
今天的计算机, 已可以算出一些简单模型的轨迹, 已可以从轨迹算出各热力性质和

一切性质, (见第二十二章, 及第二十五章). 所以 “实验” 的问题, 暂时不必介入根源的讨
论. 这些计算机的数据, 代表完全客观的性质. 当然, 了解这些简单模型并不足以奠定统
计力学的基础. 但如果连这些模型的结果都不能了解, 则真是 “前途无亮” 了. 数值解只
需要牛顿定律, 根本不须要系综、概率的概念.

本书对概率的定义大不相同. 本书把概率看成一个整理资料的工具, 不是一个物理
概念, 不是一件必须品, 纯是为了方便. 必先有数据, 有资料, 才能统计、分类、综合、计
算概率, 平衡或不平衡, 轨迹是所有的资料, 一切性质必来自轨迹.
独立性 (7) 是轨迹的性质. 活动范围须由轨迹定. 平衡是轨迹的特性, 因此不是一

瞬时特性. 在系综的看法中, 平衡是一个瞬时的概率分布. 读者到现在, 应该对这两种看
法的不同, 分辨得相当清楚.
以上对系综和文献中的概率观, 作了十分严格的批评, 是为了澄清最基本的概念.

但是, 以上的批评, 并不是对文献中成果的价值予以否定. 以上提过, 我们对空间, 对一
团云雾的流动、分散、有十分强的直觉. 系综的看法, 给我们一个新的抽象工具, 而且颇
具一种美感. 假想的数学概念自然不该避免, 但要认清楚, 并作有效的利用.
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5. 轨迹的不稳性

要从力学定律了解混合性或独立性, 是很困难的事. (6) 和 (7) 看来都和轨迹的细
节相去甚远. 现在来讨论一下 “不稳定性”, 看一些细节. 不稳定性的意义大致如下. 令
s(t) 为轨迹. 如果起始状态 s(0) 稍改, 成 s(0) + δs(0), 则轨迹的改变为 δs(t). 如果

δs(t) ∝ eαt, (9)

α > 0, 则轨迹为 “不稳”. 如果有许多不同的 δs(0), 成一小团云雾, 堆在 s(0) 四周, 则这
堆云雾就会散开. 这合乎混合性的要求. 这也就是所谓 “失之毫厘, 差之千里”.
在第 3 节的例子, 模型 (甲) 中, 如果开始时 p 改为 p+ δp, 则

δx(t) =
δp

m
t, (10)

这也是不稳性, 只是不如 (9) 之严重.

图 2

现在看一较复杂的例子. 假想一粒子和一些固定的硬球碰撞, 如图 2. 现在只看一
平面的运动模型. 此粒子的状态是由粒子的位置和它的速度方向指定. 速度的大小不变.
现在且只看速度的方向. 轨迹由原点开始. 如果方向改了一点点 δθ(0), 则轨迹就改了.
每碰撞一次 δθ 都要改变. 假定硬球密度很低, 粒子的平均自由距离 λ 比球半径 a 大许

多. 图 2 示两次碰撞的情形. 由图可见

δθ′ = 2δα =
2λδθ

a cosα, (11)

因此, |δθ′| ⩾ (2λ/a)|δθ|. 在 n 次碰撞之后,

|δθ(t)| ⩾ |δθ(0)|et/τ ,

τ ≡ λ

(vln 2λ/a)
.

(12)
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v 是粒子速度. 这结果和 (9) 相同. 如时间够长, 即

t ⩾ τ ln
(

1

|δθ(0)|

)
=
λ

v

ln|1/δθ(0)|
ln2λ/a

(13)

则 |δθ(t)| ∼ 1. 也就是说方向 “乱了”. 以上的分析, 可以推广到气体模型, 结果差不多.
在此略提一下.
假想 N 个小硬球分子, 半径为 a. 假定分子密度很低. 令 ri, i = 1, 2, 3, · · · , N 为

各球位置.
令

r ≡ (r1, r2, . . . , rN ) . (14)

r 空间为一 3N 维空间. 这空间内有 1
2
N(N − 1) 个 “圆柱”:

|ri − rj | ⩽ a, i, j = 1, 2, . . . , N. (15)

r 不能到柱内, 这是硬球使然. 于是, 这些分子的运动可由 r(t) 代表. r(t) 走的是直线,
但一碰到一个圆柱面就被反射. 这情形和上例相似. 图 2 中的圆饼子改想成 3N 维空间

的圆柱便成.
注意: dr/dt ≡ v 是 r 的速度, 且

v2 =
N∑
i=1

(
dri
dt

)2

(16)

不变, 因为 v2 和总能量成正比.
现在我们跟着 r(t) 走, 而得一条轨迹. 现在把 v(0) 的方向稍改, 成为 v(0) + δv(0),

看看 δv(t) 如何改变, 一如上例, 只是 δv 比上例的 δθ 要复杂. δv 有 3N 个方向. 好在
每次碰撞, 只有两分子参与. 在两分子的重心坐标系内, 角度的分析和上例相似. 大致说
来, 每次碰撞, |δv| 就增加约 λ/a 倍, λ 约是平均自由距离. 不过, 不同分子的碰撞, 使
δv 的方向改变. 不同分子碰撞所造成的 δv 的改变, 是互相垂直的. 例如, 分子 1, 2 相
撞, 则只有 v1, v2 改变, 故产生

δv12 = (δv1, δv2, 0, 0, . . . , 0) . (17)

如果分子 7, 8 相撞, 则只有 δv7, δv8 非零:

δv78 = (0, 0, . . . , δv7, δv8, 0, 0, . . . , 0) . (18)

故

δv12 · δv78 = 0. (19)

这和第五章, 第 9 节的分析相似.
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因此, 在 n 次碰撞之后, δv(t) 成为 n 个矢量之和. 这 n 个向量大致是互相垂直的,
且

n ∼ t

τ0
N,

τ0 ≡
λ

v
.

(20)

v = (分子平均速率). 每个矢量的大小约为

δvi(t) ∼
(
λ

a

)t/τ0

δvi(0). (21)

注意, t/τ0 是每分子的碰撞次数.
相关时间可以估计为 τ0/ln(λ/a), 和 (12) 相似. 既然各矢量互相垂直, 则它们撑起

一个体积 ∏
i

δvi(t) ∼

(∏
i

δvi(0)

)(
λ

a

)3Nt/τ0

. (22)

这个体积的增加是指数式的:(
λ

a

)3Nt/τ0

= exp
[
3N

(
t

τ0

)
ln
(
λ

a

)]
. (23)

v 空间即是 p = (p1,p2, · · ·pN ) 动量空间, p = vm. 以上的分析, 大致指出 δv 如何膨胀

起来. 注意: (23) 是一个 eN 量级的大数. 以上只是个粗略的讨论§.
以上的分析, 大致说明 “不稳性” 的意义. 如果轨迹有不稳性, 则很难 “控制”, 或

“非常敏感”. 因为起始的状态 “差之毫厘”, 到后来的状态就 “失之千里”. 如果有这样的
不稳性, “混合性” 就该没有什么问题了. 注意: 不稳性是一个力学的结果, 并未涉及概率
的概念. 要用它来讨论混合性, 必先假想有 “起始概率分布”.
在此类分析中, 很容易把混乱和独立的假设漫不经心的加入. 例如, 在 (13), 我们假

定在 |δθ(t)| 大到 1 以后, 就和 δθ(0) “无关” 了, 所以我们就可以不考虑 δθ(0) 了. 事实
上, 以上的分析并没有说 δθ(t), 变大以后会有什么样的性质. (12) 只在 δθ(t) 很小时合

用. δθ(t) 变大之后的情形, 我们不知道, 自然没有理由作结论. 这样的分析, 不能看作混
合性或独立性的证明. (12) 或 (13) 只可以算是一个估计, 假设 δθ(t) 变大后就和 t = 0

时的情形无关, 或独立. 不过这样的分析, 使我们对轨迹的特性, 认识得深一点.
本节的内容一部分, 来自阅读俄人克瑞洛夫的书¶的心得. 克氏的讨论十分深入. 但

本作者的看法和他的不尽相同.

6. 一般独立性问题

总结一下: 从物理的观点, 了解统计力学, 必须了解
§更详细的分析, 见 Krylov (1979), p.193. 详细则已但未见严密.
¶Krylov(1979).
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(甲) 相关时间 τ = O(1) 的存在. 也就是说, 不但相关时间必须为有限, 还须是
O(1), 绝不是 O(eN ) 的大数.

(乙) 相关长度 ξ = O(1) 的存在. 也就是说, 物体可看成大致独立部分的组合. ξ 必
须是 O(1), 不能是 N 级大数.
这两点是独立性 (7) 的内容.
近年来, 力学的研究, 在计算随机轨迹方面发展甚速. 许多简单的模型 (N 很小, 只

有 3、4 以下个变数), 含有随机 (即先后独立) 的运动. 这些研究指出, 随机运动是牛顿
定律的后果之一. 不过, 到现在为止, 所用的 N 仍太小, 不足以讨论物体各部的独立性,
即相干长度 ξ 之存在. 在 N 很小的情形下, 随机运动的研究仍在数值模拟阶段. 深入的
了解尚未达到. 本作者认为研究方向应多着重于 N 值的影响, 尤其是 N 在 10 左右. 大
N 值即 N ≥ 10 造成的随机运动, 可能和小 N 值的情形不大一样.
总之, 我们对基本假设的了解, 还幼稚得很.
虽然要从力学导出 (7) 看来是极其困难, 但从日常生活的经验, 这种独立性实在不

稀奇. 独立性就是 “随机” 和 “纷乱”. 在第三篇讲了不少. 独立性既是如此普遍, 它该不
只是牛顿定律的结果. 例如, 如果我们能了解随机数列, 就能对基本假设有所了解. 随机
数列可由一计算程序算出, 应该较容易了解.

但事实上, 随机数列之所以随机, 也是一个 “知其然而不知其所以然” 的情形.
从分子运动, 到掷骰子, 到随机数列, 以至于股票市场, 所有的随机现象都还没有被

了解. 纷乱的来源, 似乎和复杂的程度有关, 但不复杂的模型也可呈纷乱现象. 这些问
题, 可能要等计算机的专家来帮助我们找答案.

7. 应用方面的困难

由以上诸篇的例子可见, 统计力学的应用, 是一个极端困难的数学问题. 如果我们
不能把模型转换成一个类似理想气体的模型, 我们就无法解它. 也就是说, 我们必须把
运动变数分成互相独立的部分, 再分别解每一部分. 在理想气体, 每一粒子为一个独立
部分, 在晶体模型, 每一基本振动单元为一独立部分, 等等.
因此, 如果有 N 个变数, 我们必须要寻求它们之间的某些关系, 把相干的部分 “束

成一捆”, 把独立性明朗化. 不只是本书中的各例, 无论多复杂的解, (例如三维空间伊辛
模型的严密解), 都必须把模型的独立性和相干特性分开, 才能解成. 在目前, 一般的模
型都解不出, 只能用各式近似法去试, 或用数值解法.
本作者以为, 这解题的困难, 一部分来自我们对独立性的缺乏了解, 也就是本章讨论

的, 对基本假设根源的缺乏了解. 交互作用促成独立性, 但也是相干的来源. 相干和独立
搅在一起, 使题目难解. 从力学定律, 我们摸不到独立性. 而独立性使基本假设的应用简
化.
目前对数值解的依赖渐深. 如第二十二章所说, 数值解法十分重要, 但从深入了解

统计力学观点来看, 大概也不是长久之计.
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讨论问题二十六

1. 第 5 节的分析指出, 气体的相关时间约是分子的平均自由时间. 这结论是有漏洞
的. 试由第二十三章, 问题 1 指出这漏洞.

本题指出, 有些特别情况下, 相关时间很长. 这些特殊情况, 往往被忽略?

2. 试将第 5 节的分析方法, 用到晶体振动模型.

(A) 用一维空间模型, 见第八章第 3 节. 用 (8.41) 为相互作用. 先略去 α′ 项. 求运
动方程式.

(B) 加入 α′ 项, 讨论其效果. 假设 α′ 为小量.

(C) 求相关时间.

3. (A) 复习第十一章, 第 2 节. 此节指出, 要检验一群变数是否独立, 是颇不简单的
事, 要一大群变数互相独立, 是一个很严格的要求.

(B) 复习第十二章, 第 5∼8 节, 中心极限定理的要求, 及一般实验观测的要求, 并
不是严格的独立性, 而只是 “大致” 独立性.

(C) 试讨论熵的定义和独立性的要求. 到底需要多少独立性才能给熵一个不含糊
的定义? 这问题不易回答.

4. 有些近乎哲学的问题, 常在统计力学文献中出现. 例如时光的方向. 从力学定律,
看不出时光是倒流或是正流. 但由扩散现象, 可以察觉时光的方向.

事实上扩散仍不足以指定时光方向. 如果在 t = 0 时有一些溶质分子在溶剂中联

作一堆. 过了一段时间, 它们就散开了. 但是, 我们问, 根据力学, 他们在 t = 0 之

前, 分布如何？答案是: 也是扩散的. 因此, 时光的方向对称性仍在.

问题不是时光的方向, 而是何以分布随 |t| 的增加而散开. 读者试就第二十四章的
黏液瓶示范, 讨论 (推动把手时颜料分子散开、或聚合) 此问题.

5. 混乱和预测

混乱、独立, 都是可以测定的性质. 一列随机数是否够乱, 可以检验. 只要由数列
算出各相干值便是.

如果已经有了某随机数列中的数字, 如何从这 n 个数字计算下面 n 个数字? 这是
预测问题.

照经验越乱越不容易预测.

当然, 如解出计算随机数列的程序, 则以下的数字自然可算出, 所以这是 “解密码”
的问题.

乱的程度和难解的程度有何关系？读者去想想.

注意, 有种看法是: “乱” 的定义就是不能预测. 这种定义和此地的讨论无关.
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凝聚
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这一篇分四章, 讨论和凝聚现象有关的题目. 凝聚就是冻结, 如水之结冰, 顺磁体之
变成铁磁体等等, 在第十五章讲的相平衡, 就是不同的凝聚态的共存. 第十七章的伊辛
模型是讨论凝聚的主要模型之一. 本篇的重点在 “序参量” 的出现及其性质与后果. 相
平衡可以想成物体在某些环境下, 序参量可以有不同的值, 如果物体的一部分的序参量
和其他的部分的量不同, 则为异相共存. 如磁铁的一半有向东的磁矩, 另一半向西. (此
地的磁矩为序参量). 如温度太高, 序参量就不见了.
第二十七章讲平均场解法. 这是一个近似算法. 它的好处是简单明了, 并且把各种

凝聚现象的共同特性表现得很清楚, 但嫌粗略. 它把序参量的涨落忽略了, 因而有时导
致错误的结论. 第二十八章考虑共存相的分界面, 分析它的涨落. 第二十九章讲有连续
对称的情形. 这情形下, 序参量可以有连续不同的值, 如晶体中分子作规则排列, 但如把
所有分子平移, 自由能不会改变. 平移使序参量改变, 且为连续性的改变. 后果之一是
“软模” 的存在, 即能量非常低的运动状态. 它可以造成序参量的大幅涨落. 第三十章讲
超流性, 把它用凝聚现象来解释. 这一章的重点在序参量的出现, 超流态的暂稳性, 及
“缺陷”(漩涡) 所扮演的角色.
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平均场解法是一个极其重要的方法. 在许多较复杂的问题中, 这是唯一可以用来作
分析的工具. 无论它是多粗略, 且答案常常完全离谱, 它的简易明暸使它在统计力学中
占有极重要的地位. 用伊辛模型来说明这方法是最理想不过. 本章不但要说明计算方法,
要特别指出此法容易被误解的地方. 这法则是把运动单元看成独立, 即每一单元在一定
的环境下运动, 再由这些独立运动的平均值来决定环境.
本章的主要讨论模型是伊辛磁铁模型. 我们用平均场解法来分析铁磁性, 相平衡等

性质. 各种结论可以直接用到伊辛气体模型, 以解释气液共存现象. 范德瓦尔斯的气液
共存理论也是一个平均场解. 在此也有详细讨论. 矢量模型也可以用平均场解法. 各种
不同的凝聚现象的共同点, 在平均场解分析之下, 变得很明显.

1. 平均场

在第十七章, 我们讨论了一维空间伊辛磁铁模型之解. 二维、三维空间的伊辛磁铁
模型就不容易解了. 近似解因而十分有用. 平均场解是一个最简单的近似解, 而且十分
容易了解. 令哈密顿量为

H(s) = −1

2

∑
i,j

sisjJij − h
∑
i

si,

Jij = J, 如果i, j相邻

= 0, 如不相邻.

(1)

每个单元 si 的环境包括外加磁场 h 及邻近单元所达成的磁场. 这总磁场是

h′i = h+
∑
j

Jijsj . (2)

因为各单元不断地改变, 故 h′i 也不断改变. 平均场法将 si 用其平均值代替, 得平均场

h′ = h+ Jv⟨s⟩. (3)
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因为每个 si 的平均值都一样, 我们把编号 i 略去不写. (3) 的 v 是邻居的总数. 现在每
个 si 都在一不变的磁场 h′ 内. 其平均值是

m ≡ ⟨s⟩ = eh′/T − e−h′/T

eh′/T + e−h′/T

= tanh
(
h+ Jvm

T

)
,

(4)

即

h = T tanh−1m− Jvm. (5)

(h,m) 曲线见图 1.

图 1

如果 T 够大, (5) 右第一项比第二项大, 则

χ =
∂m

∂h
> 0 (6)

显示顺磁性, 且在 h = 0 时, m = 0(曲线 1). 但如温度太低, 即

T < TC ≡ Jv (7)

时, 曲线就有一截违反了 (6), 且当 h 不太大时, m 可以有三值, (曲线 3). 如果 T = TC ,
则 χ 在 h = 0 时为无限大, 曲线和横轴相切于原点. (曲线 2).
在 T < TC , h = 0 时, 有两个 m 非零之解, (见图 1, 2). 即

m =±m0(T ),

m0 = tanh
(
m0TC

T

)
.

(8)

也有一个 m = 0 之解. m0(T ) 这条曲线在 T 接近于 0 时, 或近于 TC 时为

m0 ≈ 1− 2e−2TC/T , T < TC ,

m0 ≈
√
3

(
1− T

TC

)1/2

, T ≈ TC .
(9)
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现在我们要解决的问题是: 这些解有什么意义？

图 2

现在退一步, 看看在这平均场近似下, 自由能是什么. 从自由能的极小值, 我们可以
对 T < TC 情形作一解释.

2. 总磁矩

平均场解法可以用 “熵极大” 法则求出. 这法则是: 用一简单的能量函数 H ′(s) 取

代 H(s), 再用 H ′ 求熵及 ⟨H⟩, 再求 E = ⟨H⟩ 为定值下熵之极大值, 即在定温下自由能
F = E − TS 之极小值, 以选定最好的 H ′(见第七章末节). 现在我们用

H ′(s) = −
N∑
i=1

sih
′ (10)

来求熵, 视 h′ 为待调整的参数. 这模型之熵非常容易求；已求过多次:

S = ln N !

N+!N−!

=
N

2

[
(m+ 1)ln 2

1 +m
+ (1−m)ln 2

1−m

]
,

F0(m) = ⟨H⟩ − TS,

⟨H⟩ = −1

2
NvJm2 −Nmh,

⟨si⟩ = tanh h
′

T
≡ m.

(11)

注意, m 和 h′ 之关系为一单调函数, 毫无困难. 因此, 将 m 视为参数亦可. F0(m) 还不

是自由能. 它的极小值才是自由能, (的近似).
现在调整 m 以求自由能之极小, 解

∂F0(m)

∂m
=

∂

∂m
[⟨H⟩ − TS] = 0, (12)
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结果就是 (5). 图 3 所示是 F0(m) 在 T > TC 和 T < TC 时的曲线. (5) 之解为 F0(m)

曲线水平点, 即图 2 曲线.

图 3

在 T < TC , h 不太大时 (5) 有三解, 由图 3 可见. 不过有一解为 F0 之极大, 此解为
图 1, AB 之间者. 其他二解为 AB 之外者. 如 h ̸= 0, 则只有一绝对极小, 即 m, h 同方
向者. 如果 h = 0, 则有两极小, 即 ±m0(T )(见 (8)). 图 3 中的 C 点为一极小, 但非绝对
极小, m 和 h 反向. 这是一种暂稳态, 在章尾问题中会讨论.

现在, 只要 h ̸= 0, F0(m) 就只有一个绝对极小值, 因此, h ̸= 0 的情形已解出, 不再
有疑问. h = 0, T < TC 时, 有两个极小值. 这可以看作铁磁性的特征, 即没有磁场时, m
非零, 且方向不定. 现在我们把总磁矩 M = Nm 的结果以图 4 表之.
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图 4

这图 4 就是图 1, 把不适合的部分去掉便得.
注意 F0(m), 即图 3 的曲线, 不是一定总磁矩下的自由能. (10) 是一个十分苛刻的

限制, 不只是限制了总磁矩 Nm. 它把每一个 ⟨si⟩ 都限制成 m. 也就是说, (10) 至 (12)
的步骤是: 假定每个 ⟨si⟩ 都一样, 且每个 si 都独立, 则最接近真的自由能的选择是由
(12) 决定. 如果 ⟨si⟩ 不是到处一致, 则这步骤就必须修改才行.

3. 自由能和相平衡

我们方才强调图 3 的曲线 F0(m) 还不是自由能. 现在问, 自由能是什么? 答案很简
单: 自由能即是

F (h, T ) = F0(m(h, T ), h, T ). (13)

F0(m) 除了是 m 之函数外, 也是 h, T 的函数 (我们现在详细写出 h, T ). m = m(h, T )

即是图 4 的曲线, 由 F0(m) 的极小得来.
在 h ̸= 0 时 (13) 没问题. 在 h = 0, T < TC 时, m(0, T ) = ±m0(T ), 虽有两解, 但

F0(m) 和 m 的符号无关. 故 (13) 亦无问题.
如果物体分成两部分, 其一有 m = m0, 其二有 m = −m0. 如果略去分界面的能量,

则 F (h, T ) 仍是一样. 分界面的能量是和其面积成正比, 而 F 是和体积成正比. 因此分
界面的能量只是一很小的修正项. 令第一部分占总体之百分比为 α, 则

m(0, T ) = αm0 − (1− α)m0

= (2α− 1)m0, 0 < α < 1,
(14)



388 第二十七章 平均场解

即

−m0 < m(0, T ) < m0.

当然, 把物体分成三部分, 或更多部分亦可. 只要分界面不是太大, 则自由能大致不变.
这可以看作 “相平衡” 的现象, 即 m = m0 和 m = −m0 的区域可以同时存在于平衡态

中. 这些区域很像磁铁中的 “磁畴”,每个畴里的磁矩方向一定,但各畴之磁矩不一. 但真
的磁铁中有长距离作用, 比这伊辛模型复杂太多. 各区域间的分界面或移动, 或被杂质
困住. 这是另一些问题. 我们现在的结论是, 在 T < TC , h = 0, m(0, T ) 之值可在 ±m0

之间任何值, 而 F 不变. 令

F ′
0(m,T ) ≡ F0(m,h, T ) + hNm

= −1

2
NvJm2 − TS(m),

(15)

F ′
0 只是 m 和 T 的函数. −hM 一项没有包括. 令自由能 (13) 加上 hM 为

F + hM = F ′(m(h, T ), T ). (16)

这个自由能, 是看作总磁矩和温度的函数. 注意 F 和 F ′ 的微分为

dF =− SdT −Mdh,

dF ′ =− SdT + hdM.
(17)

F ′ 是内能减 TS, 而 F 是内能减去 hM 再减 TS. 即 F 包括了外力 h 产生的势能. (见
第十六章讨论).
根据以上的分析, 如果 T < TC , 则

F ′(m,T ) = F ′
0(m,T ), 如 |m| > m0,

= F ′
0 (m0, T ) , 如 |m| < m0.

(18)

此地的 m 是 M/N 的平衡值, 即 m(h, T ).

图 5
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如果 T > TC , 则 F ′(m,T ) = F ′
0(m,T ).

图 5 就是图 3 右上曲线, 只是把底下作一切线. 以切线为 F ′. 切线上的凸出部分不
要了. 平衡时

∂F ′

∂M
= h. (19)

如果 h = 0, 则 F ′ = F 须为极小. 因为异相可以共存而 F 值不改, 所以在 m0, −m0 间

F ′ = F 必须是水平, 不会凸起来.
以上似乎啰里啰苏, 讲了半天, 结果只是把图 3 右上曲线的凸起削去而已. 这结果

虽简单, 但 F , F ′ 和 F0 之间的关系并不简单. 图 5 的意义和图 3 大不相同. 读者务必
留意.

4. 伊辛格子气体

这模型是由哈密顿量 H 定义:

H − µN = −1

2
ε
∑
i,j

ninj − µ
∑
i

ni,

N =
∑
i

ni.
(20)

此地的 ni 是在格子 i 的粒子数, ni = 1 或 0. (20) 的右第一项的和是限于相邻的 i, j.
因为每个 ni 只有二值, 这模型是一伊辛模型. 令

σi = 2ni − 1, (21)

则 (20) 可化作伊辛磁铁模型:

H − µN = H ′ −
(
1

8
εv +

µ

2

)
V,

H ′ = −1

2
J
∑
i,j

σiσj − h
∑
i

σi,

J =
ε

4
,

h =
µ

2
+
εv

4
.

(22)

注意, 现在用 V 指总格子数, 总单元数. 用 N 来指定气体粒子数. 以前的单元数 N 是

现在的 V . 有了这模型和磁铁模型的关系, 我们可以把上几节的结果翻译成格子气体的
性质. 自由能 Ω 的定义是

e−Ω/T =
∑
s

e−(H−µN)/T , (23)

而磁铁模型的自由能 F 的定义是

e−F/T =
∑
s

e−H/T . (24)
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因此, 由 (22) 可知

Ω = F −
(
1

2
µ+

1

8
εv

)
V. (25)

因为 Ω = −pV , p 为压强, 所以 (注意磁铁模型的 N 是此地的 V ).

p = −F
V

+

(
1

2
µ+

1

8
εv

)
= −F

′

V
+ 2nh− 1

2
Tc,

Tc = Jv =
1

4
εv,

(26)

n = ⟨ni⟩ =
1

2
(1 +m). (27)

F ′ 是由 (16) 定义, 见 (16), (17), (18), (19), 及图 5. 我们要知道的是压强、密度 n 及温

度 T 之间的关系. 因为 F ′ 已解出, (26) 即是答案, 只是不大明显.
先看 T > Tc. h 可以用 (5) 代, F ′ 由 (11) 代. 简化之, 得

p = T ln
(

1

1− n

)
− 2n2Tc. (28)

在低密度时, 即 n≪ 1 时, p ≈ nT , 即理想气体公式. 高密度时, 即 n→ 1, p 趋向 ∞, 这
是因为每格只能放一个粒子之故. (28) 可以改写成

p = (T − Tc) ln
(

1

1− n

)
+ Tc

[
ln
(

1

1− n

)
− 2n2

]
, (29)

故

dp
dn =

(T − Tc)

(1− n)
+ Tc

(1− 2n)2

(1− n)
. (30)

可见在 T = Tc, n = 1
2
时, p 的一次和二次微分都是 0.

这即是 “临界点”, 相当于 h = 0, T = Tc, m = 0. 临界压强是

pc = Tc

(
ln2− 1

2

)
= 0.193Tc. (31)

(pc, Tc) 是平衡蒸汽压曲线的终点, (见图 6). 这曲线即是 h = 0, T < Tc 画在 (p, T ) 平

面上. 将 (26) 的 h 设为 0, 将 (18) 的 F ′
0(m0, T ) 代 F ′, 即得此曲线

p(T ) = −F
′
0 (m0(T ), T )

V
− 1

2
Tc

= −1

2
Tc

(
1 +m2

0(T )
)
+

1

2
T ln 4

1−m2
0(T )

.
(32)
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图 6

图 7

在 T < Tc, h ̸= 0 时, (28) 仍可用. 如果把 p 画成 1/n = V /N 的函数, 则成图 7 之
曲线. 水平的部分是气液共存的压强, 即饱和蒸汽压, 或平衡蒸汽压.
潜热 q 是每一分子由液态转入气态所需的热. 在这模型, S(m0)/V 和 S(−m0)/V

是一样的, 但密度 n = N/V 由 1
2
(1 +m0) 改成

1
2
(1−m0). 因此,

q = T

[(
S

N

)
气

−
(
S

N

)
液

]
= TS (m0)

(
2

1−m0

− 2

1 +m0

)
1

V

= T
2m0

1−m2
0

[
(1 +m0) ln

(
2

1 +m0

)
+ (1−m0) ln

(
2

1−m0

)]
.

(33)

这结果也可以由 (32) 的微分得来, 即
dp
dT =

q

T∆v

∆v =

(
1

n

)
液

−
(
1

n

)
气

.
(34)

此式见第十五章.
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5. 范德瓦尔斯公式

在上一节, 已经把平均场近似用于气液相变的问题. 范德瓦尔斯公式的内容也只是
如此, 外表稍有不同而已. 本节的目的, 是多一次练习, 并介绍一下 “气液态万用公式”.

气体分子间的作用, 有短程的斥力和稍远程的吸引力. 现在我们把这气体用一理想
气体模型取代, 再调正模型中的参数使熵为极大, 同时把总能量限制在定值.

令 S 为理想气体的熵. 在定温定压下, 能量是

H =
3

2
NT + pV − bN

2

V
. (35)

此式包括压强产生的势能 pV 及由分子间引力引起的作用能−bN2/V . 现在求 S 之极大

值而把 H 限为一定, 即求

S (V −Nv0)−
H

T
≡ − 1

T
G0(V ) (36)

之极大, 或

G0(V ) =
3

2
NT + pV − bN2

V

− T
[
N ln

(
V −Nv0

N

)
+

3

2
N lnT

] (37)

之极小值. 现在 V 是一可调正的参数, 一如第 2 节的 m. 在 (36), 熵所用的体积是
V − Nv0, 即这理想气体模型是有较小的容积. 原因是分子间的斥力. v0 约是分子的体
积. 斥力使分子活动空间缩小. (36) 之极大值, 即 (37) 之极小, 可由

∂G0

∂V
= 0 (38)

求得, 也就是

p =
NT

V −Nv0
− bN

2

V
. (39)

此式即范德瓦尔斯公式. (见图 8). 在高温时没问题. 在温度太小时, ∂p/∂V 就可能是正
的, 即加压反而膨胀, 不太合理.
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图 8

注意, (39)是由在一定 p下, G的极小值求得. 图 8(a)低温曲线有三处 ∂G/∂V = 0.
这三个点在图 8 (b) 中也标出. 显然只有 A 处之值的 G0 才是自由能, B, C 都得丢掉

图 9

如果 G0 在 A, B 两处同高, 则有二解. 在这情形下

0 = G0 (VB)−G0 (VA)

=

∫ VB

VA

dV ∂G0

∂V
=

∫ VB

VA

dV [p− p(V )]

= (VB − VA) p−
∫ VB

VA

dV p(V ).

(40)

式中 p(V ) 是 (39) 的右手边, 即图 9(b) 的曲线. (40) 最后一项是曲线在 AB 下的面积.
此面积由 (40) 可见等于直线 AB 下的面积. 因此, 在二相可以共存时, 图 9(b) 的两块
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画满斜线部分有相同的面积. 所以, 若要求共存时的压强和体积, 只要在 p = p(V ) 曲线

上画条直线, 令直线上曲线下的面积等于曲线上直线下的便可, 用不着去计算自由能了.
此所谓 “麦克斯韦法则”, 把一条曲线的不合理部分去掉. 每一个温度有一条曲线, 结果
和图 7 大同小异, 虚曲线是所谓 “共存曲线”. 共存曲线的最上一点为 “临界点”. 此点以
上就不会有二相共存了.
临界点的特征是 p = p(V ) 曲线的一次, 二次微分都是零

∂p

∂V
= 0,

∂2p

∂V 2
= 0. (41)

从范德瓦尔斯公式 (39) 至 (41), 可解出 Vc, Tc, 即临界体积及温度. 得

Vc = 3v0N,

Tc =
8b

27v0
,

pc =
b

27v20
.

(42)

现在用这些值为体积, 温度及压强的单位, 令

v′ ≡ V

Vc

,

T ′ ≡ T

Tc

,

p′ ≡ p

pc
.

(43)

则范德瓦尔斯公式成了

p′ =
8T ′

3v′ − 1
− 3

v′2
. (44)

这个公式没有任何参数了. 因此, 如果范德瓦尔斯公式是对的, (44) 应该合用于所有气
体. 只要测出临界点, 其他性质全可由 (44) 求得. 照实验结果, (44) 可以说是惊人的成
功. 许多气体都适合 (44), 准确到 10% 以内. (44) 可称为 “气液万用公式”∗. 成功的原
因, 是各种气体分子作用都差不多, 都是第十四章图 1 的样子.
注意: 平均场解并不能准确地解出 Tc. 刚才说的 “准确到 10%” 是指 (44). (43) 的

Tc, pc, Vc 都是用的实验数值, 不是平均场解. 由第十七章的图 3 可见一斑.

6. 凝聚现象的共同性质

以上我们用平均场方法讨论了液态气态, 和铁磁性的模型. 我们发现这些模型在表
面上不同, 但内容一样. 因此, 它们讨论的不同现象, 应该有许多共同点. 现在总结整理
如下.

(甲) 相共存:
∗英文文献称之为 Law of corresponding states.
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在一定的环境下, 可以有不同的平衡态. 在磁铁模型中, 异相是指不同的磁矩方向.
在气液模型中, 异相是指不同的密度.

(乙) 临界点
在临界温度以上, 相共存不再出现, 即只有一个平衡态. 在磁铁模型, 磁矩消失. 在

气液模型, 无气液之分.
(丙) 序参量
因此, “序参量” 的概念可以很自然地建立. 此量在临界温度以上为零. 在临界温度

以下非零, 且可以有不同的值. 不同值代表不同的平衡态. 在磁铁中, 序参量可定义为平
均磁矩. 在气液模型中, 可定义为密度减去临界点的密度. 在磁铁, 序参量是一个矢量,
而在气液则是一标量. 注意: 以上各节的讨论, 事实上只限于标量, 磁铁模型的磁矩只限
于两个方向. 矢量是指可有连续性方向改变的量. 这是第二十九章的题材.
序参量是一个坐标. 和其他坐标相似. 每个坐标都可有一个 “力” 来控制它, (见第

二章), 控制序参量的力可称 “凝聚力”. 磁场和压强 (或化学势) 是控制磁矩和密度的力,
是以上二例子的凝聚力.
除了铁磁性和气液共存, 还有许多其他的凝聚现象, 都有以上 (甲)、(乙)、(丙) 的特

点. 表 1 列出一些常见的例子. 反铁磁性的固体中, 自旋方向作周期性的排列. 例如在
立方晶格里, 任一个自转的方向常和它的六邻自旋相反. He4 超流性和超导电性的凝聚
量就很不明显了. 一个粒子状态可以是空的, 也可以是满的. 但量子力学还容许空态和
满态的组和形态. 因此, 除了粒子数之外, 还有其他运动变数存在, 即 “粒子幅度”. 读者
若用自旋 1/2 来想, 则自旋向上为 “满” 向下为空, 代表粒子数变数. 但除了上下之外,
自旋还可以朝左右南北各方向. 这些方向, 相当于 “粒子幅度”. 这一点在第三十章会详
谈. 超导体的情形也类似, 一对电子状态可空可满, 但也可以在不空又不满的组和态.
以上的共同点, 可以用简单的平均场解作一总结. 图 3 的各曲线在临界温度附近,

可以用以下简单式子代表. 即在 m 很小时

F0(m) ≈常数+N
(
am2 + bm4 − hm

)
a = a′ (T − Tc) .

(45)

现象 序参量 例如 临界温度 K
气液 密度 H2O 647.05
铁磁性 磁矩 Fe 1044
反铁磁性 周期磁矩 FeF2 78.26
超流性 He4 粒子幅度 He4 2.17
超导电性 配对电子幅度 Pb 7.19
混合液分离 两液体密度差 CCl4-C7F14 301.8
合金分子排列 周期排列 CuZn 739

a′, b 在 Tc 附近大致不变. m 是序参量. (45) 合用于任一凝聚现象, 只是 a′, b 之值
各有不同. 设 h = 0, 由 F0(m) 的极小条件, 可知 m 在 T > Tc 时为 0, 在 T < Tc 时和
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(Tc − T )1/2 成正比. ∂m/∂h 和 |T − Tc|−1 成正比. 热容率在 T = Tc 处不连续. 这些特
性在以上诸节大致都提到了, 读者可由 (45) 再推演一次. (45) 式即是所谓 “朗道理论”.
它的内容和平均场解法一样, 但它的用意是把所有的凝聚现象放在一起讨论. 这是极其
重要的一步.
平均场解并不足以解释所有的凝聚现象共同点. 更仔细的实验和理论, 发现在 T 和

Tc 很接近时, 平均场解的结论就不正确了, 例如

m ∝ (Tc − T )β ,
∂m

∂h
∝ |T − Tc|−γ

,
(46)

指数 β 不是 1/2, γ 亦非 1. 而且 β, γ 之值和序参量的对称性有关. 伊辛模型有 +m,
−m 的对称, 但矢量模型 (即 m 为一矢量) 有连续性的对称, 各指数就不同. 同一对称
性, 但如空间维数不同, 指数亦异. 如加了杂质, 可能又不一样. 临界点附近的性质, 统称
“临界现象”. 虽然是很有趣的题目, 但略嫌太专门, 故不多谈了.

讨论问题二十七

1. 由图 3 可见, 在 T < Tc, h 不太大时, F0(m) 有一个绝对极小, 还有一局部极小.

绝对极小为平衡点.

如果把磁场 h 忽然转到相反方向, 则情形如何?

复习第十五章 “水珠的消长” 一节, 及第十七章问题 5. 试把图 3 的局部极小解释
成一暂稳态.

2. 如果容许各点的平均场不一样, 则 (5) 的推广是

hi = T tanh−1mi − Jvmi − J
∑
j

(mj −mi) ,

mi = ⟨si⟩ .
(47)

式中的求和 j 限于 i 的近邻.

(A) 试导出 (47), 用第 1 节, 及第 2 节的方法.

(B) 如果 mi 是 ri 的平缓函数试证∑
j

(mj −mi) ≈ a2∇2m(r), (48)

a 是近邻之间的距离. m 看成位置的连续函数. 因此,

h ≈ T tanh−1m− Jvm− Ja2∇2m (49)

外加磁场 h 也可以是 r 的函数.
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(C) 分界面

令 h = 0, T < Tc. 假定
m = 0, x = 0,

m→ m0, x≫ a,

m→ −m0, x≪ −a,

(50)

并假定 m 在 y, z 方向不改, ±m0 为 F0(m) 之二极小点. (见第 2, 3 节). 试求
m(x), 并作图.

(D) 界面张力

试证由分界面引起的单位面积自由能是

σ =

∫ ∞

−∞
dx
[
1

2a
J

(
dm
dx

)2

+ f0(m(x))− f0 (m0)

]
,

f0(m) ≡ F0(m)

V
.

(51)

σ 即界面张力. 将 (C) 结果代入即可求 σ.

(E) 界面位移

在 (50), 加了 m(0) = 0 的要求. 如果把这要求改成 m(b) = 0, b 是任一常数, 则以
上答案有何改变?

试讨论 b 的意义. 就此讨论分界面的涨落问题 (详细分析见下一章).

(F) 界面厚度

试证, 如 x≫ a,
m(x)−m0 ∝ e−x/ξ,

ξ ≡ a
[
Tc − T
J

]−1/2

.
(52)

这结果只合用于 ξ ≫ a 的情形, 因为 (48), (49) 的假设是 m 在距离 a 之内改变得

很少.

3. 试用平均场法解矢量模型

H = −J
∑
i,j

si · sj − h ·
∑
i

si (53)

si 是长为 1 的矢量, i, j 为立方晶格上的近邻. 求磁化率, 热容率.

4. 试用平均场法解以上矢量模型, 只是 si 为量子自旋 1/2 算符.

5. 将 (44) 式仔细作图, 画出各 (p′, v′) 曲线, 共存曲线.
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6. 从第 5 节的分析, 导出每分子蒸发熵

∆s =
q

T
= ln

(
3v′1 − 1

3v′2 − 1

)
, (54)

v′1, v′2 各为气态、液态中的每分子体积除以每分子临界体积 vc.

因此, 一旦 v′1 测得, v′2 和 ∆s 即可算出. 注意, ∆s 是一个对数, 因此对 v′1, v′2 的改
变不很敏感. 既然万用公式 (44) 的应用范围很广, (54) 式也属 “兼用”. 第十五章
问题 2 也可以用此式大致解释.

7. 设有一类的物质, 它们有共同的作用势能形式, φ(r) = εψ(r/σ), ψ 的形式固定, 但
ε、σ 随物质不同而异.

(A) 从定温法则证明若热力学变数取适当的单位, 则此类物质均有相同的状态方程
式.

(B) 证明若此类物质有临界点, 则有相同的临界比值

pcvc
Tc

,

Tc, pc, vc 是在临界点的温度、压强和每分子体积. 这一点指出 “万用公式” 之所以
为万用, 大致是因为各气体分子作用能有大致相同的形式.

8. 响应和相干

(A) 复习第十三章.

(B) 假定 T > Tc, m 很小, h ∝ δ(r).

用 (49) 解 m(r), 试证
G(r) ∝1

r
e−r/ξ,

ξ ∝ (T − Tc)
−1/2

.

(55)

G(r) 是响应函数, 相关函数 C(r) 可由 G = C/T 求得. ξ 是相干长度.

9. 求 T < Tc 时的响应和相关函数. 仍从 (49) 开始.

以上两题指出, 从平均场解法, 我们可以把涨落现象略作分析.

在临界点附近, 涨落大, 相干长度很长, 这简单的分析不大靠得住.

10. 在临界点附近, 散射率特别大, 因为散射率是和相关函数成正比. (见第十一章第 4
节). 试分析此一现象.

11. 反铁磁性, 伊辛模型

令哈密顿量为

H = J
∑
i,j

sisj − h
∑
i

si. (56)
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这和铁磁模型差不多, J 改成了 −J . ij 仍是立方晶格上的近邻. J > 0.

(A) 假定 h = 0, 解一维空间模型.

(B) 试证: 只要 h = 0, (56) 的自由能和铁磁模型一样, 即 J 改成 −J 无所谓.

(C) 用平均场法解 (56), h ̸= 0 的情形. 求热容率及磁化率.

(D) 序参量在此模型该如何定义? 凝聚力是什么？(不是 h).
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第二十八章 分界面的涨落

上节讲的平均场解, 使我们对凝聚现象有一个大致的了解, 告诉我们许多此类现象
的共同特性, 例如相类似的相平衡曲线, 临界点等等. 不过我们还没有考虑涨落. 涨落对
凝聚有很大的影响, 涨落太大, 就不能凝聚. 涨落的特性, 也和凝聚有密切的关系.
涨落的分析, 往往可以分成三种情形: (1) 高温, (2) 低温, (3) 临界. (1) 是指比临界

温度高不少的情形, 物体性质和凝聚没有什么关系, 相干长度很短. 这种情形比较容易
分析, 相互作用可以看成一个不太重要的修正. (2) 是指比临界温度低了不少的温度. 依
照平均场解, 凝聚已成定局. 但涨落仍可以有十分重要的效果. (3) 是指在临界温度附近
的情形. 这情形比较复杂. 在凝聚的边缘, 一会儿凝一会儿不凝, 这一堆单元指向北, 另
一堆又向南, 涨落幅度大, 相干长度大, 很不容易分析. 这是一个近年来颇受人注目的题
目, 读者有兴趣可阅参考书∗. 因为它稍嫌太专门一些, 我们不在此介绍.

涨落和空间的维数及序参量的对称性有十分密切的关系. 这一点, 平均场解没有能
指出. 在第十一章, 我们曾计算晶体中原子的振幅, 发现在二维空间或一维空间, 振幅很
大, 而在三维以上的空间就不大. 此类问题, 将在下一章作进一步的讨论.
在这一章, 我们讨论在低温时, 相平衡的分界问题. 这也是一个平均场解所忽略了

的问题. 我们先用一简单的表面张力模型来看气、液分界的涨落, 再用伊辛模型及 “电
荷气体” 模型来分析晶体表面. 最后一节的目的, 是指出看来不相干的模型竟可以有相
同的内容.

1. 液面模型

在第十七章, 我们解了一维空间的伊辛模型. 结论是没有铁磁性, 因此, 平均场解的
结论不合用于这一维空间的模型. 原因很简单: 各分界点把物体分成 “正区” 和 “负区”.
由于分界点可以移动而能量不改, 各区大小不断地作随机的改变, 使平均磁矩消失. 这
由分界点引起的涨落, 在平均场解中没有被考虑.

二、三维空间的伊辛模型就没有这种情形发生. “分界点” 成了分界线, 或分界面.
一个在正区内的负区若要增大, 必须加大分界. 在低温时, 分界不易增大. 这是第十七章
“皮尔斯证明” 的内容.

∗见 Ma (1976), Stanley (1971).
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但在讨论正态, 负态共存时, 仍要考虑到正、负区域的分界. 现在我们来看二维空间
分界线的涨落情形. 暂且不用伊辛模型, 而用一个更简化的模型. 图 1 示一分界线 z(x).
线下为正区, 线上为负区. 我们把分界看成一连续曲线, 略去格子的分立性质.

图 1

假定分界线的能量和其长成正比:

H = αL

L =

∫ L0

0

dx
[
1 +

(
dz
dx

)2
]1/2

≈ L0 +
1

2

∫ L0

0

dx
(

dz
dx

)2

.

(1)

α 是 “表面张力”. 如果这分界是气, 液的分界, 则这模型该是相当正确. (如果没有重力
的话). 以上假设梯度很小, 即 |dz/dx| ≪ 1, 令

z(x) =
1√
L0

∑
k

ηkeikx,

ηk ≡
1√
L0

∫ L0

0

dxz(x)e−ikx.

(2)
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代入 (1) 得
L ≈L0 +

1

2

∑
k

k2 |ηk|2 ,

H =αL = αL0 +
α

2

∑
k

k2 |ηk|2 .
(3)

由能量均分定律得 〈
αk2 |ηk|2

〉
= T. (4)

令 ∆z 为 x, x′ 两点之高度差, 并求 ⟨(∆z)2⟩. 在 x, x′ 相距很远时, ∆z 的大小可以看成
界线的 “厚度”

∆z ≡ z(x)− z (x′)〈
(∆z)2

〉
= 2

〈
z2
〉
− 2 ⟨z(x)z (x′)⟩

=
2

L0

∑
k

T

αk2
[1− cos k (x− x′)]

=
2T

α

∫ ∞

−∞

dk
2πk2

[1− cos k (x− x′)]

=
2T

α
|x− x′| .

(5)

如果 |x− x′| ∼ L0, 则 ⟨(∆z)2⟩ ∼ (T/α)L0. 这结果的由来是 (3) 式中的 k2 因子. k = 0

的移动是指所有的 z(x) 都一样, 即均匀移动. 这种移动不费能量, 即把整个分界线往上
或往下移不会改变能量. k 很小的振动, 即长波振动, 能量很小. 这些长波运动使分界面
高度的涨落变得很大. 这分界的 “厚度” 因此和

√
L 成正比. (即 ⟨(∆z)2⟩ 之平方根). 这

分界线因此是 “粗糙” 而非 “光滑”.
现在把这简单的模型推广到三维空间中的分界面. 令界面的能量和其面积成正比.

H = αA

A =

∫
d2r

[
1 + (∇z)2

]1/2
≈ L2

0 +
1

2

∫
d2r(∇z)2.

(7)

这是 (1) 的推广. α 是表面张力. 高度的涨落可再由 ⟨(∆z)2⟩ 来表示. (5) 的推广是〈
(∆z)2

〉
=

(
2T

α

)∫ d2k

(2π)2k2
[1− cosk · (r − r′)]

=
T

πα

∫ kD

0

dk
k

[1− J0 (k |r − r′|)]

≈ T

πα
ln |r − r′|

a
,

a ≈ 1

kD
.

(8)

我们把积分限在 kD 之内. a 约是原子间的距离. (8) 只在 |r − r′| 比 a 大很多时合用,
J0 是贝塞尔函数.
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以上的结果 (8) 指出, 在 |r − r′| 增大时, ⟨(∆z)2⟩ 越来越大. 因此, 分界面是粗糙
的, 不管温度多低, 界面的厚度是

〈
(∆z)2

〉1/2 ∼ [T
α

lnL0

a

]1/2
. (9)

L2
0 是界面在 (x, y) 面的面积. 注意, 即使 L0 很大, (例如 1 公里), (9) 也不会大到那里
去. 把 (9) 看成无限大是毫无意义的.

这模型把物体看成连续介质, 把分界看成弹性的线或面. 对一个气液分界来说这模
型该是很正确, 只是未把重力考虑进去, 重力虽然弱, 但是液面之所以维持水平, 全靠重
力, 现在估计一下重力的影响.

液面涨高 z, 则产生压强 ρgz, ρ 是液体质量密度减去气体的. 故产生能量 (单位面
积) 1

2
ρgz2, 因此, (7) 该加上一项, 而成为

H = αA = αL2
0 +

1

2
α

∫
d2r

[
(∇z)2 + z2

ξ2

]
,

ξ2 ≡ α

ρg
.

(10)

如此, (9) 中的 L0 就该改成 ξ 了.

以上是气液分界的讨论. 如果我们要分析的分界是晶体的表面, 则晶体的结构就不
能不考虑了. 伊辛模型的格子排列, 可以算是一种晶格的最粗略的写照. 如果把格子的
分立性考虑进去, 或可以对晶体的表面有所认识.

二维空间中的分界线, 可以直接照伊辛模型 (17.16) 分析, 相当简单, 可以分析得很
仔细. 结果也和以上的大同小异, 是一个很好的示范例子. 三维空间中的分界面就很复
杂. 把格子考虑进去后, 低温下的分界面就不再是粗糙的了. 下节先看分界线.

2. 伊辛模型分界面

从不等式 (17.27)可见, si 的平均值在 T ≤ J 时, 已是十分接近 1. 如果边界上的 si

取为 −1, 则几乎所有的单元都接近于 −1. 现在我们把棋盘上方边界取 −1, 下方取 +1,
如此就一定有一条横贯分界线, 见图 2. 只要 T 不是很接近 Tc, 分界线上方的单元几乎
全是 −1, 下方的几乎全是 +1. 现在来大略计算分界线的自由能. 分界线的能量是它的
总长乘以 2J . 总长是
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图 2

L = L0 +

L0∑
k=1

|yk| (11)

yk 是, 从左算起, 第 k 个垂直分界线段长. 上图 (b) 中, y1 = 2, y2 = 1, y3 = 0, y4 = −2,
y5 = −1 等. 因此分界线的自由能 F ′′ 是

F ′′ = −T lnZ ′′,

Z ′′ =
∞∑

y1=−∞

∞∑
y2=−∞

. . .
∞∑

yL0
=−∞

e−2JL/T δ (y1 + y2 + . . .+ yL0
) .

(12)

式中的 δ 函数迫使分界线的右端定在右边之中点. L0 是个大数, 这 δ 函数的作用可以

略去. (在 F ′′ 产生 O(lnL0) 的误差). 略去 δ 函数后, Z ′′ 就很容易计算了:

Z ′′ = ζL0

ζ = e−2J/T

(
1 + 2

∞∑
y=1

e−2Jy/T

)
,

= e−2J/T tanh
(
J

T

)
.

(13)

α ≡ F ′′

L0

= 2J + T ln tanh
(
J

T

)
. (14)

从大尺度观点来看, 分界线长是 L0, 因为不计上下的涨落. α 是在温度 T 时的 “表
面张力”. (11) 式只在 T 很小时, 即 T ≤ J 时合用. 表面张力随 T 减, 但减得不多.
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下一个问题是分界线的涨落幅度. 在第 k 个水平位置, 分界线高是

zk =
k∑

j=1

yj (15)

因此, 从界线上一点到另一点的高差是

∆z ≡ zk+n − zk =
k+n∑

j=k+1

yj . (16)

只要 n≪ L0, 各个 yj 都是独立的变数. 用中心极限定理得 ∆z 之分布

ρ(∆z) ≈ 1√
2πσ

e−(∆z)2/2σ2

,

σ2 = n
〈
y2
〉

=
2ne−2J/T

(1− e−2J/T )
2

=
n[

2 sinh2(J/T )
] .

(17)

因此, 这界线涨落得很厉害, 中间的涨落辐度约是

√
L0

sinh(J/T ) . (18)

√
L0 虽然比 L0 小很多, 但不能算是一个微观尺度. 因此, 这分界线是一条曲折、粗糙的
界线, 而不是一条光而平的直线.

以上的分析没有考虑图 3 所示的 “悬空” 型的区域, 或孤立的小区域. 不过, 即使包
括了这些, 以上的结论, 即分界线为粗糙, 不受影响.
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图 3

3. 晶体表面, 电荷气体模型

三十年前有人指出, 在低温, 晶体表面该是光滑的. 但当温度超过某温度则晶面会
变粗糙. 如用伊辛模型分析, 此温度差不多该是二维空间伊辛磁铁的临界温度†. 这些人
的说法大致如下

图 4

国 4 是一三维空间伊辛模型格子的截面图. 中层之上单元全为 −, 之下全为 +. 中
层的单元则可正可负, 因为中层单元上邻为 −, 下邻为 +, 所以上下邻的影响抵消, 即中

†Burton, Cabrera, and Frank (1951).



408 第二十八章 分界面的涨落

层的单元如改变, 其能量改变完全是由中层单元决定, 和上下都无关. 因此, 中层单元形
成一个二维空间的伊辛模型. 如果温度低于 Tc2, 即低于二维空间伊辛模型之临界温度,
则中层单元就凝聚成 + 的, 或 − 的. 当然, 仍会有一些涨落改变. 但这分界面除了这小
小的涨落之外, 是光滑的. 图 4 中的粗线代表分界面, 当然, 分界面上、下的一层都有上
述性质, 即不受其上邻, 下邻影响. 因此, 涨落不只限于中层. 不过, 以上的分析大致说来
是非常合理的. 只要 T ≪ Tc2, 分界面该是光滑的. 这分析也指出: 第 1 节的模型 (7) 之
所以不能形成光滑的分界面, 是由于没有分立的层面. 层面之分立, 为光滑界面的必要
条件.
用伊辛模型分析, 太复杂了一些. 我们现在把模型 (7) 加上一点分立层面的影响, 就

可以大致看出光滑和粗糙的转变.
以下的分析是把模型 (7) 转换成一个电荷气体模型 (见第十九章第 5 节), 再用这电

荷模型来分析. 怎么会和电荷扯上关系? 原因是 (7) 式中的 (∇z)2 量和静电作用有密切
的关系. 如果把 z 看成电势, 则 −∇z 为电场 E, (7) 正好是电场能量

H ∝
∫

d2rE2, (19)

而静电能量的极小值是由 ∇ ·E = 0 决定, ∇2z = 0. 任何和 z 扯上关系的作用, 都可以
看成电荷的作用. 例如 H 中加一项 ∫

d2rq(r)z(r), (20)

则 q(r) 可看作电荷分布, 因为 z(r) 是电势. 以下的步骤虽然比较繁杂, 但电荷概念的介
入并非不自然. 现在的问题是如何使连续 z 和分立 z 之不同点暴露出来.‡

现在把 (7) 改成

H = αL2
0 +

α

2

∑
R

∑
a

[z(R)− z(R+ a)]2. (21)

R 是水平方向的格子状态, a 是指向水平方向四邻的矢量. 热位能是

F = −T lnZ,

Z =
∏
k

∞∑
z(R)=−∞

e−H/T .
(22)

z(R) 现在是整数, 每层间的距离是 1. (21)、(22) 只是把 (7) 放在分立的格子上. 这不
是伊辛模型, 而是一个新的模型. 如果把 (22) 的计和改为对 z 的积分, 则这模型和 (7)
就没有什么不同了. 水平方向的格子分立性, 没有太大的影响. 等下就明白了.
求积分与计和间之差, 可以用第十六章的 “泊松计和公式”(见 (16.49)). 在此 z 的值

‡以下的方法, 见 Chui and Weeks (1976), Weeks (1980).
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可从 −∞ 到 ∞. 这公式可写成
∞∑

n=−∞

f(n) =
∞∑

q=−∞

fq =

∫ ∞

−∞
dzf(z) +

∞∑
q=1

(fq + f−q) ,

fq ≡
∫ ∞

−∞
dze−i2πqzf(z).

(23)

详细的推导, 见第十六章.
(22) 式中的每个计和都用上式代入, 得

Z = Z0

∏
R

∞∑
q(R)=−∞

〈
exp

{
−i2π

∑
R

q(R)z(R)

}〉
0

. (24)

Z0 是把 z(R) 看成连续变数所求得的 Z, ⟨. . .⟩. 是对这连续值模型求的平均值:

Z0 ≡
∏
R

∫
dz(R)e−H/T

⟨A⟩0 ≡
∏
R

∫
dz(R)A

e−H/T

Z0

.

(25)

如果 z(R) 为连续变数, 则其分布为正则, 因为 (21) 是 z 的二项式. 既是正则, 则〈
exp

{
−i2π

∑
R

q(R)z(R)

}〉
0

= exp
{
−(2π)2

2

∑
R

∑
R′

q(R)q
(
R′) 〈z(R)z

(
R′)〉

0c

}
.

(26)

这是正态分布的性质, (见 (12.32)、(12.38) 及第十二章的讨论).
〈
z(R)z(R′)

〉
0c
的计算

和 (8) 差不多, 如果 |R−R′| 很大, 则

〈
z(R)z

(
R′)〉

0c
≈ − T

2πα
ln
∣∣R−R′∣∣

a
+常数. (27)

代入 (26), (24) 得

Z = Z0

∏
R

∞∑
q(R)=−∞

exp

− 1

2T ′

∑
R,R′

q(R)q
(
R′)u (R−R′) ,

u
(
R−R′) = −ln

∣∣R−R′∣∣
a

,

T ′ ≡ α

2πT
.

(28)

这个模型, 正好是第十九章第 5 节讲的二维空间电荷气体模型, 只是电荷可以是任何整
数, 且 “温度”T ′ 是和 T 成反比, 和 “表面张力”α 成正比. q(R) 是在 R 处的电荷. 如果
所有的 q(R) 都是零, 则我们回到模型 (7). 因此, 分立层面的影响, 可以想成这些电荷的
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影响. 注意, 由于 +q 和 −q 的对称, 总电荷是零. 如要计算 ⟨(∆z)2⟩, 除了 (8) 之外, 我
们还得考虑这些电荷的影响.

〈
z(R)z(R′)

〉
c
可以由以下步骤求出: 将 q(R), q(R′) 改成

q(R) + λ, q(R′) + λ′, 令 λ, λ′ 为很小的量. 如此, 自由能之增加可以由 (24) 计出, 得

∂2F

∂λ∂λ′ = −
4π2

T

〈
z(R)z

(
R′)〉

c
,〈

(∆z)2
〉
≡ 2

〈
z2
〉
− 2

〈
z(R)z

(
R′)〉

0

. (29)

λ, λ′ 可以看成在 R, R′ 加放的电荷, 因此, (29) 是这两个电荷间的作用能 (除以 λλ′).
因此求 z(R), z(R′) 的相干值成了求二电荷间的作用能.
由第十九章的分析可知, 在 “低温”, 即 T ′ 很小时, 正、负电荷会自己成双, 介电系

数为有限, 而电荷间作用仍为对数式, 即

〈
z(R)z

(
R′)〉

c
∝ −ln

∣∣R−R′∣∣
a

,

T ′ <
1

4
, 即 T >

2α

π
.

(30)

1/4 是由 (19.28) 得来, 最小的 q 是 1. 如果 T ′ > 1/4, 则有独行离子存在, 产生 “屏蔽”
现象, 因此 〈

z(R)z
(
R′)〉

c
∝ e− |R−R′|/b√∣∣R−R′∣∣ ,

T ′ >
1

4
, 即 T <

2α

π
,

(31)

1

b2
=

4πn

T ′ . (32)

n 是电荷 +1 或 −1 的密度. (见 (19.34)) 大一些的, |q| > 1, 的电荷不发生什么作用.
因此, 在高温, T > 2α/π, 第 1 节的粗糙界面结论不变. 在低温, T < 2α/π 时, 界面

可视为光滑, 涨落的相关长度为 b. 电荷的密度 n 须要计算, 在此不谈.
以上的分析, 是用 “泊松求和公式” 把分立层面的影响写成一群电荷的影响. 再用

静电作用的模型来求得解答. 这种把一个模型转换成另一模型再求解的做法, 是一个常
见到的技巧. 这静电模型在下两章会再度出现.
晶体表面的粗糙或光滑, 对结晶速度很有影响. 这方面文献甚多§. 读者必须注意,

以上的模型并不足以分析固体表面的结构问题. 固体的表面, 是一门大学间, 必须从分
子间的作用力着手.

讨论问题二十八

1. 复习第二十七章问题 2, (1) 式中的 y 和 (7) 式中的 z 相当于该题中的 b. 讨论该
题的尺度 ξ 在本章第 1 节模型中的意义.

§见 Chui and Weeks (1980), Krumbhaar in Binder (1979).
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2. (A) 求模型 (1) 的自由能 F . 可由 (3) 开始. 每一个 k 单元的自由能都很容易求.

(B) 令 α = F/L0, 这可称为 “表面张力”. 这是大尺度的表面张力, 和小尺度的表
面张力 α(见 (1), (3)) 不一样, 试讨论 α, α 的意义, 并估计其差别. 用水作例子.

(C) 将这结果和第 2 节的结果比较.

3. 从伊辛分界模型导出连续界面模型.

(A) 由模型 (11) 开始, 取

k = 0, b, 2b, 3b, . . . ,mb, . . . (33)

诸点, 令 b ≫ 1, 这些点如果用直线连起来, 就成了一个粗略化的界面. mb 和

(m+ 1)b 间的详细变化都看不见了. 试证 (12) 的 Z ′′ 可写成,

Z ′′ =
L′∏

m=1

∞∑
ηm=−∞

ζ (ηm) δ (η1 + η2 + . . .+ ηL′) ,

L′ =
L0

b

(34)

e2jT ζ(η) =
m∏

k=1

∞∑
yk=−∞

e−2J|yk|T δ (η − y1 − . . .− yN ) . (35)

(B) 利用中心极限定理, 试证

lnζ(η) ≈ blnζ − 1

2
ln
(
2πb

〈
y2
〉)
− η2

2b ⟨y2⟩
. (36)

ζ 的定义见 (13), (14), ⟨y2⟩ 见 (17).

(C) 定义有效哈密顿量为

H ′ (η1, η2, . . . , ηL′) = −T
L′∑

m=1

lnη (ηm) . (37)

试证由 H 所得的自由能和由 (11) 的 H = 2JL 所得相同. 这只是检验以上步骤的
正确性.

(D) 在 (36), 只有最后一项和 η 有关, 其他都是常数, 试证

H ′ =常数+
α

2

∫
dx
(

dz
dx

)2

α ≡ T

⟨y2⟩
.

(38)

z 看成 x = mb 的平缓函数, dx 即是 b, η/b = dz/dx. 上式的积分只是对 m 计和

的缩写.
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因此, 第 2 节的模型和第 1 节的模型大致一样的, 只是尺度不同. (38) 或 (1) 的尺
度是 b, 而 (11) 用的尺度是 1. 注意, 在此 b≫ 1, dz ≫ 1, 并注意 (38) 的常数项不
是 αL0.

(E) 注意 (38) 的 α 是个复杂的 T 的函数, (见 (14)). (38) 式的常数项非常重要.
如果要得到正确的 α, 这常数项一点都不能马虎. 读者必须了解 H ′ 的意义和来历.
务必多加思考. 试讨论 b 的重要性. 从 (38) 看来, 并无 b 的影子. 但如没有 b, (38)
的意义就有了问题.

4. 用 (10) 计算水的 ξ 值, 并用 (9) 计算室温下水面厚度.

5. 讨论一个水珠形状的涨落.

(A) 将 (7) 推广, 以讨论近于球面的表面.

(B) 用球面正交函数分析水珠形状.
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本章讨论三个例子, 平面矢量模型 (即 XY 模型), 晶体模型以及量子矢量模型. 用
相当粗略的分析, 来说明序参量的涨落. 涨落幅度和空间的维数有关, 和对称性也有密
切的关系. 这些例子指明这些关系, 最后我们讨论这些模型的共同点, 即连续性的对称
以及凝聚. 在这种冻结情形下, 会有低能量的长波 “软模” 出现. 在一、二维空间的模型
中, 软模能使凝聚软化而动摇. 除了平缓的软模之外 “缺陷” 也是一种重要的涨落. 我们
用二维空间的 XY 模型为例, 略谈缺陷的来源及后果.

1. 平面矢量模型

我们先看一个最简单的矢量模型, 其哈密顿量是

H = −1

2

∑
i,j

Jijsi · sj ,

Jij = J, 如果i, j相邻,

= 0, 如不相邻.

(1)

si 为长度为壹的平面矢量, si = (six, siy), s2ix + s2iy = 1. 这就是所谓 XY “模型”. 和下一
章的超流体模型相似. 我们现在来看矢量方向的涨落. 先把 (1) 简化一点, 令

six = cos θi,

siy = sin θi,

则 si · sj = cos (θi − θj) .

(2)

现在假定相邻的角度都差不多, 则

cos (θi − θj) ≈ 1− 1

2
(θi − θj)2 .

令 R 指定各矢量的位置, (1) 可以化为

H =
1

4
J
∑
R

∑
a

[θ(R)− θ(R+ a)]2 +常数. (3)

413
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a 指向 R 的各邻居. 最后, 令

θ(R) =
1√
N

∑
k

θkeik·R,

θk ≡
1√
N

∑
R

θ(R)e−ik·R.

(4)

代入 (3) 得
H =

1

2

∑
k

Jk |θk|2 ,

Jk ≡ J
∑
a

∣∣1− e−ik·a∣∣2 = 2J
∑
a

(1− cosk · a).
(5)

在 k 很小时, Jk ∝ k2. 因此, 各 θk 独立, 为正态分布, 一切平均值都容易计算. 能量均
分定律指出 〈

|θk|2
〉
=

T

Jk
. (6)

由此可以计算 〈
(∆θ)2

〉
≡
〈
(θ(R)− θ(0))2

〉
=

2

N

∑
k

T

Jk
(1− cosk ·R).

(7)

如果 R 很长, 则小 k 诸项最重要. 把 Jk 写成小 k 的近似 Jk ≈ αk2a2, 则〈
(∆θ)2

〉
=

2T

Nα

∑
k

1

a2k2
(1− cosk ·R). (8)

这个计算在一维、二维空间都已在上一章做过, (见 (28.5), (28.8))

〈
(∆θ)2

〉
=



2T

α

R

a
, d = 1,

T

πα
lnR
a
, d = 2,

T

π2α

(
kDa−

πa

4R

)
, d = 3.

(9)

d 指空间的度数, d = 3 的积分亦不难, 注意 1/k2 即是 −∇2 解, 即静电方程式

−∇2ϕ = δ(R) (10)

之解. 除了一些细节之外, (9) 即是 (10) 之解. 1/kD 约是格子的大小. 由 (9) 可见, 角度
的涨落在 d ≤ 2 时, 随 R 增大, 和上章第一节的液面包伏情形一样. 各个 si 的相关函数

可由 (9) 求得:
C(R) ≡ ⟨s(R) · s(0)⟩ = ⟨cos(θ(R)− θ(0))⟩

= Re
〈
ei(θ(R)−θ(0))

〉
= e−((∆θ)2)/2.

(11)



2. 晶体的密度涨落 415

这最后一步是利用 θ 的正态分布 (见连接值定理 (12.32), (12.38)), 由 (9) 得

C(R) =



e−(T/α)R/a, d = 1,(
R

a

)−T/2πα

d = 2,

e−TkDa/π2α

[
1 +

π

4kDR

]
d = 3.

(12)

以上假定 R≫ a.
从这些结果可见, d ≤ 2 的情形下, 无论 T 多小, 只要 T ̸= 0, C(R) 都随 R 减小, 渐

趋于零. 只有在 d = 3 时 C(R) 趋近于常数. 也就是说, d ≤ 2 时, 没有集体排列的现象,
涨落太大了. 注意在 d = 2 时, C(R) 消失得很慢, 在一般合理的尺度下, C(R) 不能趋于
零. 这一点在上一章也提过. (9) 中的 ln(R/a) 不会很大. 因此, 在 d = 2, 凝聚现象不能
说没有.
照 (12) 的结论, d = 2, 3 在任何温度下都有排列现象. 也就是说, 在 (12) 中找不出

临界温度的影子, 怎么回事? 原因是以上假设了 ∆θ 为小量. 如果 |∆θ| ≥ π, 则以上的结
果就没什么意义. π 和 −π 是同一方向, θ 和 θ+2nπ, n = ±1,±2, · · · , 是一样的. 因此,
(9), (12) 这些结论只合用于低温. 以上无排列的结晶也不是严密的证明, 不过严密的证
明确是存在, 第 4 节再提. (一维空间的模型很容易解, (12) 的结论不错, 读者试解之).
我们现在再看一个例子, 即晶体, 乍看起来和这 XY 模型大不相同, 但事实上十分

相似.

2. 晶体的密度涨落

晶体中的原子作周期性排列, 因此, 密度不均匀. X 光之散射实验所观测的是散射
强度, 它和 〈

|ρk|2
〉
= |⟨ρk⟩|2 +

〈
|ρk|2

〉
c

(13)

成正比.
实验的分析一如第十一章的第 4 节, 由于晶体的周期性排列, 在某些特别的 k 值下,

即 k 等于所讲 “倒易矢量”∗之一时, ⟨ρk⟩ 就不等于零. 我们先来看 ⟨ρk⟩ 和振动位移 u

的关系:

⟨ρk⟩ ≡
∫

d3re−ik·r⟨ρ(r)⟩,

=
∑
R

〈
e−ik·(R+u(R))

〉
.

(14)

式中的 R 指各原子的平均位置, R+u(R) 为各原子坐标. u(R) 为运动变数, 现在略去

∗倒易矢量 G 代表周期性结构. eiG·r 的周期和晶体的周期重合.
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量子力学, u(R) 是一群简谐运动坐标之和:

u(R) =
1√
N

∑
λq

eiq·Rηqλêλq. (15)

每个 ηqλ 的概率分布都是正态分布, 且

⟨ηqλ⟩ = 0,
〈
|ηqλ|2

〉
=

T

mω2
qλ

. (16)

正态分布之连接值只到二次为止. 因此, 用第十三章的连接值定理 (见 (12.32), (12.38))
得 〈

e−ik·u(R)
〉
= e− 1

2⟨(k·u(R))2⟩

≡ e−W (k).
(17)

W 在第十一章已算过, (见 (11.21)). 用德拜模型, 得

W (k) =
k2TωD

4π2nmc3
, d = 3. (18)

n 是原子密度 N/V , m 为原子质量, c 为音速, ωD 为德拜频率. (13) 的第一项 | ⟨ρk⟩ |2

为 X-光散射强度的主要项. 当 k = G 刚好是 “倒易矢量” 之一时,

eiG·R = 1,

|⟨ρG⟩|2 = N2e−2W (G).
(19)

温度越高, 这强度越小. e−2W 即所谓 “德拜-瓦勒因数”, 指出因振动所引起的散射衰落.
现在来计算 (13)〈

|ρk|2
〉
=
∑
R

∑
R′

e−ik·(R−R′)
〈

e−ik·(u(R)−u(R′))
〉

= N
∑
R

e−ik·R e− 1
2⟨(k·∆u)2⟩,

∆u ≡ u(R)− u(0).

(20)

最后一步又用了连接值定理, 和 (17) 相似, ⟨(k ·∆u)2⟩ 的计算, 和上一章第 1 节的
⟨(∆z)2⟩, 及本章的 ⟨(∆θ)2⟩ 都差不多, (见 (8), (9)):

〈
(k ·∆u)2

〉
=

2k2T

nmc2

∫ ddq

(2π)d
1

q2
(1− cos q ·R)

=



2T

α
R, d = 1,

T

πα
ln
(
R

a

)
, d = 2,

T

π2α

(ωD

c
− π

4R

)
, d = 3,

(21)

α ≡ nmc2

k2
.
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这和 (9) 可以说是一样, 积分中的 1/q2 是从 (16) 式中的 1/ω2
qλ 来的. ω2

qλ = c2q2. 这
q2 是 ∇2 的化身, 弹性体的能量是和位移的微分的平方成正比. 如果整个弹性体作一整
体位移, 即 q = 0, 则不增加能量, q 很小时, 能量亦小. 由于小 q 振动, 即长波振动, 使
振幅 u 变大. 由 (18), (21) 可知, 在 d ≤ 2 时, 振幅已大得使晶体失去周期性的排列. 当
然, 在 d = 2 时, ln(R/a) 不会很大, 周期性并未全失.

现在把 (21) 代入 (20), 令 k = G, 得

〈
|ρG|2

〉
=


2Nnα

T
d = 1,

e−2W (G)
[
N2 +O

(
N5/3

)]
d = 3

(22)

α ≡ nmc2

G2
.

d = 2 的情形比较特别,〈
|ρG|2

〉
=
∑
R

(
R

a

)−T/2πα

≈
(
1− T

4πα

)
N2−(T/2πα), T < 4πα,

≈
(

T

4πα
− 1

)
N, T > 4πα.

(23)

因此, 三维空间晶体的 X 光散射的强点, (即 k = G 的散射), 有强度 ∼ N2, 加上 N5/3

及更小的修正量. e−2W 随 T 减小 (见 (18), (19)). N2 的存在代表晶体的周期性结构,
一维空间的晶体, 则无周期性结构,

〈
|ρG|2

〉
只和 N 成正比. 二维空间晶体在温度高的

时候
〈
|ρG|2

〉
不显出周期性结构, 而在 T < 4πα 时, 是介于 N2 和 N 之间.†

3. 量子矢量模型

以上的各例, 都没有牵涉到量子力学, 现在看一个最简单的量子磁铁模型, 其哈密顿
算符为

H = −1

2
J
∑
R

∑
a

s(R) · s(R+ a). (24)

R 为格子位置, a 指向 R 的邻居. s(R) 为自旋 1/2 算符, 其三个分量是

sx =
1

2

(
0 1

1 0

)
, sy =

1

2

(
0 −i
i 0

)
, sz =

1

2

(
1 0

0 −1

)
. (25)

另外有两个方便的组合, s+, s−
s± ≡sx ± isy

s+ =

(
0 1

0 0

)
, s− =

(
0 0

1 0

)
.

(26)

†更仔细的分析, 见 Imry and Gunther (1971).
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每一个 R 都有这样一套算符.
H 的基态很容易看出, 只要所有的自旋都指向一方, H 就是极小, 现在挑出一个特

别的方向, −Z 的方向, “向下” 的方向, 所有自旋都指向下. 称此态曰 Φ0

HΦ0 = E0Φ0,

E0 = −
1

4
JdN.

(27)

d 是空间维数, 2d 是每格子的邻居数, (假定立方格子). N 是格子总数, 一如以上诸例.
注意, s 有三个分量, 即 s 是一三维空间的矢量, 而格子的空间维数 d 可以有选择.
现在来看 H 的激发态, 最筒单的是把一自旋倒过来, 得

φ(R) ≡ s+(R)Φ0. (28)

一共有 N 个这样的的激发态, 但它们不是 H 的本征矢量, 即不是定能态. 好在 Hφ 不

会牵涉到其他种类的激发态, (只牵涉到反转一个自旋的). 因此, 由此类形态的组合, 可
得定能态. 最简单的是 ∑

R

φ(R) = S+Φ0,

S+ ≡
∑
R

s+(R).
(29)

这组和事实上是另一个基态, 而非激发态. 因为 H 是个标量, 不因坐标系的转移而变,
即 H 有转动对称性:

[H,S] = 0,

S ≡
∑
R

s(R).
(30)

S 是总角动量. 因此, 将 S± 施于 Φ0, 即得一同样能量的形态, 再施之, 又得一个, 一共
有 N + 1 个基态.
现在令

φk ≡
1√
N

∑
R

eik·Rφ(R). (31)

这形态是 H 的本征形态, 其能量 (高出 E0)ωk 为

(H − E0)φk = ωkφk,

ωk =
1

2
J
∑

a
(1− cosk · a).

(32)

这结果直接由 (31)代入 (24)求得. 注意, H 在格子的平移下不变, (假定循环边界, 即无
边界) 故 H 之本征形态必为平移算符的本征形态, 即平面波. (31) 是一个 “单磁子” 的
形态, 只有一个自旋倒过来. 这 “磁子” 可以看成一粒子, 能量为 ωk, 动量为 k. (28) 可
以看成限在 R 的磁子.
在低温时,磁子粒子数密度小,这模型又成了一理想气体模型. (我们把两个磁子,或

更多磁子重叠的情形略去).



4. 连续对称和软模 419

磁子是波色粒子, 因为 [s(R), s(R′)] = 0(只要 R ̸= R′, 即不重叠. ) 磁子粒子数不
是守恒量, 故化学势为零, 粒子数分布一如晶体振动的声子分布. 总能量为

E − E0 =
∑
k

ωk

eωk/T − 1

=
V

(2π)d

∫
ddk

ωk

eωk/T − 1

(33)

每翻一自旋, Z 方向的总角动量就加 1, 磁子总数是

N ′ =
∑
k

1

eωk/T − 1
,

|⟨S⟩| = N

2

(
1− 2N ′

N

)
.

(34)

N ′ 越大, 总磁矩越小. 从 (33), (34) 可计算热力性质.
如 k 很小, 则 (32) 成为

ωk ≈ λk2,

λ ≡ 1

4
Ja2.

(35)

如果 ωk ≪ T , 则
1

eωk/T − 1
≈ T

ωk

. (36)

我们可以估计一下 N ′:
N ′

N
≈ 1

n(2π)d

∫
ddk

(
T

λk2

)

≈



(
T

nλ

)
L, d = 1,

T

nλ
ln
(
L

a

)
, d = 2,

TkD
2πλn

, d = 3.

(37)

kD ∼ 1/a, 是 k 积分的上限, L 是物体的大小, n ≡ N/V . 上两节的故事, 现在又重演一
次. 在 d ≤ 2 情形下, 无论 T 多小, 只要 L 够大, N ′/N 可以超过 1/2. 如 N ′/N 太大,
则总磁矩消失 (见 (34)). 在 d = 2 时, ln(L/a) 不会太大, 因此, 只要 T 够小, 铁磁性仍
可维持. 在 d = 3, 铁磁性在低温是没问题的. 在 d = 1, 铁磁性就不能存在了.
在这个模型里, 自旋的涨落是用磁子来形容, 没有用矢量的方向. 其实不用量子力

学, 可以很快地得到以上 (37) 的结论. 在 (36), 我们已经把量子力学丢了. 本节的目的
之一就是要指出, (37) 这一类的结论, 和量子力学无关.

4. 连续对称和软模

从液面的涨落, 到自旋的涨落, 我们反复得到同一类型的结果. 显然这一连串的例
子在反映某一种普遍的现象.
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这些例子的模型, 有一共同点, 即哈密顿量 H 有某种连续性的对称, 而在凝聚态下,
这连续性的对称因冻结而遭受破坏.
所谓对称, 即是把某些变数改了, 而 H 不变. 例如把坐标方向改了, 矢量模型的能

量不变, 把坐标平移, 原子间作用能不变, 把液面整个上移、下移, 能量亦不变. 对称性
透过统计力学的基本假设, 成了平衡态的均匀性. 旋转对称的结果是各方向的均匀, 不
能有特别的方向出现. 平移对称的结果是均匀的空间分布, 不能有不均匀的密度. 这是
因为状态空间中活动范围的划定, 只和总能量有关.
所以, 凝聚现象违反了这均匀性质. 状态空间中的运动轨迹被限制在基本假设规定

的活动范围的一部分, 没有时间跑出去. 平衡的形态下出现特别的方向, 如总磁矩, 不均
匀的密度, 如固体, 如液面.
在此我们再提醒一次: 凝聚现象不只限于规则的凝固态. 非晶磁体中冻住的自旋是

混乱的. 照我们的定义, 这冻结形态仍指定了特别的方向. 如果把坐标系转了, 形态就不
同了. 虽然所有自旋之矢量和是零, 但每个自旋都有其平均值, 指向某个方向. 我们可以
任取三个垂直的自旋的方向, 订为附在体内的方向指标. 这些指标是冻住不变的. 任何
固体都违反了空间分布的均匀, 不只是晶体. 原子位置冻住了, 平移的对称就破坏了, 晶
体也好, 不规则排列也好. 我们可以挑选四个不在同一平面上的原子位置, 来确定这固
体的位置和方向.
何谓连续性的对称? 连续的反面是分立. 伊辛磁铁模型的对称是分立的, 把各 si 改

成 −si, 能量不变. 这个变数的转换不是连续的. 矢量模型的对称是连续的, 坐标轴方向
可以连续地改变. 坐标的平移也是连续的改变.
连续性的对称被冻的结果之一, 是很多基态. 例如上例中的磁铁有 N + 1 个基态,

也就是说磁矩凝聚在任一方向均可. 固体可以停在任一位置, 有了这许多基态, 就不难
想见许多能量非常小的激发态. 解释如下:
一个群体是由许多部分组成, 例如以上的磁铁模型, 可以看成许多磁铁放在一起.

在基态, 所有自旋指向一方, 现在把各部分的自旋稍转一点, 如所有自旋都转了同一角
度, 则能量不变. 但如各部所转稍有不同, 转角平缓地由一部改到另一部, 则能量会稍高,
这就是一个低能的激发态. 这些话可以用量子力学式子写下, 把各自旋, 以 x 轴为轴, 转
θ 角的算符是

e−iθSx ≈ 1− iθSx = 1− iθ
∑
R

sx(R), (38)

假定 θ 很小, 如果每个自旋被转了不同的角度, 则算符是

U ≡ 1− i
∑
R

θ(R)sx(R). (39)

如果每个 θ 都相同, 则 UHU−1 = H, 即 UΦ0 也是基态. H 是许多项之和, 每一项都是
有对称性的, 每一项都只有少数几个自旋算符. 如 (24) 中的

HR ≡ −Js(R) · s(R + a). (40)
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如果这两个自旋被转了相同的角, 则此项不变, 但如果被转了不同的角, 即 θ(R) ̸=
θ(R + a), 则此项要变. 变多少呢? 这就要看这两自旋本来的方向如何, 如果它们本
来成直角, 则此项改变和 θ(R), θ(R + a) 之差成正比. 如本来平行, 则和此二角差之平
方成正比. 令 θ(R) ∝ e−ik·R, 则

UHRU
−1 −HR = O(ka) 或 O

(
(ka)2

)
. (41)

总之, 只要 H 不牵涉到相距太远的自旋, (41) 就成立, 不一定要 (40) 这个特别形式. 因
此, 我们的结论是

⟨Ψ |(H − E0)|Ψ⟩ = O(ka) 或 O
(
k2a2

)
,

Ψ = (U − 1)Φ0,

θ(R) ∝ e−ik·R.

(42)

k 可以有很多不同的值, 都很小. 因此, 我们证明了低能激发态的存在. 以上分析不限于
自旋模型, 不用量子力学也行得通. 不过, 只限于短程作用的模型. (41), (42) 特别把 ka

的 a 写出来. 如果 a 太大则结果就不保险, 如果是静电作用之类的模型, 则这结果就靠
不住了.
以上这结果, 即连续对称被冻时必有低能激发态, (能量 → 0, 当 k → 0) 和量子场

论中的 “gedesitong 定理”‡有相同的含义.
晶体振动的声子, 上例中的磁子, 都是此类低能量激发态. 液面的表面张力波亦然.

我们统称之为 “软模”, 其波长长而频率低也.
如果序参量的分布是混乱的, 如非晶磁体中的自旋, 则软模不一定是有一定波长的

波. 它的形状要由自旋的分布, 交互作用能来决定. 不规则的固体中, 软模也不一定是平
面波, 这一方面的资料还非常少.
因此, 无论是量子模型或古典模型, 凡是有连续性对称被冻, 则有软模, 这些软模如

果幅度大, 则使凝聚动摇. 在一维, 二维空间, 长波的份量较重, 软模就把序参量软化了.
以上的一连串例子, 都是反映此一现象.
这种凝聚软化现象, 已有严密的分析. 结论和以上的诸例大致一样, 但说明了许多

重要细节.§

5. 凝聚的缺陷

以上讨论的涨落, 是序参量的平缓涨落. 这是连续性对称的特征. 改变平缓, 则能
量低. 涨落的幅度, 可以看成空间的平缓、连续的函数. XY 模型的 θ(R), 晶体模型的
u(R) 都可看成 R 的连续函数, 因为它们在短距离内 (格子大小) 的改变十分小.
但是格子虽小, 到底不是无限小. 不连续的情形仍可以发生, 不但发生, 而且至为重

要. 现在就用二维空间的 XY 模型为例, 说明一下.
‡所谓 Goldstone 定理.
§见 Hohenberg (1967), Mermin and Wagner(1966). 这些文章很容易读, 是很重要的文献.
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图 1 示两个平面上的矢量分布. 令 α(R) 为 R 和水平方向的夹角, R 是以图中的
O 为原点来计量. 图中每一黑点是一个 R, 图 1 矢量分布是

图 1a, 图 (a) 中 θ(R) 的 “等值线”, 注意 π 和 −π 的意义一样.

图 1b, 等值线同图 1a, 只是各值要加 π/2.

图 1c
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θ(R) = α(R), 图 1(a), (c),

θ(R) = α(R) +
π

2
, 图 1(b), (c).

(43)

在距 O 远的地方, R≫ a, θ(R) 的确是一个平缓的函数. 但是在 O 附近, 它就不是
了, 在 O 周围的四个矢量, 其邻居的 θ 角差为 π/2. 如果 R≫ a, 则

1

2

∑
a

(θ(R)− θ(R+ a))2

≈ a2(∇θ)2 = a2
1

R2
.

(44)

如果把 (44) 代入 (3), 即得

H ′ =
J

2
a2
∑
R

(∇θ)2

=
J

2

∫
d2R(∇θ)2 ≈ πJ ln

(
L

a′

)
.

(45)

πL2 是此物体之面积. 因为在 R ≈ a 时, (44) 不正确. 因此, a′ 和 a 略有不同. 据仔细
分析的结果, 如果用

a

a′
= 2
√
2ec, c = 0.577, (46)

则对正方格子来说, (45) 是个很好的近似.¶

读者一定认得, (43) 是
∇2θ = 0 (47)

之解, 只要不太接近原点. 这也是说若非原点附近的 “缺陷”, (43) 使能量

H ≈ 1

2
J

∫
d2r(∇θ)2 (48)

成为一极小值. 因此, 除了原点左近的缺陷之外, (43) 是相当的 “完美”.
注意, 绕此缺陷一周, (43) 的 θ(R) 改变了 2π∮

∇θ · dR = 2π. (49)

这些是流体力学和静电学中常见的东西. 如果 θ(R)看成流体力学中的 “速度位”,即 ∇θ
为流速, 则图 1 的 θ 状态是一个 “漩涡”. 二维空间的静电学中, 一点电荷产生的电场是
和 1/R 成正比. 因此, (44) 也可以看成一个电荷的结果. 因此, 这缺陷的作用很容易分
析.
当然, (45) 指出, 一个漩涡或电荷的能量随 lnL 增大. 但如有一双相反的电荷或漩

涡, 则能量只和它们之间的距离有关. (见图 2)
¶见 Kosterlitz (1974), P.1049.
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图 2 中的 θ(R) 是

θ(R) = α(R)− α
(
R−R′) . (50)

一对漩涡的能量是

图 2

H ′ = 2πJ ln
(
R′

a′

)
. (51)

如果有许多漩涡, 则

H ′ = −1

2

∑
i,j

qiqj ln
(
|Ri −Rj |

a′

)
. (52)

Ri 为漩涡眼的位置, 或电荷的位置.

1√
2πJ

qi =
1

2π

∮
∇θ · dR, (53)

是绕着 Ri 的积分, 是漩涡强度, 或电荷量. 现在把 (52) 的意义总结如下:
在每个Ri 的地方,挖一个半径为 a′ 的小洞,在这挖了洞的平面上,我们解 ∇2θ = 0.

这个方程式的解, 是最平缓函数, 解出后代入 (48) 计算能量, 即得 (52). 每个小洞都有



5. 凝聚的缺陷 425

个条件, 即 (53) 积分必是一预定的整数. 还有一条件是电荷净值为零:

∑
i

qi = 0. (54)

(52) 是一群缺陷的能量, 这能量不是无限大, 因为 a′ 不是零, 即格子的大小不是零.

θ(R) 既是电势, 而电荷对电势的影响在第十九章已讨论过. 在低温时, 正负电荷会
配成双, 造成一个有限的介电系数. θ(R) 的涨落、相干, 大致仍遵照本章第 1 节的结果.
如果温度太高, 则电荷分散, θ(R) 的涨落的相关长度就成为有限, 凝聚就瓦解了. 瓦解
的温度, 照第十九章的粗略估计, 是 T0 ≈ q2/4 = πJ/2.‖

由此可见, 缺陷可以导致凝聚的瓦解. 注意, 在温度高时, 相邻的矢量就不再有相近
的方向, 因此, “缺陷” 的概念, 就没有什么用处. 无一处 “完美”, 谈什么 “缺陷” 呢? 以
上的电荷模型, 是假定缺陷很少, θ(R) 是一个大致完美的平缓函数, 只有少数地方挖了
洞. 配对的电荷, 分离的电荷, 都建立在这大致完美的假设上. 不过, 电荷由配对而分离
的温度 T0 ≈ πJ/2, 已是相当高的温度, 即和 J 相若. 在这样高的温度下, 这大致完美的
假设, 即缺陷密度小的假设, 是否成立? 如果用上一章的平均场解法去求临界温度, 答案
是 Tc = 2J . (这非常简单, 读者自证之. ) 这和 T0 = πJ/2 差不了多少, 这真是令人担心
了. 不过, 大概也是运气, 在 T = T0 时, 电荷的密度仍很低. 大致说来, 每个电荷的能量
大概是 = q2lnl/a, 平均密度是 (a/l)2, l 是电荷间的平均距离. 因此,

(a
l

)2
∼ e−ε/T ∼

(a
l

)q2/T
. (55)

因此, 若要 a/l ≥ 1, 必须要有 T ≥ q2 = 4T0, 在 T = T0 附近, 电荷密度该不很大. 不过,
这粗略的估计并不足以完全消除以上提出的隐忧. 后来有人用数值模拟, 才有更好一点
的佐证.

以上是二维空间 XY 模型的讨论, 若是三维空间, 则平面上的 “小洞” 就成了 “细
管子” 了, 即缺陷是 “漩涡线”. “电荷” 不再合用, 必须改成线状电流, ∇θ 指向磁场方向.
漩涡线可自绕成一圈, 成一漩涡环, 或者线之两端站在物体的边界上. 这样的缺陷不只
牵涉到一两个格子, 而是一大串格子, 能量因此很高. 所以, 在平衡时不该出现. 但是, 这
漩涡线是一暂稳的东西, 一旦形成, 就不易消失. 要除去一个漩涡, 须把很多单元重新排
列. (二维空间的亦然. ) 这些在下章讲超流性时会再提到.

晶体中的缺陷就复杂得多了, 最简单的是 “位错”, (见图 3) 图中的晶体上半多了一
行, 其他缺陷种类繁多, 在此不谈. 读者可参考材料科学的书籍. 缺陷的理论, 亦见于其
他模型. 文献在近几年来胜于雨后之春笋∗∗. 读者自己去采吧!

‖仔细的分析, 见 KosterIitz (1974).
∗∗例如 Young (1979), Nelson and Halperin (1980).
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图 3

讨论问题二十九

1. 试解一维空间的 XY 模型, 直接用 (1), 不要用 (3).

(A) 计算自由能, 熵, 热容率, 并作图, 横轴为 T .

(B) 计算相关函数 C(R), (定义见 (11)).

(C) 将以上结果和 (3) 之解作一比较.

(D) 如果相邻两矢量之间的夹角大于直角, 我们就说此二单元之间有一 “缺陷”. 且
把这当成此模型中缺陷的定义. 试计算缺陷密度.

2. 上题中, 在定义熵时, 是否遭遇到困难? 如何解决?

注意, si 是连续变数. 凡是连续变数, 都需要用一点量子力学来帮忙定义熵.

3. 复习第二十七章. 试用平均场学解 XY 模型 (1). 求临界温度 Tc.

4. 将 (1) 加上一磁场项
−
∑
i

hi · si. (56)

将第二十七章问题 2, 8 的分析推广到 XY 模型来. 假定 hi 很小.

(A) 推广 (27.47). 考虑 T ≪ Tc, 及 T 接近 Tc 两特殊情形. 注意, 在 T < Tc 时,
序参量指向一定方向.
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(B) 求相关函数 C(R), T ≪ Tc, 或 T 接近 Tc. 和第 1 节的分析比较一下.

5. 将以上三题的分析用到 3 维矢量模型, 即 si 为三维空间矢量. 位置空间的维数 d

另定. 此所谓 “古典海森堡” 模型.

6. 波色粒子气体, 规范转换.

(A) 复习讨论问题三, 第三章的讨论略去了作用能量. 现在加一项作用能

H ′ =
1

2

∑
i,j

u (ri − rj) , (57)

ri, i = 1, 2, · · ·N 是粒子的位置.

(B) 令 Ψ(r1, . . . , rN ) 为此物体的一个波函数. 定义 “规范转换” 为

Ψ′ = e−iαNΨ. (58)

α 为 “规范转角”.

试证哈密顿算符在规范转换下不变, 即

eiαNHe−iαN = H. (59)

此地 N 是看成一算符. 此式子说粒子数是守恒的.

(C) 现在暂且略去 H ′, 只考虑动能:

H0 =
∑
k

εkNk, εk =
k2

2m
. (60)

Nk 是在状态 k 中的粒子数.

这可以看成一群简谐振动单元, 因为 Nk 是正整数, 因此 k 位子可以看成一个单

摆, 能量可写成
εkNk =

1

2
εk
(
p2 + q2 − 1

)
. (61)

p, q 是单摆的 “动量” 和 “坐标”. 状态由 (q, p) 平面上的位置代表.

试证规范转换量是 (q, p) 平面上的坐标转换:

eiαNk(q, p)e−iαNk = (q cosα+ p sinα, p cosα− q sinα). (62)

写得更简单些:
eiαNkake−iαNk = ake−iα (63)

ak ≡
1√
2
(q + ip), Nk = a∗kak. (64)

ak 是所谓 “消去符”, a∗k 是 “产生符”.
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(D) 问题三, 8 指出, 在低温, N0 很大. 因此, k = 0 状态可以用古典力学来讨论.
⟨a0⟩ 是一个

√
N0 量级的大数, 这可以看成一凝聚现象, 即 “波色-爱因斯坦” 凝聚

现象.

试把第 4 节的软模分析, 用到这模型.

(E) 假定作用能 H ′ 不略去, 但凝聚仍出现, 即 N0 = O(N), 再用第 4 节的分析讨
论低能量的激发态.

波色粒子的问题, 在下一章还会再讨论.

7. 讨论量子反铁磁性模型, 即把 (24) 的 J 改成 −J . 这模型不像铁磁性一般简单, 读
者可参考固态物理书籍.

8. (A) 计算 W (k), d = 1, 2. (见 (17), (18)), 并和 (21) 比较.

(B) 求任一原子的位置分布
⟨δ(r − u(R))⟩.

(C) 假定一铜膜 (只有一层铜原子) 的大小为 L = 1 公里, 估计 ⟨u2⟩ 值.

9. 假想 N 个原子连成一维空间的长链中有 N ′ 个杂原子, 其在链中分布为随机,
N ≫ N ′. 哈密顿量如第八章, 问题 12, 只是杂原子的质量 m′ 比其他原子的 m 要

大些.

(A) 试计算杂质对热力性质的影响.

(B) 试讨论杂质对各原子振幅的影响.

10. 某 d 维空间晶体中; 有 N ′ 个原子被杂原子代替. 杂原子分布为随机. 上题即是
d = 1 的情形. 讨论杂原子对第 2 节各项结论的影响.

11. 复习基本的平面流体力学和静电学. 特别留意复变数理论的应用.

(A) 令 z = x + iy, f(z) 为 z 的函数. 如果在某处 f(z) 为 z 的 “解析函数”, 即
df/dz 存在, 试证在该处 (

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
f = 0. (65)

令 f = ϕ+ iψ. 则 ϕ, ψ 各适合 ∇2ϕ = 0, ∇2ψ = 0.

(B) 试证 ψ 的等值线和 ϕ 的等值线相垂直, 即 ∇ψ · ∇ϕ = 0.

(C) 令 f(z) = lnz. 讨论如何用此函数分析漩涡和电荷点.
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超流性是指无阻力、不休止地流动, 不需外力推动. 这种现象可在低温的 He4 液体
(T < 2.17K) 发生, 也可在 He3 液体 (T 低于 10−3K 左右) 内发生. 许多金属电子在低
温时也有此现象, 温度的限制视金属而定, 是为 “超导电性” 现象. He3 的超流性极其复
杂. 由于 He3 和电子都是费米粒子, He3 的理论和超导体略有相似处. He4 是波色粒子,
情形简单些. 所有的超流现象, 都有一些基本特性. 本章并不准备把 He液和超导体的资
料作任何有系统的介绍. 本章的目的只求对超流性的最基本原理作一分析. 超流性是一
个颇富神秘感的性质. 在此, 我们用最简单的模型去解释它.
超流性牵涉到两个现象, 第一是凝聚, 第二是暂稳态. 前者为后者的必要条件. 流动

的状态是一暂稳态, 在短时间内 (短时间可以长达许多年) 就是一个平衡态, 自由能为一
极小值, 流动不会因扰动而停止 (扰动不能太大). 我们讨论暂稳态的目的是了解使流量
减少的过程. 流动态的自由能是比静止态要高, 非绝对极小. 但如果要从流动态变到静
止态, 自由能必先增加才行, 即必先越过一屏障, (见第二十一章对暂稳态的讨论). 我们
必须了解这屏障是什么, 才算是对超流性有初步的了解.

如果没有凝聚现象, 流动的稳定性就不会发生. 超流性之神秘, 就在这序参量. 到底
是什么东西凝聚了? 这一点, 我们用一个磁铁模型解释. 先建立一个格子气体模型. 这模
型的内容和上章的自旋 1

2
磁铁模型一样. 由于我们对磁铁模型有相当的认识, 在此可以

用它来了解格子气体的性质, 一如在第二十七章用伊辛磁铁来分析气液共存. 此地的流
体模型是量子力学中的格子气体, 它是量子力学中自旋 1

2
模型的化身. 序参量即是磁矩.

没有什么神秘.
建立了序参量之后, 就可以讨论超流性. 我们先把模型简化成一个平面矢量模型,

即上章的 XY 模型. 再讨论一环形体积中的序参量. “绕圈数” 是一个重要的概念, 它代
表凝聚矢量在沿环走一周后所改变的角度除以 2π, 即转了几圈. 这个绕圈数 n 是个守

恒量, 如果不考虑凝聚缺陷. 超流速是和 n 成正比. 缺陷即是漩涡. 本章后半部的内容
主要是分析漩涡如何改变 n. 由此可以了解超流性之大致原理. 详细的分析主要以二维
空间模型为主 (即 He4 附在一光滑表面上的模型). 第十九章及上一章的经验, 在此都很
有用. 理论上, 二维空间比较简单, 但实验比较困难. 实验和理论都是近几年的事, 文献
非常多, 但本章的目的, 并不是对这些文献作任何介绍. 许多有趣的其他问题, 如各种声
波, 低温的热力性质等, 都没有提到. 超导电性是一门极其有趣且重要的科学, 在此也不
讨论. 它的基本原理和 He4 颇有些相同的地方, 虽然电子是费米粒子, 且带电. 还有一

429
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个重要题目, 就是在临界点附近的超流性及其他性质. 我们也不讨论. 因此本章的内容
可以说是不能再少了, 只讨论凝聚和流动的暂稳性. 对这两个重点, 我们作比较仔细的
分析.

1. 量子格子气体

现在来凑一个格子气体模型. 令 n(R) 为在格子 R 的粒子数, 其值为 1 或 0, 令∗

n(R)− 1

2
= sz(R). (1)

sz 即是一自旋
1
2
的 z 分量. 格子气体模型因此和自旋 1

2
模型有相同的内容.

粒子数为零的形态, 即真空, 即是所有自旋指向 −z 的形态, 称之为 Φ0,∑
R

n(R)Φ0 = 0. (2)

s+(R)Φ0 为单粒子形态, 粒子在 R. 如粒子为一平面波, 则其波函数为

ψk =
1√
N

∑
R

eik·Rs+(R)Φ0. (3)

s+(R) 把 sz(R) 加 1, 即加一粒子于 R. 因此, 上章第 3 节的 “磁子” 即此地的粒子. 现
在要写出一个合理的哈密顿算符 H. 先问动能是什么? 一个粒子的动能该是 k2/2m. 不
过现在粒子是限制在分立的格子上, 要找个完全合理的动能算符不大容易. 现在找个差
不多的, 令

K ≡ 1

4ma2

∑
R

∑
a

[s+(R)− s+(R+ a)] [s−(R)− s−(R+ a)] . (4)

如果 ka≪ 1, 则施 K 于 (3) 得

Kψk ≈
k2

2m
ψk. (5)

α 是指向格子邻居的矢量, 假设格子为立方. (4) 式亦可以写成

K =− 1

2
J
∑
R

∑
a

s(R) · s(R+ a)

+
1

2
J
∑
R

∑
a

sz(R)sz(R+ a) + JN ′d,

(6)

J ≡ 1

ma2
,

∗这个 n 不是以后要讲的 “绕圈数”.
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N ′ 是粒子总数. 因此, K 很像磁铁模型中的交换作用. 我们只考虑粒子数不变的情形,
即 N ′ 为常数. 现在我们干脆就讨论一个模型

H = K + U

= −1

2
J
∑
R

∑
a

s(R) · s(R+ a) +常数,

U ≡ −1

2
J
∑
R

∑
a

n(R)n(R+ a).

(7)

也就是说, 这气体有动能 K, 势能 U , 势能是相邻粒子的吸引作用. 注意, n = sz +
1
2
. 因

此 U 就是 (6)的右第二项加一常数. (N ′ 为常数). 因此, 这模型和铁磁模型完全一样了.
最后, 我们需要一个动量算符. 令

P = − i
2

∑
R

∑
a

1

2
[s+(R) + s+(R+ a)]

1

a
[s−(R+ a)− s−(R)]

a

a
. (8)

这算符在 ka≪ 1 时, 施于 (3) 之 ψk 得

Pψk ≈ kψk. (9)

P 大致可以算作动量算符. 在章尾的问题中, 会讨论一些 K 和 P 的细节.
提出这个模型的目的之一, 是指出量子力学的几个重要特点.
伊辛磁铁模型不是一个自旋 1

2
的矢量模型, 伊辛模型的运动单元有二值, 自旋 1

2
也

有二值, 但两者大不相同. 自旋 1
2
是一向量. 虽然每个自旋 1

2
只有两个形态, 但它仍是

一个矢量. 从两个形态弄出一个三维空间里的矢量, 是量子力学的杰作. 没有量子力学
是办不到的. 如果许多个自旋 1

2
放在一起, 指向同一方向, 则这总体的矢量性质, 可以用

古典的概念去分析.
伊辛格子气体模型是伊辛磁铁模型的化身, 而量子格子气体模型 (7) 则是自旋 1

2
模

型之化身. 伊辛气体是古典气体模型, 其形态是用粒子分布来指定, 一如伊辛铁磁中各
单元之值. 量子气体模型的形态也以粒子分布指定, 一如自旋 1

2
模型中各 sz(R) 之值.

但除了 sz 之外, 还有 sx 和 sy. 也就是说, 在量子力学中, 所有的算符, 都是运动变数,
如果有两个形态, n = 1, 0, 则除了 n 之外, 一定还有两个其他的变数, sx, sy.
自旋 1

2
模型可以有粘结态, 总自旋 S 可以凝聚在任一方向. Sx, Sy, Sz 都可以

不等于零. 同理, 量子气体模型也可以有凝聚态, 也可以有不等于零的 Sx, Sy. (Sz =

N ′ − 1
2
N , N ′ 为粒子总粒子数, N 为格子总数). 这不等于零的 Sx, Sy, 是古典气体中没

有的东西. 但从磁铁模型来看, 是理所当然, 不足为奇的事. Sx, Sy 之凝聚, 是超流性的
必要条件.
模型 (7) 可以看成一个 He4 群体的雏形. 格子大小 a 可以看成原子的大小. 每格至

多一原子的限制, 代表原子间的短距离斥力. U 是特别的吸引力, 其目的是凑成 H 的简

单形式, 不足以写实, 亦无伤也.
注意, 这是一个波色粒子模型. 每格子至多一原子的限制, 不是指粒子费米, 而是指

粒子为 “硬球” 型. 粒子波函数是对称的.
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2. 基态和低温模型

现在来分析模型 (7), 也就是一个自旋 1
2
磁铁模型, 和上一章的 (24) 一样. 唯一新

加的条件是

Sz = N ′ − N

2
(10)

是个不变量, 因为 N ′ 是总粒子数, 是不变量.

N =
V

a3
(11)

是格子数, V 是总体积, a3 是格子体积. 先看 H 的基态, 我们早知道基态是所有自旋平
行的形态, 自旋的方向受到 (10) 的限制, 限在一个环上, 见图 1. S 的总长是 1

2
N , 即 N

个自旋 1
2
排起来. S 和 −z 方向成 θ 角. 这角度由 Sz 及 |S| 之值决定. ϕ 是沿环角, 任

何值都可以.

图 1

这基态的波函数十分容易求. 图 1(a) 中的 S0 指的是 Φ0, 即无粒子态, 也就是所有
自旋向下. 要得 N ′ 粒子的基态, 只要把 S0 转个 θ 角就行了:

Ψ = e−iϕSze−iθSyΦ0, (12)

即先以 y 方向为轴, 转 θ 角, 再以 z 为轴, 转 ϕ 角, 即得图 1(b) 中 S 的方向, Ψ 即是基
态波函数. 这些转动可以立即做出, 因为每个自旋可以分别转, 读者试证:

Ψ =
∏
R

(u+ vs+(R))Φ0,

u ≡ eiϕ/2 cos θ
2
,

ν ≡ −e−iϕ/2 sin θ
2
,

(13)
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|u|2 是格子 R 没有粒子之概率, |v|2 是有一粒子的概率. 是因为 u 和 v 的巧妙组和, 使
Sx, Sy 不等于零, 而角度 ϕ 因此有了意义. 从自旋模型的观点, 这种组和是不足为奇的.
自旋 1

2
指向任一方向的形态, 都可以从 “向上” 和 “向下” 两个形态组和而得.

如果将每个自旋的 ϕ 角稍作改变, 且相邻自旋的 ϕ 改变差得少, 则得一低能的激发
态 (见上章第 4 节的讨论), 令

Ψ′ ≡ e−i
∑

R ϕ(R)sz(R)Ψ. (14)

这就是把 s(R) 转 ϕ(R) 角的结果. 如果每个 ϕ(R) 都一样, 则 Ψ 只是另一基态, (图
1(b) 环上的另一点).

Ψ′ 的能量可以估计如下: 各 s(R) 被转了之后, s(R) · s(R + a) 改变多少? 本来各
自旋是平行的, 这乘积是 1

4
, 现在 s(R) 被转 ϕ(R), s(R+ a) 被转 ϕ(R+ a), 这乘积的

改变是
1

4
sin2 θ cos[ϕ(R)− ϕ(R+ a)]. (15)

因为转角是以 z 方向为轴, 只有 xy 平面方向的矢量受转动影响. 所以 (15) 中有 sin2 θ.
因此, 哈密顿量的改变是

⟨Ψ′|H|Ψ′⟩ − ⟨Ψ|H|Ψ⟩ ≡ H ′,

H ′ = −J
′

2

∑
R

∑
a

cos[ϕ(R)− ϕ(R+ a)],

J ′ =
1

4
J sin2 θ.

(16)

θ 这个角是由 Sz = N ′ − 1
2
N 和 |S| = N/2 决定:

sin2 θ = 1−
(
2N ′

N
− 1

)2

,

= 4n(1− n)

n ≡ N ′

N
.

(17)

因此

J ′ = Jn(1− n). (18)

(16) 式恰好是上章讲的平面矢量模型, 或 “XY 模型”. ϕ 角的振动即是上章谈的一种

“软模”. 各自旋的排列是一凝固现象, 这模型有以 Z 方向为轴的旋转对称性. 此模型的
低温性质可以用 (16) 的 H ′ 作哈密顿量分析. 注意, (16) 不再是一量子模型, 各变数
ϕ(R) 是看成普通的古典力学变数. 当然 H ′ 这模型是由量子模型 (7) 得来. 它是 (7) 的
低温模型. 它只考虑了各自旋的 ϕ 角运动.

H ′ 也可以写成比较好看一点的形式. 因为 J ≡ 1/ma2, 且∑
R

≈ 1

a3

∫
d3R

cos[ϕ(R)− ϕ(R+ a)] ≈ 1− 1

2
(a · ∇ϕ)2.

(19)
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因此,
H ′ ≈ ρ

2m

∫
d3R(∇ϕ)2 +常数, (20)

ρ ≡ 1

a3
n(1− n) = N ′

V

(
1− N ′

V
a3
)
. (21)

如格子很小, 则 ρ 是粒子密度. 读者别忘了 (18) 是一个磁铁模型的化身.

3. 流动状态, 绕圈数

现在假想一个长为 L 的脚踏车胎形圆环, z 坐标沿环, 截面积为 A, 我们的格子气
体放在里面. V = AL, 能量是 H ′, 用 (20) 比较简单.
如果 ϕ 为常数, 则 H ′ 为极小即基态. 现在来求 H ′ 的其他极小值. 令 H ′ 对 ϕ(R)

的微分为零, 得
∇2ϕ = 0. (22)

ϕ = 常数是一个解. 但是,

ϕ = ϕn ≡
2πn

L
z , n = ±1,±2, . . . , (23)

也是 (22) 之解, 因为 ϕ+ 2nπ 的意义和 ϕ 完全一样, ϕ 是一个角度. z 坐标沿环, z = 0

和 z = L 是同一点. 故 ϕ(x, y, L) − ϕ(x, y, 0) 必须是 2π 的整数倍. 把 (23) 代入 (20),
得

H ′ =
ρV

2m

(
2πn

L

)2

≡ En. (24)

En 是一个 H ′ 的极小值, 不是极大值, 因为如把 ϕ = ϕ′ + ϕn 代入 (20) (ϕ′ 很小) 即得
En +正数.

图 2

我们称 n 为 “绕圈数”, 这名字的意义由图 2 可见. 图 2 示一圆环, 截面为半径为
1
2

sin θ = s 之圆, z 坐标沿环, 环长为 L. (s⊥ cosϕ, s⊥ sinϕ) 就成了绕在环上的一条曲线
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了. (s⊥ cosϕ, s⊥ sinϕ) 即 (sx, sy). 因此图 2 画的, 是 (23) 代表的序参量, 沿着环的分
布, 是这曲线所绕的圈数

绕圈数 =
1

2π

∫ L

0

dz ∂
∂z
ϕ(x, y, z). (25)

照现在的模型, 这 ϕn 代表的形态是稳定的. 绕圈数 n 是改不了的. 由图 2 可见, 一条绕
在环上的线如不能切断再接起来, 是无法改变绕圈数的. 也就是说, n 是一个守恒量. 不
管软模如何振动, 只要 ϕ 是连续函数, 它的绕圈数变不了. 虽然 En > 0, ϕn 代表一个稳

定形态. 在温度 T 非零时, 自由能 Fn 可以由

H ′ = En +
ρ

2m

∫
d3R (∇ϕ′)

2
,

ϕ = ϕn + ϕ′,

(26)

来算, 答案显然是 Fn = En + F0. 这 F0 是以 n = 0 为基态的热位能. ϕn 这形态, 是流
动的. 我们需要用 (8) 来计算总动量. 现在

s±(R) =
1

2
sin θe±iϕ(R) (27)

(见图 1(b)), 注意, (14) 的 Ψ′ 可写成

Ψ′ =
∏
R

[u(R) + v(R)s+(R)] Φ0, (28)

其中 u, v 是把 (13) 的 u, v 中的 ϕ 以 ϕ(R) 代, (27) 是指 s±(R) 对 Ψ′ 的平均值, 即

s+ =v∗u,

s− =u∗v.
(29)

(8) 可以简化成
P ≈ ρ

∫
d3R∇ϕ, (30)

以上用到
1

4a3
sin2 θ = ρ, (31)

见 (17), (19). 因此, 将 ϕn 代入 (30), 得沿环的动量

Pz =ρV
2πn

L
≡ mρV vs,

vs ≡
2πn

L

1

m
.

(32)

这是一个稳定的总动量, 这就是超流性, vs 是所谓 “超流速度”. n 是不能变的, n 之所以
不能变, 是因为 sin θ 非零, (见图 1), 即有 s(R) 之凝聚. 这是一个总体的, 热力学的结
果. 加高一点温度, 加一点杂质, 不会影响这稳定的平衡态, 超流体不是流体力学中的黏
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性趋于零的情形. 黏性趋于零仍不是零, 加一点杂质, 就会影响流速, 使它慢下来. 这样
的流动不是暂稳态, 而是不稳态, 超流状态是完全不同的.
以上绕圈数 n 之所以不变, 是由于我们只考虑了平缓的 ϕ(R), 视之为 R 的连续函

数. 如果我们把不连续的情形, 即上章第 5 节讲的 “缺陷” 也考虑进去, 则 n 就不能永久

维持不变了. 这模型既是 XY 模型, 则缺陷是漩涡. 在下一节, 我们看漩涡如何使以上
的稳定流动变成暂稳, 甚至成为不稳态.

4. 超流的稳定性

上节的结论是: 超流性是靠 “绕圈数”n 之守恒来维持. 破坏 n 的守恒, 就破坏了超
流性.
现在来看缺陷的影响. 先从一维空间模型说起. (以上的模型是三维空间的, 但要改

成一维, 二维的情形很容易). n 之所以守恒, 是靠 ϕ(R) 的连续性, 即图 2 的那条曲线是
连续的. 但是 R 不是连续的, 而是一群分立的点. 在一维空间, 这些点排成一串, 像个项
链似的, 图 2 中的这条曲缘也是一串分立的点, 如果有相邻的 ϕ 值差接近了 π, 则这条
曲线可以说是断了. 这切断的概率约是

e−ε/T , ε =
ρa

2m

(π
a

)2
. (33)

即 (∂ϕ/∂z)2dz ∼ (π/a)2a. 切断的地方约有 Nπ 处,

Nπ = Ne−ε/T =
L

a
e−ε/T , (34)

假定 Nπ ≫ 1, 则切断的情形不停地发生, 当然切断之后又会接回去. 但是断了又接上,
前后角差可以是零, 也可以是 ±2π, 也就是说 n 可以不变, 也可以增加或减少, 即 n 不

再是守恒量. 超流性也随之消失.
如果 Nπ 很小, 即 T 很小, L/a 亦不大, 则超流态可视为暂稳态, n 之改变很慢. 切

断的时间尺度是 τ ,
τ ≈ τ0

Nπ

, (35)

dn
dt ≈ −

1

T

(
∂En

∂n

)
1

τ

≈ n

τ0

4πρ

maT
e−ε/T ,

(36)

1/τ0 可以看成一高温时的反应率. 这是一个粗略的估计.
现在看二维空间的情形. 二维空间的缺陷是漩涡, 也可以看成电荷. ∇ϕ(R) 可以看

成电场. 从第十九章, 及上一章, 我们知道这些电荷在低温时会两个一对地配成电偶极
子, 其作用可以用一个介电系数 ε 代表. 电场在加了电荷后小了 ε 倍:

电场 ∝ 1

ε

(
∆ϕ

L

)
, ∆ϕ = 2πn.
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因此, 电场能量 ∝ 1

ε

(
∆ϕ

L

)2

. (37)

有缺陷和没缺陷的分别在 ε 之值. 如无缺陷则 ε = 1, 如有则 ε > 1. (24) 可以改写成

En =
ρsV

2m

(
2nπ

L

)2

, ρs ≡
ρ

ε
. (38)

因此, 在低温, 流量仍可以维持, 只是小了些. (32) 的 ρ 改成 ρs 即可.

ρs 度量序参量的坚韧程度, 即

能量 ∝ ρs
(
∆ϕ

L

)2

. (39)

∆ϕ/L 是 s 被 “扭转” 或 “歪曲” 的程度. 我们可称 ρs 为 “韧度”. 韧度不等于零, 才能维
持一个扭转了的序参量.

图 3
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图 4

如果温度太高, T > T0.

T0 ≈
q2

4
=
πρ

2m
, (40)

则各电偶极子分散而成自由电荷, 则 ε→∞, 因而 ρs → 0, 超流态不再存在. 注意, 电荷
单位 q 和 ρ/m 的关系是 q = 2πρ/m. (见 (20), (29.48) 及 (29.53)).

以上的讨论, 可以借一些图来说明. 图 3 示一脚踏车轮子模样的东西. 轮胎是我们
的二维空间模型, 周长为 L. 四射的直线是 ϕ 的定值线. 如果胎中没有漩涡, 则这图代
表 ϕn, n = 16. 总动量由 (32) 可得. 当然, 我们可以把这图看成一个大漩涡, 中间是个
大洞, 超流体在胎里流. 大漩涡的强度是 16q.

图 3 中四射的直线, 即 ϕ 的定值线, 亦可看成由中央电荷 nq 射出的电力线, 电场方
向是由中心向外. 这也是一个很方便的看法. 电场强度是

nq

(L/2π)
=

2πnq

L
= qmvs, (41)

L/2π 是轮子的半径. 假定胎宽比 L 小很多.

如果有自由电荷出现, 即 T > T0, 则自由电荷就把电力线屏蔽了, 如图 4. 胎内不再
有电力线, 即不再有流量了.

如果 T < T0, 电荷正负一对一对地配成了偶极子, 电力线有 16/ε 根仍可以透入.
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图 5

图 5 是把上二图的轮胎放大, 看一部分. 电力线有的穿过, 有的碰到偶极, 在偶极间
的电场就小些. 平均起来, 电场小了 ε 倍. (见第十九章末节的讨论). 流量因此也小了 ε

倍.

现在来看在 T < T0 时, 流动态是否稳定. 这情形比一维空间的情形复杂多了. 在此
只作一个十分粗略的分析. 我们将不考虑漩涡的详细运动情形, 只从能量减低过程的观
点来看.

要改变流速, 必须要改变绕圈数 n. 从图 5 来看, 这就是要改变物体内的电力线数
目. 每减一根, n 即降低 1. 要减一根电力线, 只要拆散一对结合的正负电荷, 然后正荷
向上跑, 负荷向下跑, 如此, 体内的 n 就减少了.

当然, 正负电荷间有引力, 否则不会结合. 要拆散它们, 不大容易, 要相当大的能量
才行. 不过一旦拆开, 电力钱所代表的 “电场” 就会把负电引向图 5 的内环, 正电推向外
环, 以减低能量. 这又是一个翻越屏障的问题. 这电场是和流速成正比. 因此, 流速越大,
偶极子越容易被拆散, n 下降得越快. 现在来看些细节.
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图 6

一个偶极子的能量是 +q 和 −q 的作用能加上在外加电场

E =
2πnq

Lε
=
mvsq

ε
(42)

内的势能, 即

u(r) =
1

ε
q2ln r

a
− qEr, (43)

r 是 +q, −q 间的距离. 图 6 示 u(r), 其极大值 Λ 在 r = rc,

rc =
L

2πn
=

1

mvs
. (44)

因此, 流速越大, rc 越小, Λ 之值是

Λ =
q2

ε

(
lnrc
a
−mvsrc

)
=

2πρs
m

(
ln 1

mvsa
− 1

)
.

(45)

如果 r 比 rc 小很多, 则偶极子的结合十分牢固. 要拉开一对, 十分困难, 必须越过屏障
Λ. 我们可以估计一下单位时间单位长度内有多少自由电荷流出. 我们用第二十一章的
结果, (见 (21.12)). 流量是

Jπ ≈
DNπ

V

e−Λ/T

∆r
, (46)

(∆r)2 ≈ T

(∂2u/∂r2)c
=
εT

q2
r2c . (47)
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D 是电荷的扩散系数, Nπ/V 是电偶极子密度. V 是物体之总面积. ∆r 是图 6 屏障峰
顶的宽. 每一拆散的二极使 n 减低 1, 故

dn
dt = −LJπ,

dvs
dt = − 2π

Lm

dn
dt = −2π

m
Jπ.

(48)

将 (45) 代入 (46), (48), 得

dvs
dt ≈ −vs

(
q2

εT

)
D

a2

(
1

mvsa

)−2πρs/mT

(49)

以上假定 Nπ/V ∼ e−q2/T
/
a2 , q2/ε = 2πρs/m . 扩散系数必须另外计算. 它和这 He4

薄膜所附的物体表面及漩涡的流体力学有关.
以上最重要的结论是, 二维空间的超流性是个暂稳态. 流速越大, 下降得也越快. 不

过在低温, 低速的情形下, 它是相当的稳定. 这是由于 e−Λ/T 所引起的 (49) 的最后一因
子所致.

(49) 式的解在很长的时间是, (假定 mvsa≪ 1):

vs ∼
1

ma

(
t

τ

)−αT

,

α =
m

2πρs
,

1

τ
∼ D

αTa2
.

(50)

在低温时, vs 消失得非常慢.
如果 mvs 接近 1/a, 则图 6 的屏障就不见了, 也就没有超流性可言了.
三维空间的情形更加复杂. 缺陷是漩涡线. 由于它牵涉到一连串的原子 (因为是一

条线), 故能量很大. 因此它本身就是暂稳或稳定, 不会在平衡态中忽然出现或忽然消失.
三维空间的超流状态非常稳定. 如果本来就有了一些漩涡线在边界上, 流速太大时就会
把它拉长, 变成个大圈圈, 或移到管子另一边, 以减少绕圈数. 这些问题, 是非常有趣的
流体力学问题, 早在十几年前, 即有很多资料, 比二维空间的工作要早很多.†三维空间超
流性之失去, 总是因为流速太高, 而最高的超流速和容器的细节大有关系. 暂稳态的屏
障都非常高, 由于漩涡线的能量大, 平衡态中的分子能量不足以越过这样的屏障.
我们就讲到此地.

讨论问题三十

本章要求稍高, 读者需多下工夫?
†见 Wilks (1967) 的书. Putterman (1974), Anderson (1966).
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1. 氦的种种特性, 在各参考书中叙述甚详, (例如吴家玮 (1972), Wilks (1967), Puter-
man (1974) 等), 读者可自阅读.

2. (A) 证明 (5). 注意 [
s+(R), s−

(
R′)] = 2sz(R)δRR′ ,[

sz(R), s±
(
R′)] = ±s±(R)δRR′ .

(51)

(B) 证明 (9).

3. 在 N ′/N 很小时, (N ′ 为粒子数, 见 (10)), 试证这模型和理想波色粒子模型相近.
令

ψ(R) ≡ 1

a3/2
s−(R), ψ∗(R) ≡ 1

a3/2
s+(R), (52)

则 [
ψ(R), ψ∗ (R′)] = δ

(
R−R′) ,

1

a3
δRR′ ≈ δ

(
R−R′) . (53)

试证 ψ∗(R)ψ(R)) 大约是粒子密度算符, 注意, 这模型和理想波色气体仍不一样,
因为每格只能有一粒子, 故粒子间仍有作用.

4. 读者如对第 2 节的推理感到吃力, 则应复习量子力学讲自旋 1
2
部分, 及有关坐标

方向的转换.

注意:
e−iθsα = cos θ

2
− 2isα sin θ

2
, α = x, y, z. (54)

(12) 中的 Φ0, 每自旋都向下, 故每自旋的形态还可用

0

1

 代表.

5. 从 (14) 导出 (15), (16).

6. 从 (18) 求 (20) 的步骤如不清楚, 表示读者对泛函数微分还没经验. 对一函数 ϕ(x)

微分, 只须记住
δ

δϕ(x)
ϕ (x′) = δ (x− x′) (55)

即可. 遇到困难时, 最保险的解决方法是把 x 分成小段, 把每一段的 ϕ(x) 看成一

变数.

试求 δF/δϕ(x):

(A) F =

∫
dxdx′ϕ2(x)ϕ2 (x′)A (x, x′) . (56)

(B) F =

∫
dxϕ2(x)

(
dϕ
dx

)2

. (57)

(C) F =

∫
dx
[
ϕ(x)h(x) +

(
∇2ϕ(x)

)2]
+

(∫
dxϕ2(x)

)2

. (58)
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7. 本章的讨论, 限于低温的情形. 若是 T 和临界温度接近, 则第 2 节的模型就不合用
了.

(A) 用平均场法解模型 (7). 条件 (10) 仍必须符合. 求临界温度 Tc, 热容率, 及序
参量 ⟨s−⟩. 假定序参量到处相同.

(B) 假定序参量为不均匀:
⟨s−(R)⟩ = ψ(R). (59)

试证 ψ(R) 约为

−∇2ψ −Aψ +Bψ3 = 0 (60)

之解, (假定 Tc − T 很小). 从 (7) 开始, 计算 A, B. 参考第二十七章问题 2, 第二
十九章问题 3. 用第二十七章第 2 节的方法, 求出和 (27.11), (27.12) 相似的各式,
包括

F0(ψ) = ⟨H⟩ − TS

∝
∫

d3R

[
1

2
|∇ψ|2 − 1

2
A|ψ|2 + B

4
|ψ|4

]
,

(61)

(27.12) 式和 (60) 相当. 由 δF/δψ = 0 即得 (60).

(C) 用 (60) 取代 (22), 讨论第 3 节的各结论. 绕圈数的概念仍合用.

8. 上题的模型, 曾被用来分析细金属线的超导电性. 虽然我们没有讨论超导电性的理
论, 但上题模型是可以用. 本章的基本观念亦合用, 只是细节不同.

常数 A, B 须要由金属模型计算得来.

试讨论绕圈数 n 的改变. 注意: 这模型的 |ψ| 是可以改变的.

即图 2 的曲线不必一定要在那手镯表面上. 不过, 如要 n 改变, 则曲线在某处必须
切透手镯. 也就是说, 绕圈数由 n 减到 n − 1 的过程中, |ψ| 必须在某处减少至 0,
再增加. 这过程已有人仔细分析过, (见 Langer and Ambegaokar (1966)).

基本的想法是:

1 状态空间是 ψ 之集. ψ 是 z 的函数, z 是沿环坐标. 假定 ψ 不随 x, y 改变.

2 (60) 决定 F0(ψ) 在此空间的极小值.

ψn ∝ ei2πnz/L (62)

为 F0 之极小处, ψ0 处为绝对极小.

3 从 ψn 走到 ψn−1, 必须越过 F0(ψ) 的高处, 即越过屏障. 屏障最低处, 第一山
口, 或鞍点. 好在 (60) 不但可以用来求极小, 极大或山口点, 也是 (60) 的解. 令鞍
点为 ψ′.

因此, 屏障高为
Λ = F0 (ψ

′)− F0 (ψn) . (63)
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4 由第二十一章的讨论, 可估计 n 至 n− 1 过程的反应率

1

τ
=

1

τ0
e−Λ/T . (64)

τ0 不大容易计算, 但主要的因子 e−Λ/T 是由屏障得来.

读者自己先试试, 再去翻参考资料, 如果读者要作更广泛、详细的阅读, 可学 Put-
terman (1974).

9. 声子气体

本章的重点在超流性. 波色粒子的热力性质, 也很有趣, 但没有在本章讨论, 读者
可自己导出一些结论如下.

(A) 复习上一章问题 6, 试证哈密顿量可写成

H =
∑
k

εka
∗
kak +

1

2V

∑
k,p,q

uqa
∗
k+pa

∗
p−qapaq,

uq ≡
∫

d3reiq·ru(r).
(65)

(见 (29.57) 至 (29.64)).

(B) 假定作用能 u 很弱. 在低温时 N0 = a∗0a0 和 N 差不多, 其他 ak 可看作小量.
因此, H 约是

H ≈
∑
k

(εk + 2nuk) a
∗
kak

+ n
∑
k

uk
(
a∗−ka

∗
k + a−kak

)
+常数,

(66)

n ≡ N

V
.

(C) 注意, 状态 k 只和 −k 相干. 因此, 模型 (66) 很容易解.

试求零点能量及波函数.

每一对 (k,−k) 状态的零点波函数是

Ψ0 =
∑
m

Am

(
a∗−ka

∗
−k

)m
Φ0. (67)

Φ0 是无粒子形态, 即真空. 求 Am.

(D) 试证激发态可以看成一 “声子理想气体”. 声子可由状态 (k,−k) 的激发态定
义. 令

αk ≡ ukak − vka∗−k (68)

这是声子的 “消去符”, α∗
k 为 “产生符”. uk, vk 是常数. 试由

[αk, α
∗
k]= 1

αkΨ0 = 0
(69)
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求 uk, vk, 并证明
H =

∑
k

ωkα
∗
kαk +常数,

ω2
k ≡ 2nukεk + ε2k.

(70)

如果 k 很小, 则
ωk ≈ ck,

c2 ≡ nu0
m

.
(71)

这是 “声子” 一词的动机.

以上是四十年前 Bogoliubov 的结果.

(E) 用 (70) 求热力性质.

注意: 在旧一点的教科书及文献中, 常把超流性和声子的能量连想在一起, 把 c > 0

看成超流性的来源, 流速小于 c 则射不出声子因而不能损失能量. 这种看法是不对
的, (固体也有声子, 却无超流性). 本章的讨论强调绕圈数之守恒及序参量韧度为
超流性的根源, 读者请特别注意.
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